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Рассматривается движение небесного тела в рамках ограниченной задачи трех тел систе-
мы Солнце—Земля. Исследуются уравнения управляемого поступательно-вращательного
движения небесного тела в окрестности коллинеарной точки либрации L1. Для описания
поступательного движения небесного тела используются уравнения хилловского прибли-
жения круговой ограниченной задачи трех тел системы Солнце—Земля, а для враща-
тельного — динамические уравнения Эйлера и кватернионное кинематическое уравнение.
Изучается устойчивость движения в окрестности положений относительного равновесия
небесного тела, стабилизация вращательного движения небесного тела с предложенными
законами управления. Для решения задач стабилизации строится функция Ляпунова в ви-
де суммы кинетической энергии небесного тела и специальной «кинематической» функ-
ции параметров Родрига—Гамильтона. Проводится численное моделирование управляемо-
го вращательного движения небесного тела в точке либрации L1, приводятся численные
характеристики параметров управления и вращательного движения небесного тела. Ре-
зультаты численных экспериментов представлены графически. Библиогр. 14 назв. Ил. 10.
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This paper considers the motion of a celestial body (as a rigid body) within the restricted three-
body problem of the Sun—Earth system. The equations of controlled coupled attitude-orbit
motion in the neighborhood of collinear libration point L1 are investigated. The translational
orbital motion of a celestial body is described using Hill’s equations of a circular restricted three-
body problem of the Sun—Earth system. Rotational orbital motion is described using Euler’s
dynamic equations and quaternion kinematic equation. As an important result, we investigate
the problems of celestial body motion stability in relative equilibrium positions and stabilization
of a celestial body motion with proposed control laws in collinear libration point L1. To study
stabilization problems, Lyapunov function is constructed in the form of the sum of the kinetic
energy of a celestial body and special “kinematics” function of the Rodriguez—Hamiltonian
parameters. The numerical modeling of the controlled rotational motion of a celestial body at
libration point L1 is carried out. The numerical characteristics of the control parameters and
rotational motion of the celestial body are given. Results of numerical integration are presented
graphically. Refs 14. Figs 10.
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Введение. Прикладные задачи, связанные с освоением и изучением космиче-
ского пространства, движения искусственных и естественных небесных тел, требуют,
помимо фундаментального исследования поступательного движения, анализа враща-
тельного движения небесных тел относительно их центра масс. Например, исследо-
вание излучения звезд возможно при наличии освещения установленных на космиче-
ском аппарате измерительных приборов, которое обусловлено вращательным движе-
нием небесного тела относительно центра масс. Анализ строения атмосферы плане-
ты зависит от ориентации космического аппарата относительно набегающего потока
частиц. Движение около центра масс непосредственно влияет на аэродинамические
свойства небесного тела и, следовательно, на его траекторию и время существования.

Вместе с тем задачи определения движения небесного тела относительно цент-
ра масс связаны с возможностью получения пассивной ориентации, обусловленной
влиянием моментов внешних сил. Эти задачи предполагают нахождение естествен-
ных ориентированных положений небесного тела, анализ их устойчивости и изучение
движения в их окрестности. Для решения задачи о вращательном движении небес-
ных тел требуются установление формы и распределения масс объекта исследования,
выбор начальных данных, определение гравитационных, аэродинамических, электро-
магнитных моментов, диссипативных эффектов различной природы и т. д.

В рамках задачи двух тел было выявлено, что, если кинетическая энергия вра-
щения небесного тела достаточно мала по сравнению с работой внешних сил, то дви-
жение тела при надлежащей начальной ориентации будет носить либрационный ха-
рактер (тело будет совершать колебательное движение около некоторого устойчивого
положения относительного равновесия). Влияние таких положений равновесия и ис-
следование движения в их окрестности представляют особенный интерес для задачи
стабилизации и ориентации небесных тел с помощью моментов внешних сил [1, 2].

При совместном рассмотрении поступательного и вращательного управляемого
орбитального движений небесного тела, учитывая различные факторы внешнего воз-
действия, вращательное движение относительно центра масс, с одной стороны, суще-
ственно зависит от положения центра масс в фазовом пространстве, с другой — может
оказывать влияние на поступательное движение. Например, управляя ориентацией
солнечного паруса — изменяя результирующий вращательный момент, можно менять
силу светового давления, действующую на парус, и тем самым способствовать наибо-
лее эффективному решению задачи удержания небесного тела в окрестности точки
либрации и/или задачи маневрирования в околоземном космическом пространстве.

Рассмотрим орбитальное движение небесного тела массы m в гравитационном
поле двух массивных тел — Земли массы M1 и Солнца массы M2 (m � M1 < M2).
Такое движение может быть описано моделью ограниченной задачи трех тел, а при
пренебрежении эксцентриситетом орбиты Земли — моделью круговой ограниченной
задачи трех тел. В рамках последней модели исследуется движение тела малой массы
m под действием гравитационных полей притяжения двух массивных тел M1 и M2,
обращающихся по круговым орбитам вокруг их общего центра инерции. Массивные
тела описываются как материальные точки. Также считается, что тело малой массы
m не влияет на движение притягивающих центров M1 и M2. Следовательно, движе-
ние центровM1 иM2 подчиняется задаче двух тел, для которой выполняется частный
случай третьего закона Кеплера
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ω2R3 = γ(M1 + M2),
где ω — величина угловой скорости вращения радиус-вектора центра масс Земли
по орбите; R — расстояние между M1 и M2 (а. е.); γ — гравитационная постоянная.

Известно, что уравнения ограниченной задачи трех тел имеют пять стационар-
ных решений, которые в небесной механике называют точками либрации, или точ-
ками Лагранжа (рис. 1). Три из них — L1, L2, L3 — коллинеарные точки либрации,
являющиеся неустойчивыми положениями равновесия во вращающейся системе коор-
динат, треугольные точки либрации L4 и L5 устойчивы при определенном отношении
масс притягивающих центров, в линейном приближении условие устойчивости может
быть записано в виде [3]

M1

M1 + M2
<

9 −√
69

18
≈ 0.0385208.

Рис. 1. Точки либрации

Точки либрации — модельныe понятия круговой ограниченной задачи трех тел,
однако их свойства определяют качественный характер движения небесного тела ма-
лой массы, который в реальности происходит под действием многих возмущающих
факторов.

Современное развитие космонавтики с недавнего времени позволяет реализовы-
вать проекты, связанные с использованием окрестностей коллинеарных точек либ-
рации L1 и L2, и с учетом их свойств становится очевидной актуальность задачи
удержания небесного тела в окрестности этих точек [4, 5]. Неустойчивость коллине-
арных точек либрации может быть и положительным фактором, способствующим
космическому маневрированию с относительно небольшими энергетическими затра-
тами [6, 7].

Отметим, что в работе [8] было изучено неуправляемое вращательное движение
симметричного небесного тела относительно его центра масс в предположении, что
центр масс совпадает с L2 в фазовом пространстве, в [9] были представлены вычис-
лительные методы расчета периодического вращательного движения спутника, когда
его центр масс находится на плоской орбите Ляпунова.

Для исследования движения небесного тела введем следующие системы коор-
динат (рис. 2): OXY Z — звездная (барицентрическая) система координат с началом
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в центре масс Земли и Солнца; OXY — плоскость, в которой лежат орбиты Земли
и Солнца; M1XY Z — вращающаяся (геоцентрическая) система координат; CXY Z —
кенигова система координат с началом в центре масс тела и осями, параллельными
осям вращающейся системы координат; Cxyz — система координат, жестко связанная
с телом и началом в центре масс тела, оси которой направлены по главным централь-
ным осям инерции тела.

Рис. 2. Введенные системы координат

Главный вектор и главный момент сил тяготения. Для нахождения диф-
ференциальных уравнений движения небесного тела необходимо определить главный
вектор сил тяготения и их гравитационный момент относительно центра масс тела C.

Сила, с которой массивные тела действуют на элемент массы dm тела, опреде-
ляется по формуле [10]

dF = −γ
M1dm

r3
1

r1 − γ
M2dm

r3
2

r2, (1)

в которой ri (i = 1, 2) — соответственно радиус-векторы элемента массы dm небесного
тела относительно Земли и Солнца, ri (i = 1, 2) — длины этих радиус-векторов.

Для получения главного вектора сил притяжения необходимо проинтегрировать
выражение (1) по всему объему тела. Будем предполагать, что линейные размеры
тела много меньше расстояний до притягивающих центров.

Пусть ρ — радиус-вектор элемента массы dm, компоненты которого в системе
координат CXY Z есть Xρ, Yρ, Zρ, величина ρ — его длина. Тогда для ri (i = 1, 2)
можно записать

ri = Ri + ρ, ri = Ri

√
1 +

2(Ri, ρ)
R2

i

+
(

ρ

Ri

)2

, (2)
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где Ri (i = 1, 2) — соответственно радиус-векторы центра масс небесного тела относи-
тельно Земли и Солнца; Ri (i = 1, 2) — длины этих радиус-векторов; (·, ·) — операция
скалярного произведения.

Пренебрегая величинами
(

ρ

Ri

)2

(i = 1, 2) и выше, из (2) можно получить раз-

ложение Тейлора в виде

1
r3
i

=
1

R3
i

(
1 − 3(Ri, ρ)

R2
i

)
, i = 1, 2. (3)

Произведем интегрирование по всему объему тела, используя выражения (1)–(3)
и учитывая то, что центр масс тела находится в начале кениговой системы координат:∫

Xρ dm =
∫

Yρ dm =
∫

Zρ dm = 0.

Тогда находим, что с точностью до
(

ρ

Ri

)2

(i = 1, 2) главный вектор сил тяготения

задается формулой

F = −γ
M1m

R3
1

R1 − γ
M2m

R3
2

R2. (4)

Таким образом, получаем, что, если пренебречь величинами порядка
(

ρ

Ri

)2

(i =

1, 2) и выше, то размеры тела не влияют на значение и направление главного вектора
сил тяготения, следовательно, вращательное движение небесного тела относительно
центра масс не влияет на поступательное, т. е. центр масс движется как материальная
точка массы m под действием притягивающих центров M1 и M2.

З а м е ч а н и е 1. Если ρ ≈ 15 м, а небесное тело находится в окрестности
коллинеарной точки либрации L1: R1 — порядка миллиона километров, R2 — сотни
миллионов километров, тогда отбрасываемые величины

ρ

R1
≈ 10−8,

ρ

R2
≈ 10−10.

Определим гравитационный момент сил тяготения. Возьмем систему координат
Cxyz. Ориентацию небесного тела относительно системы координат CXY Z будем на-
ходить при помощи параметров Родрига—Гамильтона λ0, λ1, λ2, λ3 по соотношению

λ2
0 + λ2

1 + λ2
2 + λ2

3 = 1, (5)

где три параметра λi (i = 1, 2, 3) пропорциональны проекциям вектора конечного
поворота, параметр λ0 выбирается из условия нормировки (5).

Известно [11, 12], что через параметры Родрига—Гамильтона однозначно мож-
но определить матрицу направляющих косинусов базисных векторов ei (i = 1, 2, 3)
системы координат, жестко связанной с телом, относительно базиса ei (i = 1, 2, 3)
кениговой системы координат:

⎛⎝
e1 e2 e3

e1 2(λ2
0 + λ2

1) − 1 2(λ1λ2 − λ0λ3) 2(λ1λ3 + λ0λ2)
e2 2(λ0λ3 + λ1λ2) 2(λ2

0 + λ2
2) − 1 2(λ2λ3 − λ0λ1)

e3 2(λ1λ3 − λ0λ2) 2(λ2λ3 + λ0λ1) 2(λ2
0 + λ2

3) − 1

⎞⎠. (6)
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Обратно, если задана матрица направляющих косинусов (6), то параметры
Родрига—Гамильтона могут быть восстановлены с точностью до знака, т. е. одно-
му и тому же положению твердого тела соответствуют два набора: λ0, λ1, λ2, λ3

и −λ0,−λ1,−λ2,−λ3.
Для главного момента сил тяготения относительно центра масс MC , исполь-

зуя (1), получаем [10]

dMC =
∫

[ρ, dF] = −γM1

∫
[ρ, r1]

r3
1

dm − γM2

∫
[ρ, r2]

r3
2

dm, (7)

где [·, ·] — операция векторного произведения; интегрирование произведем по всему
объему тела в системе координат Cxyz.

Используя (3), (6) и пренебрегая в выражении (7) величинами порядка
(

ρ

Ri

)2

(i = 1, 2) и выше, произведем интегрирование, учитывая, что Cx, Cy, Cz являются
главными центральными осями инерции тела, т. е.∫

xdm =
∫

y dm =
∫

z dm = 0,∫
xy dm =

∫
xz dm =

∫
yz dm = 0,

тогда

MC =
2∑

i=1

3γMi

R5
i

((Iz − Iy)(Ri, e2)(Ri, e3)e1 + (Ix − Iz)(Ri, e3)(Ri, e1)e2 +

+ (Iy − Ix)(Ri, e1)(Ri, e2)e3), (8)

здесь Ix, Iy , Iz — моменты инерции тела относительно главных центральных осей
инерции, а операция скалярного произведения берется в системе координат CXY Z .

Для проекций MC на оси, жестко связанной с небесным телом системы коорди-
нат, из (8) находим

Mx =
2∑

i=1

3γMi

R5
i

(Iz − Iy)(Ri, e2)(Ri, e3),

My =
2∑

i=1

3γMi

R5
i

(Ix − Iz)(Ri, e3)(Ri, e1),

Mz =
2∑

i=1

3γMi

R5
i

(Iy − Ix)(Ri, e1)(Ri, e2).

(9)

Выражения для главного момента сил тяготения также являются приближенны-

ми, в которых отброшены величины порядка
(

ρ

Ri

)2

(i = 1, 2) и выше.

Уравнения движения небесного тела. Полученные выражения для главного
вектора (4) и момента внешних сил (8) позволяют определить систему дифферен-
циальных уравнений поступательно-вращательного движения небесного тела.

Уравнения орбитального движения центра масс небесного тела во вращающей-
ся геоцентрической системе координат M1x1x2x3 в рамках хилловского приближения
круговой ограниченной задачи трех тел можно представить следующим образом [4]:
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ẋ1 = x2 + y1,
ẋ2 = −x1 + y2,
ẋ3 = y3,

ẏ1 = −3x1

R3
1

+ 2x1 + y2 + u1,

ẏ2 = −3x2

R3
1

− x2 − y1 + u2,

ẏ3 = −3x3

R3
1

− x3 + u3,

(10)

где R1 = (x1; x2; x3)′ — вектор координат центра масс тела; y = (y1; y2; y3)′ — вектор
сопряженных импульсов; uo = (u1; u2; u3)′ — вектор управляющих воздействий; центр
масс Земли совпадает с началом системы координат; штрихом над вектором здесь
и далее будем обозначать операцию транспонирования. Ось M1x1 направлена вдоль
оси, соединяющей центры масс Земли и Солнца. В принятой модели единицы времени
и расстояния выбраны таким образом, что единица расстояния равна 1.5 · 106 км ≈
10−2 а. е., а единица времени — 58.1301 суток (год, деленный на 2π). Точки либрации
L1, L2 во вращающейся системе неподвижны и имеют координатыR∗

1 = (1; 0; 0)′, y∗ =
(0; 1; 0)′ и R∗∗

1 = (−1; 0; 0)′, y∗∗ = (0;−1; 0)′ соответственно.
Единица скорости равна 298.659 м/с. Поскольку компоненты вектора управления

uo представляют собой ускорения, то следует отметить, что единица ускорения равна
5.94649 · 10−5 м/с2 ≈ 6.06374 · 10−6g, где g = 9.80665 м/с2 — стандартное ускорение
свободного падения для Земли.

Неуправляемая система уравнений движения (10) — гамильтоновая, в которой
функция Гамильтона имеет вид

H =
1
2
y2 − 3

R1
− 3

2
x2

1 +
R2

1

2
+ x2y1 − x1y2.

Для получения уравнений движения тела относительно центра масс используем
динамические уравнения Эйлера [10]. Тогда в безразмерных единицах, принимая, что
расстояние R между Землей и Солнцем равно 102 единиц расстояния, запишем эти
уравнения так:

ṗ + Nxqr = Nx

(
9

R5
1

(R1, e2)(R1, e3) +
3 · 106

R5
2

(R2, e2)(R2, e3)
)

+ up,

q̇ + Nyrp = Ny

(
9

R5
1

(R1, e3)(R1, e1) +
3 · 106

R5
2

(R2, e3)(R2, e1)
)

+ uq,

ṙ + Nzpq = Nz

(
9

R5
1

(R1, e1)(R1, e2) +
3 · 106

R5
2

(R2, e1)(R2, e2)
)

+ ur,

(11)

здесь p, q, r — проекции мгновенной угловой скорости Ω на оси системы координат,
жестко связанной с небесным телом,

Nx =
Iz − Iy

Ix
, Ny =

Ix − Iz

Iy
, Nz =

Iy − Ix

Iz
,

R2 = (x1 − 102; x2; x3)′ — вектор координат центра масс небесного тела относительно
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Солнца, ua = (up; uq; ur)′ =
(

Mp

Ix
;
Mq

Iy
;
Mr

Iz

)′
— вектор управляющих воздействий,

которые выражаются через управляющие моменты Mp, Mq, Mr.
Единица угловой скорости равна 1.99106·10−7 рад/c. Компоненты вектора управ-

ления ua представляют собой угловые ускорения, тогда следует отметить, что еди-
ница углового ускорения равна 6.30942 · 10−15 рад/с2.

Для проекций вращения твердого тела вокруг орбитальной системы координат
на оси системы координат, жестко связанной с небесным телом, рассмотрим кватер-
нионное кинематическое уравнение вращательного движения [11, 12], которое свя-
зывает параметры Родрига—Гамильтона и их производные по времени с заданным
в системе координат Cxyz вектором относительной угловой скорости Ω:

2λ̇ = λ ◦ Ωλ,

или в матричной форме⎛⎜⎜⎝
2λ̇0

2λ̇1

2λ̇2

2λ̇3

⎞⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎝
0 −p −q −r
p 0 r −q
q −r 0 p
r q −p 0

⎞⎟⎟⎠
⎛⎜⎜⎝

λ0

λ1

λ2

λ3

⎞⎟⎟⎠ . (12)

Здесь ◦ — кватернионное произведение, λ = λ0 + λ1i + λ2j + λ3k — кватернион, со-
ставленный из параметров Родрига—Гамильтона λ0, λ1, λ2, λ3, задающий ориентацию
небесного тела в определенный момент времени, где i, j, k — линейно независимые
символы, Ωλ — кватернион, соответствующий вектору угловой скорости, заданной
в системе координат, жестко связанной с небесным телом.

Система уравнений (10)–(12), учитывая (5) и (6), является замкнутой си-
стемой дифференциальных уравнений, описывающих совместное управляемое
поступательно-вращательное движение небесного тела в околоземном космическом
пространстве.

Заметим, что, если в начальный момент x3 = 0, y3 = 0, поступательному дви-
жению будет соответствовать плоское движение центра масс в плоскости эклиптики.
В случае, если центр инерции небесного тела имеет фазовые координаты точки либра-
ции, тогда уравнения (10) удовлетворяются тождественно и уравнения управляемого
вращательного движения небесного тела относительно центра масс, используя (6),
могут быть представлены в виде системы уравнений (12) и

ṗ + Nxqr = 2ηNx(λ1λ2 − λ0λ3)(λ1λ3 + λ0λ2) + up = εp + up,
q̇ + Nyrp = ηNy(λ1λ3 + λ0λ2)(2(λ2

0 + λ2
1) − 1) + uq = εq + uq,

ṙ + Nzpq = ηNz(2(λ2
0 + λ2

1) − 1)(λ1λ2 − λ0λ3) + ur = εr + ur,
(13)

где η = 6
(

3 +
1

0, 993

)
; εp, εq, εr — проекции углового ускорения на оси подвижной

системы координат Cxyz, обусловленные действием гравитационных моментов при-
тягивающих центров.

З а м е ч а н и е 2. Если центр масс небесного тела расположен в точке либрации
L1, то гравитационные моменты, обусловленные влиянием притягивающих центров,
выражаются через переменные Родрига—Гамильтона. Этот факт может быть исполь-
зован в задаче управления.
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Относительное равновесие вращательного движения небесного тела.
Примем, что центр масс небесного тела находится в точке либрации L1, тогда суще-
ствуют такие движения небесного тела — положения относительного равновесия, при
которых оно покоится в кениговой системе координат CXY Z , т. е.

λ0 = const, λ1 = const, λ2 = const, λ3 = const.

Рассмотрим движение, при котором система координат Cxyz, жестко связанная
с небесным телом, и система координат CXY Z совпадают, т. е. параметрам Родрига—
Гамильтона соответствуют значения

λ0 = 1, λ1 = λ2 = λ3 = 0. (14)

Для того чтобы показать существование решения (14), достаточно заметить, что
из уравнений (12) следует равенство

p = q = r = 0,

тогда для решения (14), учитывая (6) и условие нахождения центра масс тела в точке
либрации, гравитационные моменты (10) обращаются в нуль и уравнения неуправ-
ляемого вращательного движения (11) удовлетворяются тождественно.

Аналогичным образом можно показать, что в рамках задачи исследования дина-
мики небесного тела в гравитационном поле двух притягивающих центров сущест-
вует неограниченное множество положений относительного равновесия небесного те-
ла в системе координат CXY Z :

λ2
0 + λ2

1 = 1, λ2 = λ3 = 0, (15)

т. е. Cx совпадает с осью, соединяющей центры масс Земли и Солнца.
Из уравнений неуправляемого вращательного движения (11) следует, что, если

гравитационный момент описывается выражением (9), в положении относительного
равновесия выполняются соотношения (15), определяющие взаимное расположение
центральных осей инерции небесного тела и осей системы координат CXY Z .

Из (15) вытекает, что для небесного тела, центр инерции которого имеет коор-
динаты коллинеарной точки либрации, может иметь место стационарное вращение
вокруг оси, проходящей через центры масс Земли и Солнца (случай Эйлера):

p = const 
= 0, q = r = 0. (16)

Плоское движение небесного тела.Уравнения движения твердого тела в гра-
витационном поле двух притягивающих центров имеют частные решения, соответ-
ствующие плоскому движению тела, когда центр масс небесного тела движется
в плоскости эклиптики Земли, относительно которой одна из главных центральных
осей инерции тела все время направлена по нормали.

Пусть небесное тело совершает плоское движение и его ось Cz ортогональна плос-
кости эклиптики Земли. Тогда для рассматриваемого движения

λ1 = 0, λ2 = 0, λ2
0 + λ2

3 = 1. (17)
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Для движения тела (17) оси Cx, Cy лежат в плоскости эклиптики Земли и их
расположение определяется (6) при условии (17):

⎛⎝
e1 e2 e3

e1 2λ2
0 − 1 −2λ0λ3 0

e2 2λ0λ3 2λ2
0 − 1 0

e3 0 0 1

⎞⎠. (18)

Из выражений (9) и (12) при выполнении равенства (17) имеют место соотношения

p = 0, q = 0, (19)

Mx = 0, My = 0. (20)

Таким образом, учитывая (17), (18), из (19) и (20) можно получить замкну-
тую систему дифференциальных уравнений плоского управляемого поступательно-
вращательного движения небесного тела в околоземном космическом пространстве:

ẋ1 = x2 + y1,
ẋ2 = −x1 + y2,

ẏ1 = −3x1

R3
1

+ 2x1 + y2 + u1,

ẏ2 = −3x2

R3
1

− x2 − y1 + u2,

(21)

ṙ = Nz

(
9

R5
1

(R1, e1)(R1, e2) +
3 · 106

R5
2

(R2, e1)(R2, e2)
)

+ ur,

(
2λ̇0

2λ̇3

)
=
(

0 −r
r 0

)(
λ0

λ3

)
. (22)

Если центр масс небесного тела на рассматриваемом промежутке времени дви-
жения имеет фазовые координаты точки либрации L1, тогда неуправляемые урав-
нения (21) выполняются тождественно и уравнения вращательного движения могут
быть переписаны в виде системы уравнений (22) и

ṙ = −ηNzλ0λ3(2λ2
0 − 1) + ur.

Линеаризованные уравнения поступательно-вращательного движения.
Для оценки устойчивости положений относительного равновесия (15) в окрест-
ности точки либрации L1 линеаризуем неуправляемую систему поступательно-
вращательного движения (10)–(12). Отсюда систему линеаризованных уравнений
можно представить следующим образом:

ξ̇ = Aξ, (23)

здесь

A =
(

A11 A12

A21 A22

)
,

ξ = (x1 − 1; x2; x3; y1; y2 − 1; y3; p; q; r; λ0 − cosα; λ1 − sin α; λ2; λ3)
′ ,
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A11 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 1 0 1 0 0
−1 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1
8 0 0 0 1 0
0 −4 0 −1 0 0
0 0 −4 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ,

A12 — нулевая матрица размерности 6 × 7,

A21 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 0 0 0 0
0 0 νNy 0 0 0
0 νNz 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
,

A22 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 ηNy 0
0 0 0 0 0 0 −ηNz

0 0 0 0 0 0 0
1
2 0 0 0 0 0 0
0 1

2 0 0 0 0 0
0 0 1

2 0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
,

ν = 6 − 3 · 106

994
, α ∈ [0, π).

Матрица A линеаризованной системы (23) имеет такие собственные значения:

Λ1,2 = ±
√

1 + 2
√

7,

Λ3,4 = ±i
√

2
√

7 − 1,

Λ5,6 = ±2i,

Λ7,8 = ±i

√−ηNy

2
= ±iωq,

Λ9,10 = ±i

√
ηNz

2
= ±iωr,

Λ11,12,13 = 0,

где Λi, i = 1, ..., 6, соответствуют поступательному движению, а Λi, i = 7, ..., 13, —
вращательному.

С одной стороны из положительного собственного значения Λ1 =
√

1 + 2
√

7 сле-
дует неустойчивость поступательного движения небесного тела в окрестности точки
либрации, с другой — характер вращательного движения тела в частных случаях
во многом будет зависеть от распределения массы в теле. Так, для возможного суще-
ствования малых колебаний относительно положения равновесия необходимо, чтобы
Ny < 0, Nz > 0, т. е.

Ix < Iy , Ix < Iz,
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откуда вытекает, что эллипсоид инерции должен быть вытянут вдоль главной оси
параллельной прямой, соединяющей центры масс Земли и Солнца.

Заметим также, что для эллипсоида инерции необходимо выполнение неравенств
треугольника для его главных центральных осей инерции [12]:

Ix � Iy + Iz , Iy � Ix + Iz , Iz � Ix + Iy .

Стабилизация вращательного движения в L1. Пусть управляемое враща-
тельное движение небесного тела описывается динамическими уравнениями (13), ко-
торые для задачи стабилизации относительно положения равновесия (Cxyz и CXY Z

совпадают) при совместном рассмотрении с кинематическими уравнениями (12) об-
разуют замкнутую систему управляемого движения небесного тела. Для динамиче-
ской устойчивости небесного тела необходимым условием является наличие в управ-
лении демпфирующих членов, содержащих проекции мгновенной угловой скорости,
при определенной зависимости управления от «кинематической» функции [11].

Для решения задачи стабилизации установим управляющие воздействия up, uq,
ur как функции угловых ускорений, которые соответствуют гравитационным момен-
там притягивающих тел, угловых скоростей и кинематических параметров, опреде-
ляющих отклонение от положения равновесия:

up = −εp − l1
Ix

p − k1

Ix
λ0λ1,

uq = −εq − l2
Iy

q − k2

Iy
λ0λ2,

ur = −εr − l3
Iz

r − k3

Iz
λ0λ3.

(24)

Величины λ0λi (i = 1, 2, 3) в (24) могут выступать мерой углового отклонения
системы координат Cxyz от системы CXY Z , поскольку при малых отклонениях они
приближенно равны углам Крылова [11]. Например, пусть CZ направлена по мест-
ной вертикали, а ось CX — по курсу, тогда, если обозначить θ — угол тангажа, от
которого зависит вращение тела вокруг оси CY в положительном направлении — про-
тив хода часовой стрелки (получаем систему координат CX′Y Z′), ϕ — угол рыскания,
обуслoвливающий вращение вокруг оси CZ′ в положительном направлении (полу-
чаем систему координат CX′′Y ′Z′), ψ — угол крена, задающий вращение вокруг оси
CX′′ в положительном направлении (получаем систему координат, жестко связанную
с небесным телом, — Cxyz), тогда при малых отклонениях системы Cxyz от системы
CXY Z будут иметь место приближенные равенства

ψ ≈ 2λ0λ1,

θ ≈ 2λ0λ2,

ϕ ≈ 2λ0λ3.

Для исследования устойчивости управляемой системы (13) с управлением (24)
определим, следуя [11], функцию Ляпунова в виде

V = T + W,
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где T =
1
2
(
Ixp2 + Iyq2 + Izr

2
)
— кинетическая энергия небесного тела; W =

k
(
1 − λ2

0

)
=

k

2
((

1 − λ2
0

)
+ λ2

1 + λ2
2 + λ2

3

)
— «кинематическая» функция; k — положи-

тельный коэффициент.
Функция V является положительно определенной и равна нулю в положении от-

носительного равновесия (14), т. е. когда системы координат Cxyz и CXY Z совпадают.
Полная производная по времени от функции V , в силу уравнений движе-

ния (12), (13), равна

V̇ = Ixp(εp + up) + Iyq(εq + uq) + Izr(εr + ur) + k (pλ0λ1 + qλ0λ2 + rλ0λ3) . (25)

Подставляя компоненты управляющего воздействия (24) в выражение (25), получаем

V̇ = −l1p
2 − l2q

2 − l3r
2 − pλ0λ1(k1 − k) − qλ0λ2(k2 − k) − rλ0λ3(k3 − k). (26)

В выражении (26) можно положить ki = k (i = 1, 2, 3), тогда при li > 0 (i = 1, 2, 3)
полная производная по времени функции Ляпунова V̇ — отрицательно определенная,
которая обращается в нуль только в положении равновесия (14).

З а м е ч а н и е 3. Управление (24) обеспечивает процесс стабилизации во всей
области положений небесного тела, за исключением быть может только λ0 := 0.

Для решения задачи стабилизации относительно стационарного вращения (16)
с величиной угловой скорости, равной p = pref , найдем управляющие воздействия
up, uq, ur как функции угловых ускорений, которые соответствуют гравитацион-
ным моментам притягивающих тел, угловых скоростей и кинематических параметров
(направляющих косинусов), определяющих отклонение от положения стационарного
вращения:

up = −εp − l1
Ix

(p − pref ),

uq = −εq − l2
Iy

q − k2

Iy
(λ0λ2 + λ1λ3),

ur = −εr − l3
Iz

r − k3

Iz
(λ0λ3 − λ1λ2).

(27)

Для исследования устойчивости управляемой системы (13) с управлением (27)
получим функцию Ляпунова

V = T + W,

где T =
1
2
(
Ixp2 + Iyq2 + Izr

2
)
— кинетическая энергия тела; W = k

(
1 − (λ2

0 + λ2
1

))
=

k

2
((

1 − (λ2
0 + λ2

1

))
+ λ2

2 + λ2
3

)
— «кинематическая» функция; k — положительный

коэффициент. Функция V — положительно определенная и равна нулю в положе-
ниях относительного равновесия (15).

Полная производная по времени от функции V , в силу уравнений движе-
ния (12), (13), при учете (27) будет равна

V̇ = −l1p(p− pref)− l2q
2 − l3r

2 − q(λ0λ2 + λ1λ3)(k2 − k)− r(λ0λ3 −λ1λ2)(k3 − k). (28)

В выражении (28) в простейшем случае можно положить ki = k (i = 2, 3), тогда
при li > 0 (i = 1, 2, 3) полная производная по времени функции Ляпунова V̇ являет-
ся отрицательно определенной функцией при |p| > |pref |, а при |p| < |pref | — поло-
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жительно определенной, т. е. в первом случае происходит уменьшение кинетической

энергии тела до величины Tref =
1
2
Ixp2

ref , во втором — ее увеличение до Tref .
З а м е ч а н и е 4. Управление (27) может обеспечить стабилизацию вращательно-

го движения относительно положения равновесия, удовлетворяющего условию (15),
когда pref := 0.

Таким образом, получаем, что в точке либрации L1 управляющее воздействие ви-
да (24) может стабилизировать вращательное движение небесного тела относительно
центра масс в кениговой системе координат, а управляющее воздействие (27) мо-
жет обеспечить решение задачи стабилизации относительно стационарного вращения
с наперед заданной величиной угловой скорости pref .

Далее, используя численное моделирование, оценим управляющие воздей-
ствия (24), (27), необходимыe для реализации задач стабилизации небесного тела
в окрестности L1.

Численное моделирование движения. Проведем компьютерное моделирова-
ние движения небесного тела в окрестности положения равновесия, соответствующего
коллинеарной точке либрации L1 при условии, что центр масс тела имеет фазовые
координаты L1. Для моделирования движения и расчета возможных управляющих
воздействий на небесное тело используем параметры тела (m = 1.4 · 106 кг, средний
диаметр тела d = 10 м, Ix = 7.91 ·106 кг·м2, Iy = 1.918 ·107 кг·м2, Iz = 2.023 ·107 кг·м2,
ωq = 2.78694, ωr = 2.59543) и соответствующие исходные данные для каждого из при-
меров стабилизации. Отметим, что вопрос размещения такого объекта в окрестности
точки либрации в данной работе не исследуется, формулировка идеи и возможный
алгоритм решения такой задачи представлены в [13].

Результаты численного моделирования управляемого движения небесного тела
с начальными данными и управляющими воздействиями (24) (p = 102, q = 103, r =
5 · 102, λ0 =

√
0.5, λ1 =

√
0.2, λ2 =

√
0.1, λ3 =

√
0.2, li (i = 1, 2, 3) = 10−10, ki (i =

1, 2, 3) = 5 · 10−8) на промежутке времени π/2 единиц приведены на рис. 3–6. На
рис. 3, 4 представлены значения проекций угловой скорости небесного тела на оси
подвижной системы координат и параметров Родрига—Гамильтона соответственно,
на рис. 5 — проекций углового ускорения, обусловленного действием результирующе-
го гравитационного момента (а), и компонент управляющего воздействия (б ) на оси
подвижной системы координат. На рис. 6 показано взаимное расположение систем
координат Cxyz и CXY Z в начальный (а) и конечный моменты времени (б ).

Результаты численного моделирования движения небесного тела с начальными
данными и компонентами управляющего воздействия (27) (p = 50, q = 0, r = 10,
λ0 =

√
0.1, λ1 =

√
0.1, λ2 =

√
0.2, λ3 =

√
0.6, l1 = 10−11, pref = 500, li (i = 2, 3) =

10−8, ki (i = 2, 3) = 10−7) на промежутке времени π/2 единиц приведены на рис. 7–
10, которые аналогичны рис. 3–6. Это движение отвечает стабилизации движения
небесного тела в окрестности стационарного вращения.

Таким образом, из результатов компьютерного моделирования вращательного
движения небесного тела в точке либрации L1 следует, что управляющие воздей-
ствия имеют порядок 10−10 рад/c2, что при учете масс-инерционных характеристик
тела соответствует величине момента порядка 10−4 H·м. Также следует заметить,
что на значения управляющих воздействий зависят не только от начальных дан-
ных и масс-инерционных характеристик небесного тела, что, вообще говоря, следует
из уравнений вращательного движения, но и от промежутка времени, отведенного
для обеспечения стабилизации.
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Рис. 3. Значения проекций угловой скорости небесного тела

Рис. 4. Значения параметров Родрига—Гамильтона

Вестник СПбГУ. Прикладная математика. Информатика... 2017. Т. 13. Вып. 2 161



Рис. 5. Значения проекций углового ускорения (a) и управляющего воздействия (б )

Рис. 6. Положения небесного тела в L1

Объяснение в тексте.
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Рис. 7. Значения проекций угловой скорости небесного тела

Рис. 8. Значения параметров Родрига—Гамильтона
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Рис. 9. Значения проекций углового ускорения (a) и управляющего воздействия (б )

Рис. 10. Положения небесного тела в L1
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Заключение. Получены уравнения управляемого поступательно-вращательно-
го движения небесного тела в гравитационном поле круговой ограниченной задачи
трех тел. Для линеаризованной системы уравнений неуправляемого движения найде-
ны собственные значения вращательного движения и, следовательно, частоты малых
колебаний небесного тела около положений относительного равновесия, для сущест-
вования которых, как было установлено, большая ось эллипсоида инерции параллель-
на оси, соединяющей центры масс Земли и Солнца. Отметим, что все собственные
значения линеаризованной системы поступательно-вращательного движения Λi (i =
1, . . . , 13) имеют один порядок. Также решены задачи стабилизации небесного тела
в окрестности коллинеарной точки либрации с целью построения законов управле-
ния вращательным движением относительно центра масс, обоснованы предложенные
законы управления, проведено исследование устойчивости управляемого вращатель-
ного движения в точке либрации L1, осуществлено компьютерное моделирование.

Полученные уравнения движения могут быть применены для изучения движе-
ния естественных и искусственных небесных тел, например, если в начальный момент
времени космический аппарат находится в окрестности положения относительного
равновесия вблизи фазового пространства коллинеарной точки либрации, а затем со-
вершает маневр, обеспечивающий мониторинг околоземного космического простран-
ства, тогда для выхода из окрестности точки либрации можно использовать малое
управляющее воздействие [6, 7] — малую тягу, которая может быть обусловлена необ-
ходимой ориентацией космического аппарата относительно набегающего потока сол-
нечного ветра. Такое воздействие становится эффективным в силу неустойчивости
коллинеарной точки либрации. Именно в этом случае неустойчивость поступательно-
го движения является положительнымфактором, позволяющим при небольших энер-
гетических затратах существенно изменить положение небесного тела в пространстве
конфигураций.

Результаты проведенного исследования расширяют возможности управляемого
маневрирования в околоземном космическом пространстве и могут быть полезны для
решения проблемы астероидной опасности, где имеет место идея ударного воздей-
ствия на потенциально опасный объект с целью изменения траектории и предотвра-
щения его дальнейшего столкновения с Землей [14]. Из данных компьютерного мо-
делирования следует, что для ударного воздействия можно использовать, например,
астероид массы порядка тысячи тонн, который в начальный момент времени пред-
лагается удерживать, ввиду малых значений гравитационных сил [4, 5] и моментов,
в окрестности коллинеарной точки либрации L1.
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