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Ãëàâà 1

Àïïðîêñèìàöèÿ Ïàäå ïðåîáðàçîâàíèé ïîëèíî-
ìèàëüíûõ ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-
íèé

Ðàññìîòðåíû ìåòîäû ëó÷åâîé àïïðîêñèìàöèè Ïàäå â Cn. Äîêàçûâàåòñÿ
ðÿä ôàêòîâ î ìíîãîìåðíîé àïïðîêñèìàöèè Ïàäå ãîëîìîðôíîãî â îáëàñòè
U

4
= UR1>0(0)× · · · × URn>0(0), ãäå URk>0(0) � ïîëèêðóã, ðåøåíèÿ q(Q, ε, t)

çàäà÷è Êîøè àíàëèòè÷åñêîé ñèñòåìû âèäà:

dq

dε
= ϕ(q, ε, t), qε=0 = Q(t), ε ∈ [0, ε̂], t ∈ [0, T ],

ãäå ∀ k ∈ 1 : n ϕk � àíàëèòè÷íà â Ûε̂ ⊇ U × [0, ε̂].
Çàðàíåå íå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî Q(t) ∈ U , îäíàêî ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî âûïîë-

íåíû íåêîòîðûå �îáîáùåííûå"óñëîâèÿ îäíîçíà÷íîñòè âñåõ êîîðäèíàòíûõ
ôóíêöèé qk(θ · ξ, ε, t) ïî ξ ∈ C1 â ñâîèõ åñòåñòâåííûõ îáëàñòÿõ îïðåäåëå-
íèÿ Âåéåðøòðàññà Wqk

. Áîëüøàÿ ÷àñòü ðåçóëüòàòîâ îïèðàåòñÿ íà ðàáîòû

Ãîí÷àðà À.À. Ïðè ϕ =
∂S(p, q, ε, t)

∂p
èç ìåòîäèêè äàííîé ðàáîòû âûòåêà-

åò òàê íàçûâàåìàÿ ëó÷åâàÿ àïïðîêñèìàöèÿ Ïàäå�Øåíêñà ïðåîáðàçîâàíèé
Ëè�Äåïðè [1] ldt: Q → q çà èõ ïîëèêðóãîì ñõîäèìîñòè, êîòîðûå ïðåîá-
ðàçóþò èñõîäíóþ ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé q̇ = f(q, ε, t) â
óêîðî÷åííóþ Q̇ = AQ.

�1. (m, 1) � àïïðîêñèìàöèÿ

Ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèé Äåïðè ïîëèíîìèàëüíîé ñèñòåìû äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé [2] áûë ïîëó÷åí ëîêàëüíî ãîëîìîðôíûé îáùèé
èíòåãðàë â ôîðìå Êîøè, êîòîðûé â ñïåöèàëüíî ðàññìàòðèâàåìîì çäåñü
ñëó÷àå óäîáíî çàïèñàòü â âèäå

f =
∞∑

k=0

fk(z), z ∈ Cn, (1)

ãäå fk � îäíîðîäíûé ïîëèíîì ñòåïåíè k, à f � ãîëîìîðôíà â ïîëèêðó-
ãå UR = UR(0), R > 0. Ðàññìîòðèì (m, k) � ïðèáëèæåíèå Ïàäå�Øåíêñà
f

(m,k)
θ (ξ) ïðè k = 1 äëÿ ôóíêöèè fθ(ξ)

4
=f(θξ), ãäå z4=θξ, θ ∈ Cn, ξ ∈ C1.
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Èç ðàáîòû [4] ñëåäóåò, ÷òî

f
(m,k)
θ (ξ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ξm−k+1fm−k+1(θ) . . . ξm+1fm+1(θ)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ξmfm(θ) . . . ξm+kfm+k(θ)

m−k∑
i=0

fi(θ)ξ
i . . .

m∑
i=0

fi(θ)ξ
i

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ξm−k+1fm−k+1(θ) . . . ξm+1fm+1(θ)

ξmfm(θ) . . . ξm+kfm+k(θ)

1 . . . 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

4
=
p

(m,k)
θ (ξ)

q
(m,k)
θ (ξ)

, (2)′

è òîãäà äëÿ f (m,1)
θ (ξ) èìååì ñîîòíîøåíèÿ

f
(m,1)
θ (ξ) =

p
(m,1)
θ (ξ)

q
(m,1)
θ (ξ)

=

∣∣∣∣∣∣∣∣
ξmfm(θ) ξm+1fm+1(θ)

m−1∑
i=0

fi(θ)ξ
i

m∑
i=0

fi(θ)ξ
i

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ξmfm(θ) ξm+1fm+1(θ)
1 1

∣∣∣∣ =

=

ξmfm(θ)
m∑

i=0

fi(θ)ξ
i − ξm+1fm+1(θ)

m−1∑
i=0

fi(θ)ξ
i

ξmfm(θ)− ξm+1fm+1(θ)
. (2)

Èç àñèìïòîòè÷åñêîãî ñîîòíîøåíèÿ Ïàäå ñëåäóåò èìïëèêàöèÿ [3]

fθ(ξ)− f (m,1)
θ (ξ) = O(ξm+2) · (ξmfm(θ)− ξm+1fm+1(θ))

−1 ⇐⇒

⇐⇒ f(z)− f (m,1)(z) =
O(ξm+2)

fm(z)− fm+1(z)
, ξ ∈ C1 (3)

Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî íåîáõîäèìî, ÷òîáû íå èìåëî ìåñòî ñâîéñòâî: ∀m
ÍÑÍÌ fm(z)− fm+1(z) = 0, ãäå z � ôèêñèðîâàíî.

Ðàññìîòðèì ýòî îòäåëüíî. Ïóñòü ÍÑÍÌ ïî m, ò.å. ∀m ≥ m0 ñëåäóåò, ÷òî

fm(z)− fm+1(z) = 0. (4)
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Íå íàðóøàÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî m0 = 1 è òîãäà

f1(z) = f2(z) = · · · = fm(z) = · · · = f
(z)
m+k = · · · , (5)

ò.å. z ∈ M � àëãåáðàè÷åñêîìó ìíîãîîáðàçèþ, îïðåäåëåííîìó ñ÷åòíîé áåñ-
êîíå÷íîé ñèñòåìîé óðàâíåíèé

M :

f2(z̃) = f1(z̃),
. . . . . . . . . . . . . ,
fm(z̃) = f1(z̃),
. . . . . . . . . . . . . ,

(6)

ãäå fi � îäíîðîäíû, deg fi = i, z̃ = (z̃1, . . . , z̃n) � ñâîáîäíàÿ ïåðåìåííàÿ.
Ïî òåîðåìå Ãèëüáåðòà î áàçèñàõ ñóùåñòâóåò m̂ < +∞ òàêîå, ÷òî ñèñòåìà
(6) ýêâèâàëåíòíà ñèñòåìå

M̂ = M :
f2(z̃) = f1(z̃),
. . . . . . . . . . . . . ,
fm̂(z̃) = f1(z̃),

(7)

ãäå, íå íàðóøàÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî èíäåêñû ó fk èçìåíÿþòñÿ
îò 2 äî M̂. Ïðè ýòîì î÷åâèäíî, ÷òî

dimCM < n. (8)

Ïóñòü M
4
=f1(z) = · · · = fm̂(z) ∈ C1)1. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

f
4
=
∑∞

k=0 fk(z̃) ïðè z̃
4
=ρz, òîãäà ïîëó÷èì, ÷òî

f =
∞∑

k=0

fk(z)ρ
k = M ·

∞∑
k=0

ρk = M · (1− ρ)−1, (9)

ãäå 1 6= ρ ∈ C1, ò.å. ôóíêöèÿ f(z̃) îïðåäåëåíà íà âñåì ëó÷å ρ · z (ρ ∈ C1)
êðîìå òî÷êè z (êîãäà ρ = 1). Áîëåå òîãî, åñëè z∗ ∈ M, òî íèêàêàÿ èç òî÷åê
z∗ · ρ ∈ M ïðè 1 6= ρ ∈ C1, òàê êàê fk îäíîðîäíû. Ò.å., åñëè

Lz∗
4
={z̃ | z̃ = ρ · z∗, 1 6= ρ ∈ C1} (10)

ëó÷ áåç òî÷êè z∗ â Cn, òî M ∩ (Uz∗∈MLz∗) = Ø.
1Ò.å. M � çíà÷åíèå f1 â òî÷êå z.
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Òàêèì îáðàçîì, (m, 1) � ïðèáëèæåíèå Ïàäå�Øåíêñà ïîñòðîèìî ïî÷òè
äëÿ âñÿêîãî (ïî ìåðå Ëåáåãà â Cn) ýëåìåíòà z ∈ Cn. Àíàëîãè÷÷íàÿ ñè-
òóàöèÿ èìååò ìåñòî è ïðè (m, k)-ïðèáëèæåíèè Ïàäå�Øåíêñà f (m,k)

θ (ξ). Íà
ñàìîì äåëå, êàê áóäåò ïîêàçàíî íèæå, â ñóòè äåëà ëåæèò �åìêîñòü"(â ÷àñò-
íîñòè α- è h-ìåðà Õàóñäîðôà).

�2. Îöåíêà êîíñòàíòû â ñèìâîëå O(ξm+2)

Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè àïïðîêñèìàöèé Ïàäå�Øåíêñà
f (m,1)(z) è f (m̃,1)(z) ïðè m 6= m̃, ò.å. èìååì

f(z)− f (m,1)(z) =
O(ξm+2)

fm(z)− fm+1(z)
,

f(z)− f (m̃,1)(z) =
O(ξm̃+2)

fm̃(z)− fm̃+1(z)
.

(1)

Âû÷èòàÿ ýòè ñîîòíîøåíèÿ äðóã èç äðóãà, ïîëó÷èì, ÷òî

f (m̃,1)(z)− f (m,1)(z) =
O(ξm+2)

fm(z)− fm+1(z)
− O(ξm̃+2)

fm̃(z)− fm̃+1(z)
,

∣∣f (m̃,1)(z)− f (m,1)(z)
∣∣ ≤ |O(ξm+2)|
|fm(z)− fm+1(z)|

+

∣∣O(ξm̃+2)
∣∣

|fm̃(z)− fm̃+1(z)|
≤

≤ Cz · |ξm+2|
|fm(z)− fm+1(z)|

+
Cz ·

∣∣ξm̃+2
∣∣

|fm̃(z)− fm̃+1(z)|
, ξ ∈ C1,

(2)

â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî êîíñòàíòà Cz çàâèñèò òîëüêî îò òî÷êè z, äëÿ êîòî-
ðîé ñòðîèòñÿ ïðèáëèæåíèå Ïàäå. Íèæå óâèäèì, ÷òî ýòî íå âñåãäà òàê. Èç
ñîîòíîøåíèé (2) èìååì

Cz ≥ Ξ(m, m̃)
4
=

4
=
|f (m̃,1)(z)− f (m,1)(z)| · |fm(z)− fm+1(z)| · |fm̃(z)− fm̃+1(z)|
|ξm+2| · |fm̃(z)− fm̃+1(z)|+ |ξm̃+2| · |fm(z)− fm+1(z)|

, (3)

ãäå ξ � íåêîòîðîå ôèêñèðîâàííîå ÷èñëî, ïðè÷åì |ξ| < 1 è θξ = z. Ïîýòî-
ìó θ òàêæå ôèêñèðîâàííûé âåêòîð èç Cn. Òàêèì îáðàçîì, â êà÷åñòâå Cz

äîñòàòî÷íî âçÿòü
Cz

4
= lim

m→∞
lim
m̃→∞
m6=m̃

Ξ(m, m̃). (4)
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Íèæå ïîêàæåì, ÷òî àñèìïòîòè÷åñêàÿ êîíñòàíòà Cz â îáùåì ñëó÷àå çà-
âèñèò åùå è îò äðóãèõ ïàðàìåòðîâ àïïðîêñèìàöèè. Ýòî áûëî óñòàíîâëåíî
Ïåððîíîì è Ïàäå [4]. Èíòåðïîëÿöèîííàÿ äðîáü f (m,n)

θ (ξ) èç ôîðìóëû (2)′

ñîêðàòèìà, degξp
(m,n)
θ ≤ mn+m, degξq

(m,n)
θ ≤ mn+n è ïîëèíîìû p(m,n) è q(m,n)

èìåþò mn-êðàòíûé íîëü. Ïîñëå ñîêðàùåíèÿ p(m,n) è q(m,n) íà ξmn ïîëó÷èì
äðîáü p(m,n)/q(m,n) = p̃(m,n)/q̃(m,n), â êîòîðîé degξp̃

(m,n) ≤ m, degξ q̃
(m,n) ≤ n,

è êîòîðàÿ åäèíñòâåííà [4,5]. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî p(m,n)
θ /q

(m,n)
θ îçíà÷àåò óæå

ñîêðàùåííóþ äðîáü, ò.å. degξp
(m,n)
θ ≤ m è degξq

(m,n)
θ ≤ n. Ñîãëàñíî [4] èìååì

ñîîòíîøåíèå (â îáùåì ñëó÷àå dm,n 6= 0)

fθ(ξ) · q(m,n)
θ (ξ)− p(m,n)

θ (ξ) =
1

dm,n

∞∑
k=1

Ak · ξm+n+k, (5)

ãäå

Ak
4
= σ

[
tm+n+k · Dm,n

(
1

t

)]
, (6)

Dm,n(t)
4
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 t t2 . . . tm

cn+1 cn cn−1 . . . cn−m+1

cn+2 cn+1 cn . . . cn−m+2
...

...
... . . . ...

cn+m cn+m−1 cn+m−2 . . . cn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, (7)

ck
4
= 0, ∀ k < 0, dm,n

4
= |(cn+i−j)

m

ij=1, (8)

∀ k ≥ 0⇒ ck = fk(θ). (9)

Ñèìâîë σ îçíà÷àåò ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë, îïðåäåëåííûé â ïðîñòðàíñòâå
ïîëèíîìîâ ñëåäóþùèì óñëîâèåì:

σ : PC1 [t]→ C1, σ[tk]
4
= ck. (10)

Èç ôîðìóë (5)�(10) ðåêóððåíòíî îïðåäåëÿåòñÿ ïîëíàÿ àñèìïòîòè÷åñêàÿ
êîíñòàíòà Cz â ñèìâîëå O

C
4
= Cz = d−1

m,n · σ
[
Dm,n

(
1

t

)
· (tz)

m+n

1− tz

]
. (11)

Ïðèìåðû [4].
10. Ðÿä f =

∑∞
k=0 g

k · (1 + gk)−1 · zk, 0 < |g| < 1, ñõîäèòñÿ ëèøü â êðóãå
|z| < |g|−1. Îäíàêî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äðîáåé f (m,m)(z), ò.å. äèàãîíàëüíàÿ
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ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òàáëèöû Ïàäå äëÿ f(z) ñõîäèòñÿ ê f(z) íà âñåé ïëîñ-
êîñòè C1.

20. Ëþáàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äðîáåé
{
f (mk,nk)(z)

}
òàáëèöû Ïàäå äëÿ

ez ñõîäèòñÿ ê ez âî âñåé ïëîñêîñòè C1, åñëè lim
k→+∞

(mk +nk) = +∞. Â ðàáîòå

[4] ðàññìîòðåíî áîëüøîå ÷èñëî çàäà÷ àïïðîêñèìàöèè Ïàäå äëÿ ôóíêöèé
(àíàëèòè÷åñêèõ) îäíîé ïåðåìåííîé z ∈ C1.

�3. Äèàãîíàëüíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ Ïàäå

Âîçâðàùàÿñü ê ôîðìóëå (1.1), íàïèøåì

f(z) = f(z1, . . . , zn) =
∞∑

k=0

fk(z), (1)

fk � îäíîðîäíûé ïîëèíîì, deg fk = k, k ≥ 0. Ïóñòü òî÷êà z∗ ∈ Ur(0), ãäå
Ur(0) � ïîëèêðóã ïîëèðàäèóñà r = (r1, . . . , rn), ri > 0, â êîòîðîì ôóíêöèÿ
f(z) àíàëèòè÷íà. Çíà÷èò ÷èñëîâîé ðÿä

f(z∗) =
∞∑

k=0

fk(z
∗) =

∞∑
k=0

ck (2)

ñõîäèòñÿ. Ìîæíî áûëî áû íå òðåáîâàòü àíàëèòè÷íîñòè f â Ur(0), à ïðåäïî-
ëîæèâ ñõîäèìîñòü ÷èñëîâîãî ðÿäà (2), èìåòü àíàëèòè÷íîñòü f â ïîëèêðóãå
Uz∗|···|

(0) ïîëèðàäèóñà z∗|···| = (|z∗1 |, . . . , |z∗n|) ñîãëàñíî ëåììå Àáåëÿ. Ïîäñòà-
âèì â ñîîòíîøåíèå (2) âìåñòî z∗ âåëè÷èíó z∗ · ρ, ρ ∈ C1, òîãäà

f(ρ · z∗) =
∞∑

k=0

fk(ρ · z∗) =
∞∑

k=0

fk(z
∗) · ρk =

∞∑
k=0

Ckρ
k, (3)

ãäå ïðè ôèêñèðîâàííîé òî÷êå z∗ âåëè÷èíû fk(z
∗) = Ck �ôèêñèðîâàíû äëÿ

k ≥ 0. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ôóíêöèþ ϕ îäíîé êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé
ρ ∈ C1 èç ôîðìóëû (3).

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå z 4
= ρ, òîãäà èìååì

ϕ(z) =
∞∑

k=0

ckz
k, z ∈ C1. (4)

Åñëè âû÷èñëåíî çíà÷åíèå ϕ(z′) ïðè êàêîì-ëèáî çíà÷åíèè z′ ∈ C1, òî îä-
íàçíà÷íî îïðåäåëåíî çíà÷åíèå f(ρ′ · z∗1 , . . . , ρ′ · z∗n), ãäå ρ′ = z′. Çàìåòèì,
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÷òî ∣∣∣∣∣
∞∑

k=0

Ckz
k

∣∣∣∣∣ ≤
∞∑

k=0

|Ck| · |z|k ≤
∞∑

k=0

|Ck|, cn
4
= Cn (5)

ïðè |z| ≤ 1, íî ïîñëåäíÿÿ ñóììà â (5) ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî (â ôîðìóëå (1)
� ñòåïåííîé ðÿä, èìååò ìåñòî ëåììà Àáåëÿ). Ïîýòîìó ðÿä â (4) àáñîëþòíî
ñõîäèòñÿ â çàìêíóòîì åäèíè÷íîì êðóãå. Ñóùåñòâóåò2 íåêîòîðàÿ îòêðûòàÿ
îáëàñòü D ⊃ S̄r=1(0), â êîòîðîé ôóíêöèÿ ϕ(z) àíàëèòè÷íà. Çàìåòèì òàê-
æå, ÷òî ïî òåîðåìå Áîðåëÿ [6] ÷èñëà ck, êàêèìè áû îíè íè áûëè, ÿâëÿþò-
ñÿ êîýôôèöèåíòàìè Òåéëîðà äëÿ íåêîòîðîé ϕ â íóëå3. Ïîñêîëüêó ðàäèóñ
êðóãà Sr=1(0), r = 1 > 0 ïîëîæèòåëåí, òî ïî ôîðìóëàì Êîøè�Àäàìàðà
lim
k→∞

k
√
|Ck| <∞. Òîãäà ñîãëàñíî [7, òåîðåìà 1.2.1] âñåãäà ñóùåñòâóåò öåëàÿ

ôóíêöèÿ ýêñïîíåöèàëüíîãî òèïà A(z) òàêàÿ, ÷òî A(k) = Ck, k = 0, 1, 2, . . .,
íàçûâàåìàÿ ôóíêöèåé êîýôôèöèåíòîâ. Ïóñòü ìíîæåñòâî K̄ ⊂ C1 ÿâëÿåòñÿ
èíäèêàòîðíîé äèàãðàììîé [7] äëÿ A(z), ñîîòâåòñòâóþùåé ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè {Ck}∞0 . Òîãäà ïî òåîðåìå Êàðëñîíà [7] ôóíêöèÿ ϕ(z) èç ôîðìóëû

(4), ò.å. ϕ(z) =
∞∑

k=0

A(k) · zk ïðè ëþáîì C0 ðåãóëÿðíà è îäíàçíà÷íà â ñîäåð-

æàùåé òî÷êó z = 0 ñâÿçíîé ÷àñòè ìíîæåñòâà C1 \ {e−z|z ∈ K}; â ñëó÷àå,
åñëè ìíîæåñòâî {e−z|z ∈ K} íå ðàçäåëÿåò òî÷êè 0 è ∞, ò.å. åñëè øèðèíà
ìíîæåñòâà K (ñì. [7]) â íàïðàâëåíèè ìíèìîé îñè ìåíüøå 2π, ôóíêöèþ
ϕ(z) ìîæíî ïðîäîëæèòü àíàëèòè÷åñêè â áåñêîíå÷íî óäàëåííóþ òî÷êó ïî
îäíîìó èç ðàäèóñîâ è â îêðåñòíîñòè ∞ ñïðàâåäëèâî ðàçëîæåíèå

ϕ(z) = C0 −
∞∑

k=1

A(−k) · z−k, (6)′

A(τ) = (2π i)−1

∫
Γ

ϕ(e−σ)eτσdσ, (6)

ãäå Γ � êîíòóð, îòîáðàæàåìûé ôóíêöèåé z = e−σ, êîãäà z ïðîáåãàåò êîí-
òóð γ, îõâàòûâàþùèé íóëü. Äëÿ èçó÷àåìîé çàäà÷è èíòåðåñ ìîæåò ïðåä-
ñòàâëÿòü ðÿä âàæíûõ òåîðåì îá àíàëèòè÷åñêîì ïðîäîëæåíèè [7]. Îäíà-
êî ïåðåéäåì ê êîíñòðóêòèâíîé ðåàëèçàöèè àïïðîêñèìàöèè Ïàäå äëÿ àíà-
ëèòè÷åñêîé â îáëàñòè D ⊃ S1(0) è îäíîçíà÷íîé â êîìïîíåíòå ñâÿçíîñòè

2Ïðåäïîëàãàÿ ôóíêöèþ ϕ ãîëîìîðôíîé â çàìêíóòîì êðóãå S̄1(0), èìååì, ÷òî ∃ îá-
ëàñòü D ⊃ S̄1(0), ãäå ϕ àíàëèòè÷íà, ãîëîìîðôíà. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, åñëè ϕ íå ïðîäîë-
æèìà â D, òî â int S̄1(0) ϕ ñêîëü óãîäíî òî÷íî àïïðîêñèìèðóåòñÿ ðÿäîì (4) è ïðîáëåìû
àïïðîêñèìàöèè ϕ èñ÷åðïàíà ñîãëàñíî (4)

3Ïðè ýòîì âîçìîæíî, ÷òî ϕ íå àíàëèòè÷íà, à ëèøü ϕ ∈ C(∞).
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C1\{e−z| z ∈ K}, ñîäåðæàùåé z = 0, ôóíêöèè ϕ(z). Ôàêòè÷åñêè, äàëåå ãåî-
ìåòðèÿ ìíîæåñòâàK íå ïîòðåáóåòñÿ. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ íàèáîëåå ïåðñïåê-
òèâíîé îêàçûâàåòñÿ äèàãîíàëüíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ Ïàäå f (m,m)(z) äëÿ ôóíê-
öèè ϕ(z). Íå íàðóøàÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî D = ST (0), T > 1, òàê
êàê D � îòêðûòà è D ⊃ S1(0). Ïóñòü ìíîæåñòâî αn1, αn2, . . . , αnn, αni ∈ C1,
i ∈ 1 : n íå èìååò ïðè n→∞ ïðåäåëüíûõ òî÷åê ïî ìîäóëþ ìåíüøèõ A > 1.
Ïóñòü rn(z) � ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ âèäà

rn(z) =
bn0z

n + bn1z
n−1 + · · ·+ bnn

(z − αn1)(z − αn2) . . . (z − αnn)
(7)

íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ ϕ(z) íà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè S1(0) â ñìûñëå
L2(S1(0)) � ñðåäíèõ êâàäðàòè÷íûõ. Òîãäà ïî òåîðåìå Óîëøà [13] ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü rn(z) ñõîäèòñÿ ê ϕ(z) ïðè |z| < (TA2+T+2A)(2AT+A2+1)−1,
è ðàâíîìåðíî ïðè |z| ≤ Z < (TA2 + T + 2A)(2AT + A2 + 1)−1. Î÷åâèäíî
âîïðîñ ïîñòðîåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè rn(z) èç (7) ñ óêàçàííûìè ñâîé-
ñòâàìè ðåøàåòñÿ ïîëîæèòåëüíî äëÿ L2(S1(0)). Àíàëîãè÷íàÿ òåîðåìà äëÿ
ϕ(z) (íàøåãî ñëó÷àÿ) ðàáîòàåò â ÷åáûøåâñêîé è L2(S1(0))-ìåòðèêàõ.

Ò å î ð å ì à [8]. Ïóñòü ìíîæåñòâî αn1, αn2, . . . , αnn ∈ C1 íå èìååò
ïðåäåëüíûõ òî÷åê ïî ìîäóëþ ìåíüøèõ ÷èñëà A > 1, πn(z) � ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé âèäà

πn(z) =
bn0z

n + bn1z
n−1 + · · ·+ bnn

(z − αn1)(z − αn2) . . . (z − αnn)
(8)

íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ ϕ(z) íà îêðóæíîñòè S1(0) â ñìûñëå ×åáûøåâà
èëè Lp(S1(0)), p > 0 èëè â ñìûñëå Lp({z : |z| ≤ 1}), p > 0 ñ ïîëîæèòåëüíîé
íåïðåðûâíîé âåñîâîé ôóíêöèåé â êàæäîì èç ýòèõ ñëó÷àåâ. Òîãäà ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü πn(z) −→

n→∞
ϕ(z) ïðè |z| < (A2T + T + 2A)(A2 + 2AT + 1)−1 è

ðàâíîìåðíî πn(z) ⇒
n→∞

ϕ(z) ïðè |z| ≤ Z < (A2T + T + 2A)(A2 + 2AT + 1)−1.

Ïðè÷åì â êàæäîì èç ýòèõ ñëó÷àåâ èìååò ìåñòî îöåíêà

lim
n→∞

[
max

z∈S1(0)
|ϕ(z)− πn(z)|

] 1
n

≤ A+ T

1 + AT
. (9)

Àíàëèòè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà îöåíêè èç ôîðìóëû (9) îêàçûâàåòñÿ ðåøàþùåé
äëÿ ïîñëåäóþùåãî èçëîæåíèÿ. Òàê, åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàöèîíàëü-
íûõ ôóíêöèé rn(z) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ïðåäûäóùåé òåîðåìû, ò.å. òî-
ãäà îíà ïî êðàéíåé ìåðå ñõîäèòñÿ â îáëàñòè D (íå ñîäåðæàùåé ïðåäåëüíûõ
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òî÷åê ïîëþñîâ ôóíêöèé rn(z) ïðè n→∞), è âìåñòî (9) âûïîëíÿåòñÿ áîëåå
ñèëüíîå óñëîâèå

lim
n→∞

[
max
z∈D
|ϕ(z)− rn(z)|

] 1
n

= 0, (10)

òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü rn(z) −→
n→∞

ϕ(z), ϕ(z) àíàëèòè÷íà â êàæäîé òî÷êå
P ∈ C̄1 êðîìå ïðåäåëüíûõ òî÷åê ïîëþñîâ ôóíêöèé rn(z) ïðè n → ∞ è
òî÷åê, îòäåëåííûõ îò D ïîñðåäñòâîì ëèíèé èç ýòèõ ïðåäåëüíûõ òî÷åê.
Ñõîäèìîñòü ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíîé â ëþáîé çàìêíóòîé îáëàñòè D1 òî÷åê
P , íå ñîäåðæàùåé ïðåäåëüíûõ òî÷åê ïîëþñîâ ôóíêöèé rn(z), ïðè÷åì

lim
n→∞

[
max
z∈D1

|ϕ(z)− rn(z)|
] 1

n

= 0. (11)

Ò.å. (11) îïðåäåëÿåò òàê íàçûâàåìóþ �áûñòðóþ"ñõîäèìîñòü [5, 9]. Çàêëþ-
÷åíèå âûøåïðèâåäåííîãî óòâåðæäåíèÿ ñïðàâåäëèâî è â ñëó÷àå, êîãäà D
� çàìêíóòîå ñ îäíîñâÿçíûì äîïîëíåíèåì, ñîäåðæàùåå áîëåå îäíîé òî÷êè.
Ýòè ðåçóëüòàòû îá àïïðîêñèìàöèè ϕ(z) ðàöèîíàëüíûìè ôóíêöèÿìè rn(z)
ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü íîâûå óòâåðæäåíèÿ îá àïïðîêñèìàöèè ôóíêöèè ϕ(z)
äðîáÿìè Ïàäå f (k,k)(z) è èññëåäîâàòü òèïû ñõîäèìîñòè f (k,k)(z) ê ϕ(z). Ïðè
ýòîì äðîáè f (k,k)(z) êîíñòðóèðóþòñÿ ïî ñîîòâåòñòâóþùèì ñïåöèàëüíî ïî-
äîáðàííûì [5] ôóíêöèÿì rn(z) ïðè ïîëó÷åíèè îöåíîê ïîãðåøíîñòåé, íî ñ
äðóãîé ñòîðîíû â ñèëó åäèíñòâåííîñòè äðîáåé Ïàäå f (m,m)(z) äëÿ ϕ(z) ýëå-
ìåíòû f (m,m)(z) ëåãêî ìîãóò áûòü ðåàëèçîâàíû àëãîðèòìàìè àíàëîãè÷íûìè
ôîðìóëàì (1.1) äëÿ f (m,m)(z).

Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü α > 0, E ⊂ Rn, {Ei}∞i=1 � îòêðûòîå ïîêðûòèå
E òàêîå, ÷òî d(Ei) < r, r > 0 ∀ i ≥ 1. Âåëè÷èíà [10]

Λα(E)
4
= lim

r→0

(
Λr

α(E)
4
= inf

{Ei}∞i=1

∞∑
i=1

d(Ei)
α

)
, (12)

ãäå d(Ei) � äèàìåòð Ei è inf áåðåòñÿ ïî âñåì òàêèì ïîêðûòèÿì, íàçûâàåòñÿ
α-ìåðíîé ìåðîé Õàóñäîðôà ìíîæåñòâà E. Λr

α(E) � íåâîçðàñòàþùàÿ ôóíê-
öèÿ r, Λr

α(E) îïðåäåëåíà ∀E ⊂ Rn è 0 ≤ Λα(E) ≤ ∞. Íóæíûå íàì ñâîéñòâà
α-ìåðíîé ìåðû Õàóñäîðôà ñîñòîÿò â òîì, ÷òî ýòî âíåøíÿÿ ìåðà; âñÿêîå áî-
ðåëåâñêîå ìíîæåñòâî â Rn èçìåðèìî ïî Õàóñäîðôó, ò.å. LΛα(Rn) ⊃ B(Rn);
äëÿ âñÿêîãî E ⊂ Rn m∗n(E) îáðàùàþòñÿ â íóëü èëè áåñêîíå÷íîñòü îäíî-
âðåìåííî.

Îïðåäåëåíèå 2. Ïóñòü E � êîìïàêòíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, h
� ìîíîòîííàÿ íåïðåðûâíàÿ âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ, h: R+ → R+, h(t) > 0
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ïðè t > 0. Äëÿ âñÿêîãî ε > 0 è âñÿêîãî A 6= ∅, A ⊂ E ïîëîæèì [11]

Λh
ε (A)

4
= inf

Φε

∑
n

h[δ(Kn)], (13)

ãäå δ(·) � äèàìåòð ìíîæåñòâà â ðàññìàòðèâàåìîé ìåòðèêå, {(Kn)} � ïî-
êðûòèå A êîìïàêòàìè Kn: δ(Kn) ≤ ε, Φε � ìíîæåñòâî òàêèõ ïîêðûòèé.
Ïîëîæèì Λh

ε (∅) = 0 è ∀A ⊂ E

Λh(A)
4
= sup

ε>0
Λh

ε (A) = lim
ε→0

Λh
ε (A). (14)

Ôóíêöèÿ Λh íàçûâàåòñÿ h-ìåðíîé ìåðîé èëè ïðîñòî h-ìåðîé Õàóñäîð-
ôà [6,11,12]. Ýòî òàêæå âíåøíÿÿ ðåãóëÿðíàÿ (â ñìûñëå Êàðàòåîäîðè) ìåðà
è âñå áîðåëåâñêèå ìíîæåñòâà Λh � èçìåðèìû. Î÷åâèäíî, ïðè h(t) = tα (α >
0) ïîëó÷èì Λα.

Îïðåäåëåíèå 3. Ïîëîæèì h(t) = (ln t−1)−1, òîãäà ôóíêöèÿ
c(E)

4
= cl(E)

4
= Λ(ln t−1)−1

(E) íàçûâàåòñÿ ëîãàðèôìè÷åñêîé åìêîñòüþ [12]
ìíîæåñòâà E.

Îïðåäåëåíèå 4. Ïóñòü K � ïëîñêèé êîìïàêò, ò.å. èç R2, òî÷êè
x1, . . ., xn ∈ K. Ïîëîæèì

ln
1

dn

4
= min

xi∈K

(n
2

)−1∑
i<j

ln
1

|xi − xj|
=

=
(n

2

)−1∑
i<j

ln

(∣∣∣ξ(n)
i − ξ

(n)
j

∣∣∣−1
)
, ξ

(n)
i ∈ K, (15)

òîãäà

dn = exp

{
−
(n

2

)−1∑
i<j

ln
(
|ξ(n)

i − ξ
(n)
j |−1

)}
= (n

2 )
√∏

i<j

|ξ(n)
i − ξ

(n)
j |. (16)

Âåëè÷èíà d(K)
4
= lim

n→∞
dn íàçûâàåòñÿ òðàíñôèíèòíûì äèàìåòðîì ìíî-

æåñòâà K.
Ò å î ð å ì à [12]. cl(K)

4
= c(K) = d(K) äëÿ âñÿêîãî êîìïàêòà

K ⊂ R2.
Îïðåäåëåíèå 5 [5]. R0 � êëàññ âñåõ ôóíêöèé f , àíàëèòè÷íûõ â òî÷êå

z = 0 è îáëàäàþùèõ ñâîéñòâîì: ñóùåñòâóåò êðóã K = {z|| |z| ≤ δ}, (δ =
δf > 0 � ïðîèçâîëüíî ìàëû) òàêîé, ÷òî

lim
n→∞

ρ
1
n
n = 0, ρn

4
= ρn(f,K)

4
= inf

{rn}
||f − rn||K , (17)
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ãäå inf áåðåòñÿ ïî âñåì ðàöèîíàëüíûì ôóíêöèÿì ïîðÿäêà íå âûøå n, || · ||K
� sup-íîðìà íàK. Ñîãëàñíî [13], åñëè lim

n→∞
inf ρ

1/n
n = 0, òî f � îäíîçíà÷íàÿ

àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ â âåéåðøòðàññîâñêîé åñòåñòâåííîé îáëàñòè ñóùå-
ñòâîâàíèÿ Wf . Â ÷àñòíîñòè, òàêîâûìè ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòû èç R0. Ëåãêî
çàìåòèòü, ÷òî ìåðîìîðôíûå è öåëûå ôóíêöèè òàêæå ëåæàò â R0 (ìåðî-
ìîðôíûå àíàëèòè÷åñêèå â íóëå). Âàæíûì îáñòîÿòåëüñòâîì ÿâëÿåòñÿ òî,
÷òî R0 � ïîëå íàä C1, à òàêæå ÷òî, åñëè f � îäíîçíà÷íàÿ àíàëèòè÷åñêàÿ
ôóíêöèÿ, ìíîæåñòâî îñîáåííîñòåé êîòîðîé èìååò íóëåâóþ c-åìêîñòü è íå
ñîäåðæèò íóëÿ, êàê ýòî èìååò ìåñòî â äàííîì ñëó÷àå, òî f ∈ R0. Óñëî-
âèå (17), íàëîæåííîå íà ñêîðîñòü ðàöèîíàëüíîé àïïðîêñèìàöèè ôóíêöèè
f â îêðåñòíîñòè òî÷êè z = 0 (ñðàâíèì ñ óñëîâèåì (10) äëÿ ϕ(z)), êîòîðîå
îïðåäåëÿåò ïðèíàäëåæíîñòü f êëàññó R0, ÿâëÿåòñÿ è íåîáõîäèìûì óñëî-
âèåì òîãî, ÷òîáû ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {πn} äðîáåé Ïàäå áûñòðî ñõîäèëàñü
ïî åìêîñòè cl

4
= c ê f(z) (â äàííîì ñëó÷àå ê ôóíêöèè ϕ(z)) âíóòðè îáëà-

ñòè Wf . Áîëåå òîãî [5] îíî íåîáõîäèìî è äëÿ áûñòðîé ñõîäèìîñòè {πn(z)}
ê f(z) (ϕ(z)) ïî ìåðå â ïðîèçâîëüíî ìàëîé îêðåñòíîñòè íóëÿ èëè ëþáîé
äðóãîé òî÷êå a ∈ Wf � âåéåðøòðàññîâñêîé ïîëíîé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ
ôóíêöèè f . Äîïîëíèì îïðåäåëåíèå 3 çàìå÷àíèåì: êîìïàêòû E ⊂ C̄1 (ñôå-
ðà Ðèìàíà) áóäóò èçìåðÿòüñÿ ïî îáîáùåííîé åìêîñòè c̄(E) (4= òðàíñôè-
íèòíûé äèàìåòð E ⊂ C̄1, ãäå ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè èçìåðÿåòñÿ íå
â ýâêëèäîâîé, à â ñôåðè÷åñêîé ìåòðèêå, ò.å. ýâêëèäîâî ðàññòîÿíèå ìåæäó
èçîáðàæåíèÿìè ýòèõ òî÷åê íà ñôåðå Ðèìàíà).

Îïðåäåëåíèå 6. Ïóñòü r(z) � ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ, òî÷êè z1, . . . , zm

� åå ãåîìåòðè÷åñêè ðàçëè÷íûå ïîëþñû â C1, r(z) =
m∑

ν=1

r(z, zν) � ðàçëî-

æåíèå r(z) ïî ãëàâíûì ÷àñòÿì. Òîãäà çàïèñü S ≺ r îçíà÷àåò, ÷òî S(z) =
m∑

ν=1

λνr(z, zν), ãäå λν = 0 èëè 1.

Ò å î ð å ì à 2 (Ãîí÷àð [5]). Ïóñòü f ∈ R0, {πn} � ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü àïïðîêñèìàöèé Ïàäå ôóíêöèè f . Òîãäà ñóùåñòâóåò ðàçáèåíèå
πn = π∗n + ∆n, π∗n ≺ πn (òåì ñàìûì ∆n ≺ πn) òàêîå, ÷òî:

À0. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {π∗n} ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ ê ôóíêöèè f âíóòðè
åå åñòåñòâåííîé îáëàñòè ñóùåñòâîâàíèÿ Wf ⊂ C̄1, ïðè÷åì
||f − π∗n||F → 0 ïðè n→∞ ∀FbWf ;

Â0. ∀ ε > 0 c̄ {z ∈ C̄1: |∆n(z)| 1n ≥ ε} → 0 ïðè n→∞.
Ñëåäñòâèå. Ëèáî ïðåäïîëàãàÿ çàðàíåå, ÷òî ôóíêöèÿ ϕ(z) èç ôîðìóë

(4) îäíîçíà÷íà â Wϕ, ëèáî ðàçâèâàÿ òåîðåìó Êàðëñîíà [2], áóäåì èìåòü,
÷òî ôóíêöèÿ ϕ ∈ R0.
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Ò å î ð å ì à 3 (Ãîí÷àð [5]). Ïóñòü f ∈ R0, f àíàëèòè÷íà â z = 0.
Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû:

10) f ∈ R0;
20) |f −πn|

1
n −→

n→∞
0 ïî ìåðå â íåêîòîðîé (ïðîèçâîëüíî ìàëîé) îêðåñòíî-

ñòè òî÷êè z = 0;
30) f � îäíîçíà÷íàÿ àíàëèòè÷åñêàÿ (â Wf ), ïðè÷åì |f − πn|

1
n −→

n→∞
0 ïî

c̄-åìêîñòè âíóòðè Wf .
Â ÷àñòíîñòè äëÿ ϕ(z) èç (4) òåîðåìà 3 ïðèìåíèìà ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Áûë ïîñòðîåí ãåíåðàòîð Ëè�Äåïðè S(p, q, ε), p, q ∈ Cn, ãîëîìîðôíûé â
ïîëèêðóãå URS

(0), êîòîðûé ãåíåðèðóåò â íåêîòîðîì ïîëèêðóãå Ur(0) ⊆
URS

(0) áèãîëîìîðôíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ëè�Äåïðè ld: q → Q è îáðàòíîå
ïðåîáðàçîâàíèå ld−1:Q→ q. Îáðàòíûå ãîëîìîðôíû â ïîëèêðóãå Ur(0) 6= ∅.
Ïðè ýòîì èñïîëüçîâàëèñü õîðîøî èçâåñòíûå ñîîòíîøåíèÿ [2]:

1) dq/dε = ∂pS(p, q, ε), S � ëèíåéíà ïî p, 2) q(0)
4
= qε=0 = Q, 3) ε 4

= 1,

4) q(Q) = Q +
∞∑

k=1

q(k)(Q), ãäå ôóíêöèÿ f èç ôîðìóë (1) ýòîãî ïàðàãðàôà

èãðàþò ðîëü îäíîé èç êîîðäèíàò qi(Q), à ôóíêöèÿ fk èç òîé æå ôîðìóëû
èãðàåò ðîëü q(k)

i (Q). Ñàìè æå q(k)
i (Q) âû÷èñëÿþòcÿ ðåêóððåíòíî ïî ôîð-

ìóëàì Êýìåëà [2]. ×òîáû âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìîé 3, äîñòàòî÷íî ïðåä-
ïîëîæèòü, ÷òî ∀ i ∈ 1 : n ôóíêöèÿ qi(Q

∗ · ρ) ∈ R0 êàê ôóíêöèÿ îäíîãî
ïåðåìåííîãî ρ (Q∗ ∈ Ur(0) è ôèêñèðîâàíî). Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî ýòî
ïðåäïîëîæåíèå ñóùåñòâåííî ñëàáåå ïðåäïîëîæåíèÿ î òîì, ÷òî ôóíêöèÿ
qi(Q) îäíîçíà÷íà â îáëàñòè Wq ⊆ Cn ïî âåêòîðíîìó àðãóìåíòó Q ∈ Cn

∀ i ∈ 1 : n. Òîæå ñàìîå îòíîñèòñÿ è ê îáðàòíîìó îòîáðàæåíèþ Ëè�Äåïðè
Q(q) = q +

∞∑
k=1

Q(k)(q). Îòîáðàæåíèÿ ld è ld−1 áèãîëîìîðôíû [2] â ïîëè-

êðóãàõ Ur(0) è Ur(0) ñîîòâåòñòâåííî, ò.å. ýòî áîëüøå, ÷åì òðåáóåòñÿ (ïî
êðàéíå ìåðå â Ur è Ur) � îíè îäíîëèñòíû êàê âåêòîð-ôóíêöèè âåêòîðíûõ
àðãóìåíòîâ Q è q èç Cn. Åùå îäíî âàæíîå îáñòîÿòåëüñòâî ñîñòîèò â òîì,
÷òîáû íå äåëàÿ êàêèõ-ëèáî ïðåäïîëîæåíèé î ïðèíàäëåæíîñòè qi(Q

∗ · ρ)
è Qi(q

∗ · ρ) ∀ i ∈ 1 : n êàê ôóíêöèè îò ρ, êëàññó R0, à èñïîëüçóÿ ëèøü
óòâåðæäåíèå 20 òåîðåìû 3, óñòàíîâèòü âàæíîå ôóíêöèîíàëüíîå ñâîéñòâî
äëÿ qi(Q∗ · ρ) è Qi(q

∗ · ρ) ∀ i ∈ 1 : n. Ïðè ýòîì â íàøåì ðàñïîðÿæåíèè èìå-
þòñÿ ñîîòíîøåíèÿ (5)�(11) èç âòîðîãî ïàðàãðàôà, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ íå
àñèìïòîòè÷åñêèìè, à òî÷íûìè.

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà òó òî÷êó çðåíèÿ ïðè êîòîðîé ôóíêöèÿ ϕ(z) èç (4)
èìååò ìíîæåñòâî ñâîèõ îñîáåííîñòåé íóëåâîé åìêîñòè è íå ñîäåðæèò íóëÿ
(ïîñëåäíåå èìååò ìåñòî â äàííîé çàäà÷å âñåãäà). Ïðè ëþáîì ε > 0 ïîëó-

14



÷èì, ÷òî c̄ {z ∈ C̄1: |ϕ(z) − πn(z)| 1n ≥ ε} → 0 ïðè n → ∞ (èëè, ÷òî òîæå
ñàìîå, |ϕ − πn|

1
n −→

n→∞
0 ïî c̄-åìêîñòè â C1). Ê îòìå÷åííîìó âûøå âòîðîìó

îáñòîÿòåëüñòâó âåðíåìñÿ ïîçæå è áîëåå ïîäðîáíî, à ñåé÷àñ ïðåäïîëîæèì,
÷òî ìíîæåñòâî Q{rn}

4
= C̄1\P{rn}, ãäå P{rn} � ìíîæåñòâî ïðåäåëüíûõ

òî÷åê ïîëþñîâ ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {rn}. (Îá îä-
íîëèñòíîñòè ldt ñì. �3).

Ò å î ð å ì à. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü àïïðîêñèìàöèé Ïàäå {πn} äëÿ
ôóíêöèè ϕ(z) èç ôîðìóëû (4) ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ âíóòðè (îòêðûòîãî
ìíîæåñòâà) Q = Q{πn} ê íåêîòîðîé ôóíêöèè ϕ̃(z), àíàëèòè÷íîé â Q è
ñîâïàäàþùåé ñ ϕ(z) íà ìíîæåñòâå Wϕ

⋂
Q. Ïðè ýòîì ||ϕ̃− πn||1/n

F → 0 ïðè
n→∞ ∀F b Q (ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî Q 6= ∅). Êðîìå òîãî êàæäàÿ îñîáàÿ
òî÷êà ôóíêöèè ϕ(z) ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíîé òî÷êîé ïîëþñîâ ðàöèîíàëüíûõ
ôóíêöèé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {πn(z)}, ñîîòâåòñòâóþùåé ôóíêöèè ϕ(z), ò.å.
∂Wϕ ⊂ P{πn}. Äîêàçàòåëüñòâî íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç àíàëîãè÷íîé
òåîðåìû ðàáîòû [5] äëÿ f ∈ R0.

Çàìå÷àíèå. Î ÷èñëå ïîëþñîâ ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé πn â îêðåñòíî-
ñòè èçîëèðîâàííîé îñîáîé òî÷êè a ôóíêöèè ϕ. Ïóñòü a ∈ ∂Wϕ îäíà èç
òàêèõ òî÷åê, U = U(a) � îêðåñòíîñòü òî÷êè a, Nn(U) � ÷èñëî ïîëþñîâ ñ
ó÷åòîì èõ êðàòíîñòè äëÿ ôóíêöèè πn â U , òîãäà:

1) åñëè a � ïîëþñ êðàòíîñòè m, òî Nn(U) ≥ m ∀U = U(a) è äîñòàòî÷íî
áîëüøèõ n;

2) åñëè a � ñóùåñòâåííî îñîáàÿ òî÷êà, òî Nn(U) → ∞ (U = U(a) �
ëþáàÿ îêðåñòíîñòü) n→∞.

Èç òåîðåìû 2 äëÿ ôóíêöèè ϕ(z) (èç ôîðìóëû (4)) ñëåäóåò, ÷òî |ϕ −
πn|

1
n −→

n→∞
0 ïî ëîãàðèôìè÷åñêîé åìêîñòè íà ëþáîì çàìêíóòîì îãðàíè÷åí-

íîì ìíîæåñòâå F ⊂ Wϕ âíóòðè Wϕ

⋂
C1. Ó÷èòûâàÿ ñâÿçü ëîãàðèôìè÷å-

ñêîé åìêîñòè ñ ìåðàìè Õàóñäîðôà (ñì. îïðåäåëåíèå 3) íåòðóäíî ïîëó÷èòü,
÷òî äëÿ ôóíêöèè h(t) = tα, α > 0 èëè h(t) = | log t|−β, β > 1, ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü {πn} áûñòðî ñõîäèòñÿ ê ϕ ïî h-ìåðå Õàóñäîðôà âíóòðèWϕ

⋂
C1.

Çàìå÷àíèå. Î ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè àïïðîêñèìàöèé Ïàäå äëÿ ôóíê-
öèè ϕ(z) èç ôîðìóëû (4).

Ïóñòü KR êðóã, â êîòîðîì ϕ àíàëèòè÷íà, r: 0 < r < R, θ = rR−1. Òîãäà
èìååò ìåñòî îöåíêà

|ϕ(z)− πn(z)| ≤ An(θ) · ρn(ϕ,KR) ·
∏
ν

′ R− r
|z − zn,ν |

, z ∈ KR,
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ãäå An(θ) = θ
1−θ

(
1+θ
1−θ

)2n,
∏

ν
′ � ïðîèçâåäåíèå ïî âñåì ν, äëÿ êîòîðûõ |zn,ν | <

R (zn,ν � íóëè ïîëèíîìà qn(z) ïðè πn = pn · q−1
n ), âåëè÷èíà

ρn(ϕ,KR)
4
= inf

{rn}
||ϕ− rn||KR

ââåäåíà â ôîðìóëå (17), ρ1/n
n −→

n→∞
0 èáî ϕ ∈ R0.

Ðàññìîòðèì ïî-ïðåæíåìó ôóíêöèþ âèäà

f(z∗, ρ)
4
=

∞∑
k=0

fk(z
∗) · ρk =

∞∑
k=0

ck(z
∗) · ρk, (18)

ãäå z ∈ UR>0(0) (ãäå f(z∗, ρ) � ãîëîìîðôíà). Íå íàðóøàÿ îáùíîñòè ìîæíî
ñ÷èòàòü, ÷òî UR(0) = ŪR(0), ò.å. ÷òî UR(0) � êîìïàêò. Òîãäà äëÿ ëþáîãî
z∗ ∈ UR(0) ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ âèäà (18), ò.å. îïðåäåëåíî îòîáðàæåíèå

ŪR(0) 3 z∗ → f(z∗, •↙
ρ

), f(z∗, •↙
ρ

) ∈ O(S̄1(0)), (19)

íî êàæäîé ôóíêöèè f(z∗, •) ñîîòâåòñòâóåò ñâîÿ åñòåñòâåííàÿ îáëàñòü îïðå-
äåëåíèÿ Âåéåðøòðàññà Wf(z∗,•). Ïóñòü ïðè ëþáîì z∗ ∈ UR>0(0) ñëåäóåò
f(z∗, •) ∈ R0. Èç ïðåäûäóùèõ òåîðåì âûòåêàåò ñëåäóþùåå ñëåäñòâèå.

Ñëåäñòâèå. Åñëè f(z∗, •) ∈ R0 ∀ z∗ ∈ ŪR(0), òî ∀ ε > 0 ∃ N = N(ε) <
+∞ � íåçàâèñÿùèå îò òî÷êè z∗ òàêîå, ÷òî

‖f(z∗, ρ)− πn(z∗, ρ)‖
1
n
KbW < ε ïî åìêîñòè ∀ z∗ ∈ ŪR(0), (20)

ãäå
W

4
=
⋂

z∗∈ŪR(0)

Wf(z∗,•). (20)′

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ñîîòíîøåíèå (20) íå âåðíî. Ïóñòü ïðîèçâîëü-
íàÿ òî÷êà (1)z

∗ ∈ ŪR(0), òîãäà, òàê êàê f((1)z
∗, •) ∈ R0, ñóùåñòâóåò ÷èñëî

N1((1)z
∗, ε) òàêîå, ÷òî ïðè n ≥ N1 ñëåäóåò∥∥f((1)z

∗, ρ)− πn((1)z
∗, ρ)

∥∥ 1
n

KbWf((1)z∗,•)
< ε ïî åìêîñòè . (21)

Íî íàéäåòñÿ òî÷êà (2)z
∗ ∈ ŪR(0) òàêàÿ, ÷òî ñîîòíîøåíèå (21) íàðóøàåòñÿ

äëÿ íåêîòîðûõ n ≥ N1. Îäíàêî ôóíêöèÿ f((2)z
∗, •) ∈ R0, ñëåäîâàòåëüíî,

ñóùåñòâóåò ÷èñëî N2((2)z
∗, ε) > N1 òàêîå, ÷òî ïðè n ≥ N2 ïîëó÷èì∥∥f((2)z

∗, ρ)− πn((2)z
∗, ρ)

∥∥ 1
n

KbWf((2)z∗,•)
< ε ïî åìêîñòè . (22)
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ÏóñòüN2 íå îáñëóæèâàåò âåñü êîìïàêò UR(0), ò.å. íàéäåòñÿ òî÷êà (3)z
∗ ∈

ŪR(0) òàêàÿ, ÷òî ñîîòíîøåíèå (22) (è åñòåñòâåííî (21)) íàðóøàþòñÿ õîòÿ
áû ïðè îäíîì n ≥ N2. Òîãäà ñóùåñòâóåò N3 > N2 > N1 òàêîå, ÷òî â ñèëó
f((3)z

∗, •) ∈ R0 ïî åìêîñòè âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî, àíàëîãè÷íîå (21) è
(22) äëÿ òî÷êè (3)z

∗ ∈ ŪR(0) è òàê äàëåå. Ò.å. îïðåäåëåíà ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü {(k)z

∗} ∈ ŪR(0), ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò z̃∗←−
i→∞ (ki)z

∗, z̃∗ ∈ ŪR(0).
Íî òîãäà íåðàâåíñòâî

‖f(z̃∗, ρ)− πn(z̃∗, ρ)‖
1
n
KbWf(z̃∗,•)

< ε ïî åìêîñòè (23)

íå ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ íè ïðè êàêèõ êîíå÷íûõ n, ò.å. f(z̃∗, •)∈R0, ÷òî îçíà-
÷àåò ïðîòèâîðå÷èå, èáî z̃∗ ∈ ŪR(0). (Äåéñòâèòåëüíî, äðîáü Ïàäå πm(z

∗, ρ)
íåïðåðûâíàÿ â Wf(z̃∗,•) ïî z∗ è ρ â ñîâîêóïíîñòè, òàê êàê πm ðàöèîíàëüíà
ïî ρ è ck(z∗), à ck � ìíîãî÷ëåí ïî z∗1 , . . . , z∗n. Íî òîãäà ôîðìàëüíàÿ ôóíê-
öèÿ N(z∗, ε) � ëîêàëüíî ïîñòîÿííàÿ, îòêóäà è ñëåäóåò, ÷òî íåðàâåíñòâî
(23) íå ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ). Ó÷èòûâàÿ, ÷òî åìêîñòü ìíîæåñòâà, ñîñòîÿ-
ùåãî èç ñ÷åòíîãî ÷èñëà ìíîæåñòâ íóëåâîé åìêîñòè, ðàâíà íóëþ, ïîëó÷àåì
òðåáóåìîå ñîîòíîøåíèå (20) äëÿ óñëîâèÿ (20)′.

�4. Äîïîëíåíèå � îäíîëèñòíîñòü ïðåîáðàçîâàíèé
Ëè�Äåïðè ldt : Q→ q

Ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëè�Äåïðè ldt : Q → q çàäàþòñÿ ëîêàëüíî îáùèì
èíòåãðàëîì â ôîðìå Êîøè ñèñòåìû [15], ò.å.

dq

dε
= ∂pS(p, q, ε, t), qε=0 = Q, S(p, q, ε, t) =

∞∑
m=0

εm

m!
Sm+1(p, q, t), (1)

è òîãäà

q(Q, ε, t) =
∞∑

m=0

εm

m!
q(m)(Q, t), (2)

ïðè ε = 1 îïðåäåëÿåò ïðåîáðàçîâàíèå ldt : Q → q ïðè t ∈ [0, T ]. Âîïðîñ
âçàèìíîé îäíîçíà÷íîñòè ldt â îáëàñòè UR>0(Q

0) ñâîäèòñÿ ê ãîëîìîðô-
íîñòè ôóíêöèè ∂pS(p, q, ε, t) â UR̂>0(Q

0). Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ôóíêöèÿ
∂pS(p, q, ε, t) (îäíîçíà÷íàÿ àíàëèòè÷åñêàÿ) ãîëîìîðôíà â îáëàñòè UR>0(Q

0)×
[0, ε̂], ãäå ε̂ > 1, òî ïðåîáðàçîâàíèå ldt : Q → q åñòü ñäâèã âäîëü ðåøå-
íèÿ ñèñòåìû (1) çà âðåìÿ ε = 1 èç íà÷àëüíîé òî÷êè Q â òî÷êó q(Q, 1, t)
äëÿ âñÿêîãî t ∈ [0, T ] è â ñèëó åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ

17



ñèñòåìû (1) ïðåîáðàçîâàíèå ldt ïðè ëþáîì t ∈ [0, T ] � îäíîçíà÷íîå â îá-
ëàñòè UR′>0(Q

0) ⊆ UR>0(Q
0). Àíàëîãè÷íîå ñïðàâåäëèâî è äëÿ ïðåîáðàçî-

âàíèÿ ld−1
t : q → Q. Ïîýòîìó ðåçóëüòàòû ïàðàãðàôà 3 è ïîñëåäóþùåãî

ïàðàãðàôà 4 ëó÷øå ïðèìåíÿòü ê ðîñòêó (Ur>0(0), ∂pS) íåæåëè ê ðîñòêàì
(U

(k)
r>0(0), qk(Q, t)) ïðè âñåõ k ∈ 1 : n.
Ïðèâåäåííîå äîïîëíåíèå ñóùåñòâåííî ñïîñîáñòâóåò ýêîíîìèè âû÷èñëå-

íèé â ïðàêòè÷åñêèõ ðàñ÷åòàõ.

�5. Ïðåîáðàçîâàíèå Ëè�Äåïðè è ìåðà, ðåøàþùàÿ ñîîò-
âåòñòâóþùóþ ñòåïåííóþ ïðîáëåìó ìîìåíòîâ

Âîçâðàùàÿñü ê òåîðåìå 3, ñíèìåì ïðåäïîëîæåíèå î òîì, ÷òî ôóíêöèÿ
ϕ(z) ∈ R0, à òàêæå òî, ÷òî f(z∗, •) ∈ R0 ∀ z∗ ∈ UR(0) � óñëîâèå â ïîñëåä-
íåì ñëåäñòâèè. Àðãóìåíòîì ê òàêèì äåéñòâèÿì ñëóæèò òî, ÷òî ôîðìàëüíî
èìååòñÿ: ïîëèêðóã UR(0); ëþáîé êîýôôèöèåíò ck

4
= fk(z

∗), z∗ ∈ UR(0); ïðè
ëþáîì m ôóíêöèÿ πm � äðîáü Ïàäå èç ôîðìóë (1.2); òî÷íîå ñîîòíîøåíèå

(2.5); â äîñòàòî÷íî ìàëîé îêðåñòíîñòè íóëÿ ôóíêöèÿ f =
∞∑

k=0

fk ·ρk íå èìå-

åò ïîëþñîâ â ñèëó ãîëîìîðôíîñòè ïðåîáðàçîâàíèé Ëè�Äåïðè â ïîëèêðóãå
UR(0). Áóäåì ïðîâåðÿòü óñëîâèå 2) òåîðåìû 3. Îáðàòèìñÿ ê ôîðìóëàì
(2.5), (2.6). Çàìåòèì, ÷òî ïðè (m,n) = (n, n) � àïïðîêñèìàöèè Ïàäå ñ
ó÷åòîì ôîðìóë (2.10) èìååò ìåñòî

|Ak| =

∣∣∣∣∣∣∣∣σ
∣∣∣∣∣∣∣∣
t2n+k t2n+k−1 t2n+k−2 . . . tn+k

cn+1 cn cn−1 . . . c1
. . . . . . . . . . . . . . .
c2n c2n−1 c2n−2 . . . cn

∣∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣∣
c2n+k c2n+k−1 c2n+k−2 . . . cn+k

cn+1 cn cn−1 . . . c1
. . . . . . . . . . . . . . .
c2n c2n−1 c2n−2 . . . cn

∣∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
c1 c2 . . . cn cn+1

c2 c3 . . . cn+1 cn+2

. . . . . . . . . . . . . . .
cn cn+1 . . . c2n−1 c2n

cn+k cn+k+1 . . . c2n−1+k c2n+k

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, (1)
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è òîãäà ñëåäóåò, ÷òî

|A1| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
c1 c2 c3 . . . cn cn+1

c2 c3 c4 . . . cn+1 cn+2

c3 c4 c5 . . . cn+2 cn+3

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
cn+1 cn+2 cn+3 . . . c2n c2n+1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
. (2)

Äàëåå íàõîäèì âåëè÷èíó dm,n = dn,n ïðè m = n èç ôîðìóë (2.8), êîòî-
ðûå äàþò

|dn,n| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
c1 c2 c3 . . . cn
c2 c3 c4 . . . cn+1

c3 c4 c5 . . . cn+2

. . . . . . . . . . . . . . .
cn cn+1 cn+2 . . . c2n−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
. (3)

Ïåðåïèøåì ñîîòíîøåíèå (2.5) â ñëåäóþùåì âèäå

fθ(ξ) · q(n,n)
θ (ξ)− p(n,n)

θ (ξ) = (dn,n)−1 · ξ2n+1 ·
∞∑

k=1

Ak · ξk−1 =

= (dn,n)−1 · ξ2n+1 · (A1 + A2ξ + A3ξ
2 + . . .+ Akξ

k−1 + . . .).

(4)

Ðÿä â ïðàâîé ÷àñòè òî÷íîãî ðàâåíñòâà (4) î÷åâèäíî àáñîëþòíî ñõîäÿ-
ùèéñÿ â êðóãå |ξ| ≤ 1 ∀n ∈ 1 : N è ∀N < +∞, òàê êàê ëåâàÿ ÷àñòü (4)
îïðåäåëåíà ïðè |ξ| ≤ 1 è òàì q

(n,n)
θ (ξ) 6= 1. Ïîýòîìó èìååì, ÷òî∣∣∣fθ(ξ) · q(n,n)

θ (ξ)− p(n,n)
θ (ξ)

∣∣∣ ≤ |dn,n|−1 · |ξ|2n+1 · |A1| · (1 + δ(A, ξ)) , (4)′

ãäå

δ(A, ξ)
4
=

∞∑
k=2

|Ak| · |A1|−1 · |ξ|k−1, (∗)

ïðè÷åì
lim

n→∞
lim
k→∞
|Ak| · |A1|−1 < +∞, (∗∗)

ïðè Ak(n) îïðåäåëÿåìûõ ñîãëàñíî (1) è (2), è ó÷èòûâàÿ, ÷òî cm → 0 ïðè

m → ∞, êàê êîýôôèöèåíòû ñõîäÿùåãîñÿ ÷èñëîâîãî ðÿäà
∞∑

k=1

ck. Â ñîîò-

íîøåíèè (4)′ íå íàðóøàÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî A1 6= 0, èíà÷å çà
ñêîáêó âûíîñèòñÿ ξ è A1 çàìåíÿåòñÿ íà A2. Èç (4) ñëåäóåò, ÷òî∣∣∣fθ(ξ)− p(n,n)

θ (ξ)(q
(n,n)
θ (ξ))−1

∣∣∣ ≤ |ξ|2n+1 · (|dn,n| · |q(n,n)
θ (ξ)|)−1|A1(n)|(1 + δ).

(4)′′
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Ñîãëàñíî [9, ñ. 595] èìååò ìåñòî îöåíêà ñíèçó

min
|ξ|≤1
|q(n,n)

θ (ξ)| > C · n−2n, ∀n ≥ 1, (5)

à ïî òåîðåìå Ïîëèà [14, 15, ñ. 297] îöåíêà ñâåðõó

lim
n→∞
|A1(n)|

1
(1+n)2 ≤ capΩc 4

= c(Ωc), (6)

ãäå c(Ωc) � òðàíñôèíèòíûé äèàìåòð ìíîæåñòâà

Ωc 4
= (Sr0

4
= {ξ ∈ C1 : |ξ| ≤ r0 ≤ 1}) ∪ Sr1 ∪ . . . ∪ SrN

, N < +∞.

Çäåñü çàìêíóòûå îáëàñòè Sri
i ∈ 1 : N , íå íàðóøàÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷è-

òàòü çàìêíóòûìè êðóãîâûìè îêðåñòíîñòÿìè âñåõ îñîáûõ òî÷åê ξ∗i , êîòî-
ðûõ ïðåäïîëàãàåòñÿ êîíå÷íîå ÷èñëî N , ôóíêöèè fθ(ξ) ïî ξ. Ò.å. fθ(ξ) �
ðåãóëÿðíà ïî ξ ∈ Ω 3 ∞. Î÷åâèäíî, ÷òî â îêðåñòíîñòè ∞ ôóíêöèÿ fθ(ξ)
ïðåäñòàâèìà ðÿäîì (÷åðåç ñóïåðïîçèöèþ)

fθ(ξ̃)
4
= f̃θ(ξ̃) =

∞∑
k=0

ck ·
1

ξ̃k
, ξ̃ ∈ UR(∞), ξ̃−1 = ξ ∈ U(0), (7)

ïîñêîëüêó â íóëå ôóíêöèÿ fθ(ξ) ðåãóëÿðíà, à ÷èñëî îñîáûõ òî÷åê íå áîëåå
N <∞. Ïóñòü ïîëèíîì

P(ξ)
4
= ξN+1 + α1ξ

N + · · ·+ αNξ = ξ(ξ − ξ∗1) . . . (ξ − ξ∗N).

Òîãäà ïîëîæèì ïî îïðåäåëåíèþ

N⋃
i=0

Sri(ε) ⊆
N⋃

i=0

Dri(ε)
4
=
{
ξ ∈ C1 : P(ξ) ≤ ε

}
, (8)

îòêóäà ñîãëàñíî [15, ñ. 291] èìååì îöåíêó

c

(
N⋃

i=0

Sri(ε)

)
≤ c

(
N⋃

i=0

Dri(ε)

)
= N+1

√
ε, (9)

ò.å. ïðè ñòÿãèâàíèè âñåõ êðóãîâ Sri(ε) i ∈ 1 : N ê îñîáûì òî÷êàì ξ∗i è êðóãà
Sr0 ê íóëþ ñëåäóåò îöåíêà

cap (Ωc) = c(Ωc) ≤ N+1
√
ε. (10)
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Èç ñîîòíîøåíèÿ (10) ñëåäóåò, ÷òî

lim
n→∞
|A1(n)| ≤ (cap (Ωc))(n+1)2 , (11)

Äàëåå èñïîëüçóåì íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû ñòåïåííîé ïðîáëåìû ìîìåíòîâ.
Çàìåòèì, ÷òî ìàòðèöû èç ôîðìóë (2) è (3) ãàíêåëåâû. Ïóñòü (ìåðà) ôóíê-
öèÿ ψ ∈ L1[−1, 1], ψ(x) ≥ 0.

Îáîçíà÷èì ñîãëàñíî [16] ÷åðåç Dn(ψ) îïðåäåëèòåëü ôîðìû Hn(ψ), ãäå

Hn(ψ)
4
=

1∫
−1

(u0 + u1x+ · · ·+ unx
n)2ψ(x)dx =

n∑
µ,ν

cµ+ν · uµ · uν ,

â ïðåäïîëîæåíèè ñóùåñòâîâàíèÿ ψ-ðåøåíèÿ ïðîáëåìû ìîìåíòîâ äëÿ äàí-
íûõ c0, c1, . . . , cn, . . .. Òîãäà ñîãëàñíî [16, ñ. 118] ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

lim
n→∞

(22n+1 · Dn(ψ) · (Dn−1(ψ))−1) = 2π · exp{ 1
π

π∫
0

lnψ(cos θ)dθ} = l, (12)

ãäå, åñëè lnψ(cos θ) íå èíòåãðèðóåì, òî ïðàâóþ ÷àñòü (12) íåîáõîäèìî ïî-
ëîæèòü ðàâíîé íóëþ [18]. Èç (12) ïî èíäóêöèè ïî k ∈ 1 : n− 1 ñëåäóåò,
÷òî

lim
n→∞

Dn = ln · D0 lim
n→∞

2−
n(2n+4)

2 (asimpt.). (13)

Ïðîèçâîäÿ ñäâèã ïîñëåäîâàòåëüíîñòè c0, c1, . . . , cn−1, . . . ïî èíäåêñàì âïå-
ðåä, èìååì, ÷òî ñîîòíîøåíèå (13) äàåò äëÿ âåëè÷èí |dn,n| ñëåäóþùèå îöåí-
êè

lim
n→∞

|dn,n| = ln · D0 · 2−n(n+2), (asimpt.) (14)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî èìåþò ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ (11) è (14), ïîëó÷èì èç (4)′′ íà-
÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî ìåñòà ïî n→∞, ÷òî∣∣∣∣∣fθ(ξ)−

p
(n,n)
θ (ξ)

q
(n,n)
θ (ξ)

∣∣∣∣∣ ≤ |ξ|2n+1

ln · D0 · c
(capΩc)(n+1)2 · 2n(n+2) · n2n · (1 + δ), (15)

èëè

π
4
=

∣∣∣∣∣fθ −
p

(n,n)
θ

q
(n,n)
θ

∣∣∣∣∣ ≤ |ξ|2+ 1
n

l · n
√
D0c
· n2 · 2(n+2) · (capΩc)n+2+ 1

n · n
√

1 + δ. (16)
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Èñïîëüçóÿ äàëåå (10), ïîëó÷àåì îöåíêó

π ≤ |ξ|2+ 1
n

l · n
√
D0c
· n2 · 2(n+2) · ε

n+2+n−1

N+1 · n
√

1 + δ. (17)

Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì, ÷òî íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî ìåñòà ïî ξ → 0 è
ri(ε) → 0 (íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà) âåëè÷èíà (2 · ε1/N+1) ñòàíåò ìåíü-
øå åäèíèöû. Íî òîãäà áóäåì èìåòü, ÷òî

lim
n→∞

n2(2 · N+1
√
ε)n+2+n−1

= 0, (18)

è ïîñêîëüêó îñòàëüíûå âåëè÷èíû â (17) îãðàíè÷åíû ïðè n→∞, òî ïîëó-
÷èì â ïðåäåëå

π = |fθ(ξ)− p(n,n)
θ (ξ) · (q(n,n)

θ (ξ))−1| −→
n→∞

0, (19)

ïðè 0 ≤ ξ ≤ ξmin, ξmin > 0. Íî òîãäà fθ(ξ) ∈ R0 è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
3) èç òåîðåìû 3.

Ïðèâåäåííûå ðàññóæäåíèÿ, ñîãëàñíî çàìå÷àíèþ ê òåîðåìå À. À. Ìàð-
êîâà â ðàáîòå [14, ñ. 553], ôàêòè÷åñêè ïîäðîáíî äîêàçûâàþò ïàðàëëåëü-
íî ñ îñíîâíûì óòâåðæäåíèåì êëàññè÷åñêóþ òåîðåìó (Ìàðêîâà), èñïîëü-
çóþùóþ â îðèãèíàëå äëÿ ñâîåãî äîêàçàòåëüñòâà ôîðìóëó Ãàóññà�ßêîáè è
ñâîéñòâà êîýôôèöèåíòîâ Êðèñòîôôåëÿ. Ðåçþìèðóåò ïîëó÷åííîå ñëåäóþ-
ùàÿ

Ò å î ð å ì à. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(z) =
∞∑

k=0

ckz
k � ãîëîìîðôíà â íó-

ëå, â ïðîñòðàíñòâå C1 3 z èìååò íå áîëåå êîíå÷íîãî ÷èñëà îñîáûõ òî÷åê
(ñëåäîâàòåëüíî ôóíêöèÿ f̃ = f(z−1) ïðåäñòàâèìà ðÿäîì f̃(z) =

∞∑
k=0

ckz
−k â

îêðåñòíîñòè ∞).
Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü c0, c1, . . . , ck, . . . ðåøàåò â ñìûñëå Õàóñäîð-

ôà ñòåïåííóþ ïðîáëåìó ìîìåíòîâ, ò.å. ñóùåñòâóåò (ìåðà) ôóíêöèÿ ψ ∈
L1[−1, 1], ψ ≥ 0 òàêàÿ, ÷òî

ck =

1∫
−1

tk dψ(t), k = 0, 1, 2, . . . (20)

Òîãäà ôóíêöèÿ f ∈ R0, è îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî |f − πn|1/n −→
n→∞

0 ïî c-
åìêîñòè âî âñåé åñòåñòâåííîé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ Âåéåðøòðàññà Wf .
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Ò å î ð å ì à (Õàóñäîðô [16]). Äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ (20) íåîáõîäèìî
è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ck}∞k=0 áûëà âïîëíå ìîíîòîííîé,
ò.å. ÷òîáû4

(−1)p∆pck
4
= (−1)p(ck+p + (p

1) ck+p−1 − (p
2) ck+p−2 + . . . (−1)pck) ≥ 0. (21)

Â çàêëþ÷åíèå ïàðàãðàôà ïðèâåäåì òåîðåìó Ãîí÷àðà î ðàâíîìåðíîé
ñõîäèìîñòè àïïðîêñèìàöèé Ïàäå äëÿ ôóíêöèè f(z).

Îïðåäåëåíèå [14]. Ïóñòü Rn � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðà-
öèîíàëüíûõ ôóíêöèé, Ω � îáëàñòü èç C̄1. Áóäåì ïèñàòü: {Rn} ∈ H(Ω),
åñëè äëÿ ëþáîãî êîìïàêòà K ⊂ Ω ôóíêöèÿ Rn(z) ãîëîìîðôíà (íå èìå-
åò ïîëþñîâ) íà K äëÿ ëþáîãî n > n(K); {Rn} ∈ E(Ω), åñëè ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü Rn ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ âíóòðè (íà êîìïàêòíûõ ïîäìíîæå-
ñòâàõ) îáëàñòè Ω. Îáîçíà÷èì ÷åðåç G = G∞ êëàññ âñåõ îáëàñòåé Ω âèäà
∞ ∈ Ω = D \ E, ãäå D � îáëàñòü è E � îòíîñèòåëüíî çàìêíóòîå ïîäìíî-
æåñòâî D, óäîâëåòâîðÿþùèå [14] óñëîâèÿì: ∂D ⊂ ∂D̃, capE = 0, ãäå D̃
� äîïîëíåíèå ê conv (∂D).

Ò å î ð å ì à (Ãîí÷àð [14]). Åñëè Ω ∈ G, òî

{πn} ∈ H(Ω)⇐⇒ {πn} ∈ E(Ω).

Ñëåäñòâèå [14]. Åñëè Ω ∈ G, òî

{πn} ∈ H(Ω) =⇒ f ∈ H(Ω),

ãäå πn àïïðîêñèìàöèîííàÿ äðîáü Ïàäå äëÿ ôóíêöèè f . Ïðîâåäÿ çàìåíó
ïåðåìåííûõ z → z−1 ïîëó÷èì, ÷òî

{πn} ∈ H(ω) =⇒ {πn} ∈ E(ω) =⇒ f ∈ H(ω),

ãäå ω = Ω−1 ïðè Ω ∈ G.

�6. Ïðàêòè÷åñêàÿ ðåàëèçàöèÿ

Ïðè ïîñòðîåíèè äðîáè Ïàäå p(n,n)
θ (ξ)/q

(n,n)
θ (ξ) äëÿ ôóíêöèè fθ(ξ) èëè,

÷òî ýêâèâàëåíòíî, äðîáè pn(z)/qn(z) äëÿ f(z), ãäå f(z) � ôóíêöèÿ fθ(ξ)
ïðè ôèêñèðîâàííîì θ ∈ CN , ò.å. f(z) � ñðåçêà f(z1, . . . , zN) íà ëó÷å L =

4( p
m

)
� áèíîìèàëüíûå êîýôôèöèåíòû.
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{θ · ξ ‖ ξ ∈ C1}, ïðèõîäèòüñÿ âû÷èñëÿòü îïðåäåëèòåëè

p(n,n)(ξ)
4
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

c1 c2 c3 . . . cn+1

c2 c3 c4 . . . cn+2

. . . . . . . . . . . . . . .
cn cn+1 cn+2 . . . c2n

(c0ξ
n) (ξn−1(c0 + c1ξ)) (ξn−2

2∑
k=0

ckξ
k) . . . (

n∑
k=0

ckξ
k)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, (1)

q(n,n)(ξ)
4
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
c1 c2 c3 . . . cn+1

c2 c3 c4 . . . cn+2

. . . . . . . . . . . . . . .
cn cn+1 cn+2 . . . c2n

ξn ξn+1 ξn+2 . . . ξ0 = 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, (2)

à çàòåì èõ îòíîøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî, âîîáùå ãîâîðÿ, àðãóìåíòó ξ èç (1)
è (2) ïðèñâàèâàåòñÿ ÷èñëîâîå çíà÷åíèå, òàê ÷òî íå âñåãäà òðåáóåòñÿ â (1)
è (2) ïî ïîñëåäíèì ñòðîêàì äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè îò ξ
âèäà p(n,n)(ξ)/q(n,n)(ξ), ïðîâîäèòü ðàçëîæåíèå.

εεε-àëãîðèòì

Ïðîâåäåì çàìåíó ïåðåìåííûõ ξ = z−1, òîãäà ïîëîæèì

Pn,n(z) =
p

(n,n)
θ (z−1)

q
(n,n)
θ (z−1)

, ∀n ≥ 1. (3)

Äàëåå îïðåäåëèì ñëåäóþùóþ ðåêóððåíòíóþ ïðîöåäóðó (m
4
= 0 äëÿ äèàãî-

íàëüíîé àïïðîêñèìàöèè)
ε
(m)
−1 = 0, (4)

ε
(m)
0 =

m∑
k=0

ckz
−k, (5)

ε
(m)
i+1 = ε

(m+1)
i−1 + (ε

(m+1)
i − ε(m)

i )−1, (6)

i = 1, 2, . . . (7)

Åñëè ε(m+1)
i = ε

(m)
i , òî ïî îïðåäåëåíèþ ïîëàãàåòñÿ

ε
(m)
i+1 = ε

(m)
i−1 + ε

(m+2)
i−1 − ε(m+2)

i−3 . (8)
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Â [17] äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî

ε
(m)
2j = Pj,m+j(z) = p

(m+j,j)
θ

(
1

z

)[
q
(m+j,j)
θ (

1

z
)

]−1

, (9)

ïðè÷åì ýòî âåðíî â îáùåì ñëó÷àå àïïðîêñèìàöèè äðîáÿìè Ïàäå, ò.å., âîîá-
ùå ãîâîðÿ, íå äèàãîíàëüíûìè äðîáÿìè Ïàäå. Ïðè äèàãîíàëüíîé àïïðîê-
ñèìàöèè íåîáõîäèìî ïîëîæèòü m

4
= 0.

Ñâÿçü ýëåìåíòîâ ε
(m)
2j (ïðè m = 0) ñ àïïðîêñèìèðóåìîé ôóíêöèåé f

îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå (5), ïðè ýòîì

f = fθ(ξ) = fθ

(
1

z

)
=

∞∑
k=0

ckz
−k.

QD-àëãîðèòì (àëãîðèòì ÷àñòíûõ è ðàçíîñòåé)

Äëÿ èñõîäíîé ôóíêöèè

f θ(ξ) = c0 +
∞∑

k=1

ckξ
k,

àíàëèòè÷åñêîé â êðóãå |ξ| ≤ 1, ïðîâåäåì çàìåíó âèäà

(ξ = z−1) & (∀j ≥ 1 =⇒ cj
4
= (−1)j−1c̃j) (10)

òàê, ÷òî

fθ(ξ) = fθ

(
1

z

)
= c0 +

∞∑
k=1

(−1)k−1 · c̃k · z−k. (11)

Ïîñëå ýòîãî ðÿä âèäà
∞∑

k=1

(−1)k−1 · c̃k · z−k 4
= ϕ(z) (12)

ïðåîáðàçóåòñÿ â íåïðåðûâíóþ [17,18] äðîáü âèäà

ϕ(z) =

1

a1z +

1

a2 +

1

a3z + · · · +

1

a2n−1z +

1

a2nz + · · ·
(13)

ñ ïîìîùüþ ðåêóððåíòíîé ïðîöåäóðû îòíîñèòåëüíî âåëè÷èí e(m)
k è q(m)

k ïî
ôîðìóëàì

e
(m)
0 = 0, q

(m)
1 =

cm+2

cm+1

, (14)
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e
(m+1)
k · q(m+1)

k = q
(m)
k+1 · e

(m)
k , (15)

q
(m+1)
k + e

(m+1)
k−1 = e

(m)
k + q

(m)
k , (16)

Ñîãëàñíî Ðóòèñõàóçåðó [18] èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà

a1 = c1, a2k = q
(0)
k , a2k+1 = e

(1)
k ïðè k = 1, 2, . . . , (17)

ãäå ai � êîýôôèöèåíòû â ñîîòíîøåíèè (13). Ôîðìóëû (15) è (16) îáúÿñ-
íÿþò íàçâàíèå àëãîðèòìà � ÷àñòíûõ è ðàçíîñòåé.

Çàìå÷àíèå. ε-àëãîðèòì ïðèìåíèì íåñêîëüêî ðàç (ò.å. ïîñëåäîâàòåëü-
íî). Ïîëîæèì ε

(m)
2i = 0ε

(m)
2i ; ââåäåì âåëè÷èíû

kε
(m)
−1 = 0, kε

(m)
0 = k−1ε

(0)
2m
, k > 1

è ïðîäîëæèì âû÷èñëåíèÿ ïî ôîðìóëàì (4)�(7) (ïðè íåîáõîäèìîñòè (8)).
Òàêîé ïðèåì íàçûâàåòñÿ ïðèñîåäèíåííûì ïîâòîðíûì ïðèìåíåíèåì ε-àëãîðèòìà.
Åñëè ñîãëàñíî [17] âçÿòü

kε
(2m)
0 = k−1ε

(0)
m
, kε

(2m+1)
0 = k−1ε

(1)
m
,

òî ïîëó÷èì ñîîòâåòñòâóþùèé ïîâòîðíûé ε-àëãîðèòì. Âîïðîñû óñòîé÷èâî-
ñòè ε-àëãîðèòìà ðàññìàòðèâàëèñü â [19].
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Ãëàâà 2

Ïðèìåíåíèå ðåøåíèé èíòåðïîëÿöèîííîé ïðî-
áëåìû Íåâàíëèííû�Ïèêà â çàäà÷àõ óïðàâëå-
íèÿ

Ìíîãèå ìåòîäû èíòåðïîëÿöèè íàõîäÿò ñàìîå øèðîêîå ïðèìåíåíèå â çà-
äà÷àõ èäåíòèôèêàöèè è íàáëþäåíèÿ [20], î ÷åì ñâèäåòåëüñòâóåò ìíîãî÷èñ-
ëåííàÿ ëèòåðàòóðà çà ïîñëåäíèå äâàäöàòü ëåò â ðåôåðàòèâíûõ æóðíàëàõ.
Îäíàêî òàì äî ñèõ ïîð íå áûëî îòðàæåíî ïðèìåíåíèå èíòåðïîëÿöèîí-
íûõ ìåòîäîâ, ñâÿçàííûõ ñ òåîðåòèêî-ôóíêöèîíàëüíûìè ñâîéñòâàìè àíà-
ëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé, íàïðèìåð ñ ãðàíè÷íûì ïîâåäåíèåì ãîëîìîðôíûõ
ôóíêöèé. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðèâëåêàÿ ïîíÿòèå ðàâíîìåðíî ðàçäåëåííûõ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, óäàåòñÿ ðåøèòü ðÿä âàæíûõ âîïðîñîâ î ñóùåñòâîâà-
íèè ðåøåíèé è èõ àïïðîêñèìàöèè, ïðåäñòàâëÿþùèõ áîëüøîé èíòåðåñ äëÿ
ïðèêëàäíûõ çàäà÷ àíàëèòè÷åñêîé äèíàìèêè. Òàêèì îáðàçîì, òåîðåòè÷å-
ñêèå ðåçóëüòàòû Õåéìàíà è Êàðëåñîíà îêàçàëèñü âåñüìà ïîëåçíûìè äëÿ
âàæíûõ çàäà÷ àíàëèòè÷åñêîé òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

�1. Ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü

Ïóñòü ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à èäåíòèôèêàöèè äëÿ ñèñòåì óïðàâëåíèÿ

ẋ1 = f1(x1, x2, . . . , xn, u1, . . . , um, t),

ẋ2 = f2(x1, x2, . . . , xn, u1, . . . , um, t),
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
ẋn = fn(x1, x2, . . . , xn, u1, . . . , um, t),

(1)

ñ ôóíêöèåé íàáëþäåíèÿ, ñîâïàäàþùåé ñ ôàçîâûì ñîñòîÿíèåì
ñèñòåìû (1)

z1 = x1(t, x
0, u),

z2 = x2(t, x
0, u),

. . . . . . . . . . . . . . . .
zn = xn(t, x0, u),

(2)

ãäå x ∈ Cn, t ∈ R1, ∀ i ∈ 1 : n, fi � ãîëîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ ñâîèõ àðãóìåí-
òîâ â ïîëèêðóãå Ui

4
= {(t, x, u) : t ∈ C1, |t| ≤ rt > 1, ∀ i |xi| ≤ ri, ∀ i ∈ 1 : m

|ui| ≤ rui
}, ∀ i ∈ 1 : n |fi| ≤ M, ò.å. fi ∈ A(Ui). Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî óïðàâ-

ëåíèå ui ∀ i ∈ 1 : m � ãîëîìîðôíû â êðóãàõ Vi
4
= {t ∈ C1 : |t| ≤ ρi > 1},
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ò.å. ui ∈ A(Vi). Òàêèì îáðàçîì, óïðàâëÿòü ñèñòåìîé (1) ðàçðåøåíî òîëüêî

ãîëîìîðôíûìè ïî t ∈
m⋂

i=1

Vi ôóíêöèÿìè ui, â ñâÿçè ñ ýòèì ñîîòâåòñòâóþ-

ùèì îáðàçîì äîëæíà ïîíèìàòüñÿ è çàäà÷à èäåíòèôèêàöèè (1). Çàìåòèì,
÷òî âî ìíîãèõ çàäà÷àõ ìåõàíèêè óïðàâëÿåìîãî äâèæåíèÿ âûïîëíÿþòñÿ
áîëåå æåñòêèå óñëîâèÿ. Íàïðèìåð, âåêòîðíîå ïîëå (1) îïðåäåëåíî ïî t â
ïîëîñå

∏
t

4
= {t ∈ C1: |Im t| ≤ h > 0}, èëè æå âîîáùå ôóíêöèè fi � öåëûå,

à íàáëþäàòüñÿ ìîæåò ôàçîâîå ñîñòîÿíèå � ïàðà èç êîíôèãóðàöèîííîé è
êèíåìàòè÷åñêîé ñîñòàâëÿþùåé. Ïîýòîìó åñòåñòâåííî ïðåäïîëîæåíèå, ðà-
çóìíîå ïðè àíàëèòè÷åñêèõ óïðàâëåíèÿõ (ïî t) äëÿ ìíîãèõ âàæíûõ çàäà÷
àíàëèòè÷åñêîé ìåõàíèêè (äâèæåíèå òâåðäîãî òåëà, çàäà÷èN�òåë), ÷òî ëþ-
áîå ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè x(t, x0, u(t)) àíàëèòè÷íî ïî t â åäèíè÷íîì êðóãå
ïðè max

|t|≤ρi

|ui(t)| ≤ rui
, îãðàíè÷åííî è åäèíñòâåííî. (Â çàäà÷å N�òåë u 4

= 0,

à âñå x0, ïðèâîäÿùèå ê ñîóäàðåíèÿì, èñêëþ÷åíû. Ïðè N = 3 ýòî ãàðàí-
òèðóåò òåîðåìà Ïåíëåâå). Ïðèâîäèìûå íèæå òåîðåòè÷åñêèå ðàññóæäåíèÿ
äëÿ ìíîãèõ çàäà÷, óäîâëåòâîðÿþùèõ ñôîðìóëèðîâàííûì óñëîâèÿì, ìîãóò
îêàçàòüñÿ íå ýôôåêòèâíûìè è òðåáóþò áîëåå òîíêîãî ïîäõîäà, îäíàêî â
íåìàëîì êëàññå çàäà÷ (äèíàìèêà òÿæåëîãî òâåðäîãî òåëà, âðàùåíèå ñïóò-
íèêà âîêðóã öåíòðà ìàññ) äàííàÿ ìåòîäèêà ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà.

Ïðè t = 0 èç ñîîòíîøåíèé (2) ïîëó÷èì íà÷àëüíîå x0 = z(0). Ïóñòü
ui(t) âûáðàíû àíàëèòè÷åñêèìè ïî t ∀ i ∈ 1 : m è max

|t|≤ρi

|ui(t)| ≤ rui
, ò.å. äîïó-

ñòèìû äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {tν}+∞ν=1 ∈
C1: ∀ ν ∈ 1 : +∞ ⇒ |tν | < 1 çàäàíà, òîãäà èìååì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
{ziν}+∞ν=1 = {xi(tν , x

0, u(tν))}+∞ν=1, i ∈ 1 : n, êîòîðûå â ñèëó ïðåäïîëàãàåìûõ
àíàëèòè÷åñêèõ ñâîéñòâ (1) ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíû èçâåñòíîé êîíñòàíòîé
M ,

|ziν ≤M, i ∈ 1 : n, ν ∈ 1 : +∞. (3)

Ñëåäóþùèé øàã ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû èñïîëüçîâàòü äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâ-
ëåííîé çàäà÷è îáùóþ òåîðèþ èíòåðïîëÿöèè àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé [21]
èëè òå íàïðàâëåíèÿ ïðîáëåìû ìîìåíòîâ, êîòîðûå ñâÿçàíû ñ èíòåðïîëÿöè-
îííîé ïðîáëåìîé Íåâàíëèííû�Ïèêà äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ êëàññîâ ôóíê-
öèé [22, 23, 24, 25]. Â ýòîé ñâÿçè âàæíîå çíà÷åíèå èìåþò âûñêàçûâàíèÿ èç-
âåñòíîãî ñïåöèàëèñòà ïî òåîðèè ôóíêöèé À. Ëîâàòåðà [26, ñ. 59] î òîì, ÷òî
ñîâðåìåííûå èññëåäîâàíèÿ ïî ãðàíè÷íûì ñâîéñòâàì àíàëèòè÷åñêèõ ôóíê-
öèé ðàçâèâàþòñÿ ïî äâóì ãëàâíûì íàïðàâëåíèÿì: âî-ïåðâûõ, ïðîäîëæà-
åòñÿ èçó÷åíèå ïðîáëåì âàæíîãî êëàññà ôóíêöèé, âîçíèêàþùèõ åñòåñòâåí-
íûì ïóòåì; âî-âòîðûõ, îòïðàâíîé òî÷êîé èññëåäîâàíèé ÿâëÿþòñÿ âîïðî-
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ñû, âîçíèêàþùèå èçâíå, â äðóãèõ îáëàñòÿõ, â äàííîì ñëó÷àå èäåíòèôèêà-
öèè. Âî ìíîãèõ îòíîøåíèÿõ èññëåäîâàíèÿ âòîðîãî òèïà áîëåå èíòåðåñíû
è ïëîäîòâîðíû â íàñòîÿùåå âðåìÿ, ïîñêîëüêó èìåííî âîïðîñû èçâíå ïîä-
ñêàçûâàþò ÷àñòî èíòåðåñíûå íàïðàâëåíèÿ ðàçâèòèÿ è ïîçâîëÿþò óâèäåòü
ñòàíäàðòíóþ òåîðèþ â íîâîì ñâåòå.

Âîçâðàùàÿñü ê èñõîäíîé çàäà÷å, çàìåòèì, ÷òî ïî ïîñòàíîâêå îíà ñâå-
äåíà ê ðåøåíèþ ïðîáëåìû Íåâàíëèííû�Ïèêà äëÿ êëàññà HM [27], ò.å.
èíòåðïîëèðîâàíèþ ãîëîìîðôíîé â åäèíè÷íîì êðóãå ôóíêöèè F(t) òàêîé,
÷òî |F(t)| < M , ïî äàííûì èíòåðïîëÿöèè ({tν}+∞ν=1F(tν)). Äëÿ ðàññìàòðè-
âàåìîé èñõîäíîé çàäà÷è èäåíòèôèêàöèè åñòåñòâåííûìè ïðåäñòàâëÿþòñÿ è
äðóãèå ôóíêöèîíàëüíûå êëàññû äëÿ ïðîáëåìûN �P (Íåâàíëèííû�Ïèêà):
B, E , Hp, R, R[a, b], S[a, b], S(Em) ñîãëàñíî [22], C, S, N ñîãëàñíî [23].
Âàæíûì òåïåðü ÿâëÿåòñÿ âîïðîñ ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøå-
íèÿ ïðîáëåìû N �P äëÿ êëàññà HM . Ïðè÷åì îäíîãî ñóùåñòâîâàíèÿ, êî-
òîðîå çäåñü òðèâèàëüíî, äëÿ íàøèõ öåëåé íå äîñòàòî÷íî (ïî êðàéíå ìåðå
â äàííîé çàäà÷å, õîòÿ â äðóãèõ ïîäõîäàõ, íàïðèìåð, åñëè çàäàòüñÿ öå-
ëüþ ïðåäñòàâëÿòü àíàëèòè÷åñêèå ôóíêöèè íåïðåðûâíûìè äðîáÿìè, îäíî-
ãî ñóùåñòâîâàíèÿ ìîæåò áûòü äîñòàòî÷íî). Åñëè, îäíàêî, ðåøåíèå ïðî-
áëåìû N �P â HM âäîáàâîê åùå è åäèíñòâåííî, òî â ñèëó åäèíñòâåííîñòè
ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè x(t, x0, u(t)) è åãî àíàëèòè÷íîñòè, à òàêæå òîãî,
÷òî x(t, x0, u(t)) ñàìî ðåøàåò ïðîáëåìó N �P â HM ïî äàííûì ({tν}+∞ν=1,
xi(tν , x

0, u(tν)), ýòî è áóäåò èñêîìûì ðåøåíèåì èñõîäíîé çàäà÷è ïîñòðî-
åíèÿ ðåøåíèÿ x(t, x0, u(t)) êàê ôóíêöèè òîëüêî t ∈ C1 : |t| < 1. Äàëåå
íåòðóäíî îò êëàññà HM ïåðåéòè ê êëàññó R 4

= {f ∈ A(U|t|<1): |f | ≤ 1} èëè
ðàññìàòðèâàòü ïðîáëåìó N �P â êëàññå E , ñ÷èòàÿ e−i·0,5π

+

√
HM ⊂ E . Â îáî-

èõ ñëó÷àÿõ óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ ïðîáëåìû
N �P ìîãóò áûòü ñôîðìóëèðîâàíû â òåðìèíàõ ñõîäèìîñòè èëè ðàñõîäèìî-
ñòè ïðîèçâåäåíèÿ Áëÿøêå [22]

b(t)
4
=

∞∏
k=1

tk − t
1− t̄k t

· t̄k
|tk|

4
= lim

N→∞
bN(t), (4)

ñâîéñòâà íåîòðèöàòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè ìàòðèö

Gm
4
=

∥∥∥∥1− zj z̄k

1− tj t̄k

∥∥∥∥m

j,k=1

(5)

÷òî íå ñîâñåì óäîáíî (âûðàæåíèå (5)) äëÿ íàøèõ öåëåé � â ïåðñïåêòè-
âå ïðàêòè÷åñêîé ðåàëèçàöèè. Ïîýòîìó öåëåñîîáðàçíåé îòêàçàòüñÿ îò êîì-
ïàêòíûõ ôîðìóëèðîâîê â òåðìèíàõ (5) è èñïîëüçîâàòü ÷èñòî ðåêóðåíòíûé
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ñïîñîá, îñíîâàííûé íà ðåçóëüòàòàõ Íåâàíëèííû è Äàíæóà [26]. Ââîäÿ çà-
ìåíó âðåìåíè dt = Mdτ è x = My, à çàòåì (τ := t)&(y := x) (÷òîáû íå
ïåðåãðóæàòü îáîçíà÷åíèÿ), ïåðåéäåì îò HM ê êëàññó R = H1. Ïîñêîëüêó
íèêàêèõ äåéñòâèé íàä âåëè÷èíàìè x0 è u íå âûïîëíÿåòñÿ, áóäåì âìåñòî
xi(t, x

0, u(t)) ïèñàòü ñîêðàùåííî � xi(t)
4
= xi(t, x

0, u(t)). Íèæåñëåäóþùèé
àëãîðèòì � ðåêóððåíòíûé, ïîýòîìó óäîáíî ââåñòè ïåðâûé íóëåâîé èíäåêñ

0xi(t)
4
= xi(t),

ïðè ýòîì èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùàÿ çàïèñü:

0xi(tk)
4
= xi(tk)

4
= kx

(0)
i , k∈1:+∞, i∈1:n. (6)

Ïî îïðåäåëåíèþ ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî åñëè íà ν-ì øàãå ïîëó÷åíà ôóíêöèÿ νxi(t),
òî äëÿ åå çíà÷åíèé â òî÷êàõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {tk}∞k=1 ïðèíÿòû îáîçíà-
÷åíèÿ

νxi(tk) = kx
(ν)
i , k∈1:+∞, i∈1:n. (7)

Ïðèíöèï ðåêópðåíòíîñòè â äàííîì àëãîðèòìå çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî
íà÷èíàÿ ñ íîìåðà 1, ïîñëåäîâàòåëüíî ñòðîÿòñÿ ôóíêöèè νxi(t), ðàöèî-
íàëüíî (äðîáíî-ëèíåéíî) çàâèñÿùèå îò t è ν−1xi(t) ñî ñïåöèàëüíî âûáè-
ðàåìûìè èíòåðïîëÿöèîííûìè äàííûìè äëÿ νxi(t), ò.å. çíà÷åíèÿìè kx

(ν)
i

ïðè k∈1:+∞. Çàòåì ïî îáðàòíûì ðåêóððåíòíûì ôîðìóëàì (äëÿ äðîáíî-
ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé) âûïèñûâàåòñÿ èñêîìàÿ ôóíêöèÿ 0xi(t) = xi(t).

Øàã 1. Ôîðìóëû, ïðåäñòàâëÿþùèå ðåøåíèå ïðîáëåìû N −P ({tk}+∞k=1,

{kx(0)
i }+∞k=1) i∈1:n, îïðåäåëÿþòñÿ âûðàæåíèÿìè

∀i∈1:n xi(t) =
P (i)(t)−Q(i)(t)∞xi(t)

1− S(i)(t)∞xi(t)
, |t| < 1, (8)

ãäå ∞xi(t) � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ êëàññà H1, à âåëè÷èíû P (i)(t), Q(i)(t),
S(i)(t) îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëàìè

P (i)(t) = lim
k→∞

P
(i)
mk(t), Q(i)(t) = lim

k→∞
Q

(i)
mk(t), i∈1:n,

S(i)(t) = lim
k→∞

S
(i)
mk(t), i∈1:n,

(9)

ãäå âñå ïðåäåëû â (9) ñóùåñòâóþò è ðàâíîìåðíûå, ò.å. ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
{P (i)

mk(t)}, {Q
(i)
mk(t)}, {S

(i)
mk(t)}, ∀i ðàâíîìåðíî ñõîäÿòñÿ ê ñîîòâåòñòâóþùèì
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P (i)(t), Q(i)(t) è S(i)(t) â ëþáîì çàìêíóòîì ìíîæåñòâå èç åäèíè÷íîãî êðó-
ãà |t| < 1, ïðè ýòîì ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èíäåêñîâ {mk}
ñóùåñòâóåò [26]. Äàëåå ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ

X(i)
mk

(t)
4
=
P

(i)
mk(t)−Q

(i)
mk(t)∞xi(t)

1− S(i)
mk(t)∞xi(t)

, |t| < 1, (10)

òàêæå èç H1 è óäîâëåòâîðÿåò ïåðâûì mk óñëîâèÿì èíòåðïîëÿöèè, ò.å.
X

(i)
mk(tν) = νx

(0)
i ∀i ∈ 1:n, ∀ν ∈ 1:mk; äëÿ ôóíêöèé P

(i)
ν (t), Q(i)

ν (t) è S
(i)
ν (t)

ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ôîðìóëû âû÷èñëåíèé ïðè ν∈0:+∞:

P
(i)
ν (t) = A

(i)
ν (t)

(
C

(i)
ν (t)

)−1

, Q
(i)
ν (t) = B

(i)
ν (t)

(
C

(i)
ν (t)

)−1

,

S
(i)
ν (t) = D

(i)
ν (t)

(
C

(i)
ν (t)

)−1

,
(11)

ïðè ýòîì P
(i)
ν , Q(i)

ν , S(i)
ν ∈ H1 ∀ν ∈ 0:+∞, ∀i ∈ 1:n [26]. Âñïîìîãàòåëüíûå

ôóíêöèè A(i)
ν (t), B

(i)
ν (t), D

(i)
ν (t), C

(i)
ν (t) âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì

∀∀i∈1:n, ν∈0:+∞,

A
(i)
ν (t)

4
=
[
tν(1− |tν |2|νx(ν−1)

i |2)− |tν |2(1− |νx(ν−1)
i |2t

]
×

×A(i)
ν−1(t)− tννx

(ν−1)
i (1− |tν |2)B(i)

ν−1(t),
(12.1)

B
(i)
ν (t)

4
= |tν |ν x̄(ν−1)

i (1− |tν |2)tA(i)
ν−1(t) + [tν |tν | ×

× (1− |νx(ν−1)
i |2)− |tν |(1− |tν |2|νx(ν−1)

i |2)t
]
B

(i)
ν−1(t),

(12.2)

C
(i)
ν

4
=
[
tν(1− |tν |2|νx(ν−1)

i |2)− |tν |2(1− |νx(ν−1)
i |2t)

]
×

×C(i)
ν−1(t)− tννx

(ν−1)
i (1− |tν |2)D(i)

ν−1(t),
(12.3)

D
(i)
ν (t)

4
= |tν |ν x̄(ν−1)

i (1− |tν |2)tC(i)
ν−1(t) + [tν |tν×

×(1− |νx(ν−1)
i |2)− |tν |(1− |tν |2 |νx(ν−1)

i |2)t
]
D

(i)
ν−1(t),

(12.4)

ïðè÷åì A
(i)
0 = 0, B(i)

0 = −1, C(i)
0 = 1, D(i)

0 = 0 ∀i∈1:n. Ïðè ýòîì íàðÿäó ñ
ôîðìóëîé (8) ñïðàâåäëèâû ýêâèâàëåíòíûå ôîðìóëû äëÿ xi(t)

xi(t) =
A

(i)
ν−1(t)−B

(i)
ν−1(t)ν−1xi(t)

C
(i)
ν−1(t)−D

(i)
ν−1(t)ν−1xi(t)

=
A

(i)
ν (t)−B(i)

ν (t)νxi(t)

C
(i)
ν (t)−D(i)

ν (t)νxi(t)
,

ãäå kx
(ν)
i (t) = νxi(tk), k > ν. Íà ñàìîì äåëå (8) âûòåêàåò èç ýòèõ ôîðìóë

ïðè ν→+∞.
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Òàêèì îáðàçîì, îïðåäåëèòåëü äðîáíî-ëèíåéíîé ôóíêöèè â (10), âû÷èñ-
ëåííûé ñîãëàñíî (11) è (12), ðàâåí

A
(i)
ν (t)D

(i)
ν (t)−B(i)

ν (t)C
(i)
ν (t) =

ν∏
µ=1

[
|tµ|(1− |µx(ν−1)

i |2)×

×(1− |tµ|2|µx(ν−1)
i |2)(t− tµ)(|tµ|2t− tµ)

] (13)

è îáðàùàåòñÿ â íóëü âíóòðè åäèíè÷íîãî êðóãà òîëüêî â òî÷êàõ tν . Èç [26]
ñëåäóåò, ÷òî C

(i)
ν (t) 6= 0, |t| ≤ 1. Ôóíêöèè A

(i)
ν , B(i)

ν , C(i)
ν è D

(i)
ν èç (12)

çàâèñèìû, ïîýòîìó öåëåñîîáðàçíî èõ ïàðàìåòðèçîâàòü äðóã ÷åðåç äðóãà.
Òîãäà áóäåì èìåòü óðàâíåíèÿ ñâÿçè [27]

A(i)
ν (t) = (−1)ν+1

ν∏
k=1

tk∣∣∣∣ ν∏
k=1

tk

∣∣∣∣ t
νD̄(i)

ν (
1

t
), (14)

B(i)
ν (t) = (−1)ν+1

ν∏
k=1

tk∣∣∣∣ ν∏
k=1

tk

∣∣∣∣ t
νC̄(i)

ν (
1

t
), (15)

âû÷èñëÿÿ D(i)
ν (t) è C(i)

ν (t) ïî (12), íàõîäèì A
(i)
ν (t) è B(i)

ν (t) ∀ i ∈ 1 : n, ν ∈
0 :∞. Âîçâðàùàÿñü ê (8), íåîáõîäèìî ñóçèòü ïðîèçâîë ôóíêöèé ∞xi(t) è
xi(t).

Ò å î ð å ì à Äàíæóà [27]. Íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì
òîãî, ÷òî xi(t) èç (8) åäèíñòâåííà, ÿâëÿåòñÿ (ïðè óñëîâèè ñóùåñòâîâàíèÿ
ðåøåíèÿ) ðàñõîäèìîñòü ïðîèçâåäåíèÿ

∞∏
ν=1

|tν |(1− |νx(ν−1)
i |2)

1− |tν |2|νx(ν−1)
i |2

, (16)

à íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ðàñõîäèìîñòè ïîñëåäíåãî ÿâëÿåò-
ñÿ ðàñõîäèìîñòü ðÿäà

∞∑
ν=1

1− |tν |
1− |νx(ν−1)

i |
. (17)

Ñëåäñòâèå. Ïîñêîëüêó
∏∞

ν=1 |tν | � ðàñõîäèòñÿ ⇐⇒
∑∞

ν=1(1 − |tν |) �
ðàñõîäèòñÿ =⇒ ðàñõîäèìîñòü (17), òî ðàñõîäèìîñòü

∏∞
ν=1 |tν | âñåãäà âëå-

÷åò åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ ïðîáëåìû N − P â H1, êàê è ðàñõîäèìîñòü

32



∑∞
ν=1(1−|tν |) N. Íî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {tν}+∞ν=0 âûáèðàåìà íàìè è äîáèòü-

ñÿ ðàñõîäèìîñòè
∏∞

ν=1 |tν | èëè
∑∞

ν=1(1− |tν |) íå ïðåäñòàâëÿåò òðóäà.
Äàííûå ðàññóæäåíèÿ ñîñòàâëÿþò ñîäåðæàíèå èçâåñòíîé òåîðåìû Áëÿø-

êå, êîòîðàÿ íå ôîðìàëüíî ïðèâåäåíà â [22]. Çàìåòèì, ÷òî ñõîäèìîñòü ðÿäà

∞∑
ν=1

(1− |tν |) (18)

âûðàæàåò íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ àáñîëþòíîé ñõîäèìîñòè
ïðîèçâåäåíèÿ Áëÿøêå b(t) èç (4) [26]. Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèå åäèíñòâåííî-
ñòè ðåøåíèÿ xi(t, x

0, u(t))5 ïðîáëåìû N − P â H1 ñ äàííûìè
({tk}∞k=1, {kx

(0)
i }∞k=1) |tk| < 1, |kx(0)

i | ≤ 1, à çíà÷èò è èíòåðïîëÿöèÿ ðåøå-
íèÿ çàäà÷è Êîøè ñèñòåìû (1) ìîæåò áûòü âûðàæåíî â òåðìèíàõ ôóíêöèè
b(t).

Äëÿ ñëó÷àÿ êîíå÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {tk}mk=1 ôîðìóëû (8)�(15)
îñòàþòñÿ ∀m<+∞ áåç èçìåíåíèé ïðè ñóùåñòâîâàíèè ðåøåíèÿ ïðîáëåìû
N−P , êîòîðîå òåïåðü áåç àïðèîðíûõ óñëîâèé ìîæåò áûòü ëåãêî ïðîâåðåíî
ñ ïîìîùüþ óñëîâèé íåîòðèöàòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè ìàòðèöû

(i)Gm = ‖(1− jxi · kx̄i)(1− tj t̄k)−1‖mj,k=1, i∈1 : n,

ÿâëÿþùèõñÿ íåîáõîäèìûìè è äîñòàòî÷íûìè äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ. Î÷åíü
ýôôåêòèâíîå íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ
èíòåðïîëÿöèîííîé ïðîáëåìû N −P äëÿ êëàññà H1 = B è äëÿ áîëåå óäîá-
íîãî â ïðèëîæåíèè êëàññà PHM â îáùåì ñëó÷àå áåñêîíå÷íîé ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè óçëîâ {tk}∞k=1 áóäóò ïðèâåäåíû íèæå.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ èìååòñÿ ðÿä òåîðåì [22, 26] îá àíàëèòè÷åñêîì ïðî-
äîëæåíèè èíòåðïîëèðîâàííûõ òàêèì îáðàçîì ôóíêöèé çà ãðàíèöó êðó-
ãà |t| < 1 â îïðåäåëåííîì íàïðàâëåíèè. ×àñòî îêàçûâàåòñÿ, ÷òî â îñíîâå
òàêèõ òåîðåì ëåæèò ïðèíöèï ñèììåòðèè Øâàðöà. Ïî ïîíÿòíûì ïðè÷è-
íàì âîïðîñ îá àíàëèòè÷åñêîì ïðîäîëæåíèè èíòåðïîëÿöèîííîé ôóíêöèè
xi(t, x

(0), u(t)), ïîñòðîåííîé âûøå, çà ãðàíèöó êðóãà |t| < 1 ÿâëÿåòñÿ íåñî-
ìíåííî âàæíûì êàê ñ òî÷êè çðåíèÿ ñîáñòâåííîé àíàëèòè÷åñêîé òåîðèè
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, òàê è ñ òî÷êè çðåíèÿ èäåíòèôèêàöèè (èëè
îöåíêè ïàðàìåòðîâ) ñèñòåìû (1) ïðè (2). Â ïåðâîì ñëó÷àå ðå÷ü ìîæåò èäòè
(ïðè ïîëîæèòåëüíîì ðåøåíèè âîïðîñà ïðîäîëæåíèÿ) î ïîñòðîåíèè àíàëè-
òè÷åñêîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ (1) ïðè íàáëþäåíèè z(t) èç (2). Êî-
íå÷íî ýòî íå êëàññè÷åñêèé ïîäõîä ê âîïðîñó ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è

5xi(t, x0, u(t))
4
= xi(t, x0, u : [t0, t]→ C1).
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Êîøè, îäíàêî âî ìíîãèõ ïðàêòè÷åñêèõ âàæíûõ ñëó÷àÿõ ôàçîâîå ñîñòîÿ-
íèå ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû äåéñòâèòåëüíî ìîæåò íàáëþäàòüñÿ ïðè óñëîâè-
ÿõ áëèçêèõ ê ðàññìàòðèâàåìûì (òâåðäîå òåëî, çàäà÷à 3-õ òåë). Ïðè ýòîì,
åñëè íå ïðèäåðæèâàòüñÿ ïðèíöèïèàëüíîé òî÷êè çðåíèÿ íà çàäà÷ó Êîøè
è ïî âîçìîæíîñòè èçìåðÿòü ôàçîâûå ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû, òî áóäåò ïîëó÷å-
íî ðåøåíèå, îïèñûâàþùåå äèíàìèêó ýòîé ñèñòåìû. Êðîìå òîãî, âîïðîñû
êîíñòðóêòèâíîãî ïîñòðîåíèÿ àíàëèòè÷åñêèõ ðåøåíèé çàäà÷è Êîøè âñåãäà
ñëîæíû è ïîñòîÿííî ðàçðàáàòûâàþòñÿ. Âî âòîðîì ñëó÷àå � ïðè èäåíòèôè-
êàöèè, ïðîäîëæåííîå çà êðóã |t| < 1 ðåøåíèå xi(t, x

(0), u(t)) òàêæå ìîæåò
îêàçàòü áîëüøóþ ïîëüçó ïðè ðàáîòå ñ ñàìèì îáúåêòîì. Äåëî â òîì, ÷òî
çà âðåìÿ ïîêà ÝÂÌ îáðàáàòûâàåò èíôîðìàöèþ è ñ÷èòûâàåò ïðîãðàììó
èäåíòèôèêàöèè, îáúåêò óïðàâëåíèÿ ìîæåò óéòè â íåèçâåñòíóþ îáëàñòü
ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà. Íî èìåÿ ïðîäîëæåííîå påøåíèå xi(t, x

(0), u(t)) íà
ìàêñèìàëüíûé èíòåðâàë ñóùåñòâîâàíèÿ, ïîñëå ðàáîòû ÝÂÌ è îïðåäåëå-
íèÿ ïàðàìåòðîâ îáúåêòà (ëèáî îöåíîê, ëèáî ïàðàìåòðîâ, ýêâèâàëåíòíûõ
èñõîäíûì, ò.å. òî÷åê èç M) ìîæíî íà÷èíàòü ðàáîòó ñ îáúåêòîì ïðè èç-
âåñòíîì åãî íîâîì íà÷àëüíîì ñîñòîÿíèè â íåêîòîðûé ìîìåíò t⊕. Â ýòîé
ñâÿçè îòìåòèì èíòåðåñíóþ è âàæíóþ ïðîáëåìó, ïîñòàâëåííóþ â ðàáîòå
[26], êîòîðàÿ ìîæåò êàñàòüñÿ çàäà÷è èäåíòèôèêàöèè (1), (2).

Ïóñòü b(t) � òàêîå ïðîèçâåäåíèå Áëÿøêå, äëÿ êîòîðîãî ìíîæåñòâî íó-
ëåé {tk} èìååò â êà÷åñòâå ïðîèçâîäíîãî ìíîæåñòâà (ìíîæåñòâà âñåõ ïðå-
äåëüíûõ òî÷åê) âñþ îêðóæíîñòü |t| = 1. Òîãäà ñîãëàñíî òåîðåìå 4.1 [26]
îêðóæíîñòü |t| = 1 åñòü åñòåñòâåííàÿ ãðàíèöà äëÿ b(t), ò.å. b(t) íå ïðî-
äîëæèìà àíàëèòè÷åñêè íè ÷åðåç êàêóþ äóãó îêðóæíîñòè |t| = 1. Îäíàêî
ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî áåñêîíå÷íîå ïðîèçâåäåíèå

b̃(t) =
(
b(t̄−1)

)−1

(19)

âïîëíå îïðåäåëåíî è ïðåäñòàâëÿåò ìåðîìîðôíóþ ôóíêöèþ â îáëàñòè |t| >
1, êîòîðàÿ ïî÷òè âñþäó íà îêðóæíîñòè |t| = 1 èìååò ðàäèàëüíûå ïðåäåëû

lim
r→1+0

b̃(t), (20)

ñîâïàäàþùèå ñ ïðåäåëàìè b(t). Ôóíêöèÿ b̃(t) îïðåäåëÿåò b(t) åäèíñòâåí-
íûì îáðàçîì è íàîáîðîò. Êàê îòìå÷åíî â [26] â âûñøåé ñòåïåíè ïîëåçíî
îïðåäåëèòü â ñâÿçè ñ ýòèì è ðàçâèòü ïîíÿòèå íåêîåãî �îáîáùåííîãî àíà-
ëèòè÷åñêîãî ïðîäîëæåíèÿ�. Äðóãîé ïðèìåð, íå êàñàþùèéñÿ âíóòðåííèõ
ôóíêöèé (ñîäåðæàùèõ ìíîæèòåëåì ïðîèçâåäåíèå Áëÿøêå), äàåò ôóíêöèÿ

f(t) =
∞∑

k=1

ck
t− ζk

, (21)
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ãäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê {ζk}∞k=1 � ïëîòíàÿ íà îêðóæíîñòè |t| = 1, à
{ck}∞k=1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íå ðàâíûõ íóëþ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë òàêàÿ,
÷òî

∑∞
k=1 |ck| <∞. Î÷åâèäíî f(t) � àíàëèòè÷åñêàÿ è íåïðîäîëæèìà àíà-

ëèòè÷åñêè íè ÷åðåç êàêóþ äóãó îêðóæíîñòè |t| = 1. Ïîäîáíî b(t) îíà èìååò
ðàäèàëüíûå è äàæå óãëîâûå ïðåäåëû [26] íà îêðóæíîñòè |t| = 1, ñîâïàäà-
þùèå ïî÷òè âñþäó ñ ðàäèàëüíûìè è óãëîâûìè ïðåäåëàìè ýòîé ôóíêöèè
ïðè |t| > 1.

Øàã 2. Ôóíêöèè (8), ò.å. xi(t, x
(0), u(t)), i∈1 : n, èñïîëüçóåì äëÿ îïðå-

äåëåíèÿ îöåíîê ïàðàìåòðîâ èñõîäíîé ñèñòåìû (1). Ïðåäâàðèòåëüíî âåð-
íåìñÿ èç êëàññà H1 â HM , ò.å. ê ñòàðîìó âðåìåíè. Âûáèðàÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü {tk}, k ∈ 1 : s, èç îáëàñòè åå îïðåäåëåíèÿ (íå îáÿçàòåëüíî èç
óçëîâ èíòåðïîëÿöèè) èìååì çíà÷åíèÿ

kẋi = ẋi(tk, x
0, u(tk))

4
= ẋi(tk, x

0, u : [t1, tk]→ C1), i∈1 : n (22)

èáî x(t, x(0), u(t)) � àíàëèòè÷íî. Ïîñêîëüêó �çíà÷åíèÿ� xi(tk, x
(0), u(tk)), tk,

u : [t1, tk] → C1 ëåæàò â îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé
fi(t, x, u), òî ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

kẋi = ν=0

∞∑
|µ̄|≥0,|ρ̄|≥0

fiνµ̄ρ̄t
ν
kx

µ̄
ku

ρ̄
k, i∈1 : n, (23)

äëÿ ïîëèêðóãîâ Ui, ãäå xµ̄
k

4
= kx

µ1

1 . . . kx
µn
n , uρ̄

k

4
= ku

ρ1

1 . . . ku
ρm
m . Ñèñòåìà (23)

ëèíåéíà ïî fiνµ̄ρ̄. Ðÿäû ñïpàâà àáñîëþòíî ñõîäÿòñÿ â intUi i∈1 : n. Îöåí-
êà |fiνµ̄ρ̄| îñóùåñòâëÿåòñÿ ñòàíäàðòíî � ÷åðåç îöåíêó max

Ui

|fi|, íî íà ðå-

øåíèè xi(t, x
(0), u(t)) (ïîëó÷åííîì èíòåðïîëÿöèåé) èìååì, ÷òî max

Ui

|fi| ≤
max

Ui

|ẋi(t, x
0, u : [t1 : t] → C1)| � èçâåñòíîé. Òîãäà ïðè ñîîòâåòñòâóþùåì

êîëè÷åñòâå âûáðàííûõ òî÷åê tk, ò.å. âåëè÷èíû s, èìååì îöåíêó îñòàòî÷íûõ
÷ëåíîâ â ðÿäàõ èç (23), à âìåñòå ñ òî÷íûì ðåøåíèåì óñå÷åííîé ñèñòåìû

kẋi =
V̂∑

ν = 0
0 ≤ |µ̄| ≤ µ̂
0 ≤ |ρ̄| ≤ ρ̂

fiνµ̄ρ̄t
ν
kx

µ̄
ku

ρ̄
k, i∈1 : n, (24)

ïîëó÷àåì êîýôôèöèåíòû fiνµ̄ρ̄ i ∈ 1:n, 0 ≤ ν ≤ ν̂, 0 ≤ |µ̄| ≤ µ̂,
0 ≤ |ρ̄| ≤ ρ̂, s = s(n, ν̂, µ̂, ρ̂). Ìíîãî÷ëåíû èç (24) ñ êîýôôèöèåíòàìè fiνµ̄ρ̄

èç (24) îòêëîíÿþòñÿ â ïîëèêðóãàõ Ui íå áîëåå ÷åì íà ìàêñèìóì ìîäóëÿ
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â Ui i ∈ 1 : n, îòáðîøåííûõ îñòàòî÷íûõ ÷ëåíîâ, êîòîðûå, êàê áûëî óæå
çàìå÷åíî, ëåãêî îöåíèâàþòñÿ.

Çàìåòèì, ÷òî àïðèîðè ìîãëî áû ïðåäïîëàãàòüñÿ, ÷òî ôóíêöèè fi â îá-
ëàñòÿõ Ui i ∈ 1 : n, ìåðîìîðôíû èëè êàêîãî-ëèáî äðóãîãî ôóíêöèîíàëü-
íîãî êëàññà, äîïóñêàþùåãî ñóùåñòâîâàíèå åäèíñòâåííîãî àíàëèòè÷åñêî-
ãî ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè. Òîãäà â (23) è (24) (ñïðàâà) ñòîÿëè áû êîíå÷-
íûå ñóììû- ðàçëîæåíèÿ fi ïî àëãåáðàè÷åñêîìó áàçèñó, ñîîòâåòñòâóþùåãî
êëàññà. Â ïðàêòè÷åñêîé ðåàëèçàöèè, åñëè òîëüêî èññëåäîâàíèå ñèñòåìû
(1) íå êàñàåòñÿ êà÷åñòâåííî àíàëèòè÷åñêèõ ñâîéñòâ ôóíêöèé fi è ðåøåíèé
xi(t, x

(0), u(t)), ïpîöåäópû èíòåpïîëÿöèè x(t, x(0), u(t)) è påøåíèÿ (23), (24)
äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ íàä êîíå÷íûìè ñóììàìè è ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè ñî
ñêâîçíûìè îöåíêàìè. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïîñëåäíèõ ìîãóò áûòü ïðèâëå÷åíû
÷èñëåííûå è àíàëèòè÷åñêèå ìåòîäû îöåíîê îñòàòî÷íûõ ÷ëåíîâ èíòåðïî-
ëÿöèè, íàïðèìåð [20], à òàêæå ÷èñëåííûå è àíàëèòè÷åñêèå ìåòîäû îöåíîê
ðåøåíèé êîíå÷íûõ è áåñêîíå÷íûõ ëèíåéíûõ ñèñòåì óðàâíåíèé, íàïðèìåð
ðàáîòû Êóðïåëÿ [28].

Çàìå÷àíèå 1. Ôîðìóëû (8) âåðíû òîëüêî ïðè óñëîâèè ñóùåñòâîâà-
íèÿ ðåøåíèÿ ïðîáëåìû N −P äëÿ äàííûõ ({tk}, {kx(0)

i }∞k=1) èç H1, ÷òî íå
àêöåíòèðîâàíî â ðàáîòå [27], èç-çà ÷åãî âîçìîæíî íåïðàâèëüíîå òîëêîâà-
íèå óòâåðæäåíèÿ. Íàïðèìåð èç (8) [27] ñëåäóåò, ÷òî ðàçðåøèìà ïðîáëåìà
N −P äëÿ äàííûõ

({tk −→
k→∞

t∗ : |t∗| < 1}, {(2kx
(0)
i = const)&(2k+1x

(0)
i − ïpîèçâîëüíûå,

íî |2k+1x
(0)
i | ≤ 1)}), ò.å. äëÿ íå ïîñòîÿííîé àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè, íà-

êàïëèâàþùåé â îáëàñòè àíàëèòè÷íîñòè â òî÷êå t∗ ïîñòîÿííîå çíà÷åíèå,
÷òî àáñóðäíî. Òàêèì îáðàçîì, íåîáõîäèìî èìåòü â âèäó âûðàæåíèÿ (4) è,
÷òî îñîáåííî âàæíî (ïðè íå åäèíñòâåííîì ðåøåíèè), âûðàæåíèÿ (5) [21,
23]. Ëèáî äåéñòâóÿ, êàê â çàäà÷å èäåíòèôèêàöèè, ïðåäïîëàãàòü àïðèîð-
íîå ñóùåñòâîâàíèå àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ äëÿ (I)− xi(t, x

0, u(t)), ðåøà-
þùåãî ïðîáëåìó N − P . Îäíîãî æå ñâîéñòâà ðàñõîäèìîñòè b(t) � ïðîèç-
âåäåíèÿ Áëÿøêå èç (4) íåäîñòàòî÷íî äëÿ óòâåðæäåíèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ è
åäèíñòâåííîñòè, à òðåáóþòñÿ äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ, âëåêóùèå ïðåæäå
ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ, ÷òî íå àêöåíòèðîâàíî â [27]. Åñëè æå ïðîèçâåäå-
íèå Áëÿøêå b(t) ñõîäèòñÿ, òî ïðè ñóùåñòâîâàíèè ðåøåíèÿ ïðîáëåìû N−P
ïî
(
{tk},

{
kx

(0)
i

})∞
k=1

, îíî áóäåò åäèíñòâåííûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, åñëè

lim
n→∞

detPn/ detGn = +∞, (25)
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ãäå Gn ìàòðèöà èç (5), à ìàòðèöà Pn èìååò âèä

Pn = −



0 t−1
1 t−1

2 . . . t−1
n

t̄−1
1

t̄−1
2
...
t̄−1
n

Gn


(26)

×òî, îäíàêî, òðóäíî ïðîâåðÿåìî â çàäà÷àõ èäåíòèôèêàöèè è ñîçäàåò äî-
ïîëíèòåëüíûå ïðîáëåìû.

�2. Óíèâåðñàëüíûå èíòåðïîëÿöèîííûå ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè Õåéìàíà è ïîñòðîåíèå àíàëèòè÷åñêèõ äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ çàäàííûì ìíîæåñòâîì çíà÷åíèé
àíàëèòè÷åñêèõ ðåøåíèé çàäà÷è Êîøè

Ïóñòü òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü ñåìåéñòâî Ω îáûêíîâåííûõ àíàëèòè÷åñêèõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

ẋ = f
(ω)

(t, x, u
(ω)

(t)), (27)

ãäå t ∈ C1, x ∈ Cn, u
(ω)

i(t) ∈ A(D), i ∈ 1:m, D ⊆ C1, fi
(ω)

� ãîëîìîðôíûå

ôóíêöèè ñâîèõ àðãóìåíòîâ ∀ω ∈ Ω, i ∈ 1:n, â îáùåé äëÿ âñåõ ω ∈ Ω îá-
ëàñòè W ⊆ C1

t × Cn
x × Dm

u , òàêîå, ÷òîáû êàæäîå ïî ω ∈ Ω ãîëîìîðôíîå
â êðóãå |t| < 1 ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè x

(ω)
(t, x

(ω)

0, u
(ω)

(t)) èç (27) ïðèíèìàëî

çàäàííûå çíà÷åíèÿ k x
(ω)

k ∈ 1:∞ : |k x
(ω)

i| ≤ 1, ∀i ∈ 1:n, k ∈ 1:∞ (ñâîè äëÿ

êàæäîãî ω∈Ω è x
(ω)

(t, x
(ω)

0, u
(a)

(t)) ) ïðè îáùèõ äëÿ âñåãî Ω çíà÷åíèÿõ âðåìå-

íè {tk}∞k=1 : |tk| < 1 ∀k ∈ 1:∞, ò.å. íà îáùåâðåìåííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
{tk}∞k=1. Èíà÷å ãîâîðÿ, ïðîâîäÿ îäíîâðåìåííûå èçìåðåíèÿ ôàçîâûõ ñîñòî-
ÿíèé âñåõ ñèñòåì èç Ω â íåêîòîðûå ìîìåíòû tk : |tk| < 1 ∀k, òðåáóåòñÿ
ïîëó÷èòü çàäàííûå çíà÷åíèÿ kx

(ω)
. Ïðè Ω

4
= {ω1} (îäíîòî÷å÷íîì), ðåøå-

íèå ñâîäèòñÿ ê íàõîæäåíèþ íåêîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè óçëîâ èíòåð-
ïîëÿöèè {tk} : |tk| < 1, ñîãëàñîâàííûõ ñ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ çíà÷åíèé
k x
(ω1)

= (kx1
(ω1)

, . . . , kxn
(ω1)

)∈U1(0) � ïîëèêðóã ïîëèðàäèóñà 1, ò.å. ê èíòåðïîëÿ-

öèè íà îäíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè óçëîâ {tk}∞k=1 óæå òîëüêî n ãîëîìîðô-
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íûõ ôóíêöèé xi
(ω1)

(t, x0

(ω1)
, u
(ω1)

(t)), i∈ 1:n, ôîðìèðóþùèõ àíàëèòè÷åñêîå âåê-

òîðíîå ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè èñêîìîé åäèíñòâåííîé ñèñòåìû âèäà (27).
Çíà÷èò òðåáóåòñÿ ñîãëàñîâàíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {tk}∞k=1 (èñêîìîé) ñ n
ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè {k xi

(ω1)
}∞k=1. Ò.å. âûøåïîñòàâëåííûé âîïðîñ ñîäåðæà-

òåëåí äëÿ îäíîòî÷å÷íîãî Ω. Ïîä÷åðêíåì òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî ñ àíàëè-
òè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ âñåãäà âìåñòî ñåìåéñòâà Ω ìîæíî âçÿòü íîâîå ñå-
ìåéñòâî Ω∗, ñîñòîÿùåå èç îäíîé òî÷êè, ò.å. îò ñåìåéñòâ ñèñòåì óðàâíåíèé
ïåðåéòè ê îäíîé ñèñòåìå óðàâíåíèé ñóììàðíîé ðàçìåðíîñòè, ñîñòîÿùåé èç
íåâçàèìîäåéñòâóþùèõ ïîäñèñòåì. Îäíàêî âûøåñôîðìóëèðîâàííûå óñëî-
âèÿ ëó÷øå îòðàæàþò ôèçè÷åñêèé ñìûñë çàäà÷è, ÷åì íå ôîðìàëüíûé.

Òåïåðü ìû íå ðàñïîëàãàåì íèêàêèìè àïðèîðíûìè ñâåäåíèÿìè î ñóùå-
ñòâîâàíèè ðåøåíèé ïðîáëåìû N − P â H1 = B, êàê ýòî áûëî â ïåðâîì
ïóíêòå, ïîýòîìó ïîñòðîåíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {tk}∞k=1, ïðèâîäÿùåé ê
ðàñõîäèìîñòè ïðîèçâåëåíèÿ Áëÿøêå b(t), íè÷åãî íå äàåò â ïëàíå ðåøå-
íèÿ, ò.ê. òåïåðü åäèíñòâåííîñòü íå âëå÷åò ñóùåñòâîâàíèÿ. Îäíàêî äàííûé
âîïðîñ ìîæåò áûòü ðåøåí ïîëîæèòåëüíî è ïðè òîì âñåãäà.

Îïðåäåëåíèå 1 (Õåéìàí). Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {tk}∞k=1 : |tk| < 1
∀k∈ 1:∞ íàçûâàåòñÿ Ó-èíòåðïîëÿöèîííîé (óíèâåðñàëüíîé), åñëè äëÿ ëþ-
áîé äàííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè çíà÷åíèé {kx}∞k=1 : |kx| ≤ 1 ∀k ñóùåñòâó-
åò îãðàíè÷åííàÿ àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ f(t) = x â êðóãå |t| < 1 òàêàÿ,
÷òî f(tk) = kx.

Óñëîâèÿ çàäà÷è ïîêàçûâàþò, ÷òî òî÷êè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {tk}∞k=1 ðàç-
ëè÷íû è íå èìåþò ïðåäåëüíûõ â êðóãå |tk| < 1.

Îïðåäåëåíèå 2. Ïñåâäîãèïåðáîëè÷åñêèì ðàññòîÿíèåì ìåæäó òî÷êà-
ìè tn è tm íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ

χ(tn, tm) =

∣∣∣∣ tn − tm
1− t̄m · tn

∣∣∣∣ , (28)

êîòîðàÿ ñâÿçàíà ñ ãèïåðáîëè÷åñêîé ìåòðèêîé ρ(tn, tm) ñîîòíîøåíèåì

ρ(tn, tm) =
1

2
log

1 + χ(tn, tm)

1− χ(tn, tm)
= Arthχ(tn, tm). (29)

Îïðåäåëåíèå 3. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {tk}∞k=1 íàçûâàåòñÿ ðàâíîìåðíî
ðàçäåëåííîé, åñëè

∃ δ > 0⇒
∞∏

k 6=n,n=1

χ(tk, tn) ≥ δ > 0 ∀k∈1:∞. (30)
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Ãåîìåòðè÷åñêè ðàâíîìåðíàÿ ðàçäåëåííîñòü ýêâèâàëåíòíà òîìó, ÷òî ìíî-
æåñòâî óðîâíÿ

b(t)Tε
4
= {t∈C1 : |b(t)| = ε > 0}

ïðîèçâåäåíèÿ Áëÿøêå b(t) ñ íóëÿìè {tk}∞k=1 äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε ñîñòî-
ÿò èç âçàèìíî íå ïåðåñåêàþùèõñÿ êðèâûõ, êàæäàÿ èç êîòîðûõ îêðóæàåò â
òî÷íîñòè îäíó òî÷êó tk. Î÷åâèäíî òàêæå, ÷òî ïðîèçâåäåíèå Áëÿøêå b(t) ñ
íóëÿìè ïî ðàâíîìåðíî ðàçäåëåííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {tk}∞k=1 ñõîäèòñÿ.

Ò å î ð å ì à (Êàðëåñîí) [26]. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {tk}∞k=1 : |tk| < 1,
k∈1:∞ ìîæåò áûòü Ó-èíòåðïîëÿöèîííîé (ò.å. äëÿ êàêîé- ëèáî ïðîèçâîëü-
íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {kx}∞k=1 : |kx| ≤ 1, k∈1:∞) òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà îíà ({tk}∞k=1) ðàâíîìåðíî ðàçäåëåíà.

Ýòà òåîðåìà ïîêàçûâàåò, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé
{tk}∞k=1 è {kx}∞k=1 ðåøåíèå f(t) ñóùåñòâóåò è íå åäèíñòâåííîå ïðè {tk}∞k=1

� ðàâíîìåðíî ðàçäåëåííîé, ò.ê. ëþáàÿ ôóíêöèÿ f(t) + b(t) · g(t), ãäå b(t)
ïðîèçâåäåíèå Áëÿøêå ñ íóëÿìè â {tk}∞k=1, à g(t) � ïðîèçâîëüíàÿ îãðàíè-
÷åííàÿ ôóíêöèÿ, òàêæå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì. Ýòî �îáùåå ðåøåíèå� çàâèñèò
îò ñõîäèìîñòè b(t). Åäèíñòâåííîñòü áóäåò òîãäà, êîãäà

(∃ f(t) : kx = f(tk)) &
( ∞∑

k=1

(1− |tk|) =∞)

Òàêèì îáðàçîì, òåîðåìà Êàðëåñîíà ðåøàåò ïîñòàâëåííóþ âûøå çàäà÷ó
ïîñòðîåíèÿ ñèñòåìû èíòåðïîëÿöèîííûõ ôóíêöèé äëÿ çàäàííûõ çíà÷åíèé
k x
(ω)

i : |k x
(ω)

i| ≤ 1 i∈1:n, k∈1:∞, ω∈Ω, åñëè â êà÷åñòâå óçëîâ èíòåðïîëÿöèè

âûáðàòü ëþáóþ Ó-èíòåðïîëÿöèîííóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {tk}∞k=1. Ðåøå-
íèå ïîëó÷àåòñÿ, êàê ïðàâèëî, íå åäèíñòâåííûì, ÷åãî è íå òðåáîâàëîñü, ò.å.
ÿâëÿåòñÿ îáùèì � ñðàçó îïðåäåëÿåòñÿ âñå ñåìåéñòâî èíòåðïîëèðóþùèõ
ôóíêöèé èç H1 = B ïî äàííûì ({tk}∞k=1, {kx}∞k=1).

Ïî àíàëèòè÷åñêèì èíòåðïîëÿöèîííûì ôóíêöèÿì x
(ω)

(t, x
(ω)

0, u
(a)

(t)) � ðå-

øåíèÿì ïðîáëåìû Íåâàíëèííû-Ïèêà, êàæäàÿ äëÿ äàííûõ
({tk}∞k=1, & {k x

(w)
}∞k=1) ∀ω ∈ Ω ñèñòåìà âèäà (27) ñòðîèòñÿ, êàê è âûøå,

èç ëèíåéíûõ ñîîòíîøåíèé (ñ îöåíêîé îòáðîøåííûõ ÷ëåíîâ) ∀ω∈Ω

ẋ
4
= ẋ

(ω)
(t, x

(ω)

0, u
(ω)

: [t1, t]→ C1) =
ν̂∑

ν=0

0≤|µ̄|≤µ̂

0≤|ρ̄|≤ρ̂

f
(ω)

νµ̄ρ̄ t
ν x
(ω)

µ̄ u
(ω)

ρ̄. (31)
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Äàííàÿ ìåòîäèêà ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà çàäà÷è ñîîòâåòñòâóþùåãî òèïà
äëÿ äðóãèõ âàæíûõ ïðîñòðàíñòâ, îòëè÷íûõ îò H1, HM, E è ò.ä. èç [22, 24].

Ïóñòü òåïåðü èçâåñòíî, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè x(t, x0, u(t)) ñèñòåìû
(1) ïåðâîãî ïóíêòà ãîëîìîðôíî è îãðàíè÷åíî íà ïîëîñå:

(Re t∈(−∞,+∞)) & (Im t∈ [−h, h]), |x(t, x0, u(t))| < M

ïðè x0 è u(t), ëåæàùèõ â ñâîèõ äîïóñòèìûõ îáëàñòÿõ, ïðè÷åì u ∈A(D),
D ⊆ C1. Ïåðåéäåì ê íîâîìó âðåìåíè τ ïóòåì çàìåíû6

τ = (e
π
2h

t − 1)(e
π
2h

t + 1)−1, (32)

ïåðåâîäÿùåé âíóòðåííîñòü ïîëîñû øèðèíû 2h âäîëü Re t âî âíóòðåííîñòü
åäèíè÷íîãî êðóãà ïåðåìåííîé τ . Ñëåäóåò ñäåëàòü âàæíîå çàìå÷àíèå ïî
ïîâîäó èñïîëüçîâàíèÿ çàìåíû (32) â äàííîé çàäà÷å. Êàê èçâåñòíî, ïðàê-
òè÷åñêîå èñïîëüçîâàíèå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ïóàíêàðå (32) äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ
ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè âî âñåì èíòåðâàëå ñóùåñòâîâàíèÿ â çàäà÷àõ íåáåñ-
íîé ìåõàíèêè (è îáùèõ çàäà÷àõ àíàëèòè÷åñêîé äèíàìèêè) ìàëî ïðèãîäíî
èç-çà ìåäëåííîé ñõîäèìîñòè ðÿäîâ Ïóàíêàðå. Îäíàêî ê ðàññìàòðèâàåìîé
çàäà÷å ðåøåíèÿ ïðîáëåìû Íåâàíëèííû-Ïèêà â êëàññå H1 = B ýòî íå èìå-
åò íèêàêîãî îòíîøåíèÿ, òàê êàê, âî-ïåðâûõ, çàðàíåå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî
ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè â äàííîì ñëó÷àå îãðàíè÷åíî â ïîëîñå (êàê, íàïðè-
ìåð, â çàäà÷å äâèæåíèÿ òÿæåëîãî òâåðäîãî òåëà). Âî-âòîðûõ, íîâîå âðåìÿ
τ çàìåíÿåòñÿ ïî ôîðìóëàì (32) íà ñòàðîå âðåìÿ t íå â ñòåïåííûõ ðÿäàõ,
ïðåäñòàâëÿþùèõ ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè, à â èíòåðïîëÿöèîííûõ ôóíêöè-
ÿõ, ÿâëÿþùèõñÿ ñóùåñòâåííî ðàöèîíàëüíûìè. Òàêèì îáðàçîì, çäåñü êàê
íåëüçÿ ëó÷øå ïðîÿâëÿåòñÿ õîðîøåå êà÷åñòâî èíòåðïîëÿöèè (ïðàâäà çà ñ÷åò
ïîëó÷åííîé èíôîðìàöèè î ñîñòîÿíèÿõ {kx}) ïî ñðàâíåíèþ ñ ÷èñòî êëàññè-
÷åñêèì ïîäõîäîì ê ðåøåíèþ çàäà÷è Êîøè, ò.å. âñåãî îäíî èíòåðïîëÿöèîí-
íîå çíà÷åíèå: ïðè t = 0 x(t) = 0x. Ïîýòîìó íå âîçíèêàåò òèïè÷íîé òðóä-
íîñòè � áîëüøîãî îáúåìà âû÷èñëåíèé çíà÷åíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè
ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèÿ (32) ïðè ïðèáëèæåíèè τ ê ãðàíèöå êðóãà (èçíóòðè).
Â èíòåðïîëÿöèîííîé çàäà÷å âñå òî÷êè � çíà÷åíèÿ àðãóìåíòà τ : |τ | < 1
ðàâíîïðàâíû.

Äàëåå çàìåòèì, ÷òî ôàêòè÷åñêè çàìåíó (32) íè â êàêèå äèôôåðåíöè-
àëüíûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ïîäñòàâëÿòü íå íàäî. Ïðîöåäóðà âû÷èñëåíèé
ñëåäóþùàÿ: ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {tk}∞k=1 � èç óêàçàííîé âûøå ïîëî-
ñû, òîãäà èìååì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {τk}∞k=1:

τk = (e
π
2h

tk − 1)(e
π
2h

tk + 1)−1, k∈1:∞ (33)

6Ýòî ïðåîáðàçîâàíèå èñïîëüçîâàëîñü Ïóàíêàðå, Çóáîâûì â àíàëèòè÷åñêèõ çàäà÷àõ
äèíàìèêè.
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òàê, ÷òî |τk| < 1 ∀ k. Ïðîâåðÿåì {τk}∞k=1 íà ñâîéñòâî ðàâíîìåðíîé ðàçäå-
ëåííîñòè, ýêâèâàëåíòíîé ñâîéñòâó Ó- èíòåðïîëÿöèîííîñòè. Ëèáî îáðàòíî,
ñðàçó âûáèðàåì {τk}∞k=1 � ðàâíîìåðíî ðàçäåëåííîé èç êðóãà |τ | < 1, òîãäà,
ðàçðåøàÿ ãîëîìîðôíîå îòîáðàæåíèå (33), ïîëó÷èì, ÷òî

tk =
2h

π
ln

1 + τk
1− τk

, k∈1:∞

îòêóäà èìååì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {tk}∞k=1 èç ïîëîñû. Ïðè ýòîì ïîëåçíî
ó÷åñòü, ÷òî âåùåñòâåííàÿ îñü Re t ïåðåõîäèò ïðè (32), (33) â îòðåçîê (−1,+1).
Òàêèì îáðàçîì ðåøåíèå èíòåðïîëÿöèîííîé ïðîáëåìû Íåâàíëèííû-Ïèêà
äëÿ êëàññà H1 = B ïåðåíîñèòñÿ íà êëàññ, ãîëîìîðôíûõ â ïîëîñå |Im t| < h
è îãðàíè÷åííûõ òàì âåëè÷èíîé M, ôóíêöèé F , êîòîðûé îáîçíà÷èì PHM.

Îêîí÷àòåëüíàÿ ïðîöåäóðà âîññòàíîâëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ fiνµ̄ρ̄ èç (31)
ïðîâîäèòñÿ ïðè ïîäñòàíîâêå â ðåøåíèå ïðîáëåìû N −P â êëàññå PHM

âìåñòî τ åãî çíà÷åíèÿ îò t ïî (32).
Çàìå÷àíèå. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåì Íåâàíëèííû è Êàðëåñîíà, à òàê-

æå ñâîéñòâà ïðîèçâåäåíèÿ Áëÿøêå ìîæíî íàéòè â ìîíîãðàôèè Äæ. Ãàð-
íåòà [23]. Ïðè ýòîì ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî òàì îïðåäåëåíèå èíòåðïîëÿ-
öèîííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñîâïàäàåò ñ îïðåäåëåíèåì Õåéìàíà äëÿ Ó-
èíòåðïîëÿöèîííûõ. Êðîìå òîãî, ïðîáëåìà Íåâàíëèííû-Ïèêà èçó÷àåòñÿ â
[23] äëÿ áàíàõîâîé àëãåáðû H∞.

Äàííàÿ ìåòîäèêà ìîæåò íàéòè âàæíûå ïðèëîæåíèÿ â ðÿäå àêòóàëüíûõ
ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷. Ðàññìîòðèì îäíó èç íèõ.

Çàäà÷à. Ïóñòü èìååòñÿ ñåìåéñòâî ñèñòåì Ω, âîçìîæíî íåñ÷åòíîå (ïðî-
áëåìàN−P äëÿ H1 = B äîïóñêàåò íåñ÷åòíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè7 {tk}k∈K
[22]), àíàëèòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé:

ẋ = f
(ω)

(t, x, u
(ω)

(t)) (34)

ãäå u, u(t), x, f
(ω)

îáëàäàþò ñâîéñòâàìè êàê è ïðåæäå � â íà÷àëå ýòîãî

ïóíêòà, ãàðàíòèðóþùèìè ñóùåñòâîâàíèå è ãîëîìîðôíîñòü ðåøåíèÿ çàäà-
÷è Êîøè x

(ω)
(t, x

(ω)

0, u
(a)

(t)) â óêàçàííîé âûøå ïîëîñå øèðèíû 2h, à òàêæå òî,

÷òî | x
(ω)

(t, x
(ω)

0, u
(ω)

(t))| ≤M, ∀ ω∈Ω, t â ïîëîñå. Âåëè÷èíû h è M ïðàêòè÷åñêè

ìîãóò áûòü èçâåñòíû, ÷òî íå óìàëÿåò ïðàêòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ ïîñòàíîâêè
çàäà÷è. Ñîãëàñíî îñíîâíîìó ïîäõîäó â çàäà÷àõ íàáëþäåíèÿ è îöåíèâàíèÿ
íåîáõîäèìî, ïî êðàéíåé ìåðå, åñëè ïàðàìåòðû f

(ω)

íå èçâåñòíû, íàáëþäàòü

7k � òðàíñôèíèòíûé ïàðàìåòð èç íåñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà K.
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êàêèå-ëèáî ôóíêöèè îò ôàçîâûõ ñîñòîÿíèé îáúåêòîâ äâèæåíèÿ, ëèáî ñà-
ìè ôàçîâûå ñîñòîÿíèÿ. Ò.å. ïåðâûì äåëîì íåîáõîäèìî âûáðàòü ëèáî çàðà-
íåå âñþ öåëèêîì, ëèáî ïåðìàíåíòíî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {tk} � ìîìåíòîâ
íàáëþäåíèÿ. Ïðè÷åì, âîîáùå ãîâîðÿ, íåîáõîäèìî ñòðîèòü äëÿ êàæäîãî
èíòåðïîëÿöèîííîãî ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ x

(ω)
(t, x

(ω)

0, u
(a)

(t)) ñâîþ ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü óçëîâ {tk}ω è íà íåé ïðîèçâîäèòü èçìåðåíèå çíà÷åíèé x
(ω)

(t, x
(ω)

0, u
(a)

(t)),

ïîëó÷àÿ òåì ñàìûì äàííûå {kx
(ω)
}∞k=1. Åñëè ìíîæåñòâî Ω � áîëüøîå, òî

óêàçàííàÿ çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ âñåõ äàííûõ, ò.å. k x
(ω)
∀ω∈Ω íà ñâîåé ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòè {tk}ω ñòàíîâèòñÿ íå îáîçðèìîé ïðàêòè÷åñêè èáî äëÿ ýòîãî
ìîæåò ïîòðåáîâàòüñÿ ÷ðåçâû÷àéíî áîëüøîé îáùèé (äëÿ âñåãî Ω) ïðîìå-
æóòîê âðåìåíè îáðàáîòêè èíôîðìàöèè.

Òåì íå ìåíåå, òåîðåìà Êàðëåñîíà äëÿ ôóíêöèîíàëüíîãî êëàññà PH1 ñó-
ùåñòâåííî óïðîùàåò ïðîöåäóðó íàáëþäåíèÿ è îöåíèâàíèÿ. Äåéñòâèòåëü-
íî, äîñòàòî÷íî âûáðàòü â êà÷åñòâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìîìåíòîâ íàáëþäå-
íèÿ ãëîáàëüíóþ ðàâíîìåðíî ðàçäåëåííóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {τk}∞k=1 èç
êðóãà |τ |<1, çàòåì ïîñëå èíòåðïîëèðîâàíèÿ ïåðåéòè ïî ôîðìóëàì (33) ê
ñîîòâåòñòâóþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {tk}∞k=1, ïðèíàäëåæàùåé óêàçàííîé
âûøå ïîëîñå è ÿâëÿþùåéñÿ îáùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ìîìåíòîâ íàáëþ-
äåíèÿ äëÿ âñåõ ω ∈Ω. Íî ïîñêîëüêó ðåøåíèå äàííîé çàäà÷è ñóùåñòâóåò
â ñèëó àïðèîðíîé èíôîðìàöèè îá îáúåêòå, òî óñëîâèå

∑∞
k=1(1 − |τk|)=∞

îáåñïå÷èâàåò åäèíñòâåííîñòü êàæäîãî ðåøåíèÿ ïðîáëåìû èíòåðïîëÿöèè
x
(ω)

(t, x
(ω)

0, u : [t1, t]→C1) ïî ñîîòâåòñòâóþùèì äàííûì {k x
(ω)
}∞k=1 è äëÿ ìîìåí-

òîâ {tk}∞k=1, òàê êàê ïðåîáðàçîâàíèå (32) ýêâèâàëåíòíîå (33) � ãîëîìîðô-
íîå.

Ñëåäîâàòåëüíî, òåïåðü â ÿñíîì ñìûñëå, òåîðåìà Êàðëåñîíà ïîçâîëÿåò
ïîñòðîèòü êâàçèîïòèìàëüíûé ïðîöåññ íàáëþäåíèÿ çà ñèñòåìîé Ω. Îäíàêî
â ñìûñëå âûáîðà ðàâíîìåðíî ðàçäåëåííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {τk}∞k=1 :
|τk|<1, ÿâëÿþùèõñÿ Ó-èíòåðïîëÿöèîííûìè, åäèíñòâåííîñòè íåò, èáî óñëî-
âèå (30) ýòîãî íå îáåñïå÷èâàåò. Òàêèì îáðàçîì, ïîÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü
äàëüíåéøåé îïòèìèçàöèè ïóòåì âûáîðà èç ñåìåéñòâà âñåõ ðàâíîìåðíî ðàç-
äåëåííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {ατk}∞k=1 α ∈ A : |ατk| < 1 íàèëó÷øåé
{α∗τk}∞k=1 â íåêîòîðîì, îòíîñÿùèìñÿ ê äàëüíåéøåé êîíêðåòèçàöèè è ïî-
ñòàíîâêå çàäà÷è, ñìûñëå.
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