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Задачи теории упругости для композитных материалов с отверстиями и включениями
имеют большое практическое значение для механики, физики и других областей науки.
В работе получено аналитическое решение плоской задачи (плоская деформация или плос-
кое напряженное состояние) для неоднородной пластины с эллиптическим отверстием.
Пластина образована соединением двух полуплоскостей из разных материалов, отверстие
расположено целиком в нижней полуплоскости. На бесконечности пластины известны
напряжения и углы поворота, на границе отверстия задана внешняя нагрузка. Для ре-
шения задачи использованы методы комплексных потенциалов Колосова–Мусхелишвили,
конформных отображений и суперпозиции. Близость отверстия к границе раздела сред
оказывает существенное влияние на величину напряжений как в окрестности отверстия,
так и на линии раздела. Для инженерных приложений важно знать поля напряжений
и перемещений, чтобы оценить влияние отверстия на прочность соединения материалов.
Из общего решения рассмотренной задачи вытекают как частные случаи решения задач
об эллиптическом отверстии в полуплоскости, о наклонной трещине в двухкомпонентной
плоскости и полуплоскости и ряд других. Выполнены расчеты напряжений на линии раз-
дела для различных параметров упругости полуплоскостей, исследовано влияние близости
отверстия на величину этих напряжений. Библиогр. 19 назв. Ил. 2.

Ключевые слова: кусочно неоднородная пластина, плоская задача упругости, эллип-
тическое отверстие, метод комплексных функций.
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The problems of elasticity for composite materials with the holes and inclusions have a great
practical significance for mechanics, physics and other fields of science. The analytic solution of a
plane problem (plane strain or plane stress) for a bi-material plate with elliptic hole is obtained.
A hole is located entirely in the lower half-plane. The stresses and the angles of rotation are
given at infinity, on the boundary of the hole where an external load is applied. The methods
of Kolosov–Muskhelishvili complex potentials, conformal mapping and superposition were used
for solution to the problem. The affinity of a hole to an interface makes essential influence
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on value of stresses in a vicinity of a hole and also on value of stresses at an interface. For
engineering applications it is important to know the fields of the stresses and displacements
so as to estimate influence of a hole on strength of bonding. Special cases of these problems
follow the solutions of problems on an elliptic hole in a half-plane, about an inclined crack in a
bi-material plane and half-plane and a some others. Refs 19. Figs 2.

Keywords: bi-material plate, plane problem elasticity, elliptic hole, method of complex
functions.

Введение. Проблемам отверстий и включений в неоднородную плоскость и по-
луплоскость уделено значительное внимание в литературе. Во многих работах ши-
роко и успешно используются методы функций комплексных переменных для на-
хождения точных решений плоских задач теории упругости. Ортотропные упругие
композиты, содержащие эллиптические отверстия и подвергнутые постоянным на-
пряжениям на бесконечности, рассмотрены в [1]. При помощи техники конформного
отображения и комплексных потенциалов решение проблемы найдено в компактной
и элементарной форме. Когда малая полуось эллиптического отверстия стремится
к нулю, т. е. отверстие становится разрезом, потенциалы сводятся к форме задачи
о трещине Римана–Гильберта. Взаимодействие точечной дислокации с эллиптиче-
ским отверстием на межфазной границе двух соединенных полуплоскостей изучалось
в работе [2]. Комплексные потенциалы напряжений найдены методами комплексных
функций и конформных отображений. Для двух соединенных полуплоскостей при-
менена рациональная функция, отображающая полуплоскость с полуэллиптическим
вырезом на единичный круг. Метод комплексных граничных интегральных уравне-
ний в комбинации с техникой разложения в ряды описан в [3–5] для проблемы беско-
нечной упругой плоскости и полуплоскости, содержащих множество круговых отвер-
стий. Нагрузка приложена на бесконечности или на границах отверстий. Рассмотрено
несколько численных примеров, чтобы показать эффективность подхода. В работах
[6–8] представлены аналитические решения задач для упругой полуплоскости с кру-
говым туннелем или полостью. Решение использует комплексные переменные и кон-
формное отображение на кольцо. Коэффициенты в разложении функций напряжений
в ряды Лорана определяются сочетанием аналитических и численных методов.

В горной индустрии интерес к проблеме этого типа возникает главным образом
из-за перемещений, которые случаются на поверхности почвы и могут вызвать зна-
чительные разрушения. Сравнение решений по двум компьютерным пакетам FLAC
2D и PLAXIS подтверждает, что взаимодействие круглых отверстий действительно
вызывает увеличение смещений. Проблеме точечной дислокации при изгибе соединен-
ных полубесконечных пластин с эллиптическим отверстием на межфазной границе
посвящена работа [9]. Основываясь на методе аналитического продолжения и техни-
ке отображения рациональной функцией, проблему получения функций напряже-
ний в верхней и нижней полуплоскостях развязали и свели к двум задачам Римана–
Гильберта. Построена замкнутая форма решения. Взаимодействие напряжений, бла-
годаря присутствию трещины или эллиптического отверстия около прямоугольного
выреза в бесконечной пластине, подвергнутой постоянным напряжениям на беско-
нечности, изучено в статье [10]. Эта проблема важна в пассажирских самолетах, ко-
гда трещина находится в окрестности двери. Коэффициенты концентрации напря-
жений около отверстия или коэффициенты интенсивности напряжений около конца
трещины оцениваются для разных длин трещин и расстояния трещины от отвер-
стия. Две комплексные функции напряжений найдены с помощью метода последо-
вательных приближений Шварца. Пластина, состоящая из двух различных упругих
полуплоскостей, каждая из которых имеет полуэллиптический вырез, подвергнутая
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постоянным растягивающим усилиям по нормали к межфазной границе, анализи-
руется в [11]. Анализ напряжений проводится с помощью метода конформных отобра-
жений рациональной функцией и комплексной функцией напряжений. Выражение
для энергии найдено с помощью теоремы о вычетах для контурного интеграла, запи-
санного через комплексную функцию напряжений. Показано распределение напряже-
ний вокруг кругового отверстия и межфазной линии. Даны выражения для коэффи-
циентов концентрации напряжений, которые исследованы для различных овальных
форм, параметров материалов и длины области отслоения. Включения произвольной
формы в полуплоскость с фиксированной и жесткой границей без трения изучены
в работе [12] методом функций комплексной переменной и конформных отображений.
Показано, что для жесткой безфрикционной границы средние термальные напряже-
ния включения остаются постоянными и исчезают снаружи, что не имеет местa для
фиксированной границы.

1. Постановка задачи. Метод суперпозиции. Рассматривается плоскость
S, состоящая из двух полуплоскостей S1 и S2, выполненных из разных материалов.
В декартовых координатах (x1, x2) прямая x2 = 0 является линией раздела полуплос-
костей. Предполагаем, что отверстие расположено целиком в нижней полуплоскости
S1. C эллипсом L свяжем другую систему декартовых координат (ξ1, ξ2) плоскости S
с началом в центре эллипса. Оси координат (ξ1, ξ2) направлены вдоль осей эллипса
и образуют угол α с осями (x1, x2) (рис. 1).

Рис. 1. Двухкомпонентная плоскость с эллиптическим отверстием

Для комплексных переменных z = x1 + ix2, ξ = ξ1 + iξ2 имеем зависимости

z = ξeiα − id, ξ = (z + id) e−iα, (1)

в которых d — расстояние до центра эллипса от оси x1; предполагается, что d � c > 0,
где c — некоторая константа. Последнее неравенство означает, что эллипс находится
строго ниже линии раздела полуплоскостей.
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В декартовых координатах (x1, x2) компоненты напряжений и перемещений обо-
значим σij и ui (i, j = 1, 2) соответственно, а в декартовых координатах (ξ1, ξ2) — sij

и vi. Имеют место зависимости

s11 + s22 = σ11 + σ22,

s22 − s11 + 2i s12 = (σ22 − σ11 + 2i σ12)e2iα,

v1 + iv2 = (u1 + iu2) e−iα.

Граничные условия задачи. На бесконечности при |z| → ∞ заданы напряже-
ния и углы поворота (свои для каждой полуплоскости Sk, k = 1, 2)

σij → σk∞
ij , ω → ωk∞, |z| → ∞, (2)

причем
σ1∞

12 = σ2∞
12 = σ∞

12 , σ1∞
22 = σ2∞

22 = σ∞
22 , σ1∞

11 
= σ2∞
11 .

На линии сопряжения полуплоскостей x2 = 0 имеем условия непрерывности на-
пряжений и производных перемещений

[σ22 − iσ21]+(x1) = [σ22 − iσ21]−(x1),
(3)

[u′1 + iu′2]
+(x1) = [u′1 + iu′2]

−(x1),

штрих означает производную по переменной x1.
На контуре эллипса L задана внешняя нагрузка

[snn + isnt]+(t) = p (t), (4)

где snn и snt — компоненты тензора напряжений в базисе нормали и касательной
к контуру отверстия; t — значение координаты ξ на L. Внешнюю нагрузку считаем
самоуравновешенной на контуре. Функция p (t) непрерывна и удовлетворяет условию
Гёльдера.

Отметим, что напряжения и углы поворота на бесконечности нельзя задавать
независимо, в работе [13] получены условия, которым должны удовлетворять эти
величины:

ω1∞ +
1

2μ1
σ∞

12 = ω2∞ +
1

2μ2
σ∞

12 ,

(5)
1 + κ1

μ1
(σ1∞

11 + σ∞
22) −

4
μ1
σ∞

22 =
1 + κ2

μ2
(σ2∞

11 + σ∞
22) − 4

μ2
σ∞

22 .

Здесь κk = 3 − 4νk при плоской деформации и κk = (3 − νk)/(1 + νk) при плоском
напряженном состоянии. Параметры упругости: μk — модуль сдвига и νk — коэффи-
циент Пуассона, свои для каждой полуплоскости Sk, k = 1, 2. Поясним физический
смысл уравнений (5). Из второго уравнения (3) следуют равенства

[e11]+(x1) = [e11]−(x1), [e12 + ω]+(x1) = [e12 + ω]−(x1).

Если компоненты деформации e11, e12 выразить через напряжения по закону Гука
и перейти к пределу при |x1| → ∞, то придем к соотношениям (5). Для однородной
пластины эти уравнения удовлетворяются тождественно.
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Метод суперпозиции. Для решения краевой задачи используется метод ком-
плексных потенциалов Колосова–Мусхелишвили [14] в сочетании с методом супер-
позиции [15]. Решение задачи строится в виде суммы решений двух частных задач:
первой является задача для двухкомпонентной плоскости со скачками напряжений
и перемещений на линии сопряжения полуплоскостей и заданными условиями (2)
на бесконечности, второй — задача для однородной плоскости с эллиптическим от-
верстием, нагруженным на контуре, напряжения на бесконечности во второй задаче
отсутствуют.

Основная сложность решения задачи с помощью метода суперпозиции состоит
в том, что скачки напряжений и перемещений первой вспомогательной задачи и по-
верхностная нагрузка на контуре отверстия второй являются неизвестными функ-
циями.

Напряжения и перемещения представим следующим образом:

σij = (σij)1 + (σij)2, ui = (ui)1 + (ui)2, z ∈ S1,
(6)

σij = (σij)1, ui = (ui)1, z ∈ S2,

индексами 1 и 2 отмечены решения первой и второй частных задач соответственно.
Из формул (6) видно, что в нижней полуплоскости S1 решение основной задачи скла-
дывается из решений первой и второй частных задач, для верхней полуплоскости S2

используется решение только первой задачи.
Для первой задачи на линии сопряжения полуплоскостей имеем условия

[(σ22 − iσ21)1]+ − [(σ22 − iσ21)1]− = Δσ(x1),
(7)

[(u′1 + iu′2)1]
+ − [(u′1 + iu′2)1]

− = Δu′(x1),

где Δσ(x1) и Δu′(x1) — неизвестные функции скачков. На бесконечности при | z| →
∞ заданы условия (2).

Во второй задаче напряжения на бесконечности отсутствуют, на контуре эллипса
выполняется условие

[(snn + isnt)2]+ = q (t), (8)

в котором q (t) — неизвестная функция, имеющая смысл внешней нагрузки. Так как
нагрузка p(t) самоуравновешена на контуре эллипса, то и нагрузка q(t) будет само-
уравновешенной.

С учетом формул (6) граничные условия (3), (4) примут вид

[(σ22 − iσ21)1]+(x1) = [(σ22 − iσ21)1 + (σ22 − iσ21)2]−(x1),

[(u′1 + iu′2)1]
+(x1) = [(u′1 + iu′2)1 + (u′1 + iu′2)2]

−(x1),

[(snn + isnt)1 + (snn + isnt)2]+(t) = p (t).

Преобразованием граничных условий (3), (4), (7), (8) получим следующую систе-
му трех уравнений для нахождения трех неизвестных функций, каковыми являются
функции скачков напряжений и производных перемещений Δσ (x1), Δu′(x1) на ли-
нии сопряжения полуплоскостей первой задачи, и функция внешней нагрузки q (t)
на контуре эллипса второй задачи:

[(σ22 − iσ21)2]− = Δσ (x1), [(u′1 + iu′2)2]
− = Δu′(x1), (9)
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[(snn + isnt)1]+ = p (t) − q (t). (10)

Левые части уравнений (9) зависят только от функции q (t) и не зависят от функ-
ций скачков, левая часть уравнения (10) — только от функций скачков и не связанa
с нагрузкой q (t) второй задачи. Дальнейший путь решения задачи состоит в том,
что из уравнений (9) функции скачков подставляем в уравнение (10). Полученное
уравнение будет содержать только одну неизвестную функцию q (t).

Задача 1. Решение первой задачи имеется в работах [13, 16], здесь приведем
некоторые формулы, которые будут использованы дальше. Напряжения и производ-
ные перемещений запишем через комплексные потенциалы Колосова–Мусхелишвили
[13, 14]

(σ22 − i σ21)1 = Φk(z) + Ωk(z) + (z − z)Φ′
k(z),

(σ11 + i σ12)1 = Φk(z) + 2Φk(z) − Ωk(z) − (z − z)Φ′
k(z), (11)

2μk (u′1 + iu′2)1 = κkΦk(z) − Ωk(z) − (z − z)Φ′
k(z).

В формулах (11) введена функция Ω(z) = Φ(z) + zΦ
′
(z) + Ψ(z).

Комплексные потенциалы Φk(z) и Ωk(z) выразим через две функции h(z) и r(z),
аналитические во всей плоскости, кроме линии раздела [13, 16]:

Φ2(z) =
μ2h(z) + r(z)
μ2 + μ1κ2

, Ω1(z) = −μ1κ2h(z) − r(z)
μ2 + μ1κ2

, z ∈ S2,

(12)

Φ1(z) =
μ1h(z) + r(z)
μ1 + μ2κ1

, Ω2(z) = −μ2κ1h(z) − r(z)
μ1 + μ2κ1

, z ∈ S1.

Функции h (z) и r (z) являются решениями граничных задач Римана–Гильберта для
скачков напряжений и производных перемещений

h+(x1) − h−(x1) = Δσ(x1), r+(x1) − r−(x1) = 2μ1μ2Δu′(x1),

h (z) =
1

2πi

+∞∫
−∞

Δσ(x1) dx1

x1 − z
+ h (∞), r (z) =

μ1μ2

πi

+∞∫
−∞

Δu′(x1) dx1

x1 − z
+ r (∞). (13)

Постоянные h (∞) и r (∞) находятся из условий на бесконечности (2), их значения
приведены в [13, 16].

Задача 2. Рассматривается однородная плоскость с эллиптическим отверстием,
на контуре которого задана внешняя нагрузка. Напряжения на бесконечности отсут-
ствуют.

С помощью конформного преобразования

ξ = ω (ζ) = R
(
ζ +mζ−1

)
, R > 0, 0 � m < 1, (14)

бесконечную область с эллиптическим отверстием отобразим на внешность круга еди-
ничного радиуса. Полуоси эллипса: a = R(1 +m), b = R(1 −m).

Положим ζ = reiθ, переменные (r, θ) образуют систему ортогональных криволи-
нейных координат в плоскости ξ с векторным базисом (er, eθ). Линии r = const и
θ = const являются софокусными эллипсами и гиперболами соответственно. Для сил
и перемещений имеют место соотношения [14]

f1 + if2 = ϕ(ζ) +
ω(ζ)
ω′(ζ)

ϕ′(ζ) + ψ(ζ), (15)
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2μ(v1 + iv2) = κϕ(ζ) − ω(ζ)
ω′(ζ)

ϕ′(ζ) − ψ(ζ). (16)

Комплексные потенциалы ϕ(ζ) и ψ(ζ) определяются из граничного условия
на единичной окружности для выражения (15)

ϕ(t) +
ω(t)
ω′(t)

ϕ′(t) + ψ(t) = (f1 + if2)(t) = f(t), t = eiθ. (17)

Функции ϕ(ζ) и ψ(ζ) голоморфны во всей плоскости, включая бесконечную точку.
Решение граничной задачи (17) при отсутствии напряжений на бесконечности и глав-
ного вектора сил на контуре отверстия таково [14]:

ϕ(ζ) = − 1
2πi

∮
f(t)dt
t− ζ

, ψ(ζ) = − 1
2πi

∮
f(t)dt
t− ζ

− ζ
1 +mζ2

ζ2 −m
ϕ′(ζ) + ψ(∞). (18)

Постоянная ψ(∞) не влияет на распределение напряжений

ψ(∞) =
1

2πi

∮
f(t)

dt

t
.

Напряжения в криволинейных координатах (r, θ) находятся по формулам

srr + isrθ = Φ(ζ) + Φ(ζ) −G(ζ),
(19)

sθθ − isrθ = Φ(ζ) + Φ(ζ) +G(ζ),

G(ζ) =

[
ω(ζ)
ω′(ζ)

Φ′(ζ) + Ψ(ζ)

]
e−2iγ , e−2iγ =

ζω′(ζ)
ζω′(ζ)

.

Комплексные потенциалы Φ(ζ) и Ψ(ζ) можно получить из (18) и равенств

ω′(ζ)Φ(ζ) = ϕ′(ζ), ω′(ζ)Ψ(ζ) = ψ′(ζ). (20)

2. Вывод интегрального уравнения. На контуре эллипса напряжения snn =
srr, snt = srθ. В граничные условия (9) входят напряжения и производная перемеще-
ний второй задачи, записанные в базисе декартовых координат (x1, x2). Преобразуем
уравнения (9):

Δσ(x1) = (σ22 − iσ21)2 = Φ(ζ) + Φ(ζ) +

[
ω(ζ)
ω′(ζ)

Φ′(ζ) + Ψ(ζ)

]
e2iα,

(21)

2μ1Δu′(x1) = 2μ1(u′1 + iu′2)2 = κ1Φ(ζ) − Φ(ζ) −
[
ω(ζ)
ω′(ζ)

Φ′(ζ) + Ψ(ζ)

]
e2iα.

Переменную ζ в формулах (21) вычисляем на линии сопряжения полуплоскостей
ζ = ζ(x1), используя формулы (1).

В уравнение (10) входят напряжения первой задачи в базисе координат (r, θ)

(srr + isrθ)1 = 0.5(σ11 + σ22) − 0.5(σ22 − σ11 − 2iσ12)e−2i(α+γ) =
(22)

= Φ1(z) + Φ1(z) + [Φ1(z) − Ω1(z) − (z − z)Φ′
1(z)]e

−2i(α+γ) = p(t) − q(t).
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Подставим выражения (21) в формулы (13) и вычислим интегралы типа Коши

h(z) − h(∞) = Φ(ζ), r(z) − r(∞) = μ2κ1Φ(ζ), z ∈ S2,

h(z) − h(∞) = −Φ(ζ1) −
[
ω(ζ)
ω′(ζ1)

Φ′(ζ1) + Ψ(ζ1)

]
e2iα, z ∈ S1, (23)

r(z) − r(∞) = μ2Φ(ζ1) + μ2

[
ω(ζ)
ω′(ζ1)

Φ′(ζ1) + Ψ(ζ1)

]
e2iα, z ∈ S1,

где комплексные переменные ζ и ζ1 являются соответственно корнями уравнений

ω(ζ) = (z + id)e−iα, ω(ζ1) = (z + id)e−iα.

Используя (23), преобразуем формулы для комплексных потенциалов (12)

Φ1(z) = Φ1(∞) + a1[h(z) − h(∞)], Ω2(z) = Ω2(∞) − (1 − a1)[h(z) − h(∞)], z ∈ S1,

Φ2(z) = Φ2(∞) + (1 + a2)Φ(ζ), Ω1(z) = Ω1(∞) + a2Φ(ζ), z ∈ S2, (24)

функция h(z) − h(∞) дается второй формулой (23),

a1 =
μ1 − μ2

μ1 + μ2κ1
, a2 =

μ2κ1 − μ1κ2

μ2 + μ1κ2
.

В уравнении (22) заменим потенциалы Φ1(z) и Ω1(z) выражениями (24)

a1[h(z) − h(∞)] + a1[h(z) − h(∞)] +

+
(
a1[h(z) − h(∞)] − a2Φ(ζ1) − (z − z)a1h′(z)

)
e−2i(α+γ) = (25)

= p(t) − q(t) − 0.5(σ1∞
11 + σ∞

22) + 0.5(σ∞
22 − σ1∞

11 − 2iσ∞
21)e

−2i(α+γ),

здесь z = ω(t)eiα − id, t = eiθ. Правая и левая части этого уравнения содержат одну
неизвестную функцию q(t).

Подставим в (25) для функции h(z) − h(∞) значение (23)

a1(g + g) + [a1g + a2Φ(ζ1)]e−2i(α+γ) − a1(z − z)
e−iα

ω′(ζ1)

(
Φ′(ζ1) +

∂g

∂ζ1

)
e−2i(α+γ) =

= q(t) − p(t) + 0.5(σ1∞
11 + σ∞

22) − 0.5(σ∞
22 − σ1∞

11 − 2iσ∞
21)e

−2i(α+γ), (26)

где

g = −[h(z) − h(∞)] = Φ(ζ1) +

[
ω(ζ)
ω′(ζ1)

Φ′(ζ1) + Ψ(ζ1)

]
e−2iα.

Если оси эллипса параллельны декартовым осям (x1, x2), то угол α = 0 и уравнение
(26) несколько упрощается.

Функции Φ(ζ) и Ψ(ζ) в уравнении (26) определяются с помощью формул (18)
и (20)

ω′(ζ)Φ(ζ) = − 1
2πi

∮
q(t)ω′(t)

dt

t− ζ
,

(27)
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ω′(ζ)Ψ(ζ) =
1

2πi

∮
q(t)ω′(t)

dt

t2(t− ζ)
− ζ

1 +mζ2

ζ2 −m
Φ′(ζ) +

1 −mζ2

ζ2 −m
Φ(ζ).

Таким образом, задача об эллиптическом отверстии в неоднородной плоскости
сведена к решению интегрального уравнения Фредгольма второго рода (26) для
функции q(t) на окружности единичного радиуса.

3. Метод решения интегрального уравнения. Решение интегрального урав-
нения (26) представим в виде тригонометрического ряда Фурье, неизвестные коэффи-
циенты которого ищутся методом коллокации. Создана программа в среде MATLAB
для реализации этого метода. Положим

ω′(t)q(t) = a0 +
∞∑

n=1

ant
n +

∞∑
n=1

bnt
−n, t = eiθ. (28)

Главный вектор сил на контуре отверстия находится по формуле

F = i

∮
(σn1 + iσn2) ds =

∮
q(t)ω′(t) dt.

Подставив в нее (28), получим F = 2πib1. Поскольку главный вектор по условию
равен нулю, то коэффициент b1 = 0.

По первой формуле (27) найдем комплексный потенциал Φ(ζ)

ω′(ζ)Φ(ζ) = ϕ′(ζ) =
∞∑

k=2

bkζ
−k. (29)

Используя выражение

ω′(t)q(t) = a0 +
∞∑

n=1

ant
−n +

∞∑
n=1

bnt
n, t = eiθ,

по второй формуле (27) найдем комплексный потенциал Ψ(ζ)

ω′(ζ)Ψ(ζ) = ψ′(ζ) = −a0
1
ζ2

−
∞∑

k=1

akζ
−k−2 − ζ

1 +mζ2

ζ2 −m
Φ′(ζ) +

1 −mζ2

ζ2 −m
Φ(ζ). (30)

При вычислении интегралов область |ζ| > 1 остается справа при обходе контура.
Функции ω′(ζ)Φ(ζ) и ω′(ζ)Ψ(ζ) должны быть голоморфны в области |ζ| > 1,

выражения (29), (30) этим условиям удовлетворяют.
Неизвестные коэффициенты разложения (28) определялись из интегрального

уравнения (26) с помощью метода коллокации. Оставив в разложении (28) конеч-
ное число членов n = 1,m, получим 2m неизвестных комплексных постоянных an,
bn. После подстановки разложений в выражение (26) запишем его в виде

m∑
n=0

[
An(t)an +A′

n(t)an +Bn(t)bn +B′
n(t)bn

]
= F (t), t = eiθ, θ ∈ [0, 2π].

Берем нужное количество точек θi на промежутке [0, 2π] так, чтобы число уравне-
ний равнялось числу неизвестных постоянных, и вычисляем в этих точках значения
функций в коэффициентах уравнения. Задача сводится к решению системы алгеб-
раических уравнений.
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Чтобы получить решение задачи для полуплоскости с эллиптическим отвер-
стием, нужно в уравнениях для двухкомпонентной плоскости положить μ2 = 0 (рас-
сматривается нижняя полуплоскость S1). Постоянные в уравнениях (25), (26) будут
такими: a1 = 1, a2 = −1.

Значение параметра m = 1 в конформном отображении (14) соответствует двух-
компонентной плоскости с прямолинейной наклонной трещиной (разрезом) на отрез-
ке [−2R, 2R] оси ξ1. Решение первой задачи будет прежним, решение второй задачи
изменится, поскольку интегралы типа Коши (18) будут вычисляться не на окруж-
ности, а на отрезке. Напряжения второй задачи будут иметь корневую особенность
у концов трещины. Решение указанной задачи для разных видов граничных условий
на берегах трещины приведено в работе [13].

Для практических целей представляют интерес напряжения на линии раздела
материалов. Эти напряжения вычисляются по формулам

σ22 − iσ21 = Φ2(z) + Ω2(z), σ11 + iσ12 = Φ2(z) + 2Φ2(z) − Ω2(z).

Взяты напряжения верхней полуплоскости, использующие решение только первой
частной задачи. С помощью формул (12), (23) имеем

σ22 − iσ21 = (σ22 − iσ21)∞ +
μ2(1 + κ1)
μ2 + μ1κ2

Φ(ζ) +
μ2(1 + κ1)
μ1 + μ2κ1

g. (31)

Функции Φ(ζ) и Ψ(ζ) находятся по формулам (29), (30), комплексные переменные ζ
и ζ1 берутся на линии раздела, они являются корнями уравнений

ω(ζ) = (x1 + id)e−iα, ω(ζ1) = (x1 + id)e−iα.

На линии раздела эти переменные как функции от x1 совпадают.
Получим формулы для напряжений на контуре отверстия. Они складываются

из напряжений первой и второй задач

srr + sθθ = (srr + sθθ)1 + (srr + sθθ)2, (32)

(srr + sθθ)1 = 2[Φ1(z) + Φ1(z)], (srr + sθθ)2 = 2[Φ(ζ) + Φ(ζ)].
Поскольку радиальные напряжения srr на контуре отверстия заданы (в частности,
равны нулю), то по этим формулам находятся окружные напряжения sθθ. Величины
ζ и ζ1 берутся на контуре отверстия: ζ = eiθ, ω(ζ1) = [ω(ζ)e−iα + 2id] e−iα.

4. Неоднородная пластина с круговым отверстием. Постановка краевой
задачи для кругового отверстия такая же, как и в случае эллиптического отверстия.
Решение задачи для пластины с круговым отверстием выведем из решения для эл-
липтического отверстия, положив в нем m = 0, α = 0, γ = θ, R — радиус отверстия.

Напряжения и перемещения находятся по формулам (16) и (19)

(srr + isrθ)2 = Φ(ζ) + Φ(ζ) − ζΦ′(ζ) − Ψ(ζ)e−2iθ,

(sθθ − isθr)2 = Φ(ζ) + Φ(ζ) + ζΦ′(ζ) + Ψ(ζ)e−2iθ,

2μ(v1 + iv2)2 = κϕ(ζ) − ζϕ′(ζ) − ψ(ζ).
Комплексные потенциалы (27) имеют вид

Φ(ζ) = − 1
2πi

∮
q(t)

dt

t− ζ
,

(33)

Ψ(ζ) =
1

2πi

∮
q(t)

dt

t2(t− ζ)
− 1
ζ
Φ′(ζ) +

1
ζ2

Φ(ζ).
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Формулы (23) в данной задаче будут существенно проще:

h(z) − h(∞) = Φ(ζ), r(z) − r(∞) = μ2κ1Φ(ζ), z ∈ S2,

h(z) − h(∞) = −Φ(ζ1) −
[
ζΦ′(ζ1) + Ψ(ζ1)

]
, z ∈ S1,

r(z) − r(∞) = μ2Φ(ζ1) + μ2

[
ζΦ′(ζ1) + Ψ(ζ1)

]
, z ∈ S1,

в них комплексные переменные Rζ = z + id, Rζ1 = z + id.
Запишем интегральное уравнение Фредгольма (26) для кругового отверстия

a1

[
Φ(ζ1) + ζΦ′(ζ1) + Ψ(ζ1)

]
+ a1(1 + e−2iθ)

[
Φ(ζ1) + ζΦ′(ζ1) + Ψ(ζ1)

]
+

+ a2Φ(ζ1)e−2iθ − a1(ζ − ζ1)
[
2Φ′(ζ1) + ζΦ′′(ζ1) + Ψ′(ζ1)

]
e−2iθ = (34)

= q(t) − p(t) + 0.5(σ1∞
11 + σ∞

22) − 0.5(σ∞
22 − σ1∞

11 − 2iσ∞
12)e

−2iθ.

На контуре единичной окружности ζ = eiθ, Rζ1 = 2id + Re−iθ = 2id + Rt−1, d > R.
Очевидны следующие оценки: |ζ| = 1; 2d−R � R|ζ1| � 2d+R.

Решение интегрального уравнения (34) ищем в виде (28), для комплексных по-
тенциалов (33) получим выражения

RΦ(ζ) = ϕ′(ζ) =
∞∑

k=2

bkζ
−k,

RΨ(ζ) = ψ′(ζ) = −a0
1
ζ2

−
∞∑

k=1

akζ
−k−2 − 1

ζ
Φ′(ζ) +

1
ζ2

Φ(ζ).

Область |ζ| > 1 остается справа при обходе контура окружности.
Напряжения на линии раздела вычисляются по формуле (31), а на контуре от-

верстия — по соотношениям (32).
З а м е ч а н и е. Задача о круговом отверстии в неоднородной пластине близ-

ка к решенной раньше задаче о криволинейной трещине в виде дуги окружности
[16]. Некоторые уравнения по форме совпадают, в частности интегральное уравнение
Фредгольма (34). Однако есть и существенные отличия, здесь уравнение (34) выпол-
няется на полной окружности, а в работе [16] на дуге окружности. Формулы для
комплексных потенциалов (33) в случае отверстия не имеют особенности, а в слу-
чае трещины содержат корневую особенность у концов трещины. В работе [17] рас-
смотрена задача об упругом круговом включении в пластину при наличии отслоения
(трещины) на части границы. Полученное решение для потенциалов также содержит
корневую особенность у концов трещины. Некоторые результаты решения задачи об
эллиптическом включении представлены в работах [18, 19].

5. Результаты расчетов напряжений. Были выполнены расчеты напряжений
на линии раздела материалов при растяжении пластины напряжениями на бесконеч-
ности σ∞

22 = p. Предположим, что σ1∞
11 = σ2∞

11 = σ∞
11 . Для напряжений на бесконечно-

сти должны выполняться уравнения (5), из второго уравнения находим

σ∞
11 =

(3 − κ1)μ2 − (3 − κ2)μ1

(1 + κ1)μ2 − (1 + κ2)μ1
σ∞

22 .
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Рис. 2. Напряжения при разных d и α

I — d = 2, α = 0◦; II — d = 1.5, α = 0◦; III — d = 3, α = 45◦; IV — d = 3.5, α = 90◦.

В частном случае ν1 = ν2 = ν будет κ1 = κ2 = κ, тогда

σ∞
11 =

3 − κ

1 + κ
σ∞

22 .
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При плоской деформации и плоском напряженном состоянии имеем соответственно

σ∞
11 =

ν

1 − ν
σ∞

22 , σ∞
11 = ν σ∞

22 .

Рассмотрены следующие параметры материалов: μ2/μ1 = 3, μ2/μ1 = 1/3, ν1 = ν2 =
0.3. Полуоси эллипса: a = 3, b = 1 (безразмерные величины), расстояние от центра
эллипса до межфазной линии — оси x1 варьировалось: d = 3, d = 2, d = 1.5, угол
α = 0◦, α = 45◦, α = 90◦.

На рис. 2, I–IV показаны нормальные σ22 и касательные σ21 напряжения на линии
раздела материалов для отношения модулей упругости μ2/μ1 = 1/3 — сплошная
линия и μ2/μ1 = 3 — пунктирная.

Напряжения на графиках безразмерны, они отнесены к величине p. При |x1| → ∞
напряжения σ22 → 1, а напряжения σ12 → 0. В окрестности точки x1 = 0 нормаль-
ные напряжения имеют минимум, величина которого зависит от отношения модулей
упругости полуплоскостей μ2/μ1. Уменьшение напряжений связано с тем, что эллипс
вытягивается в направлении оси x2 и сжимается в направлении оси x1, это вызывает
сжатие материала в окрестности отверстия. При d = 1.5 расстояние контура эллипса
от границы раздела равно 0.5, существенно сократить его пока не удалось. Матри-
ца алгебраических уравнений в методе коллокации становится плохо обусловленной.
Когда отверстие расположено достаточно далеко от линии раздела материалов, вели-
чина и характер распределения напряжений в основном определяются модулем упру-
гости полуплоскости, где оно расположено. Если же отверстие расположено близко
к линии раздела, то напряжения существенно зависят от модулей упругости обеих
полуплоскостей, как показывает рис. 2, II.

На рис. 2, IV представлены графики напряжений для параметров d = 3.5,
α = 90◦. Расстояние от контура эллипса до линии раздела такое же, как и на рис. 2, II.
Сравнение рис. 2, IV и II, III показывает их существенное отличие. Когда малая по-
луось эллипса стремится к нулю, в пределе вместо эллипса получаем разрез. В работе
[13] рассмотрен случай разреза, расположенного в окрестности линии раздела, и при-
ведены графики напряжений на этой линии для разных углов α. Для углов α = 0◦

и α = 90◦ эти графики похожи на приведенные на рис. 2, I, II и IV соответственно.
6. Заключение. В работе получено аналитическое решение плоской задачи для

двухкомпонентной плоскости с эллиптическим отверстием, расположенным в ниж-
ней полуплоскости. Для решения задачи использованы методы комплексных потен-
циалов Колосова–Мусхелишвили, конформных отображений и суперпозиции. Также
были выполнены численные расчеты напряжений на линии раздела методом конеч-
ных элементов, реализованным в некоммерческом программном пакете FreeFem++.
Рассматривалась квадратная пластина с длиной стороны, равной 20. Контур эллип-
тического отверстия и границы x1 = ±10 предполагались свободными, на x2 = ±10
были заданы напряжения σ22 = p, σ21 = 0. На линии сопряжения полупластин x2 = 0
имели место условия непрерывности напряжений и перемещений. Остальные пара-
метры задачи остались теми же, что и при построении графиков, представленных
на рис. 2. Сравнение результатов численных экспериментов с аналитическими ре-
шениями показало, что величины нормальных и касательных напряжений на линии
соединения материалов почти полностью совпадают.
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