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В работе предложен алгоритм построения управляющей функции, гарантирующей пе-
ревод широкого класса стационарных нелинейных управляемых систем обыкновенных
дифференциальных уравнений из начального состояния в начало координат с учетом
возможности контроля исправности функционирования вычислительных комплексов.
Найдены конструктивные достаточные условия, гарантирующие существование реше-
ния поставленной задачи. Работоспособность алгоритма иллюстрируется при числен-
ном моделировании конкретной практической задачи.
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1. Введение. Одна из важных и сложных областей математической тео-
рии управления посвящена исследованию проблемы перевода систем обыкновенных
дифференциальных уравнений (ОДУ) из начального состояния в заданное конечное
состояние для различных классов управляющих функций. Решение задач с указан-
ным переводом сводится к решению граничных задач для управляемых систем ОДУ.
Исследования граничных задач включают в себя вопросы, связанные с нахождением
и оценкой множества конечных состояний, в которые возможен перевод из задан-
ного начального состояния [1–4], и др., нахождением необходимых и достаточных
условий, гарантирующих указанный перевод [1, 4–7], и др., а также с разработкой
конструктивных методов нахождения управляющих функций и соответствующих
им решений управляемых систем [1, 3, 4] и др.
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Методы решения граничных задач имеют самостоятельный научный интерес, а
также могут быть использованы при нахождении оптимальных управлений и тра-
екторий при решении задач управления [8].

Значительный интерес представляют вопросы решения граничных задач для
управляемых систем, связанные с возможностью и эффективностью математиче-
ского моделирования процессов управления. Использование процедуры численно-
го моделирования на различных этапах проектирования систем управления тех-
ническими объектами значительно сокращает затраты на разработку и сроки со-
здания. Качество и достоверность результатов численного моделирования зависят
от исправности функционирования вычислительных комплексов. В связи с этим
обстоятельством возникает проблема разработки алгоритмов построения управ-
ления таким образом, чтобы в процессе моделирования можно было контроли-
ровать исправность работы вычислительных комплексов. В данной работе зада-
ча нахождения искомой управляющей функции и соответствующих функций фа-
зовых координат решается таким образом, что одна из функций фазовых ко-
ординат считается известным полиномом от независимой переменной. Соответ-
ственно, метод контроля подразумевает подход, основанный на сравнении зна-
чений фазовой координаты, полученных в результате вычислений, с точными
значениями, которые определяются заданным полиномом. Если модуль разности
этих значений превышает некоторое пороговое число, то принимается решение
на использование резервного компьютера. Аналогичным образом решается зада-
ча контроля вычислительных комплексов, расположенных на объекте управления,
в процессе формирования управляющего сигнала. Предложенный метод контро-
ля может дополнить, а иногда и заменить традиционные технические инженерные
подходы.

Кроме того, предлагаемый алгоритм может быть использован при решении
важной и сложной практической задачи выбора шага интегрирования в процессе
решения задачи Коши для системы обыкновенных дифференциальных уравнений
математической модели объекта управления. Трудность решения этой задачи со-
стоит в том, что при больших шагах интегрирования увеличивается методическая
погрешность расчетной схемы, а при малых шагах — вычислительная погрешность.
По информации о точном значении одной из фазовых координат можно найти сба-
лансированный шаг интегрирования для выбранной расчетной схемы.

В статье используется подход, предложенный в работах [4, 9, 10]. Главное отли-
чие ее результатов от опубликованных в [4, 9] состоит в том, что решение исходной
задачи сводится к решению граничной задачи для нестационарной системы. В ста-
тье [10] приведен алгоритм решения граничной задачи, аналогичной той, которая
была рассмотрена в [9]. Однако воспользоваться ее результатами при решении по-
ставленной в настоящей статье задачи не представляется возможным, поскольку в
формулировке теоремы отсутствует условие f(0, 0, t) = 0, фигурирующее в публи-
кации [10].

В настоящей работе одна из фазовых координат задается в виде некоторого
полинома. Подобный подход, например, применяется при построении алгоритма
управления траекторией беспилотного летательного аппарата на основе концепции
обратных задач динамики, изложенной в [11].

Новизна результата состоит в разработке алгоритма решения поставленной за-
дачи и нахождении конструктивного достаточного условия, гарантирующего суще-
ствование указанного решения.
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2. Постановка задачи и основная теорема. Объектом исследования явля-
ется управляемая система обыкновенных дифференциальных уравнений системы
вида

ẋ = f(x, u), (1)

где x = (x1, . . . , xn)
T , x ∈ Rn, u = (u1, . . . , ur)

T , u ∈ Rr, r ≤ n, t ∈ [0, 1].
Здесь x — вектор фазовых координат; u — вектор управления.
Пусть выполнены условия

f ∈ C2n(Rn ×Rr, Rn), f = (f1, . . . , fn)
T , (2)

f(0, 0) = 0; (3)

∂f1
∂u1

(0, 0) �= 0. (4)

Задача 1. Найти пару функций x(t) = (x1(t), . . . , xn(t))
T , x(t) ∈ C1([0, 1]; Rn),

u(t) ∈ C1([0, 1]; Rr), удовлетворяющих системе (1) и условиям:

x(0) = x0, x(1) = 0, x0 = (x01, . . . , x
0
n)
T , (5)

где x0 = (x01, . . . , x
0
n)
T — заданный вектор,

x1(t) = x01 · (1 − t), x01 ∈ R1. (6)

Введем в рассмотрение матрицы:
A0 = {aij}, aij = ∂fi

∂xj
(0, 0)− ∂fi

∂u1
(0, 0) · ∂f1∂xj

(0, 0) · ( ∂f1∂u1
(0, 0)

)−1
,

B0 = {bij}, {bij} = ∂fi
∂uj

(0, 0)− ∂fi
∂u1

(0, 0) · ∂f1∂uj
(0, 0) · ( ∂f1∂u1

(0, 0)
)−1

, i = 2, . . . , n, j =
2, . . . , r.

Пусть S0 = (B0, A0B0, . . . , A
n−2
0 B0).

Будем предполагать, что матрица S0 удовлетворяет условию

rank S0 = n− 1. (7)

Алгоритм решения поставленной задачи опирается на этапы доказательства
следующей теоремы.

Теорема. Пусть для системы (1) выполнены условия (2)–(4), (7). Тогда су-
ществует такое ε > 0, что ∀x0 ∈ Rn : ‖x0‖ < ε существует решение задачи 1,
которое может быть получено с помощью решения задачи стабилизации линей-
ной нестационарной системы специального вида и последующим решением задачи
Коши для вспомогательной системы обыкновенных дифференциальных уравнений.

Доказательство теоремы можно разбить на несколько этапов.

3. Формулировки вспомогательных задач и построение вспомогатель-
ных систем. Из условий (2)–(4) и теоремы о неявной функции следует существо-
вание ε1 > 0 такого, что для всех x01, xi, i = 2, . . . , n, uj , j = 2, . . . , r : |x01| < ε1, |xi| <
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ε1, |uj| < ε1 существует функция u1(t, x
0
1, x2, . . . , xn, u2, . . . , ur), удовлетворяющая

уравнению

−x01 = f1(x
0
1 · (1 − t), x2, . . . , xn, u1(t, x

0
1, x2, . . . , xn, u2, . . . , ur), u2, . . . , ur),

t ∈ [0, 1],
(8)

и условию

u1(t, 0, . . . , 0) ≡ 0, t ∈ [0, 1]. (9)

После подстановки функции u1(t, x
0
1, x2, . . . , xn, u2, . . . , ur) и x1(t) из формулы

(6) в правую часть всех уравнений системы (1), кроме первого, получим систему

ẋi = fi(x1(t), x2, . . . , xn, u1(t, x
0
1, x2, . . . , xn, u2, . . . , ur), u2, . . . , ur),

i = 2, . . . , n, t ∈ [0, 1].
(10)

Рассмотрим задачу.
Найти пару функций x̄(t), ū(t), где x̄(t) = (x2(t), . . . , xn(t))

T , ū(t) =
(u2(t), . . . , ur(t))

T , удовлетворяющих системе (10) и условиям

x̄(0) = x̄0, x̄(1) = 0̄, x̄0 = (x02, . . . , x
0
n)
T , 0̄ = (0, . . . , 0)n−1×1. (11)

Пару функций x̄(t), ū(t), удовлетворяющую системе (10), и условиям (11) будем
называть решением задачи (10), (11).

Замечание 1. Если подставить решение задачи (10), (11) в функцию
u1(t, x

0
1, x2, . . . , xn, u2, . . . , ur), то будем иметь набор функций x1(t), x̄(t) и

u1(t), ū(t), который является решением задачи 1.
Введем обозначения:

f̄i(t, x
0
1, x2, . . . , xn, u2, . . . , ur) =

= fi(x1(t), x2, . . . , xn, u1(t, x
0
1, x2, . . . , xn, u2, . . . , ur), u2, . . . , ur), i = 2, . . . , n.

(12)

Из условий (3), (9) следует

f̄i(t, 0, 0̄, ¯̄0) = 0, ¯̄0 = (0, . . . , 0)r−1×1, i = 2, . . . , n. (13)

Выполним в системе (10) замену независимой переменной t на τ по формуле

t(τ) = 1− e−ατ , τ ∈ [0,∞), (14)

где α > 0 — некоторое вещественное число, подлежащее определению. Условие вы-
бора α указано в [4]. В результате система (10) в векторной форме примет вид

dc̄

dτ
= αe−ατ f̄(t(τ), x01, c̄, d̄), f̄ = (f̄2, . . . , f̄n)

T , (15)

c̄(τ) = x̄(t(τ)), c̄ = (c2, . . . , cn)
T , d̄(τ) = ū(t(τ)), d̄ = (d2, . . . , dr)

T . (16)
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Рассмотрим задачу.
Найти пару функций c̄(τ) ∈ C1([0,∞)), d̄(τ) ∈ C1([0,∞)), удовлетворяющую

системе (15) и условиям

c̄(0) = x̄0, c̄(τ) → 0̄ при τ → ∞. (17)

Указанную пару функций будем называть решением задачи (15), (17).

Замечание 2. Легко видеть, что после перехода в решении задачи (15), (17) к
исходной независимой переменной t по формулам (14), (16) и к пределу при t → 1,
получим решение задачи (10), (11).

Для решения задачи (15), (17) введем вспомогательные обозначения:
˜̄c = θic̄,

˜̄d = θid̄, t̃ = 1− θie
−ατ , θi ∈ [0, 1], i = 2, . . . , n;

|k| =∑n
j=2 kj ; |m| =∑r

j=2mj, k! = k2! . . . kn!, m! = m2! . . .mr!.
Представим правую часть системы (10) в виде формулы Тейлора в окрестности

точки (1, 0̄, ¯̄0). Тогда после замены (14), (16) она примет вид

dci
dτ

= αe−ατ
(
f̄i(1, x

0
1, 0̄,

¯̄0) +

n∑
j=2

∂f̄i
∂xj

(1, x01, 0̄,
¯̄0)cj +

r∑
j=2

∂f̄i
∂uj

(1, x01, 0̄,
¯̄0)dj−

−e−ατ ∂f̄i
∂t

(1, x01, 0̄,
¯̄0)

)
+

+
1

2
αe−ατ

( n∑
j=2

n∑
k=2

∂2f̄i
∂xj∂xk

(1, x01, 0̄,
¯̄0)cjck +

r∑
j=2

r∑
k=2

∂2f̄i
∂uj∂uk

(1, x01, 0̄,
¯̄0)djdk +

+ 2
n∑
j=2

r∑
k=2

∂2f̄i
∂xj∂uk

(1, x01, 0̄,
¯̄0)cjdk − 2αe−ατ

n∑
j=2

∂2f̄i
∂xj∂t

(1, x01, 0̄,
¯̄0)cj −

− 2αe−ατ
r∑
j=2

∂2f̄i
∂uj∂t

(1, x01, 0̄,
¯̄0)dj + e−2ατ ∂

2f̄i
∂t2

(1, x01, 0̄,
¯̄0)

)
+ . . .+

+ αe−ατ
∑

|k|+|m|+l=2n−2,

1

k!m!l!

∂f̄
|k|+|m|+l
i

∂x2k2 . . . ∂xnkn∂u2m2 . . . ∂urmr∂tl
(1, x01, 0̄,

¯̄0) ×

× c2
k2 . . . cn

kn d̄m2
2 . . . dr

mr (−1)le−lατ +

+ αe−ατ ×
∑

|k|+|m|+l=2n−1,

1

k!m!l!

∂f̄
|k|+|m|+l
i

∂xk22 . . . ∂xknn ∂um2
2 . . . ∂umr

r ∂tl
(t̃(τ), x01, ˜̄c,

˜̄d) ×

× c2
k2 . . . cn

knd2
m2 . . . dr

mr(−1)le−lατ , i = 2, . . . , n.

(18)

Дальнейшие рассуждения будем проводить при условии ограничений на функ-
цию c̄(τ):

‖c̄(τ)‖ < ε1, |x01| < ε1, ‖d̄‖ < ε1. (19)

В соответствии с методом, описанным в работе [4], выполним 2n − 1 преобра-
зований сдвига функции ci → c2n−1

i . Главная цель этих преобразований состоит в
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том, чтобы норма слагаемых правой части, которые не содержат компонент векто-
ров c̄2n−1 и d̄, удовлетворяла оценке O(e−2nατ |x01|), τ → ∞, x01 → 0. На первом шаге
выполним замену ci(τ) на c1i (τ) по формуле

ci = c1i (τ) − e−ατ f̄i(1, x01, 0̄, ¯̄0), i = 2, . . . , n. (20)

Пусть D|k|+|m|+lf̄i =
∂f̄

|k|+|m|+l
i

∂x
k2
2 ...∂xkn

n ∂u
m2
2 ...∂umr

r ∂tl
.

Для компактности записи введем обозначение:

Fi(x
0
1) = f̄i(1, x

0
1, 0̄,

¯̄0), i = 2, . . . , n. (21)

Из (13), (21) следует

Fi(0) = 0, i = 2, . . . , n. (22)

После подстановки (20) в левую и правую части (18), с учетом введенных обо-
значений, получим систему:

dc1i
dτ

= −αe−2ατ
n∑
j=2

∂f̄i
∂xj

(1, x01, 0̄,
¯̄0)Fj(x

0
1)+

+αe−3ατ
(1
2

n∑
j=2

n∑
k=2

∂2f̄i
∂xj∂xk

(1, x01, 0̄,
¯̄0)Fj(x

0
1)Fk(x

0
1) +

n∑
j=2

∂2f̄i
∂xj∂t

(1, x01, 0̄,
¯̄0)Fj(x

0
1)
)
+

+αe−ατ
( n∑
j=2

∂f̄i
∂xj

(1, x01, 0̄,
¯̄0)c1j +

r∑
j=2

∂f̄i
∂uj

(1, x01, 0̄,
¯̄0)dj − e−ατ

∂f̄i
∂t

(1, x01, 0̄,
¯̄0)

)
−

−1

2
αe−2ατ

( n∑
j=2

n∑
k=2

∂2f̄i
∂xj∂xk

(1, x01, 0̄,
¯̄0)c1jFk(x

0
1)+

+

n∑
j=2

n∑
k=2

∂2f̄i
∂xj∂xk

(1, x01, 0̄,
¯̄0)Fj(x

0
1)c

1
k + 2

n∑
j=2

r∑
k=2

∂2f̄i
∂xj∂uk

(1, x01, 0̄,
¯̄0)Fj(x

0
1)dk

)
+

+
1

2
αe−ατ

( n∑
j=2

n∑
k=2

∂2f̄i
∂xj∂xk

(1, x01, 0̄,
¯̄0)c1jc

1
k +

r∑
j=2

r∑
k=2

∂2f̄i
∂uj∂uk

(1, x01, 0̄,
¯̄0)djdk+

+ 2

n∑
j=2

r∑
k=2

∂2f̄i
∂xj∂uk

(1, x01, 0̄,
¯̄0)c1jdk − 2αe−ατ

n∑
j=2

∂2f̄i
∂xj∂t

(1, x01, 0̄,
¯̄0)c1j−

− 2αe−ατ
r∑
j=2

∂2f̄i
∂uj∂t

(1, x01, 0̄,
¯̄0)dj + e−2ατ ∂

2f̄i
∂t2

(1, x01, 0̄,
¯̄0)

)
+ . . .+

+ αe−ατ
∑

|k|+|m|+l=2n−2,

1

k!m!l!
D|k|+|m|+lf̄i(1, x01, 0̄, ¯̄0)×

×(c12 − e−ατF2(x
0
1))

k2
. . . (c1n − e−ατFn(x01))

kn
d2
m2 . . . dr

mr(−1)le−lατ+

+ αe−ατ
∑

|k|+|m|+l=2n−1,

1

k!m!l!
D|k|+|m|+lf̄i(t̃(τ), x01, ˜̄c,

˜̄d)×

×(c12 − e−ατF2(x
0
1))

k2
. . . (c1n − e−ατFn(x01))

kn
d2
m2 . . . dr

mr(−1)le−lατ ,
i = 2, . . . , n.

(23)
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С учетом (17), (20)

c1i (0) = x0i + Fi(x
0
1), i = 2, . . . , n. (24)

На следующем шаге выполним замену переменной по формуле

c1i = c2i (τ) + e−2ατ

( n∑
j=2

∂f̄i
∂xj

(1, x01, 0̄,
¯̄0)

)
Fi(x

0
1) =

= c2i (τ) + e−2ατφ2i (x
0
1), i = 2, . . . , n,

(25)

где φ2i (x01) =
∑n

j=2
∂f̄i
∂xj

(1, x01, 0̄,
¯̄0)Fj(x

0
1).

Из (22), (24), (25) следует c2i (0) = x0i + Fi(x
0
1)− φ2i (x

0
1), φ

2
i (0) = 0, i = 2, . . . , n.

В результате получим систему в новой зависимой переменной c̄2, у которой сла-
гаемые, не содержащие степеней компонент векторов c̄2 и d̄, удовлетворяют оценке
O(e−2nατ |x01|). Используя индуктивный переход и формулы (20), (23) и (25), на k-м
шаге получим искомое преобразование сдвига:

ck−1
i = cki (τ) + e−kατφki (x

0
1), φ

k
i (0) = 0, i = 2, . . . , n. (26)

Выполним преобразования (26) 2n−1 раз (см. [4]). Далее если в правой части по-
лученной системы объединить слагаемые, линейные по компонентам вектора c̄2n−1

с коэффициентами e−iατ i = 1, . . . , n, а также слагаемые, линейные по компонентам
вектора d̄ с коэффициентами e−iατ i = 1, . . . , n, то получим систему

dc̄2n−1

dτ
= P (x01) · c̄2n−1 +Q(x01) · d̄+

4∑
i=1

Ri(τ, x
0
1, c̄

2n−1, d̄),

Ri = (R2
i , . . . , R

n
i )
T , i = 1, . . . , 4.

(27)

Функции Ri1 содержат слагаемые правой части системы (27), линейно завися-
щие от компонент вектора c̄2n−1 с коэффициентами e−iατ , где i ≥ n+1. Ri2 включают
слагаемые правой части системы (27), линейно зависящие от компонент d̄ с коэф-
фициентами e−iατ , i ≥ n + 1. В Ri3 входят слагаемые правой части системы (27),
нелинейно зависящие от компонент векторов c̄2n−1 и d̄. Ri4 состоит из слагаемых, не
содержащих степеней компонент векторов c̄2n−1 и d̄.

После объединения системы (27) с системой (25), (26) из [4], получим аналог
системы (27) и начальных данных (28) из [4]:

d

dτ
c̃2n−1 = P̄ (x01) · c̃2n−1 + Q̄(x01) · ῡ +

4∑
i=1

R̄i(τ, x
0
1, c̄

2n−1, d̄), (28)

P̄ (x01) =

(
P (x01) Q(x01)
O1 O2

)
n+r−2×n+r−2

, Q̄ =

(
O3

E

)
n+r−2×r−1

,

где c̃2n−1 = (c̄2n−1, d)Tn+r−2×1; R̄i = (R2
i , . . . , R

n
i , 0, . . . , 0)

T
n+r−2×1, i = 1, . . . , 4;

O1, O2, O3 — матрицы соответствующих размерностей, состоящие из нулевых эле-
ментов; E — единичная матрица,

c̃2n−1(0) = c̃2n−1
0 , c̃2n−1

0 = (c̄2n−1
0 , 0, . . . , 0)Tn+r−2×1. (29)
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Из условия (12) и дифференцирования fi, i = 2, . . . , n по компонентам векто-
ров x̄, ū и переменной t как сложных функций получим аналоги равенств (23) и
начальных данных (24) из [4] (после замены F на x01 и 4n на 2n− 1):

P (x01) = αe−ατ (A(x01) + αe−ατP2(x
0
1) + . . .+ αe−(n−1)ατPn(x

0
1)),

Q(x01) = αe−ατ (B(x01) + αe−ατQ2(x
0
1) + . . .+ αe−(n−1)ατQn(x

0
1)),

(30)

c2n−1
i (0) = x0i + Fi(x

0
1)− φ2i (x

0
1)− . . .− φ2n−1

i (x01), i = 2, . . . , n,

φki (x
0
1) = (φk2(x

0
1), . . . , φ

2n−1
n (x01)), k = 2, . . . , 2n− 1, φki (0) = 0.

(31)

По аналогии с (30) из [4] (с учетом замены F на x01) имеем

Pi(x
0
1) → 0, Qi(x

0
1) → 0 при x01 → 0, i = 2, . . . , n.

Кроме того,

A(0) = A0, B(0) = B0. (32)

Из условий (20), (25), (26) следует, что существует константа ε2 > 0: 0 < ε2 < ε1,
такая, что для всех c̄2n−1 и x01, принадлежащих области

||c̄2n−1|| < ε2, |x01| < ε2, (33)

соответствующая функция c̄(τ) будет принадлежать области (19).
Из условий (2), (3) и построения функций Ri, i = 1, . . . , 4, следует, что в области

(19), (33) справедливы оценки:

‖R1(τ, x
0
1, c̄

2n−1, d̄)‖ ≤ e−(n+1)ατL1‖c̄2n−1‖, L1 > 0, (34)

‖R2(τ, x
0
1, c̄

2n−1, d̄)‖ ≤ e−(n+1)ατL2‖d̄‖, L2 > 0, (35)

‖R3(τ, x
0
1, c̄

2n−1, d̄)‖ ≤ e−ατL3(‖c̄2n−1‖2 + ‖d̄‖2), L3 > 0, (36)

‖R4(τ, x
0
1, c̄

2n−1, d̄)‖ ≤ e−2nατL4(x
0
1), L4(x

0
1) → 0 при x01 → 0. (37)

Константы Li, i = 1 . . . 4, зависят от области (19), (33).
Дальнейшее доказательство теоремы будет опираться на лемму.

4. Формулировка вспомогательной леммы. Рассмотрим линейную часть
системы (28):

d

dτ
c̃2n−1 = P̄ · c̃2n−1 + Q̄ · ῡ. (38)

Лемма. Пусть выполнены условия (2), (7). Тогда существует ε3: 0 < ε3 <
ε2 такое, что для всех x01: |x01| < ε3 существует вспомогательная управляющая
функция ῡ(τ) вида

ῡ(τ) =M(τ)c̃2n−1, (39)

‖M(τ)‖ = O(e(n−1)ατ ) при τ → ∞,
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которая обеспечивает экспоненциальное убывание фундаментальной матрицы си-
стемы (38), замкнутой вспомогательной управляющей функцией (39).

Доказательство леммы совпадает с доказательством леммы, приведенным в ра-
боте [4], с учетом формул (7), (30), (32) и замены F на x01.

5. Доказательство теоремы. Рассмотрим систему (28), замкнутую вспомо-
гательной управляющей функцией (39):

dc̃2n−1

dτ
= D(τ)c̃2n−1 +

4∑
i=1

R̄i(τ, x
0
1, c̃

2n−1). (40)

Выполним в системе (40) замену переменных по формулам:

c̃2n−1 = z(τ)e−(n−1)ατ , c̃2n−1(0) = z(0). (41)

В результате получим

dz

dτ
= C(τ)z + e(n−1)ατ

4∑
i=1

R̄i(τ, x
0
1, ze

−(n−1)ατ), C(τ) = D(τ) + αE. (42)

Покажем, что все решения системы (42) с начальными условиями (41), которые
начинаются в достаточно малой окрестности нуля, экспоненциально убывают.

Принимая во внимание (34)–(37) и повторяя рассуждения, приведенные при
доказательстве оценок (56)–(62) (из [4]) в области (19), (33), получим

‖z(τ)‖ ≤ K5e
−ατ‖c̃2n−1(0)‖, (43)

где K5 > 0 — постоянная, которая зависит от области (19), (33).
Из (41), (43) следует, что для всех c̃2n−1(0), x01, принадлежащих области

‖c̃2n−1(0)‖ < ε3
K5

, |x01| < ε3, (44)

решение системы (42) не покидает области (19), (33) (после замены ε2 на ε3) и
экспоненциально убывает.

Воспользовавшись условием (31), найдем ε > 0 такое, что ∀x0, удовлетворяю-
щих неравенству ‖x0‖ < ε, было выполнено условие (44).

Из формулы (41) найдем известную функцию всех c̃2n−1(τ) = (c̄2n−1(τ), d(τ)).
В свою очередь, после подстановки c̃2n−1(τ) в формулу (39) получим известную
функцию ῡ(τ). Далее, используя c̃2n−1(τ), с помощью формул (20), (25), (26) будем
иметь пару функций c̄(τ), d̄(τ), которая является решением задачи (15), (17).

Если в функциях c̄(τ), d̄(τ) вернуться к исходной независимой переменной t по
формулам (14), (16), подставить их в выражение u1(t, x01, x2(t), . . . , xn(t), u2(t), . . . ,
ur(t)), перейти к пределу при t→ 1 и присоединить функцию x1(t) из формулы (6),
то получим пару функций x(t), u(t), которая является решением исходной задачи 1.

Найденные функции x̄(t) = c̄(τ(t)), ū(t) = d̄(τ(t)) и υ̃(t) = ῡ(τ(t)) удовлетворяют
системе

˙̄x = f̄(x1(t), x̄, u1(x1(t), x̄, ū), ū), ˙̄u = α−1(1− t)−1υ̃(t) (45)
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и начальным условиям
x̄(0) = x̄0, ū(0) = ¯̄0. (46)

�

Замечание 4. Из анализа рассуждений, приведенных выше, следует, что по-
сле незначительных изменений доказательства теоремы, ее утверждение будет
верным, если вместо известной функции x0(t), заданной по формуле (6), будет
фигурировать функция x1(t) = pn(t), i ∈ {1, 2, . . . , n}, где pn(t) — полином степени
n ≥ 1, удовлетворяющий граничному условию (5).

6. Описание алгоритма управления. Алгоритм решения исходной задачи
состоит из следующих этапов:

1) нахождение функции u1 из условия (8); в результате получаем функцию
u1(x1(t), x2, . . . , xn, u2, . . . , ur);

2) построенние системы (10);
3) построение вспомогательной системы (28);
4) решение задачи стабилизации системы (38); в результате получаем вспомо-

гательную управляющую функцию вида (39) в символьном виде;
5) решение задачи Коши для системы (28) с начальными условиями (29), зам-

кнутой вспомогательным управлением, полученным в разделе 4; в результате будем
иметь известные функции c̄2n−1(τ), d̄(τ);

6) подстановка найденных функций c̄2n−1(τ), d̄(τ) в формулу (39) даст извест-
ную функцию ῡ(τ);

7) переход в функции ῡ(τ) к исходной независимой переменной t по формуле
(14); в результате получим υ̃(t) = ῡ(τ(t));

8) решение задачи Коши (45) с начальными данными (46); в итоге получаем
известные функции x̄(t), ū(t);

9) подстановка найденных решений x̄(t), ū(t) в функцию u1(x1(t), x̄(t), ū(t)) и ее
вычисление.

Реализация этапов с 1-го по 4-й, а также 6-, 7- и 9-го осуществляется аналити-
ческими методами при помощи средств символьных вычислений, например1 . 5-й и
8-й пункты выполняются одним из численных методов решения систем ОДУ.

Вычислительная сложность алгоритма составляет

O(n4) +O
(C2(n)·τf

h

)
+O
(C2(n)

h

)
,

где O(n4) — сложность символьных вычислений; O
(C2(n)·τf

h

)
— вычислительная

сложность 5-го этапа; O
(C2(n)

h

)
— сложность вычисления 8-го этапа; C2(n) —

3-я функция, характеризующая количество операций, необходимых для вычисле-
ния компонент интегрируемой функции; τf — конечное значение отрезка времени;
h — шаг интегрирования системы ОДУ методом Рунге—Кутты.

7. Решение задачи межорбитального перелета. Рассмотрим задачу пере-
вода материальной точки, движущейся по круговой орбите с постоянной скоростью
в центральном поле тяготения, в заданную точку, лежащую в плоскости этой орби-
ты, при помощи реактивной силы.

1SymPy. URL: https://www.sympy.org/en/index.html (дата обращения: 22.02.2023).
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В соответствии с [7] система уравнений в отклонениях относительно движения
по круговой орбите имеет вид

ẋ1 = x2, ẋ2 = ν1(x1, x4) + u1, ẋ3 = x4, ẋ4 = ν2(x1, x2, x4) + ν3(x1)u2 , (47)

где x1 = r − r0, x2 = ṙ, x3 = ψ − α0t, x4 = ψ̇ − α0, u1 = aγṁ/m, u2 = aψṁ/m; r0 —
радиус круговой орбиты, ṙ — радиальная скорость, ψ — полярный угол, ψ̇ — угловая
скорость, aγ , aψ — проекция вектора относительной скорости отделяющейся частицы
на направление радиуса и поперечное направление соответственно, m, ṁ — масса и
скорость изменения массы, α0 — угловая скорость движения по заданной круговой
орбите, x(t) = (x1(t), x2(t), x3(t), x4(t))

T , u(t) = (u1(t), u2(t))
T , ν1 = − ν

(x1+r0)2
+(x1 +

r0)(x4+α0)
2, ν2 = −2x2(x4+α0)

(x1+r0)
, ν3 = 1

x1+r0
, где ν = G·M ; G = 6.6743×10−11 м3 ·кг−1 ·

c−2 — гравитационная постоянная; M = 5.972× 1024 кг — масса Земли; α0 =
√

ν
r30
,

r0 = 7 · 106 м.

Задача. Найти функции x(t), u(t), которые удовлетворяют системе (47) и
условиям:

x1(0) = 100, x2(0) = 0.2, x3(0) = −α0 · 10−6, x4(0) = 10−5, x(1) = 0,

x4(t) = (3x04 + 2x03) · t2 − (4x04 + 6x03) · t+ x04.

Решение поставленной задачи выполнено при помощи алгоритма, описанного в
п. 6 при α = 0.25. Результаты вычислений представлены на рис. 1, 2.

t

x(
t) x(
t)

t

Рис. 1. Графики фазовых координат.

u(
t)

t

u(
t)

t

Рис. 2. Графики управляющих функций.
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8. Заключение. Предложенный метод может быть использован при разра-
ботке алгоритмов проектирования интеллектуальных систем управления с учетом
контроля исправности функционирования вычислительных комплексов.
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In the article an algorithm of construction of the control function that garantees the
translation of nonlinear stationary system of the ordinary differential equations from
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initial state to origin of the coordinate system with account of the possibility of the on-
board computer systems verification is suggested. A constructive sufficient conditions that
garafntee an existence of the problem solution are found. An efficiency of the algorithm is
shown by numerical modelling of the specific practical problem.
Keywords: control, nonlinear stationary systems, boundary problem, stabilization,
computer systems.
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