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Работа является продолжением обзора, посвященного 300-летию Санкт-Петербургско-
го государственного университета (СПбГУ) и представляющего собой попытку анали-
за научных достижений Санкт-Петербургской школы механики в области динамики
твердого тела. Вторая часть обзора посвящена 50-летнему периоду, завершающему-
ся в 2023 г. Основное внимание в ней уделяется общетеоретическим исследованиям,
выполненным учеными СПбГУ и посвященным как неуправляемому, так и управляе-
мому движениям твердого тела.
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1. Введение. В первой части обзора [1] были представлены некоторые резуль-
таты научных исследований, выполненных учеными СПбГУ (далее — Университет)
в области динамики твердого тела в первые 250 лет истории университета. Рассмот-
рены не только качественные и количественные результаты анализа движения тел,
но и методы исследования, позволившие получить эти результаты.

Данная вторая часть обзора посвящена сравнительно короткому, но чрезвы-
чайно богатому на научные результаты 50-летнему периоду истории Университета,
завершающемуся в 2023 г. В этот период времени динамика твердого дела в Ленин-
градском — Санкт-Петербургском университете развивалась как базовый раздел
механики, необходимый для моделирования актуальных прикладных задач. Поэто-
му в первую очередь в данной части обзора рассматриваются общетеоретические
исследования, посвященные анализу движения твердого тела. Основное внимание
концентрируется на вопросах динамики. При этом рассматриваются как неуправ-
ляемое, так и управляемые движения твердого тела. Вместе с тем систематическое
изучение вопросов динамики твердого тела не могло идти в полном отрыве от изуче-
ния вопросов кинематики твердого тела. Поэтому попутно рассматриваются также
и актуальные вопросы кинематики твердого тела.

∗Первую часть статьи см.: Тихонов А.А. Динамика твердого тела от уравнений Эйлера до
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2. Лагранжев и гамильтонов формализм в динамике твердого тела.
Канонические уравнения Гамильтона обладают определенными преимуществами
при использовании методов теории возмущений [2]. Естественно предположить, что
эти преимущества могут сыграть роль и в динамике твердого тела. В связи с этим
в работе [2] В. С. Новоселов ставит вопрос о приведении дифференциальных урав-
нений механики к каноническому виду. Известно, что в случае действия потенци-
альных сил движение механической системы может быть описано каноническими
уравнениями. С целью указать другие случаи приведения уравнений движения к
каноническим автор предполагает, что имеются уравнения движения, разрешенные
относительно обобщенных ускорений:

q̈i = Qi(qj , q̇j , t) (i, j = 1, 2, . . . , s). (1)

Поскольку с математической точки зрения представление уравнений в гамиль-
тоновом виде равносильно записи этих уравнений в форме уравнений Лагранжа

d

dt

∂L

∂q̇i
− ∂L

∂qi
= 0, (2)

то для существования решения поставленной задачи необходимо и достаточно вы-
полнения равенств

Qi = − d

dt

∂U

∂q̇i
+
∂U

∂qi
(3)

на траекториях системы (1). Функция Лагранжа будет равна L = 1
2

s∑
i=1

q̇2i + U . Для

тождественного выполнения равенств (3) во всем фазовом пространстве имеются
необходимые и достаточные условия Гельмгольца:

∂Qi
∂q̇j

+
∂Qj
∂q̇i

= 0,
∂Qi
∂qj

− ∂Qj
∂qi

=
1

2

d

dt

(
∂Qi
∂q̇j

− ∂Qj
∂q̇i

)
, (i, j = 1, 2, . . . , s). (4)

Функция U , удовлетворяющая равенствам (4), может быть найдена с помощью из-
вестной процедуры, изложенной в [3], и в усовершенствованном виде — в [4]. Если
же потребовать выполнения равенств (3) не во всем фазовом пространстве, а лишь
на траекториях системы (1), то допустимо преобразование правых частей уравнений
(1) в виде

Q̂i = Qi +
s∑

μ=1

Piμ(q̈μ −Qμ), (5)

где Piμ — подлежащие определению функции времени, обобщенных координат и
обобщенных скоростей. Далее автор выписывает необходимые и достаточные усло-
вия Гельмгольца для представления функции Q̂i в виде (3) во всем фазовом про-
странстве:

∂Q̂i
∂q̈j

− ∂Q̂j
∂q̈i

= 0,
∂Q̂i
∂q̇j

+
∂Q̇j
∂qi

= 2
d

dt

∂Q̂i
∂q̈j

,
∂Q̂i
∂qj

− ∂Q̂j
∂qi

=
1

2

d

dt

(
∂Q̂i
∂q̇j

− ∂Q̂j
∂q̇i

)
(6)

и находит следующие условия, которым должны удовлетворять неопределенные
множители Piμ для приведения уравнений движения к гамильтонову виду:

Pij = Pji, (7)
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dPij
dt

+
s∑

μ=1

Piμ
∂Qμ
∂q̇j

− ∂Qi
∂q̇j

= −
(
dPji
dt

+
s∑

μ=1

Pjμ
∂Qμ
∂q̇i

− ∂Qj
∂q̇i

)
, (8)

Rij −
s∑

μ=1

PiμRμj = Rji −
s∑

μ=1

PjμRμi, Rij =
∂Qi
∂qj

+
1

4

s∑
μ=1

∂Qi
∂q̇μ

∂Qμ
∂q̇j

− 1

2

d

dt

∂Qi
∂q̇j

. (9)

Несложно проверить, что если выполнены условия (4), то уравнения (7)–(9) допус-
кают нулевое решение для множителей Pij . Далее рассмотрены следующие част-
ные случаи приведения уравнений к каноническому виду: Qi = Qi(t), Qi = Qi(qj),
Qi = Qi(q̇j). Для каждого из них приведены примеры, включая такие, в которых
условия (4) не выполняются.

В работе [5] В. С. Новоселов рассматривает метод минимизации функционала
действия для нахождения характеристик нелинейных колебаний. Ранее такой под-
ход предлагался в [6] и применялся в [7] для решения уравнения Дуффинга:

ẍ+ x+ μx3 = 0 (10)

с малым параметром μ. Для дифференциального уравнения более общего вида

ẍ+ β(t)ẋ + α(x, t) = 0 (11)

в [6] предложено заменить его решение исследованием минимума функционала:

I =

t2∫
t1

f(t, x, ẋ) dt, f(t, x, ẋ) =
1

2
exp

⎛⎝ t∫
0

β(τ) dτ

⎞⎠ ẋ2 +Q(t, x)ẋ +R(t, x),

x(t1) = x1, x(t2) = x2,
∂Q

dt
− ∂R

dt
= α(x, t) exp

⎛⎝ t∫
0

β(τ) dτ

⎞⎠ ,

(12)

для которого (11) является уравнением Эйлера—Лагранжа. В. С. Новоселов в ра-
боте [5] устраняет ошибку, а также дает уточнение и развитие результатов работы
[7]. Идея работы [7] заключается в использовании интеграла механической энергии
на траекториях уравнения (10) и в обращении в ноль множителя Ω при t в вековом
члене выражения I на аппроксимирующем колебании x = x1 cosωt. Однако в дей-
ствительности минимизация функции действия требует не выполнения равенства
Ω = 0, а минимизации Ω по ω. Поэтому искомые значения ω получаются иными.
Показано, что если удерживать члены порядка μ в выражении для частоты ω, то
и в аппроксимирующем выражении для x также следует удерживать члены поряд-
ка μ. Сделан вывод о том, что метод минимизации функционала действия может
практически применяться для определения характеристик нелинейных колебаний.
Но нужно учитывать дополнительные трудности, которые возникают вследствие то-
го, что членам порядка μ в фазовых координатах могут отвечать члены порядка μ2

в минимизируемом функционале.
Таким образом, проблема сведения задачи исследования решения дифференци-

ального уравнения (11) к изучению функционала (12) равносильна замене уравне-
ния (11) каким-либо эквивалентным уравнением в форме Лагранжа или к представ-
лению уравнения (11) в каноническом виде. Отмечается, что приведение уравнения
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(11) к каноническому виду может быть выполнено непосредственно и рассматрива-
ется пример. Далее в [5] обсуждается задача приведения к каноническому виду для
диссипативной или возбуждаемой механической системы с n степенями свободы.
Если с помощью неособенного преобразования привести уравнения колебательного
движения такой системы к виду

ẍi + 2biẋi +
∂U(x1, . . . , xn)

∂xi
= 0, i = 1, n,

то, вводя канонические переменные по формулам qi = xie
bit, pi = ẋie

bit, можно
представить эту систему в виде

ṗi = −bipi − ∂U

∂qi
e2bit, q̇i = pi + biqi.

Далее несложно проверить, что H =
∑n

i=1

(
1
2p

2
i + biqipi + e2bit

∫ qi
q0i

∂U
∂qi
dqi

)
представ-

ляет собой функцию Гамильтона.
Одним из важных и фундаментальных вопросов кинематики твердого тела, а

вслед за ней и динамики твердого тела, является вопрос о нахождении наилуч-
шего описания ориентации твердого тела. Удачный выбор координат для задания
ориентации твердого тела позволяет существенно упростить математическую мо-
дель и избежать таких неприятностей, как сингулярности и сложные нелинейности
кинематических дифференциальных уравнений. И наоборот, плохой выбор коорди-
нат может искусственным образом ограничить возможности системы управления
движением твердого тела путем требования функционирования в области, не содер-
жащей сингулярностей. Поэтому неудивительно, что вопрос о выборе наилучших
переменных (иногда называемых параметрами ориентации) для описания ориента-
ции и углового движения твердого тела изучался такими известными учеными, как
Эйлер, Якоби, Гамильтон, Кэйли, Клейн, Родриг, Гиббс, Хопф и привел к появле-
нию многих выдающихся результатов. Тем не менее вопрос о возможности выбора
таких обобщенных координат, которые были бы минимальны по числу (соответство-
вали бы трем степеням свободы твердого тела) и не имели бы точек вырождения,
оставался открытым на протяжении 200 лет после появления первых работ Эйле-
ра по кинематике твердого тела. Лишь в 1964 г. был дан отрицательный ответ на
поставленный вопрос: невозможно «улучшить» известные методы параметризации
вращений твердого тела без введения избыточных переменных [8].

Отчасти подытоживая 200-летние изыскания предыдущих поколений ученых,
отчасти приближая изложение методов теоретической механики к изложению мате-
матических дисциплин в Университете, С. Н. Кирпичников и В. С. Новоселов опуб-
ликовали книгу [9], которая оказалась весьма своевременной из-за отсутствия в
литературе достаточно полной математической формализации методов кинемати-
ки твердого тела, а также в связи с тем, что математическое описание кинемати-
ческих методов стало явно уступать изложению методов динамики. В этой книге
теорию перемещений твердого тела, теорию его движения и кинематику сложного
движения предлагается изучать с помощью единообразных групповых, операторно-
матричных и топологических методов. Большое внимание уделяется определению
и изучению структуры пространств конфигураций твердого тела, а также вопро-
сам задания ориентации тела, как локальной, так и глобальной. Дано достаточ-
но полное математически формализованное изложение кинематики твердого тела
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и кинематики сложного движения, в котором естественным образом большое вни-
мание уделено вопросам топологии. Примененная в [9] операторная запись формул
позволила эффективно использовать качественные методы исследования (в отли-
чие от координатной записи, которая часто ввиду своей громоздкости маскирует
математическую сущность записываемых соотношений). При этом последователь-
ное применение операторных и топологических методов в кинематике твердого тела
оказалось весьма плодотворным и позволило помимо единообразия изложения, ма-
тематической ясности и большей строгости доказательств получить и некоторые
новые результаты. Например, в [9] впервые показано, что введение угловой скоро-
сти твердого тела соответствует установлению структуры тривиального расслоения
в фазовом пространстве твердого тела.

В работах Н. Н. Поляхова, С. А. Зегжды, М. П.Юшкова (см., например, [10]) по-
казано, что математический аппарат теоретической механики, разработанный при-
менительно к системе материальных точек, может быть применен и к механическим
системам, состоящим из твердых тел. Это означает, что при исследовании динамики
системы твердых тел могут быть использованы уравнения Лагранжа как I, так и
II рода. При этом задача отыскания простейших по форме уравнений Лагранжа I ро-
да для системы твердых тел сводится к отысканию новой формы записи уравнений
движения одного твердого тела. Одна из таких форм уравнений динамики твердого
тела предложена в [11]. Положение тела с массой m в пространстве можно задать
с помощью избыточных координат, в качестве которых выбираются радиус-вектор
�ρ центра масс тела и тройка ортов �i, �j, �k, направленных по главным центральным
осям инерции тела Cxyz. В силу абсолютной твердости тела выполняются условия
ортонормированности f1 =�i

2− 1 = 0, f2 = �j
2− 1 = 0, f3 = �k

2− 1 = 0, f4 =�i ·�j = 0,
f5 = �j · �k = 0, f6 = �k ·�i = 0, рассматриваемые как уравнения голономных связей1.
С введением обозначений Ix =

∫
(m) x

2dm, Iy =
∫
(m) y

2dm, Iz =
∫
(m) z

2dm удвоенная
кинетическая энергия тела примет вид

2T = m�̇ρ
2
+ Ix�̇i

2

+ Iy�̇j
2

+ Iz�̇k
2

. (13)

Пусть к телу в точках Nν(xν , yν , zν) приложены силы �Fν . Виртуальная работа
этих сил записывается в виде

δA =
∑
ν

�Fν · (δ�ρ+ xνδ�i+ yνδ�j + zνδ�k) = �Q	ρ · δ�ρ+ �Q	i · δ�i+Q	j · δ�j +Q	k · δ�k,

где �Q	ρ =
∑
ν

�Fν , �Q	i =
∑
ν

xν �Fν , �Q	j =
∑
ν

yν �Fν , �Q	k =
∑
ν

zν �Fν . (14)

Тогда движение тела можно описать четырьмя векторными уравнениями
Лагранжа I рода с неопределенными множителями Лагранжа Λi, i = 1, 6:

d

dt

∂T

∂�̇ρ
− ∂T

∂�ρ
= �Q	ρ, (15)

d

dt

∂T

∂�̇i
− ∂T

∂�i
= �Q	i +

6∑
κ=1

Λκ

∂fκ

∂�i
= �Q	i + 2Λ1

�i+ Λ4
�j + Λ6

�k, (16)

1Скалярное произведение векторов здесь обозначается знаком · . В дальнейшем этот знак опус-
кается. Векторное произведение векторов обозначается ×.
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d

dt

∂T

∂�̇j
− ∂T

∂�j
= �Q	j +

6∑
κ=1

Λκ

∂fκ

∂�j
= �Q	j + 2Λ2

�j + Λ5
�k + Λ4

�i, (17)

d

dt

∂T

∂�̇k
− ∂T

∂�k
= �Q	k +

6∑
κ=1

Λκ

∂fκ

∂�k
= �Q	k + 2Λ3

�k + Λ6
�i+ Λ5

�j, (18)

где приняты обозначения

∂

∂ �A
=

∂

∂Ax
�i+

∂

∂Ay
�j +

∂

∂Az
�k, �A = Ax�i+Ay�j +Az�k.

С учетом этих обозначений и равенств (14) уравнения (15)–(18) запишутся в виде

m�̈ρ =
∑
ν

�Fν , (19)

Iy�̈i =
∑
ν

xν �Fν + 2Λ1
�i+ Λ4

�j + Λ6
�k, (20)

Iy�̈j =
∑
ν

yν �Fν + 2Λ2
�j + Λ5

�k + Λ4
�i, (21)

Iy�̈j =
∑
ν

zν �Fν + 2Λ3
�k + Λ6

�i+ Λ5
�j. (22)

Двукратное дифференцирование по времени уравнений связей и исключение мно-
жителей Лагранжа из уравнений (20)–(22) дает:

�̈i = −
(
�̇i
)2
�i− 2Iy(�̇i · �̇j)

Ix + Iy
�j − 2Iz(�̇k ·�̇i)

Iz + Ix
�k +

Lz
Ix + Iy

�j − Ly
Iz + Ix

�k (23)

�̈j = −
(
�̇j
)2
�j − 2Iz(�̇j · �̇k)

Iy + Iz
�k − 2Ix(�̇i · �̇j)

Ix + Iy
�i+

Lx
Iy + Iz

�k − Lz
Ix + Ixy

�i (24)

�̈k = −
(
�̇k
)2
�k − 2Ix(�̇k ·�̇i)

Iz + Ix
�i− 2Iy(�̇j · �̇k)

Iy + Iz
�i+

Ly
Iz + Ix

�i− Lx
Iy + Iz

�j. (25)

Здесь Lx, Ly, Lz — проекции главного момента �L =
∑

ν(xν
�i + yν�j + zν�k)× �Fν внеш-

них сил относительно центра масс. В системе уравнений (19), (23)–(25) уравнение
(19) соответствует движению центра масс, а уравнения (23)–(25) — вращению тела
относительно центра масс.

Во многих задачах небесной механики и космодинамики большой интерес пред-
ставляет анализ углового движения твердого тела (естественного или искусствен-
ного происхождения) в окрестности устойчивого положения равновесия, обуслов-
ленного влиянием гравитационного момента. Пусть центр масс тела движется по
круговой кеплеровой орбите в центральном гравитационном поле, тензор инерции
тела J = diag(A,B,C) в главных центральных осях инерции Cxyz с ортами �i,�j,�k
удовлетворяет неравенствам B > A > C. Тогда устойчивым будет такое положение
тела, в котором орты�i,�j,�k совпадают соответственно с ортами �ξ0, �η0, �ζ0 орбитальной
системы координат, вращающейся с угловой скоростью ω0 в инерциальном простран-
стве, причем ось ξ направлена по касательной к орбите в сторону движения, ось η —
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по нормали к плоскости орбиты, а ось ζ — вдоль радиус-вектора центра масс тела
относительно притягивающего центра [12]. Если задать ориентацию тела в орби-
тальной системе координат с помощью «самолетных» углов ψ, ϕ, θ, то указанному
устойчивому положению будут соответствовать значения ψ = ϕ = θ = 0. Такое
положение тела часто называют положением гравитационной ориентации, а тело,
совершающее либрационное движение в окрестности этого положения, — гравита-
ционно-ориентированным телом. Либрационное движение тела происходит, вообще
говоря, не только под действием гравитационного момента [12] �MG = 3ω2

0
�ζ0 × (J�ζ0),

но и под действием других моментов различной природы (обозначим их главный
момент �MB), вызывающих возмущения в колебаниях гравитационно-ориентирован-
ного тела. Исследование возмущенных колебаний является нелинейной задачей, опи-
сываемой динамическими уравнениями Эйлера

d

dt
(J�ω) + �ω × (J�ω) = �MG + �MB, (26)

и для приближенного аналитического решения этой задачи, с учетом условия
| �MB| � | �MG|, естественно использовать методы возмущений. Однако методы воз-
мущений обычно связаны с переходом к новым переменным, и часто бывает непро-
сто построить преобразованную систему дифференциальных уравнений движения.
В некоторых случаях эти трудности можно в значительной степени преодолеть, ис-
пользуя метод вариации канонических произвольных постоянных. Этот метод удо-
бен для построения дифференциальных уравнений возмущенного движения меха-
нических систем, состояние которых можно описать каноническими уравнениями.
Например, в работах [12, 13] метод вариации канонических произвольных постоян-
ных в сочетании с методом усреднения успешно применялся при �MB = �0 для ис-
следования нелинейных колебаний гравитационно-ориентированного спутника под
действием гравитационного момента, взятого в квадратичном приближении.

В Университете метод канонической вариации произвольных постоянных полу-
чил развитие и был обобщен на механические системы с неканоническими возмуще-
ниями. В работе [14] автором построены дифференциальные уравнения возмущен-
ного либрационного движения гравитационно-ориентированного тела, обобщающие
известные уравнения, использованные в [12] и [13], на случай, когда наряду с потен-
циальными возмущающими моментами действуют непотенциальные возмущающие
моменты, взятые в квадратичном приближении.

Для получения этих уравнений вводятся в рассмотрение канонические пере-
менные ψ, ϕ, θ, p1, p2, p3, где p1 = ∂L

∂ψ̇
, p2 = ∂L

∂ϕ̇ , p3 = ∂L
∂θ̇

− Bω0, L = 1
2 (Aω

2
x + Bω2

y +

Cω2
z)− 3

2ω
2
0 [(A−C)γ21 +(B−C)γ22 ] — функция Лагранжа, в которой ωx, ωy, ωz, γ1, γ2

выражены через ψ, ϕ, θ, ψ̇, ϕ̇, θ̇ на основании кинематических формул ωx = ϕ̇ −
ψ̇ sin θ + ω0 sinψ cos θ, ωy = θ̇ cosϕ + ψ̇ sinϕ cos θ + ω0(cosϕ cosψ + sinϕ sinψ sin θ),
ωz = ψ̇ cosϕ cos θ−θ̇ sinϕ+ω0(cosϕ sinψ sin θ−sinϕ cosψ), γ1 = − sin θ, γ2 = sinϕ cos θ.
После введения в рассмотрение функции Гамильтона H = p1ψ̇+ p2ϕ̇+ p3θ̇−L диф-
ференциальные уравнения (26) могут быть записаны в виде

ṗ1 = −∂H
∂ψ

+MBy sinϕ cos θ +MBz cosϕ cos θ −MBx sin θ,

ṗ2 = −∂H
∂ϕ

+MBx, ṗ3 = −∂H
∂θ

+MBy cosϕ−MBz sinϕ, (27)

Вестник СПбГУ. Математика. Механика. Астрономия. 2024. Т. 11 (69). Вып. 2 265



ψ̇ =
∂H

∂p1
, ϕ̇ =

∂H

∂p2
, θ̇ =

∂H

∂p3
.

Далее вводится новая безразмерная независимая переменная u = ω0t и новые без-
размерные обобщенные импульсы:

P1 = (Aω0)
−1p2 − ψ, P2 = (Bω0)

−1p3, P3 = (Cω0)
−1p1 + (1−BC−1)ϕ. (28)

Идея такой замены заключается в том, что формулы (28) совпадают с линеаризован-
ными и деленными на ω0 выражениями для проекций относительной угловой ско-
рости тела и могут рассматриваться как формулы перехода от обобщенных импуль-
сов p1, p2, p3 к новым обобщенным импульсам P1, P2, P3 того же порядка малости.
В новых переменных функция Гамильтона принимает вид H(ψ, ϕ, θ, P1, P2, P3) =
H0 + H1 + H2, где H0 содержит члены 2-го порядка малости, а H1 — члены 3-го
порядка малости:

H0 =
1

2
(AP 2

1 +BP 2
2 + CP 2

3 ) + 2(B − C)ϕ2 +
1

2
(B −A)ψ2 +

3

2
(A− C)θ2,

H1=(B−C)ϕψθ+(B−C)P2ϕ
2+(A−C)P3θψ+

B

2
P2ψ

2+(C−B)P2P3ϕ+AP1P3θ.

В системе (27), записанной для H = H0 + H1, осуществляется переход к но-
вым импульсам по формулам (28). Путем разрешения системы (27) относительно
производных P ′

1, P
′
2, P

′
3, ψ

′, ϕ′, θ′, взятых по безразмерной переменной u, образуется
система

P ′
1 = F1(P1, P2, P3, ψ, θ, ϕ), ϕ′ = G1(P1, P2, P3, ψ, θ, ϕ),

P ′
2 = F2(P1, P2, P3, ψ, θ, ϕ), θ′ = G2(P1, P2, P3, ψ, θ, ϕ), (29)

P ′
3 = F3(P1, P2, P3, ψ, θ, ϕ), ψ′ = G3(P1, P2, P3, ψ, θ, ϕ),

учитывающая члены 2-го порядка малости включительно. Дальнейшее ее преоб-
разование опирается на переход к новым переменным, связанным с рассмотрением
уравнений (29) в линейном приближении, соответствующем гамильтониану H0. При
отсутствии возмущающего момента �MB общее решение уравнений линейного при-
ближения имеет вид [12]

P1 = −
2∑
i=1

kiσ2i
√
xi sin τi, P2 =

√
2x3B−1 cos τ3, P3 =

2∑
i=1

kiσ1i
√
xi cos τi, (30)

ϕ =

2∑
i=1

σ2i
√
xi cos τi, θ =

1

k3

√
2x3B−1 sin τ3, ψ =

2∑
i=1

σ1i
√
xi sin τi. (31)

Здесь τi = ki(u+vi) (i = 1, 2, 3); xi, vi — канонические произвольные постоянные; ki —
невозмущенные собственные частоты колебаний гравитационно ориентированного
тела:

k1,2 =

√
a/2∓

√
a2/4− b, k3 =

√
3(1− ε)/δ, σ1i =

μi
ki

√
2

Ai
, σ2i = − 1

ki

√
2

Ai
,

ε = C/A, δ = B/A, a = 1 + 3(δ − ε) + b/4, b = 4(δ − 1)(δ − ε)/ε,

Ai =
(−1)iBε(k21 − k22)

δ(δ − 1− εk2i )
, μi =

ki(1− δ + ε)

δ − 1− εk2i
, (i = 1, 2).
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С учетом членов 2-го порядка малости решение системы (29) отыскивается в
виде (31), где xi(u), vi(u) — некоторые неизвестные функции u, подлежащие опре-
делению. Формулы (30) и (31) рассматриваются как формулы перехода к новым
переменным xi(u), vi(u). После подстановки этих формул, а также результата их
дифференцирования по u, в систему (29) и разрешения этой системы относительно
производных xi′ и vi′ (i = 1, 2, 3), получена система дифференциальных уравнений
вида

xi
′ = xi

′(xi, vi), vi
′ = vi

′(xi, vi), (i = 1, 2, 3), (32)

построенных с учетом членов 2-го порядка малости. Аналогичным образом преоб-
разуются слагаемые в функции H . В частности, для H1 получено выражение

H1 = x1
√
x3
(
h
(1)
1 cos τ3 + h

(1)
2 cos(2τ1 − τ3) + h

(1)
3 cos(2τ1 + τ3)

)
+

+ x2
√
x3
(
h
(1)
4 cos τ3 + h

(1)
5 cos(2τ2 − τ3) + h

(1)
6 cos(2τ2 + τ3)

)
+

+
√
x1x2x3

(
h
(1)
7 cos(τ1 − τ2 − τ3)+

+ h
(1)
8 cos(τ1 − τ2 + τ3) + h

(1)
9 cos(τ1 + τ2 − τ3) + h

(1)
10 cos(τ1 + τ2 + τ3)

)
,

коэффициенты которого, зависящие только от инерционных параметров тела, при-
ведены в [14]. В результате система (32) имеет вид

xi
′ = −∂H1

∂vi
+ 2(−1)i

√
xi

(σ1,3−i
σ1

M̃
(3)
Bx sin τi −

σ2,3−i
σ2

M̃
(3)
Bz cos τi

)
,

vi
′ =

∂H1

∂xi
+

(−1)i

ki
√
xi

(σ1,3−i
σ1

M̃
(3)
Bx cos τi +

σ2,3−i
σ2

M̃
(3)
Bz sin τi

)
, (33)

x3
′ = −∂H1

∂v3
+
√
2Bx3 M̃

(3)
By cos τ3, v3

′ =
∂H1

∂x3
−

√
B

k3
√
2x3

M̃
(3)
By sin τ3,

где M̃Bx =MBx(Aω
2
0)

−1; M̃By =MBy(Bω
2
0)

−1; M̃Bz =MBz(Cω
2
0)

−1.
При отсутствии возмущающего момента �MB дифференциальные уравнения (33)

являются каноническими и совпадают с известными уравнениями в канонических
вариациях [12]. Уравнения (33) имеют вид, позволяющий непосредственно, без гро-
моздких выкладок, применять для их исследования асимптотические методы нели-
нейной механики. Поэтому они оказалась удобными для исследования и позволили
получить новые результаты. Далее этим результатам будет посвящен специальный
раздел обзора. Здесь лишь упомянем первые по времени появления две статьи [15] и
[16], в которых на базе уравнений (33) исследованы нелинейные колебания гравита-
ционно-ориентированного заряженного спутника в суперпозиции гравитационного
и магнитного (в дипольном приближении) полей Земли. В области гравитационной
ориентации были обнаружены и исследованы 22 параметрических и четыре внутрен-
них нелинейных резонанса, обусловленных квадратичными нелинейными членами.

В дальнейшем на основе уравнений (33), полученных в [14], был развит общий
метод исследования либрационного движения твердого тела под действием возму-
щающего момента общего вида в классе нелинейных квадратичных функций отно-
сительно малых углов ориентации тела и их производных по времени. В [17] бы-
ла выяснена спектральная структура этого возмущающего момента, что позволило
обнаружить возможные параметрические и внутренние резонансы. В [18] найде-
ны 63 резонансные комбинации невозмущенных собственных частот тела, реализу-

Вестник СПбГУ. Математика. Механика. Астрономия. 2024. Т. 11 (69). Вып. 2 267



емых в области гравитационной ориентации, и построены соответствующие резо-
нансные кривые в плоскости инерционных параметров тела. Также было выявлено
520 кратных резонансов в области гравитационной ориентации тела и найдены со-
ответствующие значения инерционных параметров. В работах [19] и [20] система
дифференциальных уравнений возмущенного движения тела усреднялась по явно
входящему безразмерному времени в нерезонансном случае и в условиях выявлен-
ных резонансов. Выяснена структура полученных усредненных дифференциальных
систем, получены коэффициенты усредненных уравнений в зависимости от пара-
метров задачи и выведена унифицированная форма записи усредненных дифферен-
циальных уравнений возмущенного движения тела для всех резонансных случаев.
Исследованы колебания тела в нерезонансном случае и в условиях всех возможных
резонансов. В рамках принятой квадратичной аппроксимации получены условия
затухающих, ограниченных или нарастающих колебаний тела. Эти результаты поз-
воляют исследователям конкретных прикладных задач динамики гравитационно-
ориентированных спутников выяснить, какие резонансы могут возникать при раз-
личных возмущениях в классе квадратичных функций и какие динамические эф-
фекты могут вызвать эти резонансы.

В то же время многие примеры известных задач нелинейной механики демон-
стрируют важность учета нелинейных членов 3-го порядка малости. В полной ме-
ре это справедливо применительно к задачам нелинейных колебаний в условиях
внутренних резонансов. В работе [21] выведены такие дифференциальные уравне-
ния возмущенного либрационного движения гравитационно-ориентированного тела,
которые позволяют учесть влияние не только квадратичных, но и кубических нели-
нейных членов:

xi
′ = −∂(H1 +H2)

∂vi
+ 2(−1)i

√
xi

(σ1,3−i
σ1

M̃
(3)
Bx sin τi −

σ2,3−i
σ2

M̃
(3)
Bz cos τi

)
+

+ 2
√
2(−1)i

Aσ2,3−i
C
√
Bσ2k3

√
xix3 M̃

(2)
Bx cos τi sin τ3 −

− 2(−1)i
Bσ2,3−i
Cσ2

√
xi(σ21

√
x1 cos τ1 + σ22

√
x2 cos τ2)M̃

(2)
By cos τi,

vi
′ =

∂(H1 +H2)

∂xi
+

(−1)i

ki
√
xi

(σ1,3−i
σ1

M̃
(3)
Bx cos τi +

σ2,3−i
σ2

M̃
(3)
Bz sin τi

)
+

+
√
2(−1)i

Aσ2,3−i
√
x3

C
√
Bσ2kik3

√
xi
M̃

(2)
Bx sin τi sin τ3 + (34)

+ (−1)i
Bσ2,3−i
Cσ2ki

√
xi

(σ21
√
x1 cos τ1 + σ22

√
x2 cos τ2)M̃

(2)
By sin τi,

x3
′ = −∂(H1 +H2)

∂v3
+
√
2Bx3 M̃

(3)
By cos τ3 −

− C
√
2x3√
B

(σ21
√
x1 cos τ1 + σ22

√
x2 cos τ2)M̃

(2)
Bz cos τ3,

v3
′ =

∂(H1 +H2)

∂x3
−

√
B

k3
√
2x3

M̃
(3)
By sin τ3 +

+
C

k3
√
2Bx3

(σ21
√
x1 cos τ1 + σ22

√
x2 cos τ2)M̃

(2)
Bz sin τ3.
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Здесь i = 1, 2; A, B, C — главные центральные моменты инерции тела; гамильтониан
H1 содержит члены 3-го порядка малости,H2 содержит члены 4-го порядка малости;
M̃

(2)
Bx , M̃

(2)
By , M̃

(2)
Bz — выражения для безразмерных проекций возмущающего момента

M̃Bx, M̃By, M̃Bz соответственно, содержащие члены до второго порядка малости по√
x1,

√
x2,

√
x3, а M̃

(3)
Bx , M̃

(3)
By , M̃

(3)
Bz — аналогичные выражения, содержащие члены

до 3-го порядка малости включительно. Легко видеть, что дифференциальные урав-
нения (33) вытекают из уравнений (34), если в последних нелинейные члены взять
в квадратичной аппроксимации.

Уравнения (34) удобны как для выявления резонансных комбинаций 2, 3
и 4-го порядков (именно эти три набора являются наиболее важными в подавля-
ющем большинстве случаев [22]), так и для дальнейшего аналитического исследо-
вания резонансных колебаний тела с помощью асимптотических методов. Так, для
случая, когда возмущающий момент �MB отсутствует, получены следующие резо-
нансные комбинации 4-го порядка для собственных частот гравитационно-ориенти-
рованного тела:

2k1 − 2k3 = 0, 3k1 − k2 = 0, 2k2 − 2k3 = 0, k1 + k2 − 2k3 = 0, k1 − k2 + 2k3 = 0. (35)

Все они могут реализоваться в области, где выполняются достаточные условия
устойчивости B > A > C [12] гравитационной ориентации тела. В то же время
выполнение достаточных условий устойчивости не гарантирует пребывания ампли-
туд колебаний тела (в частности, ИСЗ) в допустимом с практической точки зрения
диапазоне. Поэтому особенно актуальным в задачах такого рода является анализ ре-
зонансных эффектов и вопрос об амплитудах колебаний тел в условиях возможных
резонансов.

В работе [23] с использованием метода усреднения проанализированы диффе-
ренциальные уравнения возмущенных колебаний тела в нерезонансном случае и
для всех резонансов гравитационного происхождения, включая резонансы (35). По-
строены полные наборы первых интегралов для усредненных дифференциальных
уравнений в каждом из резонансных случаев. С помощью этих интегралов дана ин-
терпретация решений соответствующих дифференциальных систем в амплитудно-
фазовых плоскостях. Выявлено, что амплитуды резонансных колебаний ограниче-
ны. Этот вывод проверен численно путем компьютерных экспериментов, в которых
на основе исходной нелинейной дифференциальной системы найдены верхние гра-
ницы амплитуд колебаний тела для всех резонансных случаев.

3. От параметризации вращательного движения твердого тела к но-
вым динамическим уравнениям. Уравнения динамики твердого тела являются
математической базой для решения большого разнообразия прикладных задач из
разных областей науки и техники. В зависимости от специфики этих задач, порой
ярко проявляющейся в характере движения тел и целях выполняемых исследований,
вначале применяются те или иные приближенные методы аналитических исследо-
ваний, а затем, как правило, — методы компьютерного моделирования. При этом
успех предпринимаемых аналитических исследований во многом зависит от того,
насколько удачно выбраны переменные, используемые при построении математиче-
ской модели задачи.

Методы компьютерного моделирования также чувствительны к выбору пере-
менных, используемых при построении математической модели задачи. Например,
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известны трудности использования традиционных углов Эйлера или различных ва-
риантов «самолетных» углов для компьютерного моделирования вследствие того,
что правые части дифференциальных систем в нормальной форме оказываются
сложными трансцендентными функциями углов и сингулярными в области опреде-
ления переменных, задающих ориентацию тела. Схема Эйлера—Пуассона не связа-
на с сингулярностями в кинематических уравнениях, однако также является неудоб-
ной для компьютерного моделирования вследствие слишком высокого порядка со-
ответствующих дифференциальных систем.

Одним из широко распространенных вариантов преодоления указанных
трудностей является использование четырех параметров Родрига—Гамильтона
λ0, λ1, λ2, λ3, представляющих собой компоненты кватерниона и подчиненных од-
ному условию нормировки λ20 + λ21 + λ22 + λ23 = 1. Эти параметры не имеют точек
вырождения и характеризуют наиболее естественный способ задания положения
твердого тела с помощью плоского поворота. В силу своей наглядности и удобства
использования как в аналитических исследованиях, так и в численных, параметры
Родрига—Гамильтона широко применяются в прикладной теории гироскопов [24],
в динамике искусственного спутника Земли (ИСЗ) [25] и в других областях механи-
ки [26].

При этом использование параметров Родрига—Гамильтона в динамике ИСЗ
может стать еще более эффективным, если, учитывая специфику вращательного
движения ИСЗ, опираться не на обычные уравнения Эйлера, замыкаемые кине-
матическими уравнениями в параметрах Родрига—Гамильтона, а на специально
выведенные дифференциальные уравнения, учитывающие ротационный характер
движения ИСЗ, т. е. наличие сравнительно большой угловой скорости ИСЗ, при ко-
торой кинетическая энергия вращательного движения ИСЗ намного больше работы
главного момента �M внешних возмущающих сил, действующих на ИСЗ. Такие диф-
ференциальные уравнения получены в работе [27]. При выводе этих уравнений ис-
пользуются две системы координат с началом в центре масс тела: кенигова система
координат CXY Z и система координат CL1L2L3, ось L3 которой направлена вдоль
кинетического момента �L тела. Ориентация тела или, что то же, системы его глав-
ных центральных осей инерции Cxyz, относительно системы координат CL1L2L3

задается с помощью параметров Родрига—Гамильтона λ0, λ1, λ2, λ3. Тогда матрица
A = (Aij) (i = 1, 3, j = 1, 3) направляющих косинусов углов между этими осями
имеет вид [26]

A =

⎛⎝λ20 + λ21 − λ22 − λ23 2(λ1λ2 − λ0λ3) 2(λ1λ3 + λ0λ2)
2(λ1λ2 + λ0λ3) λ20 + λ22 − λ21 − λ23 2(λ2λ3 − λ0λ1)
2(λ1λ3 − λ0λ2) 2(λ0λ1 + λ2λ3) λ20 + λ23 − λ21 − λ22

⎞⎠ .
Вводится абсолютная угловая скорость тела �ω = �ωe + �ωr, где �ωe — угловая ско-

рость системы координат CL1L2L3 относительно кениговой системы CXY Z, а �ωr —
угловая скорость тела относительно системы координат CL1L2L3. Тогда теорема об
изменении кинетического момента приводит к дифференциальным уравнениям:

L̇ =M3, ωe2 =M1/L, ωe1 = −M2/L, (36)

где ωe1, ωe2, ωe3 — проекции угловой скорости �ωe системы координат CL1L2L3 отно-
сительно кениговой системы координат CXY Z на оси L1, L2, L3 соответственно, а
M1,M2,M3 — проекции момента �M на оси L1, L2, L3 соответственно.

270 Вестник СПбГУ. Математика. Механика. Астрономия. 2024. Т. 11 (69). Вып. 2



Кинематические уравнения в параметрах Родрига—Гамильтона

2λ̇0 = −L
(
A31λ1
A

+
A32λ2
B

+
A33λ3
C

)
+ (ωexλ1 + ωeyλ2 + ωezλ3),

2λ̇1 = L

(
A31λ0
A

− A32λ3
B

+
A33λ2
C

)
− (ωexλ0 − ωeyλ3 + ωezλ2),

2λ̇2 = L

(
A31λ3
A

+
A32λ0
B

− A33λ1
C

)
− (ωexλ3 + ωeyλ0 − ωezλ1),

2λ̇3 = L

(
−A31λ2

A
+
A32λ1
B

+
A33λ0
C

)
− (ωezλ0 + ωeyλ1 − ωexλ2)

(37)

совместно с динамическими уравнениями (36) образуют замкнутую дифференци-
альную систему. Эта система может принимать тот или иной конкретный вид в
зависимости от того, какие переменные использовать для задания ориентации си-
стемы координат CL1L2L3 относительно кениговой системы координат CXY Z. Ес-
ли, следуя В. В. Белецкому [12], использовать для этой цели угловые переменные ρ
и σ, то из (36) получаются известные динамические уравнения:

L̇ =M3, ρ̇ =M1/L, σ̇ =M2/(L sin ρ), (38)

относительно «медленных» переменных L, ρ, σ, зависящие, однако, в общем случае,
также и от «быстрых» переменных, определяющих тем или иным образом ориента-
цию главных центральных осей инерции тела Cxyz относительно системы координат
CL1L2L3. Если в качестве «быстрых» переменных использовать углы Эйлера, то из
(37) получаются уравнения⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

ϕ̇ = L cosϑ

(
1

C
− sin2 ϕ

A
− cos2 ϕ

B

)
+
M1 cosψ +M2 sinψ

L sinϑ
,

ψ̇ = L

(
sin2 ϕ

A
+

cos2 ϕ

B

)
− M1 cosψ +M2 sinψ

L
ctg ϑ− M2

L
ctg ρ,

ϑ̇ = L

(
1

A
− 1

B

)
sinϑ sinϕ cosϕ+

M2 cosψ −M1 sinψ

L
,

(39)

образующие вместе с (38) известные уравнения Белецкого—Черноусько [28], удоб-
ные тем, что в условиях ротационного движения, т. е. при выполнении неравенства
|�L|/A0 � | �M |/|�L|, где A0 — характерный момент инерции тела, в дифференциаль-
ной системе (38), (39) переменные L, ρ, σ изменяются медленно, а ϕ, ψ, ϑ — быстро,
что позволяет применять к этой системе приближенные асимптотические методы
исследования движения.

Очевидные недостатки уравнений (39), заключающиеся в наличии трансцен-
дентных функций угловых переменных ϕ, ψ, ϑ и сингулярности при ϑ = 0, не воз-
никают, если пользоваться уравнениями (37) непосредственно в переменных Родри-

Вестник СПбГУ. Математика. Механика. Астрономия. 2024. Т. 11 (69). Вып. 2 271



га—Гамильтона:

2λ̇0 = −L
(
A31λ1
A

+
A32λ2
B

+
A33λ3
C

)
+
M1

L
λ2 − M2

L
(λ1 − λ3 ctg ρ),

2λ̇1 = L

(
A31λ0
A

− A32λ3
B

+
A33λ2
C

)
− M1

L
λ3 +

M2

L
(λ0 + λ2 ctg ρ),

2λ̇2 = L

(
A31λ3
A

+
A32λ0
B

− A33λ1
C

)
− M1

L
λ0 − M2

L
(λ3 + λ1 ctg ρ),

2λ̇3 = L

(
−A31λ2

A
+
A32λ1
B

+
A33λ0
C

)
+
M1

L
λ1 − M2

L
(λ2 − λ0 ctg ρ).

(40)

В уравнениях (40) остается еще сингулярность при ρ = 0, но и эта неприятность мо-
жет быть преодолена. Для этого достаточно вместо модуля кинетического момента
и двух углов, определяющих направление вектора �L, ввести другие три медлен-
но изменяющиеся переменные — проекции LX , LY , LZ вектора �L на оси кениговой
системы координат.

Действительно, если определить ориентацию тела, т. е. системы коорди-
нат Cxyz, относительно системы координат CXY Z с помощью матрицы A =
A(λ0, λ1, λ2, λ3) направляющих косинусов, выразив их, в свою очередь, через па-
раметры Родрига—Гамильтона λi (i = 0, 3), то кинематические уравнения в пара-
метрах λi

2λ̇0 = −λ1 (A11LX +A21LY +A31LZ) /A− λ2 (A12LX +A22LY +A32LZ) /B−
− λ3 (A13LX +A23LY +A33LZ) /C,

2λ̇1 = λ0 (A11LX +A21LY +A31LZ) /A− λ3 (A12LX +A22LY +A32LZ) /B+

+ λ2 (A13LX +A23LY +A33LZ) /C,

2λ̇2 = λ3 (A11LX +A21LY +A31LZ) /A+ λ0 (A12LX +A22LY +A32LZ) /B−
− λ1 (A13LX +A23LY +A33LZ) /C,

2λ̇3 = −λ2 (A11LX +A21LY +A31LZ) /A+ λ1 (A12LX +A22LY +A32LZ) /B+

+ λ0 (A13LX +A23LY +A33LZ) /C

(41)

оказываются свободными от каких-либо сингулярностей или вырождений. Остается
записать динамические уравнения в виде

(L̇X L̇Y L̇Z)
� = A (Mx My Mz)

�, (42)

чтобы получить замкнутую дифференциальную систему, удобную для описания ро-
тационного движения тела, не имеющую особенностей и не содержащую тригономет-
рических функций [27]. Система (41), (42) удобна и для численного моделирования
на ЭВМ. Недостаток, связанный с избыточностью переменных для описания ротаци-
онного движения тела, легко преодолевается путем введения в систему дифференци-
альных уравнений дополнительных слагаемых, обеспечивающих асимптотическую
устойчивость решения и автоматическую коррекцию нормы кватерниона [26].

Тем не менее избыточность переменных Родрига—Гамильтона естественным
образом мотивирует к использованию тех или иных вариантов модифицированных
переменных Родрига—Гамильтона, число которых минимально и совпадает с чис-
лом степеней свободы тела, находящегося в сферическом движении.
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Первая широко известная публикация на эту тему [30] предлагает следующий
вариант введения модифицированных переменных Родрига—Гамильтона s1, s2, s3,
называемых далее для краткости s-параметрами:

si = λi/(1− λ0) (i = 1, 2, 3). (43)

Формулы (43) позволяют рассматривать s-параметры как результат стерео-
графического проектирования четырехмерной сферы, представляющей множество
кватернионов Λ = λ0�i0 + λ1�i1 + λ2�i2 + λ3�i3, подчиненных условию нормировки
||Λ|| = λ20 + λ21 + λ22 + λ23 = 1, на трехмерную гиперплоскость s1, s2, s3, ортогональ-
ную оси Oλ0. В течение последующего десятилетия s-параметры оставались еще
малоизвестными, а область их использования ограничивалась преимущественно де-
монстрационными примерами описания либрационного движения твердого тела [31,
32]. В работе [31] s-параметры упоминаются как компоненты модифицированного
вектора Родрига.

Отчасти отсутствие интереса к практическому использованию s-параметров
могло быть спровоцировано содержащимся в обширном обзоре [31] утверждением
о том, что, если угол поворота тела не ограничен, например, как в случае враща-
ющегося космического аппарата или очень маневренного самолета, сингулярность
или разрыв непрерывности модифицированного вектора Родрига является неизбеж-
ным («. . . in the case of a spinning spacecraft or a very agile aircraft, the singularity or
the discontinuity of the modified Rodrigues vector is unavoidable»).

В действительности s-параметры имеют лишь одну (!) точку вырождения и в
этом плане они не только не хуже, а намного лучше, чем любые широко используе-
мые углы конечных поворотов, имеющие плоскости вырождения. Как известно, на-
личие хотя бы одной точки вырождения при использовании любых трех переменных
для задания ориентации твердого тела гарантируется общей теоремой, доказанной в
[8]. Однако из наличия такой точки вырождения еще не следует неизбежность попа-
дания точки четырехмерной единичной сферы, изображающей ориентацию твердого
тела, в полюс отображения, находящийся в точке пересечения гиперсферы ||Λ|| = 1
с осью Oλ0. Наоборот, попадание изображающей точки в полюс отображения явля-
ется исключительной ситуацией, реализуемой лишь при специальном подборе пара-
метров тела и начальных условий его движения.

Если же все-таки в процессе вычислений будет наблюдаться критический рост
модуля |�s| вектора s-параметров, то всегда можно будет переключиться с вектора �s
на вектор �s ∗ = −�s/(s21 + s22 + s23), описывающий, как показано в [30], ту же самую
ориентацию твердого тела.

С учетом вышеизложенных соображений в СПбГУ был выполнен анализ эф-
фективности использования s-параметров для описания динамики ротационно-
го движения твердого тела. Практическая важность этих исследований для кос-
модинамики обусловлена тем, что во многих прикладных задачах приходится
иметь дело с космическими аппаратами (КА), получившими значительную угло-
вую скорость, например с целью создания искусственной силы тяжести на борту,
или для стабилизации КА вращением, или в результате толчка, имевшего место
вследствие срабатывания механизма отделения КА от последней ступени ракеты-
носителя.

По аналогии с системой уравнений (36), (37) в работе [27] получены диффе-
ренциальные уравнения в s-параметрах. При этом динамические уравнения (36)
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замыкаются кинематическими уравнениями:⎛⎝ṡ1ṡ2
ṡ3

⎞⎠ = LB

⎛⎝A31/A
A32/B
A33/C

⎞⎠−B�

⎛⎝ωe1ωe2
ωe3

⎞⎠ , (44)

в которых элементы матрицы A теперь выражены через s-параметры:

A =
1

u

⎛⎝ u− 8(s22 + s23) 4(2s1s2 − s3u1) 4(2s1s3 + s2u1)
4(2s1s2 + s3u1) u− 8(s21 + s23) 4(2s2s3 − s1u1)
4(2s1s3 − s2u1) 4(2s2s3 + s1u1) u− 8(s21 + s22)

⎞⎠ , (45)

где u = (|�s|2 + 1)2, |�s|2 = s21 + s22 + s23, u1 = |�s|2 − 1, а матрица B такова:

B = (Bij) =
−1

4

⎛⎝s21 − s22 − s23 + 1 2(s1s2 + s3) 2(s1s3 − s2)
2(s1s2 − s3) −s21 + s22 − s23 + 1 2(s2s3 + s1)
2(s1s3 + s2) 2(s2s3 − s1) −s21 − s22 + s23 + 1

⎞⎠ . (46)

Далее, если, следуя [12], использовать «медленные» переменные L, ρ и σ для
изучения эволюции ротационного движения тела, то из (36), как и ранее, получа-
ем динамические уравнения (38), а из (44) — кинематические дифференциальные
уравнения: ⎛⎝ṡ1ṡ2

ṡ3

⎞⎠ = LB

⎛⎝A31/A
A32/B
A33/C

⎞⎠−B�

⎛⎝ −M2

M1

M2 ctg ρ

⎞⎠L−1. (47)

Дифференциальная система (38), (47), в отличие от системы (38), (40), обла-
дает минимальной размерностью. Содержащаяся в ней сингулярность при ρ = 0
может быть преодолена, как показано в [27], путем введения других «медленных»
переменных, а именно проекций LX , LY , LZ вектора �L на оси кениговой системы
координат вместо модуля L кинетического момента и двух углов ρ и σ, определяю-
щих направление вектора �L. В качестве «быстрых» переменных при этом выступа-
ют s-параметры, определяющие ориентацию тела относительно системы координат
CXY Z с помощью матрицы A = A(s1, s2, s3). В результате выведены следующие
кинематические уравнения в s-параметрах:⎛⎝ṡ1ṡ2

ṡ3

⎞⎠ = B

⎛⎝1/A 0 0
0 1/B 0
0 0 1/C

⎞⎠A�

⎛⎝LXLY
LZ

⎞⎠ . (48)

Система (42), (48) представляет собой замкнутую дифференциальную систему, удоб-
ную для описания ротационного движения тела. Эта система не имеет особенностей
и не содержит тригонометрических функций и поэтому более предпочтительна, чем
система (38), (47), для численного моделирования на ЭВМ.

В продолжение анализа эффективности использования s-параметров для опи-
сания динамики ротационного движения твердого тела в работе [27] проведен ана-
лиз структуры конфигурационного s-пространства уравновешенного твердого тела
( �M = �0). Для этого построен первый интеграл

2T

L2
=

1

C
+

64

u2

[
(s21 + s22)

2

C
+ s23

(
s21
A

+
s22
B

)
+

(
1

B
− 1

A

)
(|�s|2 − 1)s1s2s3

]
+

+
16

u2
(|�s|2 − 1)2

(
s21
B

+
s22
A

)
− 16

u

s21 + s22
C

, (49)
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имеющий место в условиях постоянства кинетической энергии T и вектора кине-
тического момента �L и задающий неявным образом поверхность в пространстве
s-параметров. Анализ поверхности (49), представляющей собой конфигурационное
s-пространство уравновешенного твердого тела, позволил установить, что при про-
извольном фиксированном значении параметра 2T/L2 эта поверхность представляет
собой пару замкнутых ограниченных поверхностей (соответствующих двум эквива-
лентным наборам s-параметров: �s и �s ∗), топологически эквивалентных тору. Сле-
довательно, при вращении уравновешенного твердого тела абсолютные величины
s-параметров ограничены. Неограниченный рост абсолютных величин s-параметров
возможен только в случае, когда 2T/L2 = 1/C и начальные значения s-параметров
лежат на оси Cs3. Это неудобство, однако, легко преодолимо: достаточно сменить
направления главных центральных осей инерции x и z или y и z на противополож-
ные. При этом кинетическая энергия тела сохранит свое значение, а изображающая
точка будет двигаться по окружности единичного радиуса с центром в точке C,
лежащей в плоскости Cs1s2. Такова практическая рекомендация, позволяющая из-
бежать возможности неограниченного нарастания модуля s-вектора.

Для случая динамически симметричного твердого тела (A = B �= C) в работе
[27] произведено полное аналитическое исследование конфигурационного простран-
ства. Установлено, что это пространство, определяемое соотношением

2T

L2
=

1

C
+

16

u2
(s21 + s22)

[
(|s|2 − 1)2 + 4s23

A
+

4(s21 + s22)− u

C

]
,

представляет собой два правильных тора, вложенных один в другой. Каждый из
торов можно запараметризовать углами α и β в виде

s1 =
cosβ

sin θ0
(1 + cos θ0 cosα), s2 =

sinβ

sin θ0
(1 + cos θ0 cosα), s3 = ctg θ0 sinα, (50)

где α ∈ [−π;π], β ∈ [0; 2π]. Параметр θ0 ∈ (0;π/2), определяемый соотношением

sin2 2θ0 =
2T/L2 − 1/C

1/A− 1/C
,

принимает два различных значения, лежащих в пределах от 0 до π/2 и определяю-
щих форму торов (50). Найдены зависимости углов α и β от времени:

α = 2 arctg

{√
1 + cos θ0
1− cos θ0

tg

[
Lκ1

4
(t+ t0)

]}
, β = β0 +

Lκ2

2
t. (51)

Здесь

κ1 = 2 sin2 θ0

(
1

A
− 1

C

)
+

1

C
, κ2 = 2

(
cos2 θ0
A

+
sin2 θ0
C

)
− 1

C
.

Тем самым для динамически симметричного твердого тела выполнено аналитиче-
ское интегрирование уравнений ротационного движения тела в s-параметрах. Из
формул (51) следует, что угол α изменяется во времени периодически с периодом
Tα = 4π/(Lκ1). Угол β тоже изменяется периодически с периодом Tβ = 4π/(Lκ2),
поскольку β ∈ [0; 2π] и при достижении значения 2π угол β скачком переходит к
значению 0.
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В работе [29] доказано, что поскольку периоды Tα и Tβ, вообще говоря, несоизме-
римы, то траектория изображающей точки вращающегося твердого тела покрывает
конфигурационное пространство всюду плотно. Дальнейшие исследования показа-
ли, что это свойство является важным в динамике ротационного движения тела.
Оно позволяет упростить процедуру усреднения непрерывных на конфигурацион-
ном s-пространстве функций s-параметров, зависящих от ориентации тела (напри-
мер, возмущающего момента �M), по невозмущенному движению Эйлера—Пуансо
путем замены усреднения по времени на усреднение (с некоторым весом) по конфи-
гурационному s-пространству. В качестве весовой функции усреднения выбирается
относительное время пребывания изображающей точки в пределах элемента dS кон-
фигурационного пространства, равное пределу limT→∞ dT

T , где T — время движения,
а dT — суммарное время пребывания изображающей точки в пределах элемента dS
за время T . В результате среднее значение некоторой функции f(s1, s2, s3) по невоз-
мущенному движению Эйлера—Пуансо определяется выражением

〈f〉
S
=

π∫
−π

2π∫
0

f
(
s1(α, β), s2(α, β), s3(α, β)

) sin θ0 dαdβ

4π2(1 + cos θ0 cosα)
,

где s1, s2, s3 — известные на основании (50) функции углов α и β. Таким образом, на
базе установленных эргодических свойств конфигурационного s-пространства обос-
новано представление об s-параметрах как идеальных «быстрых» переменных и
предложен практически удобный вариант модификации метода усреднения, пред-
полагающий переход от усреднения по невозмущенному движению к усреднению
по конфигурационному пространству. В [29] данный подход применен в задаче об
эволюции ротационного движения заряженного твердого тела в геомагнитном поле
при движении по околоземной орбите, регрессирующей вследствие полярного сжа-
тия Земли.

Завершая рассмотрение вопроса об эффективности использования s-параметров
для описания динамики ротационного движения твердого тела, отметим, что в [27]
проведен анализ особенности s-параметризации. Как отмечалось выше, эта особен-
ность представляет собой единственную точку. Однако попадание изображающей
точки в полюс отображения в процессе движения является исключительной ситу-
ацией, требующей особых начальных условий, причем множество этих начальных
условий в пространстве s-параметров имеет нулевую меру. Действительно, суще-
ственные неприятности, связанные с большими значениями модуля s-вектора при
данном выборе систем координат возможны лишь в том случае, когда кинетиче-
ская энергия близка к максимальному значению (в невозмущенном движении это
соответствует 2T/L2 = 1/C), а начальные значения s-параметров близки к точкам,
лежащим на оси Cs3. Однако указанное обстоятельство легко преодолимо. Доста-
точно систему s-параметров ввести так, чтобы ориентация, соответствующая по-
люсу отображения s-параметров, находилась по возможности дальше от началь-
ной ориентации твердого тела. На практике это означает, что достаточно поменять
обозначения главных центральных осей инерции тела. Следовательно, ротационное
движение твердого тела, как близкое к невозмущенному, можно также описывать
при помощи s-параметров, не опасаясь при этом, что изображающая точка может
попасть в полюс.

Другим важным следствием установленной в [27] ограниченности конфигураци-
онного пространства вращающегося твердого тела является снятие необходимости
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использования предлагаемого в [30] переключения с одного набора s-параметров на
другой, соответствующий той же самой ориентации тела, но лежащий внутри еди-
ничной сферы в пространстве s-параметров (соответственно�s и �s ∗). Предложенное в
[30] переключение было введено с целью предотвратить возможный неограниченный
рост модуля s-вектора. Вместе с тем такое переключение может оказаться полезным,
поскольку избавляет от необходимости заботиться о выборе полюса s-параметров.

В целом после публикации [27] были введены в широкий практический обиход
предложенные в ней новые варианты математических моделей динамики твердого
тела, построенные на базе трехмерных модифицированных параметров Родрига—
Гамильтона (s-параметров).

Продолжение общетеоретических исследований, начатых в [27], содержится в
работах [33] и [34]. В первой из них установлена возможность использования s-пара-
метров как обобщенных переменных для построения лагранжева формализма в
динамике твердого тела. Соответствующие дифференциальные уравнения движе-
ния построены в форме канонических уравнений Гамильтона. Для этого вначале
получено следующее выражение кинетической энергии тела с тензором инерции
J = diag(A,B,C):

T =
128

u2
(
ṡ1, ṡ2, ṡ3

)
BJB� ( ṡ1, ṡ2, ṡ3

)�
. (52)

Здесь матрица B, как ранее, определяется формулой (46). Затем введены канони-
ческие переменные s1, s2, s3 и соответствующие им обобщенные импульсы p1, p2, p3.
В предположении, что тело находится под воздействием только потенциальных сил и
моментов и потенциальная энергия Π не зависит от обобщенных скоростей ṡ1, ṡ2, ṡ3,

найдены обобщенные импульсы pi =
∂T

∂ṡi
, (i = 1, 2, 3) в виде

(
p1, p2, p3

)�
=

256

u2
BJB� ( ṡ1, ṡ2, ṡ3

)�
.

Последнее равенство может быть разрешено относительно обобщенных скоро-
стей (

ṡ1, ṡ2, ṡ3
)�

= BJ−1 B� ( p1, p2, p3
)� (53)

и подставлено в (52). Тогда функция Гамильтона примет вид

H=
(
p1, p2, p3

) (
ṡ1, ṡ2, ṡ3

)�−T+Π=
1

2

(
p1, p2, p3

)
BJ−1 B� ( p1, p2, p3 )�+Π,

а уравнения (53) могут быть переписаны следующим образом:⎛⎝ ṡ1
ṡ2
ṡ3

⎞⎠= BJ−1 B�

⎛⎝ p1
p2
p3

⎞⎠=

(
∂H

∂p1
,
∂H

∂p2
,
∂H

∂p3

)�
. (54)

Совместно со второй группой канонических дифференциальных уравнений

(ṗ1, ṗ2, ṗ3)
�
= −
(
∂H

∂s1
,
∂H

∂s2
,
∂H

∂s3

)�
(55)

они образуют замкнутую систему канонических дифференциальных уравнений,
описывающих динамику вращательного движения твердого тела в s-параметрах.
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В статье [34] выведена новая форма дифференциальных уравнений для описа-
ния ротационного движения твердого тела. В качестве вспомогательной системы ко-
ординат вместо вышеупомянутой L1, L2, L3 используется похожая по сути, но более
наглядная система координат ω1, ω2, ω3, ось ω3 которой направлена вдоль угловой
скорости тела. Модуль угловой скорости ω и два угла α, β, задающие направление
вектора угловой скорости в инерциальной системе координат, образуют множество
«медленных» переменных, определяющих угловую ориентацию вспомогательной си-
стемы координат относительно инерциальной. В качестве «быстрых» переменных
используются три s-параметра, определяющих угловую ориентацию тела (или, что
то же, системы главных центральных осей инерции Cxyz) относительно вспомо-
гательной системы координат ω1, ω2, ω3. Соответствующая матрица направляющих
косинусов A = (Aij) формально определяется тем же равенством (45), но смысл
s-параметров в ней, естественно, другой. Выведенные в [34] динамические уравне-
ния определяются равенствами⎛⎝ ωβ̇

ωα̇ sinβ
ω̇

⎞⎠=A

⎛⎝ Mx/A
My/B
Mz/C

⎞⎠+
ω2

ABC

⎡⎣(A−B)(B−C)(A−C)A31A32

⎛⎝ A13

A23

A33

⎞⎠+

+

⎛⎝ AC(A− C)A21A31 +BC(B − C)A22A32

−AC(A− C)A11A31 −BC(B − C)A12A32

0

⎞⎠⎤⎦ . (56)

Совместно с кинематическими уравнениями⎛⎝ ṡ1
ṡ2
ṡ3

⎞⎠= B�

⎛⎝ α̇ sinβ

−β̇
ω − α̇ cosβ

⎞⎠ (57)

они образуют замкнутую дифференциальную систему (56), (57).
Проанализировано конфигурационное пространство твердого тела, находящего-

ся под уравновешенным внешним воздействием ( �M = �0). Для этого построен первый
интеграл

16

u2
(2s1s3 − s2u1)

2(A2 −AD) +
16

u2
(2s2s3 + s1u1)

2(B2 −BD)+

+

(
1− 8

u
(s21 + s22)

)2

(C2 − CD) = 0, (58)

где D = L2/(2T ) = const, имеющий место в условиях постоянства кинетической
энергии T и вектора кинетического момента �L и задающий неявным образом поверх-
ность в пространстве s-параметров. Эта поверхность представляет собой конфигу-
рационное s-пространство уравновешенного твердого тела. Поскольку качественная
зависимость интеграла (58) от переменных s1, s2, s3 совпадает с аналогичной зависи-
мостью в интеграле (49), то результаты анализа конфигурационного s-пространства
уравновешенного твердого тела совпадают с изложенными выше. В случае динами-
чески симметричного твердого тела (A = B �= C) третье из уравнений (56) ожидаемо
дает результат ω = const, а первые два уравнения системы (56) принимают вид(

β̇
α̇ sinβ

)
=
ω(A− C)

A

(
A21A31 +A22A32

−A11A31 −A12A32

)
. (59)
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Показано, что в этом случае конфигурационное пространство представляет со-
бой правильный тор, а его параметризация дана в явном виде в [34].

Далее, на базе дифференциальных уравнений (56), (57) исследована эволюция
ротационного движения твердого тела в среде с сопротивлением, создающим момент
�M = −h�ω, где h > 0. Построены траектории конца вектора �ω и траектории конца
вектора �s, наглядно подтверждающие удобство использования переменных ω, α,
β, s1, s2, s3 для качественного и количественного анализа ротационного движения
твердого тела.

4. Стационарные движения двух гравитирующих тел. В работах
С. Н. Кирпичникова [35–37] рассмотрены общие вопросы устойчивости стационар-
ных движений двух гравитирующих тел с различными инерционными характери-
стиками. Найдены множества всех стационарных относительных движений и иссле-
дована их орбитальная устойчивость в общем случае движения двух гравитирую-
щих тел: осесимметричного и сферически симметричного. Задача изучается в общем
виде: используется точное выражение для потенциала гравитационного взаимодей-
ствия и никаких предположений, кроме предположения о его осесимметричности, не
делается. Существенную упрощающую роль при исследовании сыграл специальный
выбор лагранжевых позиционных координат, отвечающих некоторой «полуподвиж-
ной» декартовой системе координат.

Относительное движение рассматриваемых тел, при котором центр сферически
симметричного тела во все время движения неподвижен в каком-либо пространстве,
жестко скрепленном с осью симметрии осесимметричного тела, названо стационар-
ным. Доказана теорема о двух типах стационарных движений, которая позволила
впервые описать множества всех возможных стационарных движений и дать клас-
сификацию этих движений, связанную с их характерными свойствами. При стаци-
онарных движениях осесимметричное тело совершает регулярную прецессию, а его
центр масс описывает круговую орбиту, причем центр сферически симметричного
тела у стационарных движений I типа, вообще говоря, не лежит в плоскости этой
орбиты, а у стационарных движений II типа всегда является ее центром.

Найденные стационарные движения двух типов охватывают в качестве част-
ных случаев все известные движения («спица», «стрела», «квазистрела», «попла-
вок» и др.), определенные ранее [12] при тех или иных предположениях для некото-
рых конкретных тел, как правило, простого вида. Отказ от общепринятых весьма
частных моделей гравитационного поля осесимметричного тела привел к качествен-
но новым выводам. Например, в отличие от известных результатов доказано, что
движения «стрела» возможны и у несимметричных, а «квазистрела» — у симмет-
ричных относительно плоскости экватора осесимметричных тел.

Разработан новый метод исследования орбитальной устойчивости компланар-
ных (ось симметрии осесимметричного тела и центр сферически симметричного дви-
жутся в одной неподвижной плоскости) стационарных движений, заключающийся
в установлении связи между их устойчивостью в рамках компланарной и некомпла-
нарной постановок задач. Определено, когда метод позволяет свести исследование
устойчивости к анализу существенно более простых условий устойчивости компла-
нарной задачи.

При исследовании орбитальной устойчивости стационарных движений большое
внимание уделено качественным аспектам: определению числа и типов соответству-
ющих точек либрации, их возможным бифуркациям, нахождению параметров, от-
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вечающих переходам от устойчивости к неустойчивости, и т. д. Доказан ряд теорем
об орбитальных устойчивости и неустойчивости стационарных движений в неком-
планарной задаче. В качестве примера приведем лишь один результат: если масса
сферически симметричного тела меньше определенного критического значения, то
невозможна орбитальная устойчивость стационарных движений с минимумом эф-
фективной потенциальной энергии. Изучена устойчивость стационарных движений,
близких к «поплавку», как для симметричных относительно экваториальной плос-
кости осесимметричных тел, так и для несимметричных.

Исследованы компланарные стационарные движения. Доказаны теоремы, уста-
навливающие связь орбитальной устойчивости в рамках компланарной и некомпла-
нарной постановок задач. Так, области орбитальных устойчивости и устойчивости
в линейном приближении для неколлинеарных (центр сферически симметричного
тела не лежит на оси симметрии осесимметричного) стационарных движений всегда
сохраняются, а для коллинеарных — могут уменьшиться при переходе к некомпла-
нарной постановке задачи.

Движение простых модельных тел определяется более простыми соотношения-
ми, допускающими более глубокий анализ. Поэтому полученные результаты были
проанализированы в случае аппроксимации поля тяготения осесимметричного те-
ла полем тяготения нескольких материальных точек, среди которых могут быть
точки с положительными и отрицательными массами, а также пары точек с ком-
плексно сопряженными массами. Для случая аппроксимирующей гантели в рамках
компланарной задачи изучены множества стационарных движений, их орбитальная
устойчивость, влияние на нее сжатия и асимметрии гантели, возможные бифурка-
ции, определены критические расстояния между телами, которым отвечает переход
от устойчивости к неустойчивости и наоборот.

Опишем лишь один из результатов С. Н. Кирпичникова. Широко известна и
используется на практике система пассивной гравитационной стабилизации вра-
щательного движения круговых спутников планет в рамках обычной спутниковой
модели. Учет конечности массы спутника в рамках поступательно-вращательного
его движения приводит к качественно новому явлению: соответствующие стацио-
нарные движения становятся орбитально неустойчивыми, если расстояние между
телами меньше определенного критического значения. При отношении массы осе-
симметричного тела к массе сферически симметричного тела порядка единицы это
значение имеет порядок характерного размера осесимметричного тела. С ростом
указанного отношения масс соответствующее критическое расстояние неограничен-
но увеличивается.

Поэтому выводы о возможных стационарных относительных движениях взаим-
но гравитирующих тел и их устойчивости имеют важные конкретные приложения
в астрономии и космодинамике. Так, они обосновывают возможность длительно-
го существования разного рода двойных космических объектов, например двойных
астероидов, комет, звездных систем, систем «спутник-планета», и определяют устой-
чивые относительные конфигурации при стационарных движениях образующих их
тел. Другая область практических приложений относится к космодинамике. При до-
статочно общих предположениях дан ответ на важный уже в практике современных
космических исследований вопрос: на каких относительных орбитах космический
аппарат (КА) может образовывать устойчивую двойную систему с астероидом или
спутником планеты, в частности в каких точках КА может в течение длительного
времени пассивно «зависать» над поверхностью астероида или спутника? Важно,
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что расстояние между телами такого двойного объекта может иметь порядок ли-
нейных размеров самих тел, а их массы могут быть сравнимы, и хорошо развитые
теории для классических спутниковых моделей здесь не применимы.

5. Управление ориентацией твердого тела. В конце рассмотренного в пер-
вой части обзора 250-летнего периода развития научных исследований в СПбГУ [1]
в динамике твердого тела наметилась явная тенденция к переходу от изучения клас-
сических задач к изучению задач динамики управляемого движения твердого тела,
а проблема управления ориентацией твердого тела стала одной из важнейших. Вы-
званное запросами практики и, в частности, необходимостью активного управления
угловым движением летательных и космических аппаратов, это новое направление
в динамике твердого тела потребовало для своего развития привлечения последних
достижений из теории управления, теории устойчивости движения, теории нели-
нейных колебаний и других областей фундаментальной и прикладной математики.
В то же время передовые достижения математики нашли широчайшее поле для сво-
его применения в динамике управляемого движения твердого тела, что отражается
в огромном количестве публикаций, число которых продолжает расти. Некоторые
результаты этих двух взаимообогащающих тенденций рассматриваются в данном
разделе.

В. И. Зубов рассмотрел задачу активного управления ориентацией твердого тела
в общей нелинейной постановке [38–47]. Он предложил новые подходы к синтезу
управляющих моментов, обеспечивающих стабилизацию заданных ориентаций тела.
Кроме того, им проведено полное исследование качественного поведения решений
соответствующих замкнутых систем управления.

Рассмотрим подход В. И. Зубова к задаче об одноосной стабилизации тела [46].
Пусть твердое тело вращается вокруг своего центра масс O с заданной угловой ско-
ростью �ω. Обозначим через J тензор инерции тела в главных центральных осях
инерции тела Oxyz. Вращательное движение тела под действием управляющего мо-
мента �M описывается уравнениями Эйлера:

J�̇ω + �ω × J�ω = �M. (60)

Пусть заданы единичные векторы �s и �r, причем вектор �s неподвижен в инерциаль-
ном пространстве, а вектор �r неподвижен в системе координат, жестко связанной
с телом. Тогда вектор �s поворачивается относительно системы координат Oxyz с
угловой скоростью −�ω. Следовательно,

�̇s = −�ω × �s. (61)

Для дифференциальной системы, состоящей из динамических уравнений Эйлера
(60) и кинематических уравнений Пуассона (61), требуется построить управляю-
щий момент �M , обеспечивающий одноосную стабилизацию тела: система (60), (61)
должна допускать асимптотически устойчивое положение равновесия

�ω = 0, �s = �r. (62)

В. И. Зубов предложил выбирать управляющий момент в виде

�M = −�ω + k�r × �s, (63)

Вестник СПбГУ. Математика. Механика. Астрономия. 2024. Т. 11 (69). Вып. 2 281



где k = const > 0. Следует отметить, что при таком управлении система (60), (61)
наряду с (62) имеет также положение равновесия

�ω = 0, �s = −�r. (64)

С помощью функции Ляпунова

V =
1

2
(�ω�J�ω + k||�s− �r||2) (65)

доказана следующая теорема [46].

Теорема 1. Пусть управляющий момент определяется формулой (63). Тогда
положение равновесия (62) асимптотически устойчиво, а положение равновесия
(64) неустойчиво. Кроме того, любое движение замкнутой системы, отличное
от положения равновесия (64), при соответствующем выборе коэффициента k
обладает свойством �ω → �0, �r → �s при t→ ∞.

В. И. Зубов рассматривал также задачу сканирования оси тела по заданной про-
грамме [44, 46]. Предполагалось, что единичный вектор �s0(t) вращается в инерци-
альном пространстве с заданной угловой скоростью �ω0(t). Управляющий момент
должен обеспечивать выполнение условий �ω(t) → �ω0(t), �r(t) → �s0(t) при t → ∞.
Доказано, что искомое управление можно выбрать в виде [44, 46]

�M = �ω0(t)− �ω + J�̇ω0(t) + �ω0(t)× J�ω + k�r × �s0(t), k = const > 0.

Аналогичные подходы были развиты для задачи трехосной стабилизации твердого
тела [40, 43, 44].

5.1. Строгие функции Ляпунова в динамике твердого тела. Результа-
ты В. И. Зубова по управлению ориентацией твердого тела основаны на построении
слабых функций Ляпунова. Производные этих функций в силу изучаемых систем
только неотрицательны. Известно, что такие функции Ляпунова плохо подходят
для анализа робастности, так как их отрицательные полуопределенные производ-
ные вдоль траекторий могут становиться положительными при сколь угодно малых
возмущениях динамических уравнений. Это обстоятельство мотивировало развитие
методов построения строгих функций Ляпунова, т. е. функций с отрицательно опре-
деленными производными. Е. Я. Смирнов предложил способ преобразования слабых
функций Ляпунова, построенных В. И. Зубовым, в строгие [48].

Например, в задаче об одноосной стабилизации твердого тела он предложил
модификацию функции Ляпунова (65)

V1 =
1

2
(�ω�J�ω + k||�s− �r||2)− γ�ω�JP(�r × �s), (66)

где γ — положительный параметр;P— постоянная матрица. Доказано, что если мат-
рица (P�+P) — положительно определенная, то для сравнительно малых значений
γ производная функции V1 в силу системы (60), (61), (63) является отрицательно
определенной относительно переменных �ω и �r − �s.

На базе подхода, разработанного Е. Я. Смирновым, в работах его научной груп-
пы [48–50] был получен ряд новых результатов. В частности, разработаны методы
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робастного управления угловым движением твердого тела для случаев, когда тен-
зор инерции тела и моменты, действующие на тело, заданы с некоторой погрешно-
стью [50].

Строгие функции Ляпунова строились также в работах А.Ю. Александрова
и А. А. Тихонова [51–55] для решения задач об одноосной и трехосной стабили-
зации твердого тела. В работе [51] эти задачи рассмотрены для тела с изменяю-
щимися во времени моментами инерции и найдены достаточные условия асимпто-
тической устойчивости заданных ориентаций. Наряду с применением специальных
конструкций строгих функций Ляпунова использовался метод дифференциальных
неравенств. В работах [52, 54] с помощью метода сравнения для функций Ляпуно-
ва проанализирована стабилизация твердого тела по части переменных. Получены
достаточные условия устойчивости и асимптотической устойчивости программных
движений твердого тела по части переменных. Подход Е. Я. Смирнова к построению
строгих функций Ляпунова [48] можно использовать только для случая линейного
восстанавливающего момента. Поэтому в работе [55], посвященной использованию
линейных и нелинейных управлений в задаче о стабилизации тела в условиях воздей-
ствия нестационарных возмущений с нулевыми средними значениями, предложена
другая конструкция строгой функции Ляпунова.

5.2. Эволюционирующее нелинейное управление. В работах [51, 52, 54,
56–58] выполнен ряд исследований, развивающих задачу реактивного управления
угловым положением твердого тела в направлении использования восстанавливаю-
щего и диссипативного моментов, зависящих явным образом не только от фазовых
переменных, но и от времени. Постановка вопроса о возможности реализации таких
систем управления, в которых восстанавливающая или диссипативная составляю-
щая управляющего момента стремится к нулю с течением времени, является важной
и закономерной в связи с ограниченностью ресурсов реактивных систем управле-
ния. С математической точки зрения варианты исчезающего с течением времени
управления известны и общепризнаны в мировой науке [59, 60] как наиболее слож-
ные в проблеме анализа устойчивости механических систем с нестационарным пара-
метром. Рассмотрены варианты линейного и существенно нелинейного управления.
С помощью прямого метода Ляпунова и метода сравнения получены условия, при
которых можно гарантировать устойчивость заданных положений равновесия тела,
несмотря на эволюцию управляющих моментов.

В работах [56, 57] рассматривается задача о трехосной стабилизации тела, с ко-
торым неизменно связаны орты �r1, �r2, �r3, в базисной системе координат с ортами
�s1, �s2, �s3, принимаемой за инерциальную. Для дифференциальной системы, состоя-
щей из динамических уравнений Эйлера (60) и кинематических уравнений Пуассона

�̇si = −�ω × �si, i = 1, 2, 3, (67)

решается задача обеспечения асимптотической устойчивости положения равновесия

�ω = �0, �si = �ri, i = 1, 2, 3, (68)

с помощью суперпозиции восстанавливающего момента �Mr = −a1�s1 × �r1 − a2�s2 × �r2
и эволюционирующего со временем диссипативного момента �Md = −h(t)gradW (�ω),
где W (�ω) — непрерывно дифференцируемая при �ω ∈ R3 положительно определен-
ная однородная порядка μ + 1 функция, μ � 1. Таким образом, уравнения (60)
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принимают вид

J�̇ω + �ω × J�ω = −h(t)gradW (�ω)− a1�s1 × �r1 − a2�s2 × �r2,

где h(t) — положительная и непрерывно дифференцируемая при t � 0 функция.
В работе [56] предполагается, что h(t) → 0 при t → +∞. Доказана лемма об оценке
снизу нормы восстанавливающего момента в окрестности стабилизируемого движе-
ния твердого тела, а также две теоремы об асимптотической устойчивости стабили-
зируемого движения тела. Первая из них относится к случаю линейного диссипа-
тивного момента. В этом случае функция W (ω) представляет собой квадратичную
формуW (�ω) = �ω�D�ω с постоянной симметричной положительно определенной мат-
рицей D, а уравнения (60) имеют вид

J�̇ω + �ω × J�ω = −2h(t)D �ω − a1�s1 × �r1 − a2�s2 × �r2.

Теорема 2. Пусть h(t) → 0 при t→ +∞. Если существует число ν � 1 такое,
что |ḣ(t)| � Lh

3−ν
2 (t) при t � 0, L = const > 0 и

∫ t
0
hν(τ)dτ → +∞ при t→ +∞, то

положение равновесия (68) системы (60), (67) асимптотически устойчиво.

Следствием из теоремы 2 является асимптотическая устойчивость положения
равновесия (68) системы (60), (67), если h(t) = (t + 1)−β и β � 1. Доказано также,
что неравенство β � 1 представляет собой не только достаточное, но и необходимое
условие асимптотической устойчивости положения равновесия.

Следующая теорема, доказанная в [56], относится к модели управления с су-
щественно нелинейным диссипативным моментом, в котором W (�ω) — непрерывно
дифференцируемая при �ω ∈ R3 положительно определенная однородная порядка
μ+ 1 функция, причем μ > 1.

Теорема 3. Пусть h(t) → 0 при t→ +∞. Если существует число ν � 1 такое,
что |ḣ(t)| � Lh1+

1−ν
μ+1 (t) при t � 0, L = const > 0 и

∫ t
0
hν(τ)dτ → +∞ при t → +∞,

то положение равновесия (68) системы (60), (67) асимптотически устойчиво.

Сформулированное выше следствие из теоремы 2 остается в силе при управле-
нии с существенно нелинейным диссипативным моментом. Этот факт указывает на
то, что найденные в теоремах 2 и 3 достаточные условия асимптотической устой-
чивости близки к необходимым. Таким образом, получены критерии, позволяющие
гарантированно решать задачу угловой стабилизации тела в условиях экономии ре-
сурсов реактивных систем управления.

В работе [57] рассматривается в некотором смысле противоположная по отно-
шению к [56] задача о трехосной стабилизации тела. Предполагается, что h(t) → +∞
при t→ +∞. Доказаны две теоремы об асимптотической устойчивости.

В работах [52, 61] решена задача об одноосной стабилизации твердого тела в
положении равновесия (62) с помощью суперпозиции эволюционирующего со вре-
менем восстанавливающего момента и не зависящего явно от t линейного [61] или
нелинейного [52] относительно угловой скорости диссипативного момента. В слу-
чае линейного диссипативного момента динамические уравнения (60) управляемого
движения тела имеют вид

J�̇ω + �ω × J�ω = −D �ω − ah(t)‖�s− �r‖μ−1�s× �r, (69)
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где D — постоянная симметричная положительно определенная матрица; h(t) —
положительная и непрерывная при t � 0 функция, a > 0, μ � 1. С помощью метода
декомпозиции доказана теорема.

Теорема 4. Пусть h(t) → 0 при t → +∞. Если
∫ t
0
h(τ)dτ → +∞ при t → +∞,

то положение равновесия (62) системы (69), (61) асимптотически устойчиво.

Следствием из теоремы 4 является устойчивость положения равновесия (62)
системы (69), (61), если h(t) → 0 при t→ +∞.

В работе [52] та же задача об одноосной стабилизации решена при нелинейном
относительно угловой скорости диссипативном моменте в уравнениях движения:

J�̇ω + �ω × J�ω = −gradW (�ω)− ah(t)‖�s− �r‖μ−1�s× �r.

Рассмотрены два подхода к построению функции Ляпунова. На основании пер-
вого из них с учетом обозначения ϕ(t) = max

{
0; ḣ(t)/h(t)

}
сформулирована и до-

казана следующая теорема.

Теорема 5. Если существует постоянная L > 0, такая что
∫ t
0 ϕ(τ)dτ � L для

t � 0, то положение равновесия (62) системы (69), (61) устойчиво по отношению
к �ω.

Доказана также теорема об асимптотической устойчивости положения равно-
весия по отношению к �ω.

Другой подход к построению функции Ляпунова позволил найти достаточные
условия асимптотической устойчивости не только по отношению к �ω, но и по отно-
шению к �s. С использованием метода дифференциальных неравенств для функций
Ляпунова доказана следующая теорема.

Теорема 6. Если ḣ(t) � 0 для t � 0 и существуют положительные числа
θ и L такие, что |ḣ(t)| � Lh1−

θ
ν+1 (t) для t � 0, h

μν−1
μ+1 (t)

∫ t
0 h

θ+ ν+1
μ+1 (τ) dτ → +∞

при t → +∞, то положение равновесия (62) системы (69), (61) асимптотически
устойчиво.

Проблема трехосной стабилизации углового положения твердого тела с исполь-
зованием эволюционирующих во времени нелинейных восстанавливающих момен-
тов изучалась в работах [54, 58]. Анализировалась возможность построения системы
управления, в которой восстанавливающиймомент стремится к нулю с течением вре-
мени, и остается единственный управляющий момент — диссипативный (линейный
или нелинейный), не зависящий явно от времени. Рассматривались случаи линейно-
го и существенно нелинейного восстанавливающих моментов. С помощью прямого
метода Ляпунова и метода сравнения получены условия, при которых можно гаран-
тировать устойчивость или асимптотическую устойчивость равновесного положения
тела, несмотря на исчезновение восстанавливающего момента.

В работе [54] применяется метод сравнения и метод декомпозиции в варианте,
разработанном в [62, 63]. Сначала рассмотрен вариант линейного восстанавливаю-
щего момента. Управляемое движение тела в этом случае описывается уравнениями:

J�̇ω + �ω × J�ω = D �ω − h(t)(a1�s1 × �r1 + a2�s2 × �r2), (70)
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где D — постоянная симметричная отрицательно определенная матрица. Вводится
в рассмотрение функция ψ(t) = max

{
2λ∗, ḣ(t)/h(t)

}
, где λ∗ — наибольшее собствен-

ное значение матрицы J− 1
2DJ− 1

2 . Доказаны следующие две теоремы.

Теорема 7. Пусть функция h(t) положительна и непрерывна для t ∈ [0,+∞)
и h(t) → 0 при t → +∞. Если существует постоянная L > 0 такая, что∫ t
0
ψ(τ)dτ � L при t � 0, то положение равновесия (68) системы (70), (67) устой-

чиво по отношению к �ω.

Теорема 8. Пусть функция h(t) положительна и непрерывна для t ∈ [0,+∞)

и h(t) → 0 при t → +∞. Если
∫ t
0 ψ(τ)dτ → +∞ при t → +∞, то положение равно-

весия (68) системы (70), (67) асимптотически устойчиво по всем переменным.

Затем рассмотрено управляемое движение тела с нелинейным восстанавливаю-
щим моментом:

J�̇ω + �ω × J�ω = D �ω − h(t)ην(�s1, �s2)(a1�s1 × �r1 + a2�s2 × �r2), (71)

где η(�s1, �s2) = (a1‖�s1 − �r1‖2 + a2‖�s2 − �r2‖2)/2 и ν > 0. Доказаны две теоремы — одна
об устойчивости по отношению к �ω, а другая — об асимптотической устойчивости
по всем переменным.

В работе [58], в отличие от [54], рассмотрено управление с нелинейным демп-
фированием:

J�̇ω + �ω × J�ω = −gradW (�ω)− h(t)ηλ(�s1, �s2)(a1�s1 × �r1 + a2�s2 × �r2), (72)

где функция h(t) положительна и непрерывно дифференцируема для t ∈ [0,+∞) и
h(t) → 0 при t → +∞. Применены развитые в [52] подходы к построению функций
Ляпунова. Доказано, что если μ = 2λ + 1, то при выполнении условий теоремы 6
положение равновесия (62) системы (72), (61) асимптотически устойчиво по всем
переменным.

5.3. Развитие приема усреднения для задач динамики твердого те-
ла. При построении математической модели, описывающей динамику твердого те-
ла, мы неизбежно ограничиваемся учетом основных действующих сил и моментов,
относя все остальные к категории возмущающих. В ряде случаев структура возму-
щающих моментов известна и их влияние можно учесть с помощью методов теории
возмущений, которые эффективны для широкого круга динамических задач. В част-
ности, они широко и успешно используются в задачах динамики искусственных и
естественных небесных тел [21], о чем упоминалось выше в разделе 1. В этом случае
наибольшая трудность может возникнуть из-за изменяющихся во времени возмуще-
ний. Мощным инструментом анализа устойчивости нестационарных систем являет-
ся прием усреднения, позволяющий свести исследование устойчивости нестационар-
ных систем к исследованию соответствующих стационарных усредненных систем
с вытекающими из этого существенными упрощениями. Однако применение прие-
ма усреднения хорошо развито лишь для случая, когда рассматриваемые системы
являются быстро изменяющимися во времени. В этом случае техника усреднения
широко применяется в различных задачах динамики и управления [21, 29].

В работах [64, 65] предложен оригинальный подход к построению функций Ля-
пунова и на его основе найдены новые условия устойчивости нелинейных нестацио-
нарных систем. По сравнению с известными условиями устойчивости, полученными
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с помощью различных методов, использующих усреднение, принципиальная новиз-
на результатов [64, 65] заключается в том, что для обеспечения асимптотической
устойчивости рассматриваемых систем на правые части дифференциальных урав-
нений не накладывается требование быстрого изменения во времени.

В работе [53] исследуются динамика и управление угловым положением твердо-
го тела, находящегося под воздействием нестационарного возмущающего момента.
Никаких ограничений на скорость изменения во времени возмущающего момента
не налагается. Исследуется задача одноосной стабилизации твердого тела. Управ-
ляющий момент состоит из линейной диссипативной составляющей и нелинейной
восстанавливающей составляющей. Возмущающий момент �̃M представлен в виде
линейных комбинаций однородных функций с изменяющимися во времени коэффи-

циентами: �̃M = Φ(t) �Q(�s−�r). Здесь Φ(t) ∈ R3×k — непрерывная и ограниченная для
t � 0 матрица, а компоненты вектора �Q(�u) ∈ Rk — непрерывно дифференцируемые
для �u ∈ R3 однородные функции порядка μ. Предполагается также, что

1

T

∫ t+T

t

Φ(τ) dτ → 0 при T → +∞ (73)

равномерно по t � 0.
Последнее условие выполняется для периодических, квазипериодических и по-

чти периодических функций с нулевыми средними значениями. Важно отметить,
что на величины амплитуд этих возмущений никаких ограничений не накладывает-
ся. Возмущающие моменты такого типа часто встречаются в математических моде-
лях углового движения ИСЗ, взаимодействующих с геофизическими полями [66].

Тогда дифференциальные уравнения вращательного движения тела имеют вид

J�̇ω + �ω × J�ω = hD �ω − a‖�s− �r‖μ−1�s× �r +Φ(t) �Q(�s− �r). (74)

Здесь h > 0, μ � 1, a > 0, D — постоянная симметричная отрицательно определен-
ная матрица. Таким образом, предполагается, что порядки однородности возмуща-
ющего и восстанавливающего моментов совпадают, а коэффициенты восстанавли-
вающего момента имеют нулевые средние значения.

В случае μ = 1, соответствующем линейным восстанавливающему и возмуща-
ющему моментам, Φ(t) ∈ R3×3 и система (74) упрощается:

J�̇ω + �ω × J�ω = hD �ω − a�s× �r +Φ(t)(�s− �r). (75)

С использованием метода функций Ляпунова на базе подходов, развитых в ра-
ботах [62, 64, 67], доказана следующая теорема, утверждающая, что дестабилизи-
рующее влияние нестационарного возмущения можно компенсировать выбором до-
статочно большого множителя при диссипативном моменте.

Теорема 9. Существует число h0 > 0 такое, что положение равновесия (62)
системы (75), (61) асимптотически устойчиво для всех h � h0.

Кроме того, доказано, что при существенно нелинейном восстанавливающем
моменте (μ > 1) не нужно подбирать параметр h > 0 достаточно большим для
стабилизации положения равновесия (62): его асимптотическая устойчивость гаран-
тируется при любом h > 0.
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В работе [68] рассматривается более широкий по сравнению с [53] класс нестаци-
онарных возмущений, для которых неприменимы подходы, использовавшиеся в [53].
При этом получены условия, гарантирующие решение задачи одноосной стабилиза-
ции для более широкого класса нестационарных возмущений с нулевыми средними
значениями, т. е.

1

T

∫ T

0

Φ(τ) dτ → 0 при T → +∞. (76)

Во-первых, не требуется, чтобы предельное соотношение (73) выполнялось равно-
мерно при t � 0 и, во-вторых, порядок однородности σ возмущений может не толь-
ко совпадать с порядком однородности μ восстанавливающего момента, но и быть
меньше его. Заметим, что если σ > μ, то асимптотическую устойчивость положения
равновесия (62) системы (74), (61) гарантируют известные результаты об устойчи-
вости по линейному и нелинейному приближениям [48, 69]. Доказана следующая
теорема.

Теорема 10. Пусть μ > 1 и существует число β ∈ (0, 1] такое, что
1

T β
∫ T
0
Φ(τ) dτ → 0 при T → +∞. Тогда, если 2σ � μ+ 1 + β(μ − 1), то положение

равновесия (62) системы (74), (61) асимптотически устойчиво.

В качестве следствия из теоремы 10 вытекает, что если μ > 1 и выполнено
условие (76), то для асимптотической устойчивости положение равновесия (62) си-
стемы (74), (61) достаточно выполнения неравенства σ � μ. Это следствие обобщает
результат работы [53] на более широкий класс нестационарных возмущений. Одна-
ко, в отличие от [53], где установлена равномерная асимптотическая устойчивость
положения равновесия, теорема 10 не позволяет сделать вывод о том, что асимпто-
тическая устойчивость будет равномерной.

Практическая значимость теорем, доказанных в [53, 68], будет рассмотрена в
одной из следующих частей обзора. Здесь же продолжим анализ общетеоретиче-
ских результатов, являющихся развитием исследований, выполненных в [53, 68], но
относящихся к другой задаче — задаче о трехосной стабилизации твердого тела в
условиях воздействия нестационарных возмущений, рассмотренной в [55, 70].

В работе [70] динамические уравнения имеют вид

J�̇ω + �ω × J�ω = D �ω − cην(�s1, �s2)(a1�s1 × �r1 + a2�s2 × �r2) +Φ(t) �Q(�s1 − �r1, �s2 − �r2), (77)

где сохраняется смысл обозначений, использованных ранее в уравнении (71); c —
положительная постоянная; матрица Φ(t) — непрерывная, ограниченная и удовле-
творяет условию (76); компоненты вектора �Q — непрерывно дифференцируемые
однородные функции порядка 2ν+1. Известно, что если восстанавливающий и воз-
мущающий моменты линейны (ν = 0), то возмущения рассматриваемого типа могут
разрушить устойчивость положения равновесия. В работе [53] показано, что если
порядок неоднородности рассматриваемой системы больше, чем 1, то нестационар-
ные возмущения с нулевыми средними значениями не разрушают асимптотическую
устойчивость. Однако в работе [53] при рассмотрении похожей задачи на функцию
Φ(t) накладывалось более жесткое ограничение (73). Поэтому результаты работы
[53] в данной задаче неприменимы и используются другие подходы, основанные на
методе декомпозиции, принципе сравнения и технике усреднения. Доказана теорема.

288 Вестник СПбГУ. Математика. Механика. Астрономия. 2024. Т. 11 (69). Вып. 2



Теорема 11. Если ν > 0, то положение равновесия (68) системы (77), (67)
асимптотически устойчиво.

В работе [55] рассматривается та же задача, что и в [70], но с другими пред-
положениями относительно возмущающих и управляющих моментов. Вначале рас-
сматривается случай линейного восстанавливающего момента (ν = 0) и линейного
возмущающего момента �Mp = Φ1(t)(�s1−�r1)+Φ2(t)(�s2−�r2), гдеΦ1(t), Φ2(t) ∈ R3×3 —
непрерывные и ограниченные при t ∈ [0,+∞) матрицы. Динамические уравнения
имеют вид

J�̇ω + �ω × J�ω = hD �ω − a1�s1 × �r1 − a2�s2 × �r2 +Φ1(t)(�s1 − �r1) +Φ2(t)(�s2 − �r2), (78)

где h — положительный параметр. Доказана теорема.

Теорема 12. Пусть матрицы
∫ t
0
Φi(τ) dτ (i = 1, 2) ограничены для t � 0. Тогда

существует число h0 такое, что положение равновесия (68) системы (78), (67)
равномерно асимптотически устойчиво при любом h � h0.

Следует заметить, что условие ограниченности матриц
t∫
0

Φi(τ) dτ (i = 1, 2) вы-
полняется, например, если элементы этих матриц являются периодическими с ну-
левыми средними значениями. Для более широкого класса возмущений доказана
следующая теорема.

Теорема 13. Пусть матрицы Φ1(t) и Φ2(t) удовлетворяют условиям (73).
Тогда существует число h0 такое, что положение равновесия (68) системы (78),
(67) равномерно асимптотически устойчиво при любом h � h0.

Заметим, что условия (73) выполняются для матриц Φ1(t) и Φ2(t), если их
элементы являются почти периодическими с нулевыми средними значениями.

Далее рассматриваются уравнения (77) с существенно нелинейным восстанавли-
вающим моментом (ν > 0) и нелинейным возмущающим моментом того же порядка
однородности. Установлено, что в этой ситуации асимптотическая устойчивость по-
ложения равновесия (68) может быть гарантирована при менее обременительных
условиях, чем в рассмотренном выше линейном случае. Доказана теорема.

Теорема 14. Пусть матрица Φ(t) удовлетворяет условию (73). Тогда поло-
жение равновесия (68) системы (78), (67) равномерно асимптотически устойчиво
при любом h � 0.

5.4. Управление с распределенным запаздыванием. В серии статей
А.Ю. Александрова и А. А. Тихонова [71–74] изучаются задачи одноосной и трех-
осной стабилизации твердого тела при наличии распределенного запаздывания в
системе управления.

В [71] рассматривается линейная механическая система с большим парамет-
ром при векторе скоростных сил и распределенным запаздыванием в позиционных
силах. С помощью метода декомпозиции получены условия, при выполнении кото-
рых задача анализа устойчивости исходной системы дифференциальных уравнений
второго порядка может быть сведена к исследованию устойчивости двух вспомога-
тельных подсистем первого порядка. При этом одна из вспомогательных подсистем
не содержит запаздывания, а для второй подсистемы, содержащей распределен-
ное запаздывание, условия устойчивости формулируются в терминах разрешимости
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систем линейных матричных неравенств. Для обоснования указанной декомпози-
ции используется прямой метод Ляпунова. Предложены специальные конструкции
функционалов Ляпунова—Красовского. Разработанный подход применяется в зада-
че (60), (61) об одноосной стабилизации твердого тела в положении (62). Уравнения
Эйлера имеют вид

J�̇ω + �ω × J�ω = −hD �ω − a�s(t)× �r + b

∫ t

t−τ
�s(ξ)× �r dξ, (79)

где D — постоянная положительно определенная матрица; h > 0, a > 0, b = const �=
0; τ — постоянное положительное запаздывание. Доказана теорема.

Теорема 15. Если выполнено неравенство a > τ |b|, то существует число
h0 > 0 такое, что при всех h � h0 положение равновесия (62) системы (60),
(61) асимптотически устойчиво.

В работе [72] также решается задача об одноосной стабилизации твердого тела.
При этом, в отличие от [71], используется управление по типу ПИД-регулятора,
но с существенно нелинейной восстанавливающей компонентой и с распределенным
запаздыванием (интегральный член) в отличие от классического ПИД-регулятора.
Уравнения (60) управляемого движения тела имеют вид

J�̇ω + �ω × J�ω = −D �ω − a‖�s(t)− �r‖μ−1�s(t)× �r + b

∫ t

t−τ
‖�s(ξ)− �r‖μ−1�s(ξ) × �r dξ, (80)

где μ � 1. Будем считать, что начальные функции χ(ξ) для системы (61), (80) при-
надлежат пространству C([−τ, 0],R6) непрерывных функций с равномерной нормой
‖χ‖τ = maxξ∈[−τ,0] ‖χ(ξ)‖. Относительно условий асимптотической устойчивости по-
ложения равновесия (62) системы (61), (80) доказана следующая теорема.

Теорема 16. Пусть μ > 0. Тогда при выполнении неравенства a > τb положе-
ние равновесия (62) системы (60), (61) асимптотически устойчиво.

Сравнение теорем 15 и 16 показывает, что при использовании управления по
типу ПИД-регулятора, но с существенно нелинейной восстанавливающей компонен-
той и с распределенным запаздыванием одноосная стабилизация тела может быть
обеспечена при менее жестких ограничениях на параметры системы. В частности,
ослабление требований к величине диссипативного момента (не требуется наличия
большого параметра в качестве множителя при диссипативном моменте) играет
важную роль в задачах угловой стабилизации ИСЗ, поскольку создание диссипа-
тивных моментов в космических условиях представляет непростую задачу. Кроме
того, в отличие от линейного случая [71], из теоремы 16 следует, что при исполь-
зовании существенно нелинейного управляющего момента одноосную стабилизацию
тела можно гарантировать при a = 0, b < 0, т. е. когда на тело не действует восста-
навливающий момент.

В работах [73, 74] решается задача (60), (67) о трехосной стабилизации твердого
тела в положении равновесия (68) с использованием управления, построенного по
типу ПИД-регулятора, но с распределенным запаздыванием (интегральный член).
Уравнения (60) управляемого движения тела имеют вид [73]

J�̇ω+�ω×J�ω = −hD �ω−a1�s1×�r1−a2�s2×�r2+b
∫ t

t−τ
(a1�s1(ξ)×�r1+a2�s2(ξ)×�r2) dξ, (81)
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где b = const. Пусть начальные функции χ(ξ) для системы (67), (81) принадлежат
пространству C([−τ, 0],R12) непрерывных функций χ(ξ) : [−τ, 0] → R12 с равно-
мерной нормой ‖χ‖τ = maxξ∈[−τ,0] ‖χ(ξ)‖. Относительно условий асимптотической
устойчивости положения равновесия (68) системы (67), (81) доказана следующая
теорема.

Теорема 17. Пусть выполняется неравенство |b|τ < 1. Тогда существует
число h0 > 0 такое, что при всех h � h0 положение равновесия (68) системы (67),
(81) асимптотически устойчиво.

В работе [74] тоже решается задача о трехосной стабилизации твердого тела с ис-
пользованием управления по типу ПИД-регулятора с распределенным запаздывани-
ем. При этом, в отличие от [73], впервые применяется нелинейный однородный вос-
станавливающий момент с распределенным запаздыванием. Кроме того, в отличие
от подходов, применявшихся в [71–73], в работе [74] для получения условий асимпто-
тической устойчивости вместо метода декомпозиции используется специальная кон-
струкция функционала Ляпунова—Красовского. Уравнения (60) управляемого дви-
жения тела под действием диссипативного момента �Md = −D �ω, где D — постоянная
симметричная положительно определенная матрица, и восстанавливающего момен-
та �Mr = −ην(�s1, �s2)(a1�s1×�r1+a2�s2×�r2), где η(�s1, �s2) = (a1‖�s1−�r1‖2+a2‖�s2−�r2‖2)/2,
a1, a2 — положительные постоянные, ν — неотрицательный параметр, имеют вид

J�̇ω + �ω × J�ω = −D �ω + �Mr(t) + b

∫ t

t−τ
�Mr(ξ) dξ. (82)

Здесь b — постоянный коэффициент; τ — постоянное положительное запаздывание.
Будем считать, что начальные функции χ(ξ) для системы (67), (82) принад-

лежат пространству C([−τ, 0],R12) непрерывных функций χ(ξ) : [−τ, 0] → R12 с
равномерной нормой ‖χ‖τ = maxξ∈[−τ,0] ‖χ(ξ)‖.

Задача нахождения условий асимптотической устойчивости положения равно-
весия (68) системы (67), (82) решена в работе [73] в случае линейного восстанавлива-
ющего момента (ν = 0). Согласно теореме 17, стабилизацию положения равновесия
можно гарантировать, если выполнено неравенство |b|τ < 1, а перед вектором дис-
сипативного момента имеется достаточно большой положительный множитель.

В работе [74] доказано, что при использовании существенно нелинейного вос-
станавливающего момента (ν > 0) стабилизация имеет место при значительно менее
жестких ограничениях на параметры системы, а именно справедлива теорема.

Теорема 18. Пусть ν > 0. Если выполнено неравенство 1 + bτ > 0, то поло-
жение равновесия (68) системы (67), (82) асимптотически устойчиво.

В целом обращает на себя внимание простота условий асимптотической устой-
чивости в теоремах 15–18.

Практическая значимость доказанных теорем будет обсуждаться в следующей
части обзора, а здесь приведем иллюстративный пример. Пусть твердое тело име-
ет главные центральные моменты инерции A = 5, B = 6, C = 4 (все численные
значения параметров имеют размерности в единицах системы СИ).

Ставится задача стабилизации тела в положении (68), которому соответствуют
нулевые значения «самолетных» углов ориентации тела в кениговой системе коор-
динат: ϕ = 0, ψ = 0, θ = 0. Управляющий момент берется в виде правой части
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уравнений (82), где D = diag(0.5, 0.5, 0.5), a1 = a2 = 2, b = 1.3. Рассматривается про-
цесс стабилизации углового положения тела при разных значениях запаздывания τ
и показателя ν степени нелинейности управления для одних и тех же начальных зна-
чений углов и угловых скоростей ϕ(0) = 0.5, ψ(0) = −0.2, θ(0) = 0.6, ωx(0) = −0.055,
ωy(0) = −0.045, ωz(0) = 0.05. В случае линейного управления (ν = 0) при отсутствии
распределенного запаздывания (τ = 0) процесс стабилизации тела показан на рис. 1

Рис. 1. Процесс стабилизации при ν = 0, τ = 0.

Видно, что процесс стабилизации практически завершается при t = 100.
Если ввести в управление интегральную составляющую, выбрав τ = 0.8, и снова

рассмотреть поведение тела при тех же начальных условиях, то, как видно из рис. 2,
стабилизация тела отсутствует.

Рис. 2. Отсутствие стабилизации при ν = 0, τ = 0.8 (|c|τ > 1).

Этот результат полностью соответствует теореме 17, гарантирующей асимп-
тотическую устойчивость нулевого решения лишь при |b|τ < 1. В данном случае
|b|τ = 1.3 · 0.8 = 1.04 > 1. Однако теорема 18 позволяет надеяться на то, что при
нелинейном восстанавливающем моменте процесс стабилизации может состояться
даже при b = 1.3 и τ = 0.8, поскольку неравенство 1+ bτ > 0 выполняется. Действи-
тельно, при ν = 4 тело успешно стабилизируется, как показано на рис. 3.

При этом важно заметить, что, во-первых, тело в процессе стабилизации со-
вершенно не испытывает колебаний, вызванных работой системы управления, и,
во-вторых, процесс стабилизации завершается намного быстрее, чем в случае ли-
нейного управления без распределенного запаздывания (см. рис. 1). Наглядная де-
монстрация этих двух важных качеств предложенного нелинейного управления с
распределенным запаздыванием свидетельствует о его перспективности для реше-
ния многочисленных практически важных задач, требующих не только быстродей-
ствия, но и соблюдения условий гладкости переходных режимов.
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Рис. 3. Процесс стабилизации при ν = 4, τ = 0.8.

Из доказательства теоремы 18 следует также, что если восстанавливающий
управляющий момент вовсе отсутствует, то диссипативный момент и интегральный
член с запаздыванием позволяют обеспечить асимптотическую устойчивость стаби-
лизируемого режима углового движения тела, причем наличие большого параметра
при диссипативном моменте не обязательно. Таким образом, из сравнения процес-
сов стабилизации при линейном и нелинейном восстанавливающем моментах (тео-
ремы 17 и 18) следует, что если в линейном случае стабилизация тела происходит
за счет восстанавливающего момента, а интегральная составляющая эффективно
сглаживает переходные процессы, выполняя роль своего рода гасителя колебаний,
вызванных работой системы управления, то при нелинейном восстанавливающем
моменте интегральная составляющая не только стабилизирует тело, но и одновре-
менно гасит его колебания.

5.5. Управление с неполной обратной связью. Пусть твердое тело вра-
щается относительно центра масс C с угловой скоростью �ω. Кроме того, пусть в
инерциальном пространстве имеется ортонормированный базис �s1, �s2, �s3, вращаю-
щийся относительно инерциального пространства с угловой скоростью �ω1, а в теле
имеется ортонормированный базис �r1, �r2, �r3, вращающийся относительно тела с уг-
ловой скоростью �ω2, где �ω1 и �ω2 — непрерывные и ограниченные вектор-функции.
Тогда в системе Cxyz главных центральных осей инерции тела движение тела и из-
менение ортов описывается дифференциальными уравнениями Эйлера—Пуассона:

J�̇ω + �ω × J�ω = �M + �Mp, (83)

�̇si = (�ω1 − �ω)× �si, �̇ri = �ω2 × �ri, i = 1, 2, 3, (84)

где �M — управляющий момент; �Mp — возмущающий момент.
Практический интерес представляют две основные задачи.

Задача 1. Выбрать управляющий момент �M так, чтобы либо �si ≡ �ri, либо �si → �ri
при t→ ∞ (i = 1, 2, 3).

Задача 2. Выбрать управляющий момент �M так, чтобы обеспечить асимптоти-
ческую устойчивость вращательного движения тела вокруг одной из его главных
центральных осей инерции с заданной угловой скоростью �ω = �ω0.

При наличии полной обратной связи, когда имеется три датчика угловой ско-
рости, измеряющих ее проекции на выбранные оси, обе эти задачи решены В.И. Зу-
бовым [40]. В то же время А.М. Летов поставил задачу построения такого управ-
ления с использованием меньшего числа датчиков [75]. Задача Летова, продолжая
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и развивая результаты В. И. Зубова, рассматривалась в ряде работ ученых СПбГУ.
Некоторые из них упомянуты ниже.

1. В работе [76] рассматриваются задачи 1, 2 в предположении о том, что из-
меряются не все фазовые переменные тела, а именно компоненты ортов �s1, �s2, �s3 в
системе координат Cxyz и проекции вектора �ω на два неколлинеарные направления
с ортами �b1 и �b2, которые, не ограничивая общности, можно считать ортогональ-
ными. С использованием обозначений �ω∗ = �ω1 − �ω2, �b3 = �b1 × �b2, B1 = (b1, b2, b3),
B2 = B1 diag(1, 1, 0), �w = B�

1 �ω, �w∗ = B�
1 �ω

∗ управляющий момент строится в виде

�M = J�̇ω∗ + �ω∗ × J�ω∗ + �ω∗ × JB2(�w − �w∗)−B1D1(�w − �w∗) +
3∑
i=1

ai�ri × �si − �Mp, (85)

где D = (dkl), d11 > 0, d11d22− (d21+d12)
2/4 > 0, dk3 = 0, d3m = �ω∗(�bm×J�b3), a1 > 0,

a2 > 0, a3 � 0 (k, l = 1, 2, 3; m = 1, 2). Тогда справедлива теорема.

Теорема 19.Пусть ν > 0. Если на программном движении задачи 1 выполнено
неравенство �ω∗(J�b3 × �b3) > 0, то это движение при управляющем моменте (85)
асимптотически устойчиво по Ляпунову. Если �ω∗ ≡ 0 и соотношения �b3×J�b3 = �0,
�b3×�r3 = �0 одновременно не выполняются, то программное движение задачи 1 при
управляющем моменте (85) асимптотически устойчиво по Ляпунову; если же
�ω∗ = �b3 × J�b3 = �b3 × �r3 = �0, то это движение лишь устойчиво.

Доказательство теоремы 19 проводится путем исследования поведения функции
V = (�ω − �ω∗)J(�ω − �ω∗) +

∑3
i=1 ai(�s1 − �ri)(�s1 − �ri) на решениях системы (83)–(85).

Аналогичным образом в [76] получены и доказаны достаточные условия, при
выполнении которых построенные управляющие моменты осуществляют программ-
ную ориентацию тела в задаче 2.

2. При �ω0 = �0 задача 1 решена в [77], а задача 2 — в [78].
3. При �ω0 �= �0 задача 2 решалась в локальной постановке в работах [79, 80] для

случая, когда вектор �ω0 направлен вдоль главной оси инерции тела.
4. В случае двух датчиков задача 2 решена в [81] для почти всех тензоров

инерции.
5. В случае одного датчика задача 2 решена в [82] в линейном приближении с

использованием динамического регулятора.
6. Задача 2 в случае одного датчика нелокально исследовалась в [83] с учетом

нелинейных членов. Исследование основано на методе функций Ляпунова.
7. В [84] исследована задача 2. Искомые управления предлагается выбирать как

линейные функции относительно отклонений проекций векторов угловых скоростей
от заданных значений. Получены условия, при которых такое управление обеспечи-
вает асимптотическую устойчивость вращения вокруг большой, малой или средней
оси инерции тела.

6. Заключение. Последние 50 лет истории Университета отличаются от пер-
вых 250 лет взрывным ростом количества публикаций по динамике твердого тела.
Причина этого явления — быстрое расширение круга актуальных задач, для кото-
рых методы динамики твердого тела, разработанные ранее и развитые в рассматри-
ваемый период, являются надежной теоретической базой. Рассмотрение некоторых
из этих методов, развитых учеными Университета, дает представление о достигну-
тых в рассматриваемый период достижениях, относящихся как к неуправляемому,
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так и к управляемому движениям твердого тела. О достижениях ученых Универ-
ситета в области прикладных исследований, опирающихся на динамику твердого
тела, в том числе и о достижениях в области динамики космических аппаратов,
будет рассказано в последующих частях данной серии статей.
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This article represents the second part of a survey dedicated to the 300th anniversary of
Saint Petersburg State University (SPbSU). The article is intended on analysis the scientific
achievements of the Saint Petersburg School of Mathematics and Mechanics in the field of
rigid body dynamics in the last 50 years. The main attention in the article is paid to
theoretical research in the field of uncontrolled and controlled motions of a rigid body.
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