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Получено новое обобщение так называемой теоремы Хегедюша—Силагьи (Hegedüs—
Szilágyi) о неподвижной точке путем введения нового сжимающего условия в рамках
полных метрических пространств. В качестве приложения доказана новая теорема о
неподвижной точке, обобщающая и улучшающая многие известные в литературе ре-
зультаты.
Ключевые слова: теорема Хегедюша—Силагьи о неподвижной точке, полные метриче-
ские пространства, новый вид сжимающих условий, сжатие Меира—Килера, орбита.

1. Введение. Знаменитый принцип сжатия Банаха
(
BCP: d(Tx, T y) � kd(x, y),

k ∈ [0, 1)
)
является одним из наиболее полезных результатов нелинейного анализа.

На протяжении многих лет многие авторы успешно пытались обобщить эту вели-
кую теорему. Как обобщение BCP, в 1962 г. Эдельштейн [1] доказал существование
фиксированной точки для сжимающих отображений (d(Tx, T y) < d(x, y), где x = y)
в предположении компактности пространства. В том же направлении и с исполь-
зованием некоторых вспомогательных функций в 1980 г. Хегедюш и Силагьи [2]
доказали следующий результат о неподвижной точке.

Теорема 1. Пусть (X, d) — полное метрическое пространство, и пусть T —
такое отображение на X, что DT (x) = sup{d(u, v) : u, v ∈ {x, Tx, T 2x, . . .}} < ∞
для всех x ∈ X. Предположим, что существует функция ϕ из [0,∞), удовлетво-
ряющая следующим условиям:

(i) ϕ(t) < t выполняется для всех t ∈ (0,∞);
(ii) ϕ полунепрерывна сверху;
(iii) для любых x, y ∈ X

d(Tx, T y) � ϕ ◦DT (x, y),

где DT (x, y) = sup{d(u, v) : u, v ∈ {x, Tx, T 2x, . . . , y, T y, T 2y, . . .}}.
Тогда T имеет единственную неподвижную точку z. Более того, {T nx} схо-

дится к z для любого x ∈ X.

Из-за важности сжимающих отображений и их приложений во многих рабо-
тах рассматривались такого рода отображения. В этом направлении авторы в [3]
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доказали существование некоторой теоремы о неподвижной точке для класса сжи-
мающих отображений без использования компактности метрического пространства.
Этот принцип распространен на случай многозначных отображений с помощью ха-
усдорфова расстояния H , порожденного расстоянием d (см. [4]). Другое обобщение
сделано для случая обобщенных ортогональных множеств. Идея здесь заключалась
в том, чтобы предположить сжатие только для класса элементов, называемых общи-
ми ортогональными элементами (более подробно см. [5–7]). В статье [8] рассматри-
вается обобщение результатов, обсуждаемых в [3], с использованием известной тео-
ремы Райха о неподвижной точке в контексте общих топологических пространств с
τ -расстоянием p, упомянутым в [9]. Помимо этих работ, авторы в [10, 11] распростра-
нили эту идею на пару отображений и доказали существование общей неподвижной
точки. Этот подход использовался для обеспечения существования решения системы
дифференциальных уравнений. Можно добавить, что в [12] авторы доказали, что
упомянутые результаты можно обобщить на случай нерасширяющих отображений
(см. [13, 14]). Отметим, что доказанные теоремы в [12] сделаны без использования
компактности пространства и равномерной выпуклости (см. [15]).

Совсем недавно Судзуки [16] обобщил теорему 1 для нового типа сжатия сле-
дующим образом.

Теорема 2. Пусть (X, d) — полное метрическое пространство, и пусть T —
такое отображение на X, что DT (x) < ∞ для всех x ∈ X. Предположим, что
существует функция ϕ из [0,∞) такая, что:

(i) ϕ(t) < t выполняется для всех t ∈ (0,∞);
(ii) для любого ε > 0 существует δ > 0 такое, что для любого t ∈ (0,∞)

ε < t < ε+ δ влечет ϕ(t) � ε;

(iii) d(Tx, T y) � ϕ ◦DT (x, y) выполняется для всех x, y ∈ X.
Тогда T имеет единственную неподвижную точку z. Более того, {T nx} схо-

дится к z для любого x ∈ X.

Вышеприведенное сжатие называется сжатием нового типа (НТ). В [16] пока-
зано, что сжатия НТ и Меира—Килера (М—К) [17] независимы.

С другой стороны, несмотря на то что max{DT (x), DT (y)} � DT (x, y) для всех
x, y ∈ X , условие max{ϕ(DT (x)), ϕ(DT (y))} � ϕ(DT (x, y)), вообще говоря, не выпол-
няется, так как монотонность функции ϕ произвольна.

Мотивируясь этим фактом, мы вводим новое следующее сжатие:

d(Tx, T y) � max{ϕ(DT (x)), ϕ(DT (x, y)), ϕ(DT (y))}, (1)

для всех x, y ∈ X . Это сжатие более общее, чем с условиями (iii) теоремы 2. Ниже
мы доказываем новую теорему о неподвижной точке.

2. Основные результаты. В этом разделе мы начнем со следующих примеров,
подтверждающих мотивацию этой статьи.

Пример. ПустьX = [0, 2] снабжен метрикой, определяемой следующим образом:

d(x, y) =

{
max{x, y}, если x = y,

0, если x = y.
(2)
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Определим T как отображение на X с помощью

Tx =

⎧⎨⎩
1

2x
, если x ∈ [1, 2],

0 в противном случае.

Пусть ϕ — функция из [0,∞), определяемая равенством

ϕ(t) =

⎧⎨⎩
1

2t
, если t ∈ [1, 2],

0 в противном случае.

Ясно, что ϕ удовлетворяет условию (i) теоремы 2. Теперь для выполнения усло-
вия (ii) пусть ε > 0, так что имеем два следующих случая.

Случай 1. Если 0 < ε < 1, то существует δ = 1−ε
2 такое, что для любого

t ∈ (0,∞)
ε < t < ε+ δ влечет ϕ(t) = 0 � ε.

Случай 2. Если ε � 1, то существует δ = ε такое, что для любого t ∈ (0,∞)

ε < t < ε+ δ влечет ϕ(t) =
1

2t
<

1

2ε
� ε.

Более того, T удовлетворяет (1). Действительно, пусть x, y ∈ X , тогда мы имеем

d(Tx, T y) � max

{
1

2x
,
1

2y

}
= max{ϕ ◦DT (x), ϕ ◦DT (x, y), ϕ ◦DT (y)}.

С другой стороны, заметим, что 0 является единственной неподвижной точкой T на
X , но T не удовлетворяет условию (iii) теоремы 2. Действительно, пусть x, y ∈ X ,
и без ограничения общности считаем, что x < y. Если x, y ∈ [1, 2], то получаем

d(Tx, T y) =
1

2x
>

1

2y
= ϕ ◦DT (x, y).

Пример. ПустьX = [0, 2]. Определим расстояние d отX×X до [0,∞) с помощью
(2). Определим отображение T на X следующим образом:

Tx =

{
e−x, если x ∈ [1, 2],

0 в противном случае.

Пусть ϕ — функция из [0,∞), определяется равенством

ϕ(t) =

{
e−t, если t ∈ [1, 2],

0 в противном случае.

Очевидно, что ϕ удовлетворяет условию (i) теоремы 2. Теперь для выполнения усло-
вия (ii) пусть ε > 0, так что имеются два следующих случая.

Случай 3. Если 0 < ε < 1, то существует δ = 1−ε
2 такое, что для любого

t ∈ (0,∞)
ε < t < ε+ δ влечет ϕ(t) = 0 � ε.
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Случай 4. Если ε � 1, то существует δ = ε такое, что для любого t ∈ (0,∞)

ε < t < ε+ δ влечет ϕ(t) = e−t < e−ε � ε.

Более того, T удовлетворяет (1). Действительно, пусть x, y ∈ X , тогда мы имеем

d(Tx, T y) � max

{
e−x, e−y

}
= max{ϕ ◦DT (x), ϕ ◦DT (x, y), ϕ ◦DT (y)},

и 0 — единственная неподвижная точка T на X , но T не удовлетворяет условию (iii)
теоремы 2. Действительно, пусть x, y ∈ X . Без ограничения общности считаем, что
x < y. Если x, y ∈ [1, 2], то

d(Tx, T y) = e−x > e−y = ϕ ◦DT (x, y).

Замечание 1. Из приведенных выше примеров видно, что T имеет единствен-
ную неподвижную точку, но условие (iii) теоремы 2 не выполняется. С другой сто-
роны, мы видим, что T удовлетворяет (1), что обобщает и улучшает теорему 2.

Теперь сформулируем наш основной результат.

Теорема 3. Пусть (X, d) — полное метрическое пространство и пусть T —
такое отображение на X, что DT (x) < ∞ для всех x ∈ X. Предположим, что
существует функция ϕ из [0,∞), удовлетворяющая следующим условиям:

(i) ϕ(t) < t выполняется для всех t ∈ (0,∞);
(ii) для любого ε > 0 существует δ > 0 такое, что для любого t ∈ (0,∞)

ε < t < ε+ δ влечет ϕ(t) � ε;

(iii) d(Tx, T y) � max{ϕ ◦DT (x), ϕ ◦DT (x, y), ϕ ◦DT (y)} выполняется для всех
x, y ∈ X.

Тогда T имеет единственную неподвижную точку z. Более того, {T nx} схо-
дится к z для любого x ∈ X.

Доказательство. Доказательство разделено на три основных этапа.
Шаг 1. Докажем, что lim

n→∞DT (T
nx) = 0 для всех x ∈ X . Пусть x ∈ X , так как

{T nx, T n+1x, . . .} ⊃ {T n+1x, T n+2x, . . .}, для всех n ∈ N, тогда {DT (T
nx)} убывает.

Следовательно, {DT (T
nx)} сходится к некоторому ε � 0. Предположим, что ε > 0.

Имеются следующие два случая:
• ε < DT (T

nx) для любого n ∈ N;
• ε = DT (T

nx) для некоторого n ∈ N.
В первом случае мы выбираем δ ∈ (0,∞) так, чтобы

ε < t < ε+ δ влечет ϕ(t) � ε.

Мы выбираем n0 ∈ N так, чтобы

DT (T
n0x) < ε+ δ.

Пусть m � n0 и n � n0, поэтому

ε < DT (T
max{m,n}x) � DT (T

mx, T nx) � DT (T
min{m,n}x) � DT (T

n0x) < ε+ δ
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и

d(Tm+1x, T n+1x) � max{ϕ ◦DT (T
mx), ϕ ◦DT (T

mx, T nx), ϕ ◦DT (T
nx)} � ε,

откуда следует ε < DT (T
n0+1x) � ε, что приводит к противоречию.

Во втором случае мы выбираем n0 ∈ N так, чтобы

ε = DT (T
n0x).

Пусть m � n0 и n � n0, поэтому

ε � DT (T
max{m,n}x) � DT (T

mx, T nx) � DT (T
min{m,n}x) � DT (T

n0x) = ε

и

d(Tm+1x, T n+1x) � max{ϕ ◦DT (T
mx), ϕ ◦DT (T

mx, T nx), ϕ ◦DT (T
nx)} � ϕ(ε) < ε,

откуда следует ε � DT (T
n0+1x) < ε, что является противоречием. Следовательно,

справедливо lim
n→∞DT (T

nx) = 0.
Шаг 2. Покажем, что lim

n→∞DT (T
nx, T ny) = 0 для всех x, y ∈ X .

Пусть x, y ∈ X , так как
{T nx, T n+1x, . . . , T ny, T n+1y, . . .} ⊃ {T n+1, T n+2x, . . . , T n+1y, T n+2y, . . .}

для n ∈ N, то {DT (T
nx)} убывает. Следовательно, {DT (T

nx)} сходится к некоторому
ε � 0. Предположим, что ε > 0. У нас есть следующие два случаи:

• ε < DT (T
nx, T ny) для любого n ∈ N;

• ε = DT (T
nx, T ny) для некоторого n ∈ N.

В первом случае мы выбираем δ ∈ (0,∞) так, чтобы

ε < t < ε+ δ влечет ϕ(t) � ε.

Мы выбираем n0 ∈ N так, чтобы

DT (T
n0x, T n0y) < ε+ δ.

Без ограничения общности, согласно шагу 1, можно считать

DT (T
n0x) � ε и DT (T

n0y) � ε.

Пусть m � n0 и n � n0, поэтому

ε < DT (T
max{m,n}x, Tmax{m,n}y) � DT (T

mx, T ny) �
� DT (T

min{m,n}x, Tmin{m,n}y) � DT (T
n0x, T n0y) < ε+ δ

и

d(Tm+1x, T n+1y) � max{ϕ ◦DT (T
mx), ϕ ◦DT (T

mx, T nx), ϕ ◦DT (T
ny)} �

� max{DT (T
mx), ϕ ◦DT (T

mx, T ny), DT (T
ny)} � ε,

откуда следует, что ε < DT (T
n0+1x, T n0+1y) � ε, это приводит к противоречию.
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Во втором случае мы выбираем n0 ∈ N так, чтобы

ε = DT (T
n0x, T n0y).

Пусть m � n0 и n � n0, поэтому

ε � DT (T
max{m,n}x, Tmax{m,n}y) � DT (T

mx, T ny) �
� DT (T

min{m,n}x, Tmin{m,n}y) � DT (T
n0x, T n0y) = ε.

Без ограничения общности, согласно шагу 1, можно считать

DT (T
n0x) � ϕ(ε) и DT (T

n0y) � ϕ(ε).

Далее,

d(Tm+1x, T n+1y) � max{ϕ ◦DT (T
mx), ϕ ◦DT (T

mx, T nx), ϕ ◦DT (T
ny)} �

� max{DT (T
mx), ϕ ◦DT (T

mx, T ny), DT (T
ny)} � ϕ(ε) < ε,

откуда следует, что ε � DT (T
n0+1x, T n0+1y) < ε, это приводит к противоречию.

Следовательно, имеем lim
n→∞DT (T

nx, T ny) = 0.

Шаг 3. На этом шаге мы доказываем существование и единственность непо-
движной точки.

Пусть x ∈ X . Из шага 1 получаем, что {DT (T
nx)} сходится к 0. Значит, {T nx} —

последовательность Коши в X . Поскольку X полно, существует z ∈ X такое, что
{T nx} сходится к z. Опять из шага 2 имеем lim

n→∞DT (T
nx, T nz) = 0. Тогда {T nz}

сходится к z.
Теперь мы хотим показать, что DT (z) = 0. Рассуждая от противного, считаем

ε := DT (z) > 0. Поскольку lim
n→∞DT (T

nx) = 0, то существует n0 ∈ N такое, что

ε = DT (z) = · · ·DT (T
n0−1z) = DT (T

n0z) > DT (T
n0+1z),

следовательно,
ε = DT (T

n0z) = sup{d(T n0z, T nz) : n > n0}.
При n > n0 получаем

d(T n0z, T nz) � max{ϕ ◦DT (T
n0−1z), ϕ ◦DT (T

n0−1z, T n−1z), ϕ ◦DT (T
n−1z)}.

Мы рассматриваем следующие два случая:
• если n− 1 = n0, то имеем

ϕ ◦DT (T
n−1z) = ϕ ◦DT (T

n0z) = ϕ(ε);

• если n− 1 > n0, то имеем

ϕ ◦DT (T
n−1z) � DT (T

n−1z) � DT (T
n0+1z) < ε.

Далее,

d(T n0z, T nz) � max
{
ϕ ◦DT (T

n0−1z), ϕ ◦DT (T
n0−1)z),max{ϕ(ε), DT (T

n0+1z)}} �
� max{ϕ(ε), DT (T

n0+1z)}.
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Поскольку n произвольно, получаем

ε = sup{d(T n0z, T nz) : n > n0} � max{ϕ(ε), DT (T
n0+1z)} < ε.

Это приводит к противоречию. Следовательно, DT (z) = 0, тогда z — неподвиж-
ная точка T в X . Единственность неподвижной точки сразу следует из того, что
lim
n→∞DT (T

nx, T nz) = 0. �

Следствие 1 (теорема 1.2 в [18]). Пусть (X, d) — полное метрическое про-
странство, а T — отображение на X. Предположим, что существует функция
ϕ из [0,∞), удовлетворяющая следующим условиям:

(i) ϕ не убывает;
(ii) limn ϕ

n(t) = 0 выполняется для всех t ∈ (0,∞) таких, что ϕn = ϕ◦ϕ . . .◦ϕ
n раз;

(iii) d(Tx, T y) � ϕ ◦ d(x, y) выполняется для всех x, y ∈ X.
Тогда T имеет единственную неподвижную точку z. Более того, {T nx} схо-

дится к z для любого x ∈ X.

Следствие 2 (теорема 5 в [16]). Пусть (X, d) — полное метрическое про-
странство и пусть T — отображение в себя на X такое, что DT (x) <∞ для всех
x ∈ X. Предположим, что существует функция ϕ из [0,∞), удовлетворяющая
следующим условиям:

(i) ϕ(t) < t выполняется для всех t ∈ (0,∞);
(ii) для любого ε > 0 существует δ > 0 такое, что для любого t ∈ (0,∞)

ε < t < ε+ δ влечет ϕ(t) � ε;

(iii) d(Tx, T y) � ϕ ◦DT (x, y) выполняется для всех x, y ∈ X.
Тогда T имеет единственную неподвижную точку z. Более того, {T nx} схо-

дится к z для любого x ∈ X.

Следующий пример показывает, что теорема 3 улучшает теорему 2.

Пример. Пусть X = [0, π] имеет метрику, определенную следующим образом:

d(x, y) =

{
max{x, y}, если x = y,

0, если x = y.
(3)

Определим отображение T на X с помощью

Tx =

{
sinx, если x ∈

[π
2
, π
]
,

0 в противном случае.

Пусть ϕ — функция из [0,∞), определяемая равенством

ϕ(t) =

{
sin t, если t ∈

[π
2
, π
]
,

0 в противном случае.

Легко видеть, что ϕ удовлетворяет условию (i) теоремы 3. Теперь для выполнения
условия (ii) пусть ε > 0 и существуют два случая.
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Случай 5. Если 0 < ε < π
2 , то существует δ = π

4 − ε
2 такое, что для любого

t ∈ (0,∞)
ε < t < ε+ δ влечет ϕ(t) = 0 � ε.

Случай 6. Если ε � π
2 , то существует δ = ε такое, что для любого t ∈ (0,∞)

• если t /∈ [π2 , π], то ϕ(t) = 0 � ε;
• если t ∈ [π2 , π], то

ε < t < ε+ δ влечет ϕ(t) = sin(t) < sin(ε) � ε.

Кроме того, T удовлетворяет условиям (iii) теоремы 3 и следствию 3. Действи-
тельно, пусть x, y ∈ X , тогда мы имеем

d(Tx, T y) � max

{
sinx, sin y

}
= max{ϕ ◦DT (x), ϕ ◦DT (y)} =

= max{ϕ ◦DT (x), ϕ ◦DT (x, y), ϕ ◦DT (y)},

0 — единственная неподвижная точка T на X , но T не удовлетворяет условию (iii)
теоремы 2. Действительно, пусть x, y ∈ X . Без ограничения общности считаем, что
x < y. Если x, y ∈ [π2 , π], то получаем

d(Tx, T y) = sinx > sin y = ϕ ◦DT (x, y).

Как следствие нашего основного результата, имеем следующий новый результат
с новым сжатием.

Следствие 3. Пусть (X, d) — полное метрическое пространство и пусть T —
отображение на X такое, что DT (x) < ∞ для всех x ∈ X. Предположим, что
существует функция ϕ из [0,∞) такая, что:

(i) ϕ(t) < t выполняется для всех t ∈ (0,∞);
(ii) для любого ε > 0 существует δ > 0 такое, что для любого t ∈ (0,∞)

ε < t < ε+ δ влечет ϕ(t) � ε;

(iii) для любых x, y ∈ X справедливо

d(Tx, T y) � max{ϕ ◦DT (x), ϕ ◦DT (y)}.

Тогда T имеет единственную неподвижную точку z. Более того, {T nx} схо-
дится к z для любого x ∈ X.
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