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Представлен обзор результатов исследований, выполненных в текущем столетии на
кафедре дифференциальных уравнений Санкт-Петербургского государственного уни-
верситета. Изучается проблема устойчивости нулевого решения уравнения второго
порядка, описывающего периодические возмущения осциллятора с нелинейной вос-
станавливающей силой при обратимых и консервативных возмущениях. Такие возму-
щения относятся к трансцендентным возмущениям, при которых для решения вопроса
об устойчивости необходимо учитывать все члены разложения правой части уравнения
в ряд. Задача об устойчивости при трансцендентных возмущениях была поставлена в
1893 г. А. М. Ляпуновым. Представленные в данной статье результаты по устойчивости
осциллятора проводились методами КАМ-теории: рассмотрены возмущения осцилля-
тора с бесконечно малой и бесконечно большой частотой колебаний; даны условия
наличия квазипериодических решений в любой окрестности временной оси, откуда
следует устойчивость (не асимптотическая) нулевого решения возмущенного уравне-
ния; даны условия устойчивости нулевого решения гамильтоновой системы с двумя
степенями свободы, невозмущенная часть которой описывается парой осцилляторов
(в этом случае рассматриваются консервативные возмущения).
Ключевые слова: гармонический осциллятор, устойчивость, теория КАМ, консерва-
тивные возмущения, обратимые возмущения, гамильтонова система, квазипериодиче-
ские решения.

1. Введение. В статье дан обзор результатов исследований поведения возму-
щенного осциллятора в окрестности особой точки, полученных уже в нынешнем сто-
летии сотрудниками и аспирантами кафедры дифференциальных уравнений Санкт-
Петербургского государственного университета. Этой кафедрой с 1960 по 2019 г.
заведовал выдающийся ученый, профессор В. А. Плисс (член-корр. АН СССР с
1990 г.), под его руководством на кафедре проводилась научная работа по мно-
гим направлениям современной качественной теории дифференциальных уравне-
ний. Обзор достижений сотрудников кафедры по локальной качественной теории
дифференциальных уравнений, которые были получены в 70–90-е годы прошлого
века, дан в [1]. Исследования, которые проводятся на кафедре, являются прямым
продолжением работ А. Пуанкаре, А. М. Ляпунова, А. А. Андронова и других выда-
ющихся ученых; характерным примером такого продолжения являются исследова-
ния по проблеме устойчивости нулевого решения возмущенного осциллятора.
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В предлагаемой статье представлены результаты работы по проблеме устой-
чивости нулевого решения дифференциального уравнения, описывающего различ-
ные возмущения осциллятора. Это направление научных исследований актуально,
результаты используются в приложениях. Исследование автономных возмущений
негармонического осциллятора, было проведено еще А.М. Ляпуновым в 1893 г., в
связи с этим следует отметить его монографию «Общая задача теории устойчи-
вости движения», которая оказала большое влияние на работу кафедры, однако
задача о поведении возмущенного осциллятора в окрестности особой точки оста-
лась незавершенной. После А.М. Ляпунова исследования возмущений гармониче-
ского осциллятора проводились разными авторами — в рамках теории А. Н. Колмо-
горова—В.И. Арнольда—Ю.Мозера. А. Н. Колмогоров в 1954 г. разработал метод
ускоренной сходимости построения квазипериодических решений гамильтоновых си-
стем. При изучении осциллятора А. А. Андроновым и его последователями было
введено понятие бифуркации рождения предельного цикла. В 1967 г. Ю. Н. Биби-
ковым и В. А. Плиссом в [2] было показано, что метод А. Н. Колмогорова применим
не только к гамильтоновым системам. С этого времени проф. Ю. Н. Бибиков и его
ученики ведут исследования по этой проблеме, были изучены обратимые и консер-
вативные возмущения осциллятора с нелинейной восстанавливающей силой с беско-
нечно малой и бесконечно большой частотой колебаний. Построена теория, которую
можно рассматривать как продолжение и завершение классических работ А. Пуан-
каре, А. М. Ляпунова, В. И. Арнольда и Ю.Мозера по исследованию окрестности
эллиптической особой точки при периодических по времени возмущениях.

2. Возмущения гармонического осциллятора. Рассмотрим дифференци-
альное уравнение

ẍ+ λ2x = X(x, ẋ, t), (1)

где X(x, y, t) — сходящийся в некоторой окрестности точки (x = 0, y = 0) ряд с
непрерывными 2π-периодическими коэффициентами; λ — иррациональное число.
Разложение X не содержит членов ниже второго порядка.

В комплексно-сопряженных переменных y = x− i(λ)−1ẋ, y = x + i(λ)−1ẋ урав-
нение (1) примет вид системы

ẏ = iλy + Y (y, y, t),

ẏ = −iλy + Y (y, y, t). (2)

Здесь и в дальнейшем (в разделе 2) черта означает комплексное сопряжение. Так
как λ — иррациональное, то нормальная форма системы (2) имеет вид

ż = iλz + z

∞∑
k=1

a2k+1(zz)
k,

ż = −iλz + z
∞∑
k=1

a2k+1(zz)
k,

(3)

где a2k+1 — постоянные.
Система (3) определяет две вещественные последовательности g1, g2, . . . и

h1, h2, . . . , где gk = Re(a2k+1), hk = Im(a2k+1). Еще А. Пуанкаре и А.М. Ляпунов
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установили, что вопрос об устойчивости нулевого решения уравнения (1) решает-
ся знаком первого ненулевого члена последовательности {gk}, который называется
фокусной величиной. При этом условие иррациональности λ можно ослабить до
неравенства

qλ+ p = 0, (4)

где q и p — целые числа, 0 <| q |≤ 2n+ 2, где n — номер первого ненулевого члена
последовательности {hk}.

Однако возможен случай, когда все gk равны нулю. А. М. Ляпунов назвал такой
случай трансцендентным (в отличие от алгебраического, когда существует фокус-
ная величина). При этом, если не все hk равны нулю, этот случай будем называть
общим трансцендентным. Исследование трансцендентного случая представляет зна-
чительные трудности, так как при вычислении коэффициентов нормализующего
преобразования приходится делить на числа вида (4) (проблема «малых знамена-
телей»). Эти трудности удалось преодолеть предложенным А. Н. Колмогоровым в
1954 г. методом ускоренной сходимости построения квазипериодических решений
гамильтоновых систем. Из работы [2] следует, что к системе (2) можно применить
метод А. Н. Колмогорова. На этом пути была установлена устойчивость по Ляпунову
нулевого решения уравнения (1) в общем трансцендентном случае [3, 4, доп. 3].

Уравнение (1) называется обратимым, если возмущение X удовлетворяет усло-
вию

X(x, ẋ, t) = X(x,−ẋ,−t). (5)

При выполнении последнего условия имеет место трансцендентный случай.

Теорема 1 [3, 4]. В общем трансцендентном случае нулевое решение обрати-
мого уравнения (1) устойчиво по Ляпунову (неасимптотически).

Приведем основные моменты доказательства.
Достаточно доказать существование квазипериодического решения в любой

окрестности точки (x = 0, y = 0).
Оборвем формальный ряд нормализующего преобразования на члене порядка

2n+1, где n — номер первого ненулевого члена последовательности {hk}. В получен-
ной системе введем полярные координаты r, ϕ по формулам z =

√
reiϕ, z =

√
re−iϕ.

Получим систему {
ṙ = O(rn+2),

ϕ̇ = λ+ hnr
n +O(rn+1),

(6)

в которой введем параметр c ∈ ((12 )n, (32 )n) согласно формуле
r = ε(c

1
n +

√
ερ), (7)

где ε — малый положительный параметр. Получим систему{
ρ̇ = εn+

1
2R,

ϕ̇ = λ+ hncε
n + εn+

1
2Φ,

(8)

где Φ, R — ограниченные функции.
Пусть ω — число, удовлетворяющее неравенству

| qω + p |> Kεnq−2, (K > 0),

где q = 0, p — целые числа, определенные в (4).
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Наряду с системой (8) рассмотрим систему{
ρ̇ = εn+

1
2R,

ϕ̇ = a+ εn+
1
2Φ.

(9)

Система (9) удовлетворяет условиям теоремы из § 1 гл. II монографии [4]. Она утвер-
ждает, что существует функция

a∗(ε, c
1
n ) = ω + εn+

1
2σ(ε, c

1
n )

такая, что при a = a∗(ε, c
1
n ) система{
ρ̇ = εn+

1
2R,

ϕ̇ = ω + εn+
1
2σ(ε, c

1
n ) + εn+

1
2Φ

(10)

имеет квазипериодические решения{
ρ = v(ωt+ ϕ0, t, ε, c

1
n ),

ϕ = ωt+ ϕ0 + w(ωt+ ϕ0, t, ε, c
1
n ).

(11)

Системы (8) и (10) совпадают, если

λ+ hncε
n = ω + εn+

1
2 σ(ε, c

1
n ). (12)

Так как hn = 0, то уравнение (12) имеет решение c = c̃(ε, ω).Подставляя это решение
в формулы (7) и (11), находим квазипериодические решения системы (6). Такие
решения существуют в любой окрестности временной оси. Отсюда вытекает, что
нулевое решение системы (6), а значит, и обратимого уравнения (1), устойчиво по
Ляпунову.

3. Возмущения осцилляторов с бесконечно малой частотой колебаний.
Рассмотрим осцилляторы, задаваемые уравнением:

ẍ+ x
p
q = 0, (13)

где p
q — несократимая дробь, p = q; p и q — нечетные числа.
Введем в рассмотрение периодические функции C(ϕ) и S(ϕ), определяемые как

решения задачи Коши

C ′ = −S, S′ = C
p
q , C(0) = 1, S(0) = 0.

При p = q функции C(ϕ) и S(ϕ) превращаются в обычные cosϕ и sinϕ. Перейдем
к координатам r, ϕ по формулам

x = rqC(ϕ), ẋ = −r p+q
2 S(ϕ) (14)

Получим систему
ṙ = 0, ϕ̇ = r

p−q
2 .

Таким образом, частота осциллятора (13) является бесконечно малой функцией ам-
плитуды при p > q и бесконечно большой при p < q.
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Предположим, что p > q. Подвергнем осциллятор (13) возмущению X(x, ẋ, t),
гдеX(x, y, t)— вещественно аналитическая по x, y функция в некоторой окрестности
точки (x = 0, y = 0), непрерывная и периодическая по t. Мы предполагаем, что
разложение функции X(x, y, t) по степеням x, y не содержит членов порядка ниже
p+ 1, если переменной x приписать порядок q, а переменной y — порядок p+q

2 .
Уравнение

ẍ+ x
p
q = X(x, ẋ, t) (15)

можно рассматривать как малое периодическое возмущение осциллятора (13). Ока-
зывается [5], что, как и в случае возмущений гармонического осциллятора, можно
построить последовательность чисел {gk}, первый ненулевой член которой опреде-
ляет характер устойчивости нулевого решения (15).

Действительно, перейдем в уравнении (15) к переменным r, ϕ по формулам (14).
Справедлива следующая теорема.

Теорема 2 [5, 6]. Для полученной системы существует замена в виде фор-
мального ряда

r = ρ+ hs−α(ϕ, t)ρs−α + · · · , (16)

которая приводит систему к виду

ρ̇ = gsρ
s + gs+1ρ

s+1 + · · · ,
ϕ̇ = ρα + as−1(ϕ, t)ρ

s−1 + · · · ,

где gk — постоянные; α = p−q
2 ; s ≥ α+ 2.

Если q = 1, p = 2n− 1, α = n− 1, то s = n+ 1, если n — четное, и s = n+ 2,
если n — нечетное.

Коэффициенты преобразования (16) определяются последовательно квадрату-
рами.

Следствие. Пусть gs = 0. Тогда, если gs < 0, то нулевое решение уравне-
ния(15) асимптотически устойчиво, а если gs > 0, то оно неустойчиво.

Рассмотрим подробнее случай q = 1. Этот случай для автономных возмущений
рассматривал А.М. Ляпунов [7]. В его обозначениях p = 2n − 1, n ≥ 2 — целые,
C(ϕ) = Csϕ, S(ϕ) = Snϕ, причем Cs и Sn — периодические функции. Это позволяет
в трансцендентном случае, т. е. когда все gk = 0, использовать, как и выше, теорему
из § 1 гл. II монографии [4].

Подстановка (14) имеет вид x = rCsϕ, y = −rnSnϕ. В результате получим
систему

ṙ = O(rn+1), ϕ̇ = rn−1 +O(rn),

аналогичную системе (6), где λ = 0, а роль ненулевой постоянной hn играет коэф-
фициент при rn−1, т. е. hn = 1. Отсюда следует теорема.

Теорема 3. Пусть уравнение (15) — обратимое, т. е. выполняются равенства
(5). Тогда нулевое решение уравнения (15) устойчиво по Ляпунову.

В заключение заметим, что наряду с возмущениями осциллятора ẍ+ x2n−1 = 0
А.М. Ляпунов рассматривал автономные возмущения дифференциального уравне-
ния ẍ+x2n−1+bxn−1ẋ = 0, которое при 0 < |b| < 2

√
n также является осциллятором.
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Эти исследования для периодических и квазипериодических возмущений были про-
должены в работах [8–10].

В работе [8] предложен метод вычисления фокусной постоянной, аналогичный
методу, упомянутому выше при исследовании осциллятора с бесконечно малой ча-
стотой невозмущенных колебаний при b = 0. Кроме того, для возмущений, завися-
щих от малого параметра ε ≥ 0, построены бифуркационные уравнения, положи-
тельным корням которых соответствуют ответвления двухчастотных квазипериоди-
ческих решений (инвариантных торов) при прохождении ε через нулевое значение.

В работе [9] рассматривались квазипериодические возмущения. При этом коэф-
фициент в невозмущенной части также предполагался квазипериодической функ-
цией времени.

В работах [8, 9] рассматривались алгебраические случаи.
Наконец, в работе [10] были исследованы обратимые возмущения. Доказано, что

если max b(t) достаточно мал, то нулевое решение устойчиво по Ляпунову.

4. Возмущения осциллятора с бесконечно большой частотой колеба-
ний [11]. Пусть теперь в уравнении (15) p < q. Особенностью этого случая является
то, что наинизшая часть разложения функции X(x, ẋ, t) является линейной, неза-
висимо от p и q, точнее

X = a(t)x+ b(t)ẋ+ · · ·
Введем в уравнении (15) переменные r, ϕ по формулам (14).

Теорема 4. Для полученной системы существует замена

r = P (t)ρ+Q(t, ϕ)ρ1+s, P (t) = 0,

где s = q−p
2 , s ≥ 1, приводящая систему к виду

ρ̇ = gρ+O(ρ1+s),

ϕ̇ = (ρP (t))−s +O(1), ρ→ 0,

где g — постоянная, равная среднему значению функции 1
2b(t)S

2(ϕ).

Следствие. Если b(t) > 0, то нулевое решение уравнения (15) неустойчиво.
Если b(t) < 0, то оно асимптотически устойчиво.

Черта здесь обозначает среднее значение функции.
Случай g = 0 сводится к случаю p > q, если в качестве независимой переменной

выбрать угловую переменную ϕ.

5. Консервативные возмущения [4]. Другой тип возмущений, кроме об-
ратимых, также приводящий к трансцендентному случаю, — это консервативные
возмущения. В этом случае возмущение X(x, ẋ, t) не зависит от ẋ.

Рассмотрим осциллятор (13) при q = 1, p = 2m − 1, m ≥ 2 — целое. Случай
m = 1 был изучен ранее В. И. Арнольдом и Ю.Мозером (см. обзор результатов в
книге [12, доп. 8]). Возмущенное уравнение можно записать в виде гамильтоновой
системы

ẋ = −∂H
∂y

, ẏ =
∂H

∂x
,

где H = 1
2mx

2m + 1
2y

2 −
x∫
0

X(s, t)ds.
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Введем канонические обобщенные полярные координаты r > 0, ϕ:

x = ((m+ 1)r)
1

m+1C(ϕ), y = ((m+ 1)r)
m

m+1S(ϕ).

Переменную ρ введем по формуле

r =
εm+1

m+ 1
(c

m+1
m−1 +

√
ερ), c ∈

[
1

2
,
3

2

]
.

Получим гамильтонову систему{
ρ̇ = εm− 1

2R(ρ, ϕ, t,
√
ε, c),

ϕ̇ = cεm−1 + εm− 1
2Φ(ρ, ϕ, t,

√
ε, c),

аналогичную системе (8).
Как было показано ранее, согласно КАМ-теории в любой окрестности времен-

ной оси существуют квазипериодические решения, что и обеспечивает устойчивость
по Ляпунову нулевого решения возмущенного уравнения.

6. Две степени свободы. Рассмотрим вещественно аналитическую гамиль-
тонову систему с двумя степенями свободы в окрестности положения равновесия в
начале координат. Предположим, что невозмущенная система имеет вид⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

ẋ1 = −λ1y1,
ẏ1 = λ1x

2m−1
1 ,

ẋ2 = λ2y2,

ẏ2 = −λ2y2n−1
2 ,

тогда гамильтониан имеет вид H = H0+H1, при этом невозмущенная часть гамиль-
тониана есть

H0 =
λ1
2m

(x2m1 + y21)−
λ2
2n

(x2n2 + y22),

где λ1 > 0, λ2 > 0, а m > 1, n > 1 — натуральные числа. Разложение возмущения
H1 по степеням x1, y1, x2, y2 не содержит членов порядка ниже 2w+ | k − � | +1,
где w — наименьшее общее кратное чисел m и n, w = m� = nk, если, рассматривая
переменную x1 как величину �-го измерения, а переменную x2 как величину k-го
измерения, приписать переменным y1, y2 измерение, равное w.

Замечание. Такая задача возникает при исследовании консервативных возму-
щений пары осцилляторов

ẍ1 + λ21x
2m−1
1 = 0 и ẍ2 + λ22x

2n−1
2 = 0.

В работах [13, 14] доказано:
1. Если n = m, то положение равновесия устойчиво по Ляпунову.
2. Если n = m, то положение равновесия условно устойчиво для начальных

данных, удовлетворяющих условию H = 0.
Пусть m = n. Как показано в работе [14], в результате редуцирования системы

на поверхность уровня H = 0 получим гамильтонову систему вида (6). Так как
консервативные возмущения, как и обратимые, относятся к трансцендентным, то из
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рассуждений п. 2 следует, что нулевое решение условно устойчиво для начальных
данных на поверхности уровня H = 0, удовлетворяющих условию типа неравенства.
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A review of the results of research carried out in the current century at the Department
of Differential Equations of St. Petersburg State University is presented. We study the
problem of stability of the zero solution of a second-order equation describing periodic per-
turbations of an oscillator with a nonlinear restoring force under reversible and conservative
perturbations. Such perturbations are related to transcendental perturbations, in which, in
order to solve the problem of stability, it is necessary to take into account all the terms of
the expansion of the right side of the equation into a series. The problem of stability under
transcendental perturbations was posed in 1893 by A.M. Lyapunov. The results presented
in this article on the stability of the oscillator were carried out using the KAM-theory
methods: perturbations of the oscillator with infinitely small and infinitely large oscillation
frequencies are considered; conditions for the presence of quasi-periodic solutions in any
neighborhood of the time axis are given, from which follows the stability (not asymptotic)
of the zero solution of the perturbed equation; stability conditions are given for the zero
solution of a Hamiltonian system with two degrees of freedom, the unperturbed part of
which is described by a pair of oscillators (in this case, conservative perturbations are con-
sidered).
Keywords: harmonic oscillator, stability, KAM theory, conservative perturbations, re-
versible perturbations, Hamiltonian system, quasi-periodic solutions.
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