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Рассматриваются системы управления предприятием. Проведен анализ математико-
экономических задач управления предприятием полного цикла. Деятельность пред-
приятия объединена в 12 блоков и 42 задачи. С помощью численного метода спуска
решается задача квазиоптимального распределения плана производства на месяц по
конвейерным линиям. Кроме того, предложен алгоритм в задаче определения цены
продукции для площадки маркетплейса при условии, что поставщик планирует зараба-
тывать определенную маржу, а у маркетплейса есть нетривиальная система комиссий
и бонусов.
Ключевые слова: управление предприятием, метод градиентного спуска, планирование
производства, ценообразование, математическое моделирование.

1. Введение. Задачи предприятия описывались многими авторами. В основ-
ном это экономические исследования. В. Е. Ширяев [1] занимался систематизацией
информации по управлению фирмой, Г. Б. Бурдо и Н. А. Семенов [2, 3] изучали
систему управления машиностроительным многономенклатурным предприятием.

Рассмотрим предприятие по производству торфогрунтов и органо-минеральных
удобрений. Компания нацелена на увеличение прибыли при поддержании высокого
качества продукции. Предприятие имеет собственный участок добычи основного сы-
рья — торфа, цех смешивания сырья, цех фасовки продукции, материальный склад
и склад готовой продукции, а также филиальную сбытовую сеть с собственными или
арендуемыми складами. Компания ведет продажи как для домохозяйств (в основном
через посредников), так и для фермерских хозяйств.

Цель работы — обзор и анализ задач финансового, экономического и аналити-
ческого отделов предприятия, описание решений или идей решений задач в виде ма-
тематических моделей. На прибыль влияет качество прогнозирования планов произ-
водства и продаж, в том числе понимание оптимального горизонта прогнозирования
[4–6]. Важно учитывать и точность прогнозирования с учетом ограничений по спросу
и сроку годности [7].

Деятельность конкретного предприятия можно разбить на 12 блоков (рис. 1), где
БДР — бюджет доходов и расходов, БДДС — бюджет движения денежных средств,
KPI — ключевые показатели эффективности. Две задачи из разных блоков были
разобраны подробно математически с решением.

∗ Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундаментальных иссле-
дований (проект № 20-31-90063).
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2. Распределение плана производства по конвейерным линиям. При на-
личии плана производства на месяц начальнику производства необходимо понимать,
на каком конвейере сколько и какой продукции надо производить. Он из собственного
опыта может это сделать интуитивно, однако хотелось бы создать математическую
модель для распределения общего плана производства по планам производства каж-
дой конвейерной линии.

2.1. Постановка задачи. При большом количестве конвейерных линий, осо-
бенностей производительности каждой из них возникает необходимость решить за-
дачу оптимального распределения продукции из плана производства по конвейерам.
Критерии оптимальности могут быть различные: минимально необходимое количе-
ство конвейеров для выполнения плана, минимальное количество переналадок обо-
рудования (минимизация простоев), минимальное время выпуска продукции, мини-
мизация рабочих часов (минимизация расходов по оплате труда).

В научной литературе такая задача не является новой. Существуют математиче-
ские модели работы производственных линий с множеством последовательных и пе-
ресекающихся операций в технологическом маршруте [8]. Однако такие серьезные
модели в основном используются на больших предприятиях с длинным циклом сбор-
ки и значительным количеством незавершенного производства. Для мелких пред-
приятий количество технологических операций может быть даже одной. Сложность
заключается только в том, что по одной технологической операции может параллель-
но проводиться на нескольких взаимозаменяемых конвейерах.

В одной компании, производящей торфогрунты в потребительской упаковке, су-
ществует необходимость распределить план производства продукции так, чтобы он
не превышал максимальную производительность оборудования и разница во време-
ни работы конвейеров была бы минимальной. Экономически такой критерий связан
с тем, чтобы все рабочие в течение каждой смены были заняты производством про-
дукции, т. е. с максимизацией производительности труда.

Рассмотрим задачу распределения плана производства продукции по конвейе-
рам квазиоптимальным образом по критерию минимизации разницы времени работы
конвейеров. Пусть специфика продукции заключается в том, что каждый вид про-
дукции (SKU — stock keeping unit) имеет параметр — литраж (объем). Каждый из
конвейеров может делать продукцию только определенных литражей, причем литра-
жи на разных конвейерах могут пересекаться. Конвейеры отличаются друг от друга
по производительности продукции и для одинаковых литражей, и на одном конвейере
для различных литражей.

Компания производит N видов продукции p типов литражей. Примем, что
LN×2 — план производства продукции, отображающий в первом столбце количество
штук для каждой из N SKU, во втором столбце — литраж SKU (один из p вариан-
тов). Всего имеется m конвейеров, каждый из которых может производить не более
p литражей. Введем Cm×p — матрицу производительности конвейеров (штук за сме-
ну), Rm×p — матрицу распределения плана по конвейерам и литражам в штуках,
Sm×1 — вектор-столбец, отображающий производственное время каждого конвейера
в сменах, r — количество рабочих смен в месяце.

Сформулируем задачу строго математически:

p∑
j=1

m∑
k=1

R(k, j) =

N∑
i=1

L(i, 1),
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Sk =

p∑
j=1

R(k, j)

C(k, j)
, k = 1,m, C(k, j) > 0,

d(S) = [max(S)−min(S)] → min,

Sk ⩽ r, k = 1,m.

(1)

Необходимо определить матрицу R при условии выполнения системы (1), если изве-
стен параметр r, заданы матрица производительности C и план производства L. Из
системы (1) видно, что уравнений меньше, чем неизвестных. Помимо этого, матрица
R имеет целочисленный вид, потому неприменим метод градиентного спуска [9]. То-
гда будем решать задачу численным методом, который фактически будет являться
методом спуска для дискретной функции.

2.2. Алгоритм решения. Будем считать, что были заданы план производства,
производительность оборудования и количество рабочих смен в месяце. В силу того,
что для решения выбран численный метод, зададим переменную ε для остановки
алгоритма. В матрице производительности Cm×p, если какой-то конвейер не может
производить продукцию определенного литража, соответствующий элемент матрицы
C(k, j) = 0 и соответствующий элемент матрицы R(k, j) = 0.

Предложим следующий алгоритм.
1. Предварительное распределение плана по конвейерам.
Для каждого литража j = 1, p распределим продукцию по конвейерам. Для этого

просуммируем по i от 1 до N только те элементы плана L(i, 1), для которых выпол-
няется условие j = L(i, 2). Далее полученную сумму распределим равномерно по всем
конвейерам, у которых производительность литража j больше нуля. В итоге получим
заполненную матрицу Rm×p.

2. Предварительное распределение рабочего времени по конвейерам.
Сумма по j = 1, p отношений матрицы R к матрице C (если C(k, j) = 0, то в сум-

му это отношение не входит) показывает время работы каждого конвейера S(k, 1).
Пройдя по всем конвейерам по k = 1,m, получим вектор S. Зафиксируем его макси-
мальное max(S) и минимальное min(S) значения.

3. Снижение максимальной разницы рабочего времени между конвейерами.
Чтобы сократить время работы «максимального» конвейера, необходимо пред-

варительно распределенную продукцию этого конвейера переместить на «минималь-
ный» конвейер в количестве заранее заданных q штук при условии наличия возмож-
ности конвейера выпускать продукцию данного литража. Таким образом, уменьшится
max(S) и увеличится min(S).

4. Проверка квазиоптимальности решения:
4а) до тех пор, пока d(S) ⩾ ε, повторяем п. 3, 4;
4б) в случае если d(S) больше, чем d(S) на предыдущей итерации, то останавли-

ваем алгоритм и считаем предыдущий результат квазиоптимальным, так как иначе
алгоритм начнет зацикливаться.

Замечание 1. Если какие-то подмножества множества конвейеров не пересе-
каются по литражам или по составу содержимого упаковки с другими конвейерами,
то приведенный алгоритм стоит использовать для каждого такого подмножества.
Возможен случай, когда только один вид конвейеров производит продукцию необхо-
димого литража или состава. Для таких конвейеров предварительное распределение
плана будет совпадать с окончательным.
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Замечание 2. Если по результатам выполнения алгоритма на каком-то конвейе-
ре необходимое количество производственных смен для выполнения плана больше,
чем смен в месяце, то следует уменьшать производственный план по соответствую-
щим литражам и выполнять алгоритм заново. Уменьшение плана можно также ав-
томатизировать.

Замечание 3. В зависимости от количества переставляемых штук q с одного
конвейера на другой за одну итерацию определяется минимальное значение ε.

Утверждение. Пусть все конвейеры множества пересекаются по литражам. Ес-
ли условие останова определяется неравенством

ε ⩾ q ×N × 2

minC(k,j)>0 C(k, j)
, (2)

то алгоритм не будет зацикливаться.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Для того чтобы алгоритм не зацикливался, необходимо

найти такой ε, чтобы на каждой итерации п. 4а алгоритм d(S) = [max(S) −min(S)]
нестрого убывал. В (2) заданы максимально возможный числитель для d(S) (все N
позиций убираются с одного конвейера и добавляются на другой по q шт. за раз)
и минимальный знаменатель (минимальный ненулевой элемент матрицы производи-
тельности конвейеров). Таким образом, определится такой ε, при котором d(S) будет
нестрого уменьшаться с каждой итерацией.

Утверждение доказано. □
Замечание 4. При более детальном анализе и в частных случаях плана и мат-

рицы производительности чаще всего ε можно сделать меньше, чем в неравенстве (2),
однако алгоритм может принудительно остановиться из-за зацикливания.

Замечание 5. Параметр q в примитивном случае равен 1 шт. Для ускорения
работы алгоритма, жертвуя точностью, q может быть и другой постоянной нату-
ральной величиной больше единицы. К другому варианту, который ускоряет работу
алгоритма, относится случай, когда q меняется от итерации к итерации в зависимо-
сти от промежуточной R или S. Если быть еще более точным, нужно учитывать, что
q может иметь физические ограничения, например, по количеству штук на палете,
количеству потребительских упаковок из одного рулона пленки. Тогда q может быть
вектор-функцией q(i), i = 1, N .

2.3. Пример. Задан план производства L51×2, в месяце максимально возможно
60 смен (r = 60). Всего на производстве 7 конвейерных линий, каждая из которых
делает до 5 видов литражей. Известна матрица производительности оборудования
C7×5 (табл. 1).

Таблица 1. Матрица производительности C за 12-часовую смену

Литраж, л№ конвейера
2.5 5 10 25 50

1 0 0 0 6187.5 5062.5
2 0 11 092 9787.5 0 0
3 0 11 092 9787.5 0 0
4 0 12 398 9787.5 0 0
5 12 398 12 398 9787.5 0 0
6 12 398 12 398 9787.5 0 0
7 12 398 12 398 9787.5 0 0
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Сформируем предварительную матрицу R7×5, распределив равномерно по лит-
ражам и конвейерам план L51×2, для нее просчитаем начальный вектор рабочих смен
S7×1 для каждого конвейера (табл. 2).

Таблица 2. Вектор S и предварительная матрица R

Литраж, л№ конвейера Количество cмен, S
2.5 5 10 25 50

1 57.557 0 0 0 190 120 135 830
2 17.671 0 106 372 79 093 0 0
3 17.671 0 106 372 79 093 0 0
4 16.661 0 106 372 79 093 0 0
5 20.502 47 625 106 372 79 093 0 0
6 20.502 47 625 106 372 79 093 0 0
7 20.502 47 625 106 372 79 093 0 0

Так как конвейер № 1 не пересекается с другими по литражам, то для него пред-
варительный результат будет равен окончательному. Конвейеры № 2–7 рассматри-
ваются отдельной системой.

Будем использовать q = 1. Тогда N = 51, minC(k,j)>0 C(k, j) = 9785.5 и

ε =
1× 51× 2

9785.5
= 0.0104.

По предварительному S видно, что количество смен для всех конвейеров не превы-
шает r, поэтому план производства L корректировать не нужно.

Реализовав в пакете MATLAB R© описанный в статье алгоритм, получили за
3032 итерации окончательные вектор S (размах вектора для конвейеров № 2–7 равен
0.0095 (рис. 2)) и матрицу R (табл. 3).

Рис. 2. График d(S)
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Таблица 3. Квазиоптимальный вектор S и квазиоптимальная матрица R

Литраж, л№ конвейера Количество смен, S
2.5 5 10 25 50

1 57.557 0 0 0 190 120 135 830
2 18.942 0 115 366 83 603 0 0
3 18.943 0 115 366 83 605 0 0
4 18.942 0 123 911 87 573 0 0
5 18.951 47 625 94 534 73 259 0 0
6 18.951 47 625 94 534 73 259 0 0
7 18.951 47 625 94 534 73 259 0 0

Таким образом, по конвейеру № 1 необходимо вывести работников на 58 рабо-
чих смен, по остальным конвейерам — на 19 смен (округление до целого в бо́льшую
сторону).

Замечание 6. Встречаются случаи, когда по матрице производительности и пла-
ну продаж непонятно, разбито ли верно множество конвейеров на подмножества.
Имеется в виду, что предварительные матрицы R и C не вызывают подозрений, что
max(S) или min(S) не достигнет значения, близкого к другим элементам S. Такое
происходит, например, когда по какому-то литражу перенесли всю предварительно
распределенную продукцию с max(S) на другие конвейеры, но при этом максималь-
ным остается этот же конвейер, так как другие литражи, которые могут произво-
диться только на нем, требуют большего количества производственных смен. Из-за
этого алгоритм перестает уменьшать значение d(S). Такие случаи требуют отдельно-
го изучения и модернизации алгоритма, не входящего в рассмотрение данной работы.

3. Расчет цены для маркетплейса в категории «Сад и Огород». В от-
личие от традиционных федеральных сетей маркетплейсы создают довольно нетри-
виальную систему бонусов. И чтобы понять, сколько поставщик будет зарабатывать,
если выставит цену c для покупателя, маркетплейс создает калькулятор, где при
вводе цены, веса, направления логистики на выходе получается сумма к начислению
поставщику за вычетом всех бонусов.

Если же у нового поставщика тысячи позиций, то ручной способ становится неэф-
фективным. Поставщик хочет получать определенную сумму m с каждого товара. То-
гда ему необходимо решить обратную задачу, зная схему образования цены c, задать
m и получить c, затем применить этот способ ко всем позициям.

Рассмотрим конкретный пример маркетплейса [10]. Введем следующие обозначе-
ния: m — сумма к начислению (задается заранее поставщиком) с налогом на добав-
ленную стоимость (НДС); c — минимально рекомендованная цена для конечного по-
купателя с НДС (вычисляемая цена); S1 — бонус маркетплейса: «последняя миля» —
доставка от пункта выдачи заказов до квартиры; S2 — бонус маркетплейса: логисти-
ка; a — коэффициент, применяемый к цене (в зависимости от веса); k1 — минимальное
возможное значение бонуса логистики (в зависимости от веса); k2 — максимальное
возможное значение бонуса логистики (в зависимости от веса); l — кластерный мно-
житель.

Замечание 7. Параметры k1, k2 и a выбираются тройками из заданной мар-
кетплейсом таблицы (часть которой приведена далее (табл. 4)), всегда однозначно
определяемы и зависят от заранее известного веса товара.

Цена c вычисляется с помощью уравнения

c = m+ 0.135c+ S1 + S2,
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где

S1 =


20, если 0.05c < 20 ⇒ c < 400,

0.05c, если 0.05c ∈ [20; 250] ⇒ c ∈ [400; 5000],

250, если 0.05c > 250 ⇒ c > 5000,

S2 = l


k1, если ac < k1 ⇒ c < k1

a ,

ac, если ac ∈ [k1; k2] ⇒ c ∈ [k1a ;
k2
a ],

k2, если ac > k2 ⇒ c > k2
a .

Таблица 4. Зависимость k1, k2 и a от массы продукта

Масса, кг k1 k2 a
<0.1 38 50 0.05

[0.1;0.2) 39 50 0.05
[0.2;0.3) 40 60 0.05

· · · · · · · · · · · ·
[5;6) 130 250 0.06
· · · · · · · · · · · ·

[20;25) 500 650 0.07
[25;30) 650 1200 0.07
[30;35) 750 1200 0.07
>35 950 1200 0.07

Если совместить условия S1 и S2, то на оси c значения {400; 5000; k1a ; k2a } могут
располагаться следующим образом:

1) 400 <
k1
a
<
k2
a
< 5000,

2) 400 <
k1
a
< 5000 <

k2
a
,

3) 5000 <
k1
a
<
k2
a
,

4)
k1
a
<
k2
a
< 400,

5)
k1
a
< 400 <

k2
a
< 5000.

Рассмотрим даже более строгие условия, чем приведены в табл. 4:

min
k1
a

=
min k1
max a

=
38

0.07
= 542.86,

max
k1
a

=
max k1
min a

=
950

0.05
= 19 000,

min
k2
a

=
min k2
max a

=
50

0.07
= 714.29,

max
k2
a

=
max k2
min a

=
1200

0.05
= 24 000.

Таким образом, мы сталкиваемся со стандартной задачей с параметрами [11].
Рассмотрим три варианта.
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Вариант 1. При 400 < k1
a < k2

a < 5000

c =



m+ 0.135c+ 20 + k1l, c < 400,

m+ 0.135c+ 0.05c+ k1l, 400 ⩽ c < k1
a ,

m+ 0.135c+ 0.05c+ acl, k1
a ⩽ c < k2

a ,

m+ 0.135c+ 0.05c+ k2l,
k2
a ⩽ c < 5000,

m+ 0.135c+ 250 + k2l, c ⩾ 5000.

Выразив c, получим

c =



m+20+k1l
0.865 , c < 400 ⇒ m < 326− k1l,

m+k1l
0.815 , 400 ⩽ c < k1

a ⇒ 326− k1l ⩽ m < 0.815k1a − k1l,
m

0.815−al ,
k1
a ⩽ c < k2

a ⇒ 0.815k1a − k1l ⩽ m < 0.815k2a − k2l,
m+k2l
0.815 ,

k2
a ⩽ c < 5000 ⇒ 0.815k2a − k2l ⩽ m < 4075− k2l,

m+250+k2l
0.865 , c ⩾ 5000 ⇒ m ⩾ 4075− k2l.

Вариант 2. При 400 < k1
a < 5000 < k2

a

c =



m+ 0.135c+ 20 + k1l, c < 400,

m+ 0.135c+ 0.05c+ k1l, 400 ⩽ c < k1
a ,

m+ 0.135c+ 0.05c+ acl, k1
a ⩽ c < 5000,

m+ 0.135c+ 250 + acl, 5000 ⩽ c < k2
a ,

m+ 0.135c+ 250 + k2l, c ⩾ k2
a .

Выразив c, получим

c =



m+20+k1l
0.865 , c < 400 ⇒ m < 326− k1l,

m+k1l
0.815 , 400 ⩽ c < k1

a ⇒ 326− k1l ⩽ m < 0.815k1a − k1l,
m

0.815−al ,
k1
a ⩽ c < 5000 ⇒ 0.815k1a − k1l ⩽ m < 4075− 5000al,

m+250
0.865−al , 5000 ⩽ c < k2

a ⇒ 4075− 5000al ⩽ m < 0.865k2a − k2l − 250,
m+250+k2l

0.865 , c ⩾ k2
a ⇒ m ⩾ 0.865k2a − k2l − 250.

Вариант 3. При 5000 < k1
a < k2

a

c =



m+ 0.135c+ 20 + k1l, c < 400,

m+ 0.135c+ 0.05c+ k1l, 400 ⩽ c < 5000,

m+ 0.135c+ 250 + k1l, 5000 ⩽ c < k1
a ,

m+ 0.135c+ 250 + acl, k1
a ⩽ c < k2

a ,

m+ 0.135c+ 250 + k2l, c ⩾ k2
a .

Выразив c, получим

c =



m+20+k1l
0.865 , c < 400 ⇒ m < 326− k1l,

m+k1l
0.815 , 400 ⩽ c ⩽ 5000 ⇒ 326− k1l ⩽ m < 4075− k1l,
m+250+k1l

0.865 , 5000 ⩽ c < k1
a ⇒ 4075− k1l ⩽ m < 0.865k1a − k1l − 250,

m+250
0.865−al ,

k1
a ⩽ c < k2

a ⇒ 0.865k1a − k1l − 250 ⩽ m < 0.865k2a − k2l − 250,
m+250+k2l

0.865 , c ⩾ k2
a ⇒ m ⩾ 0.865k2a − k2l − 250.
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Замечание 8. В общем виде возможны варианты 4 и 5: k1
a < k2

a < 400 и k1
a <

400 < k2
a < 5000, для них системы вычисления c аналогичны вариантам 1–3 и дадут

еще 2 варианта по 5 случаям. Однако в данном примере k1
a > 400 и k2

a > 400, потому
отсекаем эти 2 варианта.

В итоге для приведенного примера в зависимости от веса, a, k1, k2 иm однозначно
определяется 1 из 15 случаев (в общем виде 1 из 25 случаев) и по соответствующей
получившемуся случаю формуле вычисляем c.

4. Заключение. В работе были описаны математико-экономические и анали-
тические задачи предприятия. Задачи распределения плана производства по кон-
вейерным линиям, вычисление ценообразования маркетплейсов приведены в мате-
матическом описании и предложены их алгоритмы решения. Важно напомнить, что
рассматривается конкретное предприятие полного цикла со своей спецификой, по-
тому как сами задачи, так и предлагаемые решения могут быть неоптимальными
или вовсе не подходить для другого предприятия. Однако стоит сказать, что многие
задачи в том или ином виде есть в любом бизнесе, в том числе в цифровой экономи-
ке, поэтому их обзор и обозначение, а может и предложенные идеи решения могут
быть использованы на других предприятиях. Ценностью данной статьи является ана-
лиз применения математических моделей различного уровня сложности на реальных
задачах производственного предприятия. Более того, совокупность описания задач
помогает понять стандартные системы управления предприятием и их взаимосвязь.

Все вычисления выполнены с помощью MS Excel и прикладного вычислительно-
го пакета MATLAB.
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