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1 Введение

"Кинетическое огрубление" – феномен, согласно которому при стохастическом росте раз-
личных флуктуирующих поверхностей эти самые поверхности становятся со временем
все более "шероховатыми" [1]. Примеры физических систем, для которых характерно по-
добное поведение, включают в себя динамику распространения фронтов дыма, раковых
опухолей, бактериальных колоний, распространение холеры и других эпидемий [2]. Та-
ким образом, актуальным представляется изучение различных процессов роста и моде-
лей, предложенных для их описания. Одной из таких моделей является модель Кардара
– Паризи – Занга (КПЗ), изначально предложенная для объяснения универсального скей-
лингового поведения в различных физических системах [3]. Модель КПЗ, исследованию
которой посвящена данная работа, описывается нелинейным стохастическим дифференци-
альным уравнением с гауссовым случайным шумом, дельта–скоррелированным во времени
и пространстве. Поскольку это уравнение получается из чрезвычайно общих соображений,
оно описывает широкий класс процессов роста в разнообразных физических системах [3].
Кроме того, модель КПЗ представляет собой простейший пример модели неравновесного
критического поведения.

Одним из самых эффективных методов изучения критического поведения является тео-
ретико – полевая ренормализационная группа (РГ) [4]. Различные типы критического
поведения характеризуются инфракрасно – (ИК–) притягивающими точками уравнений
ренормгруппы. Однако для модели КПЗ (в пределах теории возмущений) таким точкам
отвечает нефизическая область параметров [3]. По этой причине возникает интерес в изу-
чении различных модификаций КПЗ, включающих в себя рассмотрение другого типа шу-
ма в корреляторе, включении взаимодействия с полем скорости, и т.д.

В настоящей работе рассмотрен "замороженный" (не зависящий от времени) случайный
шум, предложенный в [5] для моделирования процесса эрозии ландшафта. Известно, что
включение подобного типа шума существенно; например, при РГ – анализе изменяется
логарифмическая размерность [6] - [8].

Кроме того, интересно включить в рассмотрение движение окружающей среды. Привлека-
тельно изучать турбулентное движение, поскольку турбулентность сама по себе является
важным стохастическим процессом. Для моделирования движения среды можно восполь-
зоваться синтетическим ансамблем, например, ансамблем Казанцева – Крейчнана (КК)
[9]. При изучении такой модификации был обнаружен [10] новый эффект – возникновение
контрчлена нового типа, пропорционального квадрату поля скорости ("индуцированная
нелинейность").

Важно рассматривать более сложные и реалистичные модели. Внешнее поле скорости в
данной работе описывается стохастическим уравнением Навье–Стокса (НС) с двумя раз-
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личными вкладами в коррелятор случайной внешней силы: локальным вкладом (белый
случайный шум, на физическом уровне отвечающий макроскопическому "встряхиванию"
системы как единого целого [11]) и нелокальным степенным вкладом (турбулентная жид-
кость). При этом рассматриваются две отдельные задачи: локальный случай с одним вкла-
дом в коррелятор случайной силы, и общий случай с обоими вкладами.

Описанные задачи исследуется с помощью метода теоретико – полевой ренормализацион-
ной группы (см. Главу 2). Исходная стохастическая задача с общим коррелятором случай-
ной силы переформулируется на теоретико – полевом языке; для нее проводится размер-
ный анализ, определяются расходящиеся функции Грина (см. Пункты 3.1–3.3). Устанавли-
вается наличие явления "индуцированной нелинейности". Вычисление ренормировочных
констант также проводится для общего случая (см. Пункты 3.4). Затем локальный и общий
случаи рассматриваются отдельно в Пунктах 3.5 и 3.6 соответственно. Для построенных
теорий поля находятся ИК – притягивающие точки и определяются критические размер-
ности (параметры, описывающие асимптотическое поведение корреляционных функций).
Все вычисления проводятся в ведущем порядке теории возмущений в рамках разложения
по ε = 4 − d и y – параметру в нелокальном вкладе в коррелятор шума случайной силы
уравнения Навье–Стокса.
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2 Теоретическая часть

2.1 Задача стохастической динамики

Сформулируем стандартную задачу стохастической динамики [4]:

∂tφ(x) = U(φ, x) + f(x), (1)

где φ = φ(x, t) набор полей, зависящих от d-мерной координаты x и времени t. Обозначим
x = {x, t}.
U(φ, x) – заданный t – локальный (т. е. зависящий лишь от полей φ и их производ-
ных в один момент времени t) функционал, не содержащий производных φ по времени.
Слагаемое f(x) отвечает произвольной реализации случайного шума с нулевым средним
⟨f(x)⟩ = 0 и заданной корреляционной функцией

⟨f(x)f(x′)⟩ = D(x, x′). (2)

Тут и далее ⟨...⟩ – усреднение по ансамблю случайных полей, что на функциональном
языке означает:

⟨...⟩ = c

∫
Df... exp[−fD−1f/2], (3)

с нормировочным коэффициентом c = (
∫
Df exp[−fD−1f/2])−1; подразумеваются все

необходимые интегрирования по аргументам полей. Задача (1), (2) рассматривается на
всей оси t с заданной (нулевой) асимптотикой при t → −∞, а также при |x| → ∞ в любой
плоскости t = const.

Решением уравнения (1) является величина φ̂(x, f), зависящая от реализации случайной
величины f . Нас будут интересовать корреляционные функции поля φ:

⟨φ̂(x1)...φ̂(xn)⟩. (4)

В дальнейшем будем опускать значокˆв подобных выражениях.

2.2 Квантовополевая переформулировка - MSR формализм

В данной секции описан метод, позваляющий представить исходную задачу в виде кван-
товой теории поля (MSR - формализм, см. [4], [12]).

Производящий функционал для корреляционных функций (4) может быть получен усред-
нением по f выражения G(a, f) = exp(aφ̂):

G(a) =

∫
Df exp[−fD−1f/2 + aφ̂]∫

Df exp [−fD−1f/2]
. (5)
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Тут a(x) - источник (набор источников). Любые корреляционные функции могут быть по-
лучены взятием вариационной производной по соответствующим источникам, например,
для теории с одним полем φ:

⟨φ̂(x)φ̂(x′)⟩ = δ2G(a)

δa(x)δa(x′)

∣∣∣∣
a=0

. (6)

Рассмотрим следующее тождество

exp(aϕ̂) =

∫
Dφδ(φ− φ̂) exp(aϕ), (7)

с функциональной δ - функцией. Из эквивалентности равенств

φ = φ̂ ⇔ Q(φ, f) ≡ −∂tφ+ U(φ) + f (8)

следует
δ(φ− φ̂) = detMδ[Q(φ, f)], M = M(x, y) ≡ δQ(x)/δφ(y). (9)

Представим δ - функцию интегралом по вспомогательному полю (набору полей) φ′:

δ[Q(φ, f)] =

∫
Dφ′ exp[φ′Q(φ, f)], (10)

суммирование по набору полей φ′ подразумевается. Эта формула - бесконечномерный ана-
лог преобразования Фурье от единицы (с учетом линейной замены в функциональном
интеграле φ′ → iφ′). Тогда производящий функционал перепишется в виде:

G(a) =

∫
DfDφDφ′ detM exp

[
−1

2
fD−1f + aφ+ φ′(−∂tφ+ U(φ) + f)

]
. (11)

После взятия интеграла по f :

G(a) =

∫
DφDφ′ detM exp

[
1

2
φ′Dφ′ + φ′(−∂tφ+ U(φ) + aφ)

]
. (12)

В общем случае функционал U(φ, x) состоит из линейной по полям и их производным
части Lφ, нелинейного вклада V (φ), и неслучайной силы η:

U(φ) = Lφ+ V (φ) + η. (13)

Перепишем уравнение (1) в интегральной форме:

φ = ∆12f + η + V (φ), ∆12 ≡ (∂t − L)−1, (14)

где ∆12(x, x
′) обладает свойством запаздывания - она равна нулю при t < t′, в аргументах

x ≡ t,x и x′ ≡ t′,x′. Тогда

M = M0 +M1, M0 ≡ ∂t + L = −∆−1
12 , M1 ≡ δV (φ)/δφ, (15)

и по формуле определителя произведения

detM = detM0 det[1−∆12M1]. (16)

6



Первый множитель не зависит от полей, и поэтому является несущественной константой.
Для второго имеем

ln det[1−∆12M1] = −tr[∆12M1 +∆12M1∆12M1/2 + ...]. (17)

В правой части (17) первое слагаемое – единственный отличный от нуля вклад. На диа-
грамном языке слагаемым, начиная со второго, отвечают вклады, содержащие замкну-
тые циклы с запаздывающей линией ∆12, которые занулятся. Рассмотрим выражение∫
dxdx′∆12(x, x

′)M1(x
′, x). Из-за t – локальности подынтегральное выражение пропорци-

онально δ(t − t′), значит, у ∆12(x, x
′) будут совпадающие времена. Это неопределенная

величина, так как ∆12 содержит разрывную функцию θ(t − t′). Принимается следующее
соглашение [4]:

θ(t− t′)|t=t′ = 0. (18)

Тогда определитель M в (12) становится несущественной константой, которую можно
отбросить. Таким образом, стохастическая задача (1), (13) эквивалентна квантовой теории
поля с удвоенным числом полей Φ = {φ, φ′} и действием

S(Φ) =
1

2

∫
dx dt dx′ dt′φ′(x, t) D(x, t,x′, t′)φ′(x′, t′)+

+

∫
dx

∫
dt[φ′(x, t)− ∂tφ(x, t) + Lφ(x, t) + V (φ,x, t)].

(19)

В дальнейшем интегралы в выражениях, относящихся к действию, будут опущены:

S(Φ) =
1

2
φ′Dφ′ + φ′ − ∂tφ+ Lφ+ V (φ). (20)

2.3 Производящий функционал корреляционных функций

Эквивалентность означает, что корреляционные функции исходной теории являются
функциями Грина полученной квантовополевой модели. Определим производящий функ-
ционал

G(A) = c

∫
DφDφ′eS(φ,φ

′)+AΦ, (21)

где A = {a, a′} – набор источников, c выбирается из условия G(0) = 1. Все функции Грина
могут быть получены взятием вариационной производной, например для G2 имеем:

G2(x, x
′) = ⟨φ(x)φ′(x′)⟩ = δ2G(A)

δa(x)δa′(x′)

∣∣∣∣
A=0

=

∫
DΦφ(x)φ′(x′)eS(Φ). (22)

Для проведения вычислений в рамках теории возмущений необходимо выделить квадра-
тичную часть S0(φ, φ

′) действия (20):

S(φ, φ′) = S0(φ, φ
′) + φ′V (φ) (23)

Несложно убедиться, что S0 = −1
2
(Φ)TKΦ, где K – матрица операторов:

S0(Φ) = −1

2
(φ′φ)

(
−D ∂t − L

(∂t − L)T 0

)(
φ′

φ

)
. (24)
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Пропагаторами в теории без взаимодействия (V (ϕ) = 0) будут являться элементы обрат-
ной матрицы ∆ = K−1, а именно:

∆ = K−1 =

(
0 (∂t − L)−1T

(∂t − L)−1 (∂t − L)−1D(∂t − L)−1T

)
=

(
⟨φ′φ′⟩0 ⟨φ′φ⟩0
⟨φφ′⟩0 ⟨φφ⟩0

)
. (25)

Тут введено обозначение ⟨...⟩0 для пропагаторов свободной теории. Если V (φ) ̸= 0, функ-
ции Грина вычисляются с помощью теории возмущений. Выражение в правой части про-
изводящего функционала (21) раскладывается по константам связи - коэффициентам при
нелинейностях V (φ) (в исследуемых в рамках данной работы задачах потенциал V (φ)

представляется полиномом по полям и их производным), и к каждому члену разложения
применяется теорема Вика. Получаемые выражения можно удобно записать на диаграм-
ном языке с помощью правил Фейнмана – парным корреляторам ⟨...⟩0 сопоставляются
линии, а нелинейной части действия – вершины. Для уменьшения количества вычис-
лений удобно рассматривать связные/1–неприводимые функции Грина. Их диаграмное
представление содержит только связные (их графы связные)/1–неприводимые (их графы
остаются связными при удалении любой линии) диаграммы. Определим производящие
функционалы для соответствующих функций Грина W (A)/Γ(α):

W (A) = lnG(A), (26)

Γ(α) = W (A(α))− αA,

α =
δW (A)

δA
.

(27)

2.4 Размерный анализ

Оказывается, что отдельные диаграммы (соответствующие им выражения) расходятся. В
рамках данной работы все диаграммы считаются в импульсно–частотном представлении.
Мы буем иметь дело с ультрафиолетовыми (УФ–) расходимостями – соответствующие ин-
тегралы будут расходится в области больших импульсов. Для определения расходящихся
функций Грина применяется анализ канонических размерностей [4]. В рассматриваемых
задачах любая физическая величина F может быть представлена в виде:

[F ] ∼ [T ]−dωF [L]−dkF , (28)

где T , L – масштабы времени и длины; dωF , dkF - канонические размерности. Последние мо-
гут быть получены из требования безразмерности действия и очевидных нормировочных
условий:

dkk = −dkx = 1, dωk = dωx = 0, dkω = dkt = 0, dωω = −dωt = 1. (29)

Полная каноническая размерность физической величины F определяется как dF = dωF +

2dkF [4]. Рассмотрим 1–неприводимую функцию Грина некой теории, имеющий набор полей
Φ. Для нее

dΓ = d+ 2− dφNφ − dφ′Nφ′ . (30)
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В этом выражении Ni - число полей в корреляторе, соответствующем рассматриваемой
функции Грина Γ. Логарифмической размерностью называется такая пространственная
размерность d∗, в которой все константы связи безразмерны. Нетрудно показать, что необ-
ходимым условием для наличия расходимости является δ = dΓ ≥ 0 при d = d∗. Величина
δ называется формальным индексом расходимости. Если какое-то поле (например, h) вхо-
дит в действие исключительно в виде пространственной производной, в соответствующих
интегралах будет выделяться лишняя степень импульса – сходимость улучшится. Тогда
критерий наличия расходимости – положительный реальный индекс δ′ = δ −Nh: δ′ ≥ 0.

2.5 Регуляризация, ренормировка

Для сокращения возникающих УФ расходимостей необходимо применить процедуру ре-
нормировки – добавить в действие дополнительные расходящиеся слагаемые. В логариф-
мической размерности d∗ теория является ренормируемой – содержащей расходимости
только в конечном числе функций Грина. При d < d∗ теория супер–ренормируема – со-
держит конечное число расходимостей в конечном числе функций Грина. При d > d∗

теория неренормируема. Первым шагом процедуры ренормировки является выбор регу-
ляризации. В задачах стохастической динамики наиболее часто используют размерную
регуляризацию – теория рассматривается в пространстве размерности d = d∗ − ε, ε > 0

[4]. Получаемые выражения при этом аналитически продолжаются в область нецелых d.
Снятию регуляризации отвечает предельный переход ε → 0. В размерной регуляризации
расходимости будут иметь вид полюсов по ε.

Рернормировка эквивалентна замене переменных – переходу от затравочных переменных
(обозначаются индексом (0)) к ренормированным (R). Для зарядов имеем:

g0 = Zgµ
εg, (31)

где µ - ренормировочная масса - вспомогательный параметр, в рамках размерной регуля-
ризации обеспечивающий безразмерность зарядов, по которым производится разложение
в рамках теории возмущений. Функции Z(ε, µ, {g}) ({g} - полный набор зарядов) называ-
ются константами перенормировки. для прочих параметров и полей –

φ0 = Zφφ,

e0 = Zee.
(32)

При описанной замене перед некоторыми слагаемыми в действии появляются коэффици-
енты, являющиеся произведением ренормировочных констант. Введем обозначения Zi для
таких коэффициентов, i = 1, ..., k (k – число расходящихся функций Грина в модели):

Zi =
∏
i

∏
j

ZeiZgj . (33)
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Константы с числовым индексом вычисляются непосредственно по теории возмущений.
Соответствующие интегралы в общем виде будут иметь как УФ – расходящуюся часть
(в виде полюсов по ε), так и УФ – конечную. В данной работе используется схема MS
(minimal subtraction) – в итоговые выражения для Zi войдут только полюсные вклады.
Константы ренормировки представимы в виде

Za(g, ε) = 1 +
∞∑
n=1

Ana(g)ε
−n, (34)

где разложение коэффициентов Ana в ряд по g начинается с gn, а сами коэффициенты
ищутся по теории возмущений.

2.6 Уравнение ренормгруппы

Введем обозначение для полного набора {e} параметров теории. Рассмотрим дифференци-
альный оператор, отвечающий взятию производной по ренормировочной массе при фик-
сированных затравочных параметрах:

D̃µ = µ
∂

∂µ

∣∣∣∣
e0

. (35)

Запишем связь между ренормированной и затравочной функцией Грина:

Γn({g0}, {κ0}, ...) =
∏
i

Z
−Nφi
φi ΓnR({g}, {κ}, µ, ...).. (36)

В последнем выражении полный набор дополнительных параметров теории (параметров,
не являющихся зарядами), обозначен как {κ}. Мультииндекс n обозначает набор полей
{Nφi

}. Действуя оператором (35) на функцию (36), можно получить следующее соотно-
шение [4]:

(Dµ +
∑
g

(D̃µg)∂g +
∑
κ

(D̃µκ)∂κ −
∑
i

Nφi
γφi

)ΓnR({g},κ, µ, ...) = 0. (37)

Определим β - функции и аномальные размерности γ для произвольной величины F :

βF = D̃µF,

γF = D̃µ lnZF .
(38)

Тогда выражение (37) переписывается в виде уравнения ренормгруппы:

(Dµ +
∑
g

βg∂g −
∑
κ

γκDκ −
∑
i

Nφi
γφi

)ΓnR = 0. (39)

Отметим, что существуют точные (во всех порядках) формулы

D̃µκ = −κγκ,

βg = −g(ε+ γg),
(40)
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которые получаются логарифмированием соотношений (31), (32), и действием на полу-
ченные выражения оператором D̃µ.

Можно записать уравнение, аналогичное (39), для производящего функционала ΓR [4]:

(D̃µ − γφDα)ΓR(α, e, µ) = 0, (41)

где Dα - функциональная операция

Dα =

∫
dxα(x)

δ

δα(x)
. (42)

Под уравнением ренормгруппы в дальнейшем будет пониматься выражение (39). Ока-
зывается возможным получить асимптотику функций Грина в ИК области (при малых
частотах/волновых числах, причем "малость" определяется через сравнение с единицей
безразмерной величины, составленной из частоты/волнового числа и параметров моде-
ли) через уравнения ренормгруппы. Назовем "неподвижными" точками такие значения
параметров {g∗}, которые являются корнями системы бета–функций:

βk(g
∗) = 0 ∀k. (43)

Неподвижная точка является ИК - притягивающей, если собственные числа матрицы
Ωij(g) = ∂iβj(g) в ней имеют положительную действительную часть. С учетом подста-
новки g → g∗ уравнение ренормгруппы превратится в дифференциальное уравнение с
постоянными коэффициентами:(

Dµ −
∑
κ

γ∗
κDκ −

∑
i

Nφi
γφi

)
ΓnR = 0, (44)

где введено обозначение для аномальных размерностей в притягивающих точках γ∗
κ =

γκ(g
∗).

2.7 Уравнение скейлинга, критические размерности

Предположение о масштабной инвариантности позволяет свести (44) к уравнению скей-
линга. Рассмотрим модель с одним параметром κ, имеющим канонические размерности
dωκ = 1, dkκ = −2. Ограничимся рассмотрением парного коррелятора двух полей ⟨φφ⟩.
Запишем уравнения масштабной инвариантности:(∑

i

dkiDi − 2dkφ

)
⟨φφ⟩ = 0,(∑

i

dωi Di − 2dωφ

)
⟨φφ⟩ = 0.

(45)

Тут dφ = dφ0 , так как ренормировочные коэффициенты зависят только от безразмерных
параметров. Можно скомбинировать уравнения (44) и (45), чтобы исключить слагаемые,
фиксированные в асимптотике, например, Dµ:

((2− γ∗
κ)Dω +Dk − 2(dωφ(2− γ∗

κ) + γ∗
φ + dkφ))⟨φφ⟩ = 0. (46)
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Введем обозначения ∆ω = (2− γ∗
κ), ∆k = 1, ∆φ = dωφ(2− γ∗

κ) + γ∗
φ + dkφ:

(∆ωDω +∆kDk − 2∆φ)⟨φφ⟩ = 0. (47)

Формула (47) называется уравнением скейлинга, а по сути является уравнением Эйлера
для обобщенно-однородных функций [4]. Коэффициенты этого уравнения ∆i называются
критическими размерностями. Решения (47) удовлетворяют свойству обобщенной одно-
родности:

⟨φφ⟩(k, ω) = |k|∆W /∆kF (
ω

|k|∆ω/∆k
), (48)

где F - некоторая скейлинговая функция. Нахождение критических размерностей позво-
ляет получать обширную информацию о поведении системы в ИК области. Например, в
координатном представлении (в пределе больших x = |x|, t):

⟨φ(t,x)φ(0,0)⟩ ≃ r−2∆φF
(
t/r∆ω

)
. (49)

Если из каких-нибудь соображений известно, что для структурных функций выполняется
соотношение

Sn(t, r) = ⟨[φ(t,x)− φ(0,0)]n⟩ ≃ rnχFn(rt
z), (50)

с некоторыми коэффициентами χ и z и некой скейлинговой функцией Fn(·), оказывает-
ся возможным вычислить эти коэффициенты для определенного класса моделей. В ле-
вой части (50) записаны выражения, зависящие от парных корреляторов ⟨φs(x)φq(0)⟩ -
составных операторов соответствующих полей. Ренормировка подобных объектов требу-
ет дополнительного (иногда весьма сложного) анализа. Однако если удастся показать,
что операторы φn не ренормируются, их критические размерности даются выражением
∆φn = n∆φ, и тогда:

χ = −∆φ, z = ∆ω. (51)
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3 Практическая часть

3.1 Постановка задачи

Уравнение КПЗ — одна из простейших полуфеноменологических моделей кинетического
огрубления. Последнее характеризуется ростом (по мере эволюции системы) "шерохова-
тости" – функционала от формы поверхности вида

w ∝ (⟨h2(t)⟩ − ⟨h(t)⟩2)
1
2 . (52)

В формуле (52) угловые скобки подразумевают взятие среднего значения по всей рас-
сматриваемой поверхности, h – случайное поле высоты. Сама модель представляет собой
нелинейное стохастическое дифференциальное уравнение на функцию высоты h(t,x). По-
мимо случайной силы, в модели представлено слагаемое, линейное по h, включающее в
себя силы, аналогичные "поверхностному натяжению". Скорость роста предполагается
латеральной (ортогональной к поверхности) и изотропной, следствием чего является на-
личие в уравнении произвольной функции от градиента поля h. Удерживая лишь ведущий
член разложения, можно получить уравнение КПЗ:

∂th = κ0∂
2h+

λ0

2
(∂h)2 + f. (53)

Тут введены обозначения ∂t =
∂
∂t

, ∂i = ∂
∂xi

, x – d-мерная координата, i = 1, .., d; ∂2 = ∂i∂i,
(∂h)2 = (∂ih)(∂ih), существенно, что коэффициент поверхностного натяжения κ0 > 0.
Случайный шум f полагается "замороженным" и описывается парным коррелятором вида

⟨f(x)f(x′)⟩ = D0δ
(d)(x− x′), (54)

где D0 > 0 – амплитудный множитель. Удобным оказывается положить D0 = 1, это
можно сделать без потери общности – осуществив замену переменных. Следует отметить,
что замороженный случайный шум нарушает Галилееву симметрию.

Поле скоростей описывается стохастическим уравнением Навье-Стокса для несжимаемой
вязкой жидкости:

∇tvi = ν0∂
2vi − ∂iP + Fi, (55)

где P - давление, ν0 - коэффициент кинематической вязкости, F - случайная сила. Ско-
рость распространения турбулентных возмущений обычно гораздо меньше скорости звука,
поэтому эффективной моделью является уравнение Навье-Стокса именно для несжимае-
мой жидкости.

Случайная сила F имеет нулевое среднее значение и парный коррелятор вида

⟨Fi(t,x)Fj(t
′,x′)⟩ = δ(t− t′)

∫
dk

(2π)d
Pij(k)df (k)e

ik·(x−x′), (56)

Pij(k) = δij − kikj/k
2 - ортогональный проектор, k = |k| - волновое число, df (k) - функ-

ция накачки. На физическом уровне она отвечает добавлению энергии в систему; явный

13



выбор зависимости df (k) обеспечивается компромиссом между физикой (вклад от малых
значений волновых чисел k должен быть наиболее существенным), и применимостью про-
цедуры перенормировки (она диктует степенной вид зависимости D ∝ k4−d−y) [11], где d

– пространственная размерность, y –дополнительный параметр с физическим значением
y = 4. Кроме того, можно рассмотреть включение локального шума (коэффициенты D0,
D′

0 положительны):
df (k) = D0k

4−d−y +D′
0. (57)

Добавление последнего на физическом уровне эквивалентно встряхиваню "резервуара" с
жидкостью (из-за наличия моды k = 0, [11]). Полученная расширенная модель позволяет
рассматривать как турбулентную жидкость, так и жидкость, находящуюся в тепловом
равновесии.

Влияние турбулетной среды описано "минимальной" заменой производной по времени на
Лагранжеву (Галилеево ковариантную):

∇th = ∂th+ (vi∂i)h, (58)

Однако, как мы вскоре увидим, в настоящей модели эта замена не является самодоста-
точной. Помимо того, что наличие внешнего поля скорости приводит к возникновению
нового слагаемого, сама производная должна быть модифицирована добавлением новой
константы связи.

3.2 Квантовополевая переформулировка

Следуя схеме, описанной в (2.2), можно записать действие, эквивалентное описанной сто-
хастической задаче (53), (54), (55), (56), (57), (58):

Sh(Φ) =
1

2
h′h′ + h′{−∂th− vi∂ih+ κ0∂

2h+
1

2
λ0(∂ih∂ih)}+

+v′i{−∂tvi − vj∂jvi + ν0∂
2vi}+

1

2
v′iDFv

′
i.

(59)

Все переменные в данной формуле являются затравочными, даже если не имеют явно
значка "0". Сформулируем правила Фейнмана. Из квадратичной части действия получим
пропагаторы:

⟨hh⟩0 ⟨hh′⟩0 ⟨vivj⟩0 ⟨viv′j⟩0

2πδ(ω)
κ0

2k4
1

−iω+κ0k2
dF (k)

ω2+ν20k
4Pij(k)

1
−iω+ν0k2

Pij(k)

В выражения для ⟨vv⟩0 и ⟨vv′⟩0 входят ортогональные проекторы – это следствие того,
что обратный оператор ищется на подпространстве поперечных (∂ivi = 0) полей скорости.
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По нелинейной части действия ищутся вершины. Нахождение вершинных множителей
эквивалентно взятию функциональной производной от действия, поэтому всем вершинам,
содержащим поле скорости v, соответствуют ортогональные проекторы, истинный вид
вершинных множителей приведен в квадратных скобках:

k + p

k

p

j

k + p

k

p

j i

k + p

k

p

(i)2λpiki iαkj σδij

[iαkiPij(p)] [σδabPai(k)Pbj(p)]

При непосредственных вычислениях соответствующие проекторы будут сворачиваться с
проекторами пропагаторов (по тождеству Pij(k)Pjs(k) = Pis(k)), в дальнейшем для крат-
кости "вершинные" проекторы будут опущены, и будут использоваться множители, при-
веденные без квадратных скобок.

3.3 Канонические размерности, анализ контрчленов

Следуя рецепту из 2.4, найдем канонические размерности параметров теории:

F k ω h h′ v v′ κ0 λ0 ν0 D0 D′
0 σ0 α0 µ

dωF 0 1 -1 1 1 -1 1 2 1 3 3 -2 0 0

dkF 1 0 d/2 d/2 -1 d+1 -2 -2-d/2 -2 y-6 -d-2 2+d/2 0 1

dF 1 2 -2+d/2 2+d /2 1 d-1 0 2-d/2 0 y 4-d -2+d/2 0 1

В таблице выше µ - ренормировочная масса, смысл параметров σ0, α0 будет разъяснен в
конце данного параграфа. Из размерных соображений выберем константы связи:

α0, g0 = D0/ν
3
0 (g′0 = D′

0/ν
3
0), u0 = κ0/ν0, w0 = λ0/κ2

0 , z0 = σ0κ2
0 . (60)

Из приведенной таблицы можно видеть, что логарифмическая размерность теории d = 4.
Запишем формулу (30) для формального и определим реальный индекс расходимости:

δ = 6− 4Nh′ −Nv − 3Nv′

δ′ = 6− 4Nh′ −Nv − 4Nv′ −Nh.
(61)

Реальный индекс расходимости меньше формального; это связано с тем, что действие за-
висит от пространственных производных полей v′ и h. Чтобы определить расходящиеся
функции Грина, необходимо выяснить, для каких наборов чисел (Nh, Nh′ , Nv, Nv′) вы-
полняется условие δ′ ≥ 0. Расходящиеся функции Грина, совместно с потенциальными
контрчленами, приведены в таблице ниже.
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Γ δ′Γ δΓ Возможные контрчлены

1 ⟨v′⟩ 2 3 ∂2∂v′, ∂t∂v′

2 ⟨v′v⟩ 1 2 v′j∂
2vj

3 ⟨v′vv⟩ 0 1 v′j(v∂)vj

4 ⟨v′h⟩ 1 3 (∂iv
′
j)∂i∂jh

5 ⟨v′vh⟩ 0 2 (∂jv
′
i)vj(∂ih), (∂jv′i)vi(∂jh)

6 ⟨v′hh⟩ 0 3 (∂jv
′
i)(∂ih)(∂jh)

7 ⟨h′⟩ 2 2 ∂2h′, ∂th′

8 ⟨h′v⟩ 1 1 (∂ih
′)vi

9 ⟨h′vv⟩ 0 0 h′v2

10 ⟨h′h⟩ 1 2 h′∂2h

11 ⟨h′vh⟩ 0 1 h′(v∂)h

12 ⟨h′hh⟩ 0 2 h′(∂h)2

13 ⟨h′h′⟩ 2− d 4− d h′h′

Исключены функции Грина, не содержащие полей h′ и v′, так как для них все диаграммы
дадут нуль из-за наличия замкнутого цикла запаздывающих пропагаторов. Контрчлены
типа 1, 7 ответственны за изменение среднего значения соответствующих полей, и могут
быть устранены изменением среднего значения случайного шума, см. [6]. Отдельно стоит
рассмотреть ⟨h′h′⟩. Несмотря на отрицательный реальный индекс δ = δ′ = −2, из всех
диаграмм соответствующего коррелятора выделится δ – функция от внешней частоты, и
функция Грина становится ИК – расходящейся (логарифмически). Слагаемые вида 2, 3,
10, 11, 12, 13 уже присутствуют в действии, 4 – тождественный нуль, так как жидкость
несжимаема. Можно показать, что не существует диаграмм, отвечающим вкладам 5, 6. За
счет интегрирования по частям и условия несжимаемости вклад 8 – тоже тождественный
ноль.

Таким образом, модель становится ренормируемой при добавлении в нее дополнительного
контрчлена, пропорционального квадрату поля скорости. Снабдим соответствующее сла-
гаемое новой константой связи σ0 и добавим его в действие. Конечно, новому контрчлену
отвечает новая вершина с вершинным множителем:

j i

s k

k − p

p

i(kjδis + kiδsj)

[i(kbδca + kcδab)Pas(−k)Pbj(p)Pci(k − p)]

Произведем замену переменных, соответствующую переходу от исходного действия к ре-

16



нормированному:

Sh(Φ) = Z1
1

2
h′h′ + h′{−∂th− Z2α0vi∂ih+ Z3κ0∂

2h+ Z4
1

2
λ0(∂ih∂ih)}+

+Z5
1

2
σ0h

′vivi + v′i{−∂tvi − vj∂jvi + Z6ν0∂
2vi}+

1

2
v′iDFv

′
i

(62)

Из размерных соотношений, чтобы корректно связать скалярное поле и поле скорости,
необходимо ввести новый параметр α0 как множитель в ковариантной производной ска-
лярного поля.

Приведем соотношение между затравочными зарядами и ренормированными:

α = Zαα, g = Zgµ
yg, g′ = Zg′µ

εg′,

u0 = Zuu, w0 = Zwµ
ε/2w, z0 = Zzµ

−ε/2z.
(63)

3.4 Нахождение ренормировочных констант

Будем находить константы по порядку - от Z1 к Z6. В вычислениях, связанных с интегри-
рованиями по волновым числам, будут использоваться следующие формулы:∫

kikj
ka+2

dk =
δij
d

∫
1

ka
dk, (64)

∫
k>m

1

ka
dk = Sd

md−a

a− d
, (65)

где a > d, Sd – площадь поверхности единичной сферы в d-мерном пространстве, Sd =

(2π)d/Γ(d/2). Здесь и далее m - параметр ИК регуляризации.

Для каждой конкретной расходящейся функции Грина нужно выписать все расходящиеся
вклады в приближении одной петли. диаграмное представление ⟨h′h′⟩1-непр в таком состоит
из единственного вклада:

⟨h′h′⟩1-непр = 2πδ(Ω) +
1

2
, δ = 0, δ′ = 0.

По правилам Фейнмана такой диаграмме соответствует выражение:

i j

p

p− k

k

p
= ∆1 =

∫
dω dk

(2π)d+1

2πδ(ω)

κ0
2k4

2πδ(Ω− ω)

κ0
2(p− k)4

λ2(−k)i(k − p)ikj(p− k)j.

Так как формальный индекс расходимости δ = 0, необходимо выделить слагаемые, пропор-
циональные нулевой степени внешнего импульса – "отобрать" полюсные части. Видно, что
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для этого достаточно положить внешний импульс p равным нулю. Интеграл по частотам
берется тривиально, по импульсам – с помощью формул (64), (65). Введено обозначение
f̂ = f Sd/(2π)

d:

∆1 = δ(Ω)
2πλ2

0

(2π)dκ4
0

∫
dk

(−k)ikikj(−k)j
k8

= δ(Ω)
2πλ2

0

(2π)dκ4
0

Sd
m−ε

ε
= 2πδ(Ω)w0ŵ0

m−ε

ε
. (66)

Все константы Zi зависят от ренормированных переменных, при расчете однопетлевых
вкладов параметры подставляются в "нулевом" порядке теории возмущений, κ0 → κ,
g0 → µεg, w0 → µξw. Например, для Z3:

⟨h′h′⟩1-непр = 2πδ(Ω){Z1 + w0ŵ0(
µ

m
)ε
1

ε
}. (67)

Для конечности левой части при (ε, y) → 0, (( µ
m
)ε = 1 + O(ε) – УФ– конечная величина),

константа Z1 должна быть выбрана в виде

Z1 = 1− wŵ

2ε
. (68)

В аналогичных выражениях далее будут возникать множители ( µ
m
)ε, ( µ

m
)y, каждый из

которых в конечном итоге может быть опущен исходя из аналогичных рассуждений.

Для ⟨h′hvj⟩ диаграмное представление:

⟨h′hvj⟩1-непр = iα0qj + + + + + +

+ + + , δ = 1, δ′ = 0.

Пронумеруем все диаграммы в (3.4) цифрами, начиная с единицы, и будем обозначать

соответствующие вклады как ∆i. Вычислим ∆1:

m

k

b
p+ q

p− k

k + q

k

p

q

= ∆1.

Для удобства тут (и в аналогичных выражениях ниже) приведем отдельно вычисления
при D0 = 0 и D′

0 = 0 в определении (57) (то есть отдельно для локального случая D0 = 0

и отдельно для нелокального D′
0 = 0; при этом ответы для общего случая складываются
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из ответов для этих двух частных случаев). Введем обозначение S̄d = Sd/(2π)
d.

∆1 =

∫
dω dk

(2π)d+1

1

−iω + κ0(k + q)2
1

iω + κ0(p− k)2
dF (k)

ω2 + ν2
0k

4
×

×Pkm(k)σ0δmbi
2λ0(k + q, p− k)iα0qk =

1

2ν0κ0(ν0 + κ0)
iqbD0σ0λ0α0S̄d(1−

1

d
)
m−y

y
(dF (k) = D0k

4−d−y),

1

2ν0κ0(ν0 + κ0)
iqbD

′
0σ0λ0α0S̄d(1−

1

d
)
m−ε

ε
(dF (k) = D′

0).

(69)

Интеграл по частотам берется по вычетам, формулы для вычисления интегралов по вол-
новым числам приведены в начале данного параграфа. Оказывается, что вклады с ∆2 по
∆5, вернее, расходящихся их части, равны нулю – при непосредственном их вычислении
возникают выражения, содержащие свертку knPnm(k) = 0. Для ∆7:

b

p+ q

p+ k

q − k

k

p

q

= ∆7 =

∫
dω dk

(2π)d+1

2πδ(ω)

κ0
2k4

λ2
0α0(p+ q − k)ikiqkkb(p− k)k

(iω + κ0(p+ q − k)2)(iω + κ0(p− k)2)
,

∆7 =
iλ2

0α0

2π

∫
dk

(2π)d
2π

κ0
2k4

(−k)ikiqkkb(−k)k
(κ0k2)2

= iqbw0ŵ0α0
1

d

m−ε

ε
. (70)

Аналогично вычисляются оставшиеся диаграммы ∆6 = ∆8 = −∆7. Найдем константу
ренормировки в локальном случае:

Z2 = 1− (
1

2u(1 + u)
ĝ′zw(1− 1

d
)− wŵ

1

d
)
1

ε
, (71)

и при учете двух вкладов:

Z ′
2 = 1− 1

2u(1 + u)
(ĝ + ĝ′)zw(1− 1

d
)
1

y
+ ŵw

1

dε
. (72)

В данной главе ренормировочные константы для разных случаев обозначены по разному
(со штрихом для общего случая, без штриха для локального). В последующих главах
соответствующее обозначение будет опущено, поскольку из контекста будет понятно, о
чем идет речь.

Для константы Z3 имеем:

⟨h′h⟩1-непр = iω − κ0p
2 + + , δ = 2, δ′ = 1,
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i j

p

p− k

k

p
= ∆1 =

∫
dω dk

(2π)d+1

2πδ(ω)

κ0
2k4

λ2
0(i)

4

iω + κ0(p− k)2
(p− k)ikipj(−k)j. (73)

Для выделения соответствующей степени импульса необходимо разложить в ряд знаме-
натель (73):

∆1 = − λ2
0pj

(2π)dκ0
3

∫
dk

kikj
k6

(pi − ki)(1 +
2psks
k2

+O(p2)) = ŵ0w0κ0p
2 1

d

m−ε

ε
. (74)

Для ∆2:

n j

p

p− k

k

p
= ∆2

∆2 =

∫
dω dk

(2π)d+1

dF (k)

ω2 + ν2
0k

4
Pjn(k)

1

−iω + κ0(p− k)2
iα0(p− k)niα0pj =

= − πα2
0

ν0(ν0 + κ0)

∫
dk

(2π)d+1

dF (k)

k4
(p2 − (p, k)2

k2
) :

− 1

2ν0(ν0 + κ0)
p2α2

0D0S̄d(1−
1

d
)
m−y

y
(dF (k) = D0k

4−d−y),

− 1

2ν0(ν0 + κ0)
p2α2

0D
′
0S̄d(1−

1

d
)
m−ε

ε
(dF (k) = D′

0).

(75)

Тогда
Z3 = 1 + (ŵw

1

d
− 1

2u(1 + u)
α2ĝ′(1− 1

d
))
1

ε
, (76)

Z ′
3 = 1 + ŵw

1

d

1

ε
− 1

2u(1 + u)
α2(ĝ + ĝ′)(1− 1

d
)
1

y
. (77)

Рассмотрим вычисление диаграмм для Z4:

⟨h′hh⟩1-непр = −λ0(q, p) + + + + +

+ + , δ = 2, δ′ = 0.

Вклады ∆1, ∆2 равны нулю из–за слагаемых вида (k−q, p+q)qmPmn(k)(k+p)n. Последние
являются полиномами степени ≥ 3 по внешним импульсам, что автоматически гаранти-
рует УФ — конечность соответствующих выражений.
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m

k

p+ q

p− k

k + q

k

p

q

= ∆3.

∆3 =

∫
dω dk

(2π)d+1

1

−iω + κ0(k + q)2
1

iω + κ0(p− k)2
dF (k)

ω2 + ν2
0k

4
×

×Pkm(k)λ0(k + q, p− k)i4α0qkα0pm :

− 1

2ν0κ0(ν0 + κ0)
(q, p)λ0α

2
0D0S̄d(1−

1

d
)
m−y

y
(dF (k) = D0k

4−d−y),

− 1

2ν0κ0(ν0 + κ0)
(q, p)λ0α

2
0D

′
0S̄d(1−

1

d
)
m−ε

ε
(dF (k) = D′

0).

(78)

Вклад ∆4 технически вычисляется аналогично, ∆4 = w0ŵ0(q, p)
λ0

d

m−ε

ε
= −∆5 = ∆6.

Таким образом,
Z4 = 1 + (− 1

2u(1 + u)
ĝ′α2(1− 1

d
) + wŵ

1

d
)
1

ε
, (79)

Z ′
4 = 1− 1

2u(1 + u)
(ĝ + ĝ′)α2(1− 1

d
)
1

y
+ wŵ

1

d

1

ε
. (80)

Рассмотрим вычисление Z5.

⟨h′vv⟩1-непр = σ0δkj + + + + +

+ + + + + +

+ + + + , δ = 0, δ′ = 0 :

m

k

a

b
p+ q

p− k

k + q

k

p

q

= ∆1.
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∆1 =

∫
dω dk

(2π)d+1

1

iω + κ0(k + q)2
1

−iω + κ0(p− k)2
dF (k)

ω2 + ν2
0k

4
×

×Pmk(k)(i)
2λ0(k + q, p− k)σ2

0δkaδmb =

=
πσ2

0λ0

(2π)d+1ν0κ0(ν0 + κ0)

∫
dk

1

k4
dF (k)Pab(k) :

S̄dD0
λ0σ

2
0

2ν0κ0(ν0 + κ0)
(1− 1

d
)δab

m−y

y
(dF (k) = D0k

4−d−y),

S̄dD
′
0

λ0σ
2
0

2ν0κ0(ν0 + κ0)
(1− 1

d
)δab

m−ε

ε
(dF (k) = D′

0).

(81)

Вклады с ∆2 по ∆7 равны нулю – в каждом из соответствующих слагаемых возникнет
свертка вектора с ортогональным проектором вида kiPij(k) = 0. Сумма ∆8,9,10 – тожде-
ственный ноль. На физическом уровне это соответствует наличию Галлилеевой симметрии
- можно записать аналог тождеств Уорда в случае преобразований Галилея, из которого
будет следовать сокращение трех диаграмм. Прямое сокращение соответствующих вкла-
дов может быть проверено прямым вычислением.

i

j

k

p+ q

p+ q − k

k

k − q

p

q

= ∆11 =

∫
dω dk

(2π)d+1

2πδ(ω)λ0ki(p+ q − k)iα0(q − k)aα0(p+ q − k)b
κ0

2(p+ q − k)4(iω + κ0(k − q)2)(iω + κ0(k)2)
.

Выделим нужную степень импульса:

∆11 =

∫
dk

(2π)d
λ0α

2
0

κ0
2k4

ki(−k)i
κ0(k)2

kakb
κ0(k)2

= − λ0α
2
0δab

(2π)dκ0
4d

Sd
m−ε

ε
= −ŵ0α

2
0

σ0

z0
δab

1

d

m−ε

ε
. (82)

Вклады ∆12, ∆13 технически вычисляются аналогично, ∆13 = −∆12 = ∆11.

Просуммировав все ∆i, получим:

Z5 = 1− (−ŵα21

z

1

d
+ ĝ′wz

1

2u(u+ 1)
(1− 1

d
))
1

ε
, (83)

Z ′
5 = 1 + ŵα21

z

1

d

1

ε
− (ĝ + ĝ′)wz

1

2u(u+ 1)
(1− 1

d
)
1

y
. (84)

Единственная диаграмма, дающая вклад в ⟨v′ivi⟩1-непр:

n ja b

l ip

p− k

k

p
= ∆1
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Понятно, что ∆1 имеет два значка, для непосредственного вычисления удобно произвести
по ним свертку:

Tr∆1 =

∫
dω dk

(2π)d+1

dF (k)

ω2 + ν2
0k

4
Pjn(k)

1

−iω + ν0(p− k)2
×

×Pli(p− k)i((p− k)bδij + (p− k)jδib)i(plδan + pnδal)Pab(p) :

−p2S̄dD0
1

ν2
0

1

4

(d− 1)2

d+ 2

m−y

y
(dF (k) = D0k

4−d−y),

−p2S̄dD
′
0

1

ν2
0

1

4

(d− 1)2

d+ 2

m−ε

ε
(dF (k) = D′

0),

(85)

откуда получаются выражения для Z6:

Z6 = 1− ĝ′
1

4

(d− 1)

d+ 2

1

y
, (86)

Z ′
6 = 1− (ĝ + ĝ′)

1

4

(d− 1)

d+ 2

1

ε
. (87)

Дальнейшее повествование будет разделено на два раздела - анализ модели с локальным
вкладом в корреляторе случайной силы уравнения НС (g = 0), и анализ модели в общем
случае (g, g′ ̸= 0).

3.5 КПЗ + НС, локальный случай

3.5.1 β - функции и аномальные размерности

Вычислим аномальные размерности. Для этого достаточно найти вычеты при полюсах по
ε в выражениях (68), (71), (76), (79), (83), (86):

γ1
S̄d

=
w2

2
,

γ2
S̄d

=
g′zw

2u(1 + u)
(1− 1

d
)− w2

d
,

γ3
S̄d

=
γ4
S̄d

=
α2g′

2u(1 + u)
(1− 1

d
)− w2

d
,

γ5
S̄d

=
g′wz

2u(u+ 1)
(1− 1

d
)− wα2

zd
,

γ6
S̄d

= g′
(d− 1)

4(d+ 2)
.

(88)

Из соотношений между РГ - константами следует связь между аномальными размерно-
стями. Например, ZaZb = Zc ⇒ γa + γb = γc. Тогда с учетом тривиальных алгебраических
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преобразований:

γα
S̄d

=
g′zw

2u(1 + u)
(1− 1

d
)− w2

d
,

γg′

S̄d

= −g′
3(d− 1)

4(d+ 2)
,

γu
S̄d

=
α2g′

2u(1 + u)
(1− 1

d
)− w2

d
− g′

(d− 1)

4(d+ 2)
,

γw
S̄d

= w2(
1

4
+

1

d
)− α2g′

2u(1 + u)
(1− 1

d
),

γz
S̄d

=
g′

2u(1 + u)
(1− 1

d
)(wz + 2α2)− w2(

1

4
+

2

d
)− wα2

zd
.

(89)

Непосредственно β - функции получаются с помощью тождества (40), (d = 4):

βα = −αS̄d(
3g′zw

8u(1 + u)
− w2

4
),

βg′ = −g′(ε− S̄dg
′3

8
),

βu = −uS̄d(
3α2g′

8u(1 + u)
− w2

4
− 3g′

24
),

βw = −w(
ε

2
+ S̄dw

21

2
− S̄d

3α2g′

8u(1 + u)
),

βz = −z(−ε

2
+ S̄d

3g′

8u(1 + u)
(wz + 2α2)− S̄dw

23

4
− S̄d

wα2

4z
).

(90)

Согласно параграфу 2.7, необходимо определить корни полученной системы (неподвиж-
ные точки), и найти соответствующие области устойчивости.

3.5.2 Неподвижные точки, области устойчивости, критические размерности

Корни системы β - функций приведены в таблице ниже:

α∗ g′∗ u∗ w∗ z∗ {λi}√
u(u+ 1)/6 8ε

3S
∀(̸= {0,−1}) i

√
2ε
3S

i
√

S/εu(u+ 1)/(2
√
6) {1}

−
√

u(u+ 1)/6 8ε
3S

∀(̸= {0,−1}) i
√

2ε
3S

i
√

S/εu(u+ 1)/(2
√
6) {1}√

u(u+ 1)/6 8ε
3S

∀(̸= {0,−1}) −i
√

2ε
3S

−i
√
S/εu(u+ 1)/(2

√
6) {1}

−
√

u(u+ 1)/6 8ε
3S

∀(̸= {0,−1}) −i
√

2ε
3S

−i
√
S/εu(u+ 1)/(2

√
6) {1}

{1} = {0, ε, ε/3, (a− b)/c, (a+ b)/c}.

В последней графе обозначены собственные значения матрицы Ωij = ∂iβj в соответствую-
щей неподвижной точке. Введены обозначения a = εu(3 + 4u), b = ε

√
17u2 + 48u3 + 32u4,

c = 12u(u + 1). Множество точек с положительными значениями Reλi задается услови-
ем ε > 0. Тогда Re{(a − b)/c} > 0, если −0.75 < u∗ < 0. Для Re{(a + b)/c} > 0 имеем
u∗ < −1 ∨ −0.75 < u∗ < −0.5 ∨ u∗ > 0. Таким образом, все неподвижные точки в таблице
являются ИК - притягивающими одновременно при ε > 0, если −0.75 < u∗ < −0.5.
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Важно отметить, что z∗ ведет себя как O(1/
√
ε) для неподвижных точек в таблице; этот

"парадокc" объясняется выбором констант связи в формуле (60). Действительно, доста-
точно перейти в систему зарядов, где вместо z вводится заряд zw, чтобы координаты
неподвижных точек "исправились" (значения остальных координат при этом не изменят-
ся). В таких переменных проблема не возникает, и мы имеем дело с обычным разложением
по ε:

g∗ = 8ε/3, w∗2 = −2ε/3, α∗2 = u∗(u∗ + 1)/6, z∗w∗ = −α∗2. (91)

Этот выбор зарядов отвечает ситуации, когда поля h и h′ были растянуты таким образом,
чтобы константа связи w стояла в амплитуде коррелятора (54), а не при нелинейности в
уравнении (53).

Так как все найденные неподвижные точки описываются выражением (91), будем назы-
вать полученное множество неподвижных точек “кривой”; это гладкая кривая в пятимер-
ном пространстве параметров. Она параметризуется значением заряда u∗ и содержит ИК
- притягивающй сегмент ε > 0, −0.75 < u∗ < −0.5.

Рассмотрим другие системы зарядов (произведя замену и переписав β-функции) – такой
подход иногда [13] способствует нахождению новых устойчивых точек, так как позволяет
получить данные об областях, которым отвечают бесконечные (или нулевые) значения за-
рядов. Нами был рассмотрен широкий набор разных систем; среди них хорошей системой,
дающей новые точки, оказалась только одна, получаемая переходом к переменным
k = 1/z, p = wz:

α∗ g′∗ u∗ p∗ k∗ {λi}
∀ 0 ∀(̸= {0,−1}) ∀ 0 {1}√

u(u+ 1)/3 8ε
3S

∀(̸= {0,−1}) 0 0 {2}
−
√

u(u+ 1)/3 8ε
3S

∀(̸= {0,−1}) 0 0 {2}√
u(u+ 1)/6 8ε

3S
∀(̸= {0,−1}) −u(u+ 1)/6 −i2

√
6
√

ε/S/(u(u+ 1)) {3}√
u(u+ 1)/6 8ε

3S
∀(̸= {0,−1}) −u(u+ 1)/6 i2

√
6
√
ε/S/(u(u+ 1)) {3}

−
√

u(u+ 1)/6 8ε
3S

∀(̸= {0,−1}) −u(u+ 1)/6 −i2
√
6
√

ε/S/(u(u+ 1)) {3}
−
√

u(u+ 1)/6 8ε
3S

∀(̸= {0,−1}) −u(u+ 1)/6 i2
√
6
√
ε/S/(u(u+ 1)) {3}

{1} = {0, 0, 0,−ε,−ε/2},

{2} = {0,−ε/3, ε/6, ε, ε(1 + 2u)/(3(1 + u))},

{3} = {0, 0, 0, (a′ − b′)/c′, (a′ + b′)/c′}.

В таблице выше введены обозначения a′ = ε(1 + 3u + 2u2), b′ =

ε
√
9 + 46u+ 85u2 + 68u3 + 20u4, c′ = 12(u + 1)2. Рассмотрение случая четырех по-

следних корней приводит к условию на строгую положительность Re{(a′ − b′)/c′} > 0

– это ε > 0 и u∗ ̸= −0.5. Для Re{(a′ + b′)/c′} > 0 имеем (учитывая, что ε > 0)
−0.75 < u∗ < −0.5, что отвечает исходной системе (то есть идентично кривой (91)). Кроме
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того, имеется "Гауссова" неподвижная точка g∗ = w∗ = 0, z∗ → ∞, которая является ИК
- притягивающей при отрицательных значениях ε.

Теперь для каждого режима нужно вычислить критические размерности полей. Для этого
достаточно воспользоваться готовыми формулами из Пункта 2.7. Для Гауссовой точки
получаем:

∆ω = 2, ∆h = −ε

2
, ∆v = 1, ∆h′ = 4− ε

2
, ∆v′ = 3− ε. (92)

Для нетривиальной точки (кривой (91)) в однопетлевом приближении имеем:

∆ω = 2− ε

3
, ∆h = 0, ∆v = 1− ε

3
, ∆h′ = 4− ε, ∆v′ = 3− 2ε

3
. (93)

Важно отметить, что именно нетривиальная точка отвечает физически интересным слу-
чаям d = 3, d = 2.

3.6 КПЗ + НС, общий случай

3.6.1 β - функции и аномальные размерности

Аналогично локальному случаю вычисляются все аномальные размерности и β - функции,
система последних имеет вид:

βα = −αS̄d(
3(g + g′)zw

8u(1 + u)
− w2

4
)

βg = −g(y − S̄d(g + g′)
3

8
)

βg′ = −g′(ε− S̄d(g + g′)
3

8
)

βu = −uS̄d(
3α2(g + g′)

8u(1 + u)
− w2

4
− (g + g′)

3

24
)

βw = −w(
ε

2
+ S̄d(

w2

2
− 3α2(g + g′)

8u(1 + u)
))

βz = −z(−ε

2
+ S̄d

3(g + g′)

8u(1 + u)
(wz + 2α2)− S̄dw

23

4
− S̄d

wα2

4z
)

(94)

3.6.2 Неподвижные точки, области устойчивости, критические размерности

Корни полученной системы представлены ниже, для всех корней заряд u может принимать
любые значения, кроме нуля и единицы:
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α∗ g∗ g′∗ w∗ z∗ {λi}√
u(u+ 1)/6 0 8ε

3S
i
√

2ε
3S

iu(u+1)
√

S/ε

2
√
6

{1}√
u(u+ 1)/6 0 8ε

3S
−i
√

2ε
3S

− iu(u+1)
√

S/ε

2
√
6

{1}

−
√

u(u+ 1)/6 0 8ε
3S

i
√

2ε
3S

iu(u+1)
√

S/ε

2
√
6

{1}

−
√

u(u+ 1)/6 0 8ε
3S

−i
√

2ε
3S

− iu(u+1)
√

S/ε

2
√
6

{1}

(3ε = 4y) 0 8y
3S

0 i
√

4y
3S

iu(u+1)
√

S/y
√
12

{2}

(3ε = 4y) 0 8y
3S

0 −i
√

4y
3S

− iu(u+1)
√

S/y
√
12

{2}

(3ε = 4y)
√

u(u+ 1)/3 8y
3S

0 0 ∀(̸= 0) {3}
(3ε = 4y) −

√
u(u+ 1)/3 8y

3S
0 0 ∀(̸= 0) {3}

(y ̸= {3ε/4, 3ε/2})
√

u(u+1)(4y−3ε)
6y

8y
3S

0 i
√

6ε−4y
3S

iu(u+ 1)

√
S(3ε−2y)

2y
√
6

{4}

(y ̸= {3ε/4, 3ε/2})
√

u(u+1)(4y−3ε)
6y

8y
3S

0 −i
√

6ε−4y
3S

−iu(u+ 1)

√
S(3ε−2y)

2y
√
6

{4}

(y ̸= {3ε/4, 3ε/2}) −
√

u(u+1)(4y−3ε)
6y

8y
3S

0 i
√

6ε−4y
3S

iu(u+ 1)

√
S(3ε−2y)

2y
√
6

{4}

(y ̸= {3ε/4, 3ε/2}) −
√

u(u+1)(4y−3ε)
6y

8y
3S

0 −i
√

6ε−4y
3S

−iu(u+ 1)

√
S(3ε−2y)

2y
√
6

{4}

(ε = y)
√

u(u+ 1)/6 ∀ 8ε
3S

− g i
√

2ε
3S

iu(u+1)
√

S/ε

2
√
6

{5}

(ε = y)
√

u(u+ 1)/6 ∀ 8ε
3S

− g −i
√

2ε
3S

− iu(u+1)
√

S/ε

2
√
6

{5}

(ε = y) −
√

u(u+ 1)/6 ∀ 8ε
3S

− g i
√

2ε
3S

iu(u+1)
√

S/ε

2
√
6

{5}

(ε = y) −
√

u(u+ 1)/6 ∀ 8ε
3S

− g −i
√

2ε
3S

− iu(u+1)
√

S/ε

2
√
6

{5}

{1} = {0, ε, ε− y, ε/3, (a− b)/c, (a+ b)/c},

{2} = {0, 0,−y/3, y, 4y/3, y/3},

{3} = {0, 0,−y/3,−y/3, y, yu(1+2u)
3u(1+u)

},

{4} = {0, y, y − ε, x1, x2, x3}, где x1, x2, x3 - решения относительно x:

54(1 + u)x3 + (−27ε(5 + 4u) + 18y(5 + 3u))x2 + (27ε2 − 12y2(1 + 4u)− 9εy(1− 6u))x+

+(2u+ 1)y(2y − 3ε)(3ε− 4y) = 0,

{5} = {0, 0, ε, ε/3, (a− b)/c, (a+ b)/c}.

Можно показать, что область устойчивости (в ИК случае) для точки, отвечающей набору
собственных значений {4} – пустое множество. Это утверждение следует из рассмотрения
аналитического решения соответствующего кубического полинома, и его анализа. Таким
образом корни, соответствующие собственным значениям {2}, {3}, {4} не обладают соб-
ственной областью устойчивости.

Как и в локальном случае, для первого решения имеем область неподвижных точек, явля-
ющуюся гладкой кривой, с ИК притягивающим сегментом. Также актуальны замечания
о ε в знаменателе z∗, приведенные в Пункте 3.5.2.
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Дополнительные корни можно найти, перейдя к переменным k = 1/z, p = wz, b = 1/u:

α∗ g∗ g′∗ b∗ p∗ k∗ {λi}
∀ 0 0 ∀( ̸= −1) ∀ 0 {1}
∀ 0 8ε

3S
0 ∀ 0 {2}√

(1 + b)/(3b2) 0 8ε
3S

∀(̸= {−1, 0}) 0 0 {3}
−
√

(1 + b)/(3b2) 0 8ε
3S

∀(̸= {−1, 0}) 0 0 {3}√
(1 + b)/(6b2) 0 8ε

3S
∀(̸= {−1, 0}) −1+b

6b2
−i2

√
6b2

√
ε√

S(1+b)
{4}√

(1 + b)/(6b2) 0 8ε
3S

∀(̸= {−1, 0}) −1+b
6b2

i2
√
6b2

√
ε√

S(1+b)
{4}

−
√

(1 + b)/(6b2) 0 8ε
3S

∀(̸= {−1, 0}) −1+b
6b2

−i2
√
6b2

√
ε√

S(1+b)
{4}

−
√

(1 + b)/(6b2) 0 8ε
3S

∀(̸= {−1, 0}) −1+b
6b2

i2
√
6b2

√
ε√

S(1+b)
{4}

∀ 8y
3S

0 0 ∀ 0 {5}
(3ε = 4y) 0 8y

3S
0 ∀(̸= {0,−1}) −1+b

3b2
i

√
12yb2

(1+b)
√
S

{6}

(3ε = 4y) 0 8y
3S

0 ∀(̸= {0,−1}) −1+b
3b2

−i
√
12yb2

(1+b)
√
S

{6}√
(1 + b)/(3b2) 8y

3S
0 ∀(̸= {0,−1}) 0 0 {7}

−
√

(1 + b)/(3b2) 8y
3S

0 ∀(̸= {0,−1}) 0 0 {7}

(3ε = 4y)

√
(1+b)ε

2b
√
y

8y
3S

0 ∀(̸= {0,−1}) 0 ∀ {8}

(3ε = 4y) −
√

(1+b)ε

2b
√
y

8y
3S

0 ∀(̸= {0,−1}) 0 ∀ {8}
(y ̸= {3ε/4, 3ε/2})√

(1+b)(4y−3ε)
6b2y

8y
3S

0 ∀(̸= {0,−1}) (1+b)(2y−3ε)
6b2y

2
√
6b2y

(b+1)
√
2y−3ε

√
S

{9}

(y ̸= {3ε/4, 3ε/2})√
(1+b)(4y−3ε)

6b2y

8y
3S

0 ∀(̸= {0,−1}) (1+b)(2y−3ε)
6b2y

− 2
√
6b2y

(b+1)
√
2y−3ε

√
S

{9}

(y ̸= {3ε/4, 3ε/2})
−
√

(1+b)(4y−3ε)
6b2y

8y
3S

0 ∀(̸= {0,−1}) (1+b)(2y−3ε)
6b2y

2
√
6b2y

(b+1)
√
2y−3ε

√
S

{9}

(y ̸= {3ε/4, 3ε/2})
−
√

(1+b)(4y−3ε)
6b2y

8y
3S

0 ∀(̸= {0,−1}) (1+b)(2y−3ε)
6b2y

− 2
√
6b2y

(b+1)
√
2y−3ε

√
S

{9}

(ε = y) ∀ ∀ 8ε
3S

− g 0 ∀ 0 {10}
(ε = y)

√
(1 + b)/(3b2) ∀ 8ε

3S
− g ∀(̸= {0,−1}) 0 0 {11}

(ε = y) −
√
(1 + b)/(3b2) ∀ 8ε

3S
− g ∀(̸= {0,−1}) 0 0 {11}

(ε = y)
√

(1+b)
6b2

∀ 8ε
3S

− g ∀(̸= {0,−1}) −1+b
6b2

i
2
√
6b2

√
y

(1+b)
√
S

{12}

(ε = y)
√

(1+b)
6b2

∀ 8ε
3S

− g ∀(̸= {0,−1}) −1+b
6b2

−i
2
√
6b2

√
y

(1+b)
√
S

{12}

(ε = y) −
√

(1+b)
6b2

∀ 8ε
3S

− g ∀(̸= {0,−1}) −1+b
6b2

i
2
√
6b2

√
y

(1+b)
√
S

{12}

(ε = y) −
√

(1+b)
6b2

∀ 8ε
3S

− g ∀(̸= {0,−1}) −1+b
6b2

−i
2
√
6b2

√
y

(1+b)
√
S

{12}

{1} = {0, 0, 0,−ε,−ε/2,−y},

{2} = {0, 0,−ε/2,−ε/3, ε, ε− y},
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{3} = {0,−ε/3, ε/6, ε, ε− y, (2+b)ε
3(1+b)

},

{4} = {0, ε/3, ε, ε− y, (a′′ − b′′)/c′′, (a′′ + b′′)/c′′},

где a′′ = ε(4 + 7b+ 3b2), b′′ = ε
√
32 + 112b+ 145b2 + 82b3 + 17b4, c′′ = 12(1 + b)2,

{5} = {0, 0,−ε/2, y − ε,−y/3, y},

{6} = {0, 0,−y/3, y, y/3, 4y/3},

{7} = {0, (4y − 3ε)/6,−y/3, y − ε, y, (2+b)y
3(1+b)

},

{8} = {0, 0,−y/3,−y/3, y, (2+b)y
3(1+b)

},

{9} = {0, y, y − ε, x1, x2, x3}, xi - решения относительно x:

(54+54b)x3− 18ε2y− 9bε2y+36εy2+18bεy2− 16y3− 8by3+x2(−108ε− 135bε+54y+90by)+

+x(27bε2 + 54εy − 9bεy − 48y2 − 12by2) = 0,

{10} = {0, 0, 0,−y/2,−y/3, y},

{11} = {0, 0, y/6,−y/3, y, (2+b)y
3(1+b)

},

{12} = {0, 0, y/3, y, (a′′′ − b′′′)/c′′′, (a′′′ + b′′′)/c′′′},

где a′′′ = y(4 + 7b+ 3b2), b′′′ = y
√
32 + 112b+ 145b2 + 82b3 + 17b4, c′′′ = 12(1 + b)2.

В полученной системе нетривиальные области устойчивости присутствуют только для
корней с собственными значениями {1} (обозначим ее как FP1), {4} (FP2), {12} (FP3).
Их можно изобразить графически, на плоскости переменных (ε,y):

Рис. 1: Области устойчивости в зависимости от ε, y, и соответствующие им неподвижные
точки
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Стоит отметить, что область параметров ε > 0, y > ε остается "пустой" в том смысле, что
она не заполнена областями устойчивости каких-то неподвижных точек. Возможно, это
является особенностью однопетлевого приближения.

Критические размерности для различных ИК – притягивающих точек в однопетлевом
приближении:

FP1:
∆ω = 2, ∆h = −ε

2
, ∆v = 1, ∆h′ = 4− ε

2
, ∆v′ = 3− ε. (95)

FP2:
∆ω = 2− ε

3
, ∆h = 0, ∆v = 1− ε

3
, ∆h′ = 4− ε, ∆v′ = 3− 2ε

3
. (96)

FP3:
∆ω = 2− ε

3
, ∆h = 0, ∆v = 1− ε

3
, ∆h′ = 4− ε, ∆v′ = 3− 2ε

3
. (97)
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4 Заключение

В работе рассмотрена модель Кардара-Паризи-Занга (53) с "замороженным" случайным
шумом (54) под влиянием случайного (в том числе и турбулентного) воздействия окружа-
ющей среды, описываемого стохастическим уравнением Навье–Стокса (55) со случайной
силой (56). При этом изучалось два отдельных случая: локальный (D′

0 = 0 в (57)) и общий
(D′

0, D0 ̸= 0). Сформулирована аналогичная исходной модели теория поля с логарифмиче-
ской размерностью d = 4, показана ее перенормируемость при добавлении нового вклада
(подтверждено явление "индуцированной нелинейности"), и включении дополнительного
безразмерного параметра в ковариантную производную. В ведущем порядке теории воз-
мущений найдены критические размерности, описывающие асимптотическое поведение
корреляционных функций. Однопетлевые вычисления показывают, что уравнения ренорм-
группы для соответствующих систем обнаруживают (в том числе) кривые неподвижных
точек, содержащие ИК – притягивающие сегменты.

Несмотря на то, что некоторые координаты притягивающих точек на этих кривых являют-
ся мнимыми, и, на первый взгляд, не могут быть достигнуты РГ-потоком (т.е. решением
дифференциального уравнения РГ с вещественными начальными условиями), реальны-
ми параметрами разложения являются не сами константы связи, а их комбинации. Для
ситуации с одним зарядом (например, в "чистой" модели Кардара-Паризи-Занга) отри-
цательная (интерпретируемая как нефизическая) фиксированная точка не может быть
достигнута из положительных (физических) начальных условий, потому что поток РГ не
может пересечь ноль (который является фиксированной точкой сам по себе). Для много-
зарядной модели, напротив, РГ – поток может войти в нефизическую область параметров,
стартуя из физической. Интерпретация такой ситуации довольно тонкая и остается пред-
метом споров; некоторые обсуждения и ссылки можно найти, например, в [14], [15].

Основные результаты представлены формулами (92), (93) в локальном и (95), (96), (97) в
общем случае.
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