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Àííîòàöèÿ. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðîâîäèòñÿ èññëåäîâàíèå äèíàìèêè ïåð-
âè÷íûõ êîëåáàíèé âûñîêîäîáðîòíîãî ìèêðîìåõàíè÷åñêîãî ðåçîíàòîðà - ÷óâ-
ñòâèòåëüíîãî ýëåìåíòà ÌÝÌÑ-ãèðîñêîïà RR-òèïà - ïðè äåéñòâèè ðàçëè÷íûõ
ðåàëèçàöèé ñèñòåìû ôàçîâîé àâòîïîäñòðîéêè ÷àñòîòû, ðàáîòàþùåé ñîâìåñò-
íî ñ ñèñòåìîé àâòîìàòè÷åñêîé ðåãóëèðîâêè óñèëåíèÿ ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî
ïðèâîäà. Èññëåäîâàíèå äèíàìèêè îáúåêòà âûïîëíÿåòñÿ êàê ÷èñëåííî, òàê è
àíàëèòè÷åñêè - ñ ïðèìåíåíèåì ìåòîäà îñðåäíåíèÿ. Ïîëó÷åíû óñëîâèÿ óñòîé-
÷èâîñòè ñòàöèîíàðíîãî ðåæèìà â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè. Ðàññìîòðåíû âî-
ïðîñû òî÷íîñòè ðàçëè÷íûõ ìåòîäîâ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé êîíòóðà ïåðâè÷íûõ êîëåáàíèé. Èññëåäîâàíî âëèÿíèå ìåõàíè÷å-
ñêîé íåëèíåéíîñòè ðåçîíàòîðà íà äèíàìèêó ðåçîíàòîðà è ñèñòåìû óïðàâëå-
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íèÿ. Ïðåäëîæåíà ðåàëèçàöèÿ ñõåìû ÔÀÏ× ïîíèæåííîãî ïîðÿäêà, íå ñîäåð-
æàùàÿ ïàðàçèòíîãî ñèãíàëà äâîéíîé ÷àñòîòû íà âûõîäå ôàçîâîãî äåòåêòî-
ðà. Ïðîàíàëèçèðîâàíû âûõîäíûå õàðàêòåðèñòèêè ñèñòåì óïðàâëåíèÿ (áûñò-
ðîäåéñòâèå, ïîëîñà çàõâàòà è äð.) è ñäåëàíû êà÷åñòâåííûå âûâîäû îá îñî-
áåííîñòÿõ âçàèìîäåéñòâèÿ äèíàìèêè ìåõàíè÷åñêîãî êîëåáàòåëüíîãî çâåíà è
êîíòóðà ÔÀÏ×-ÀÐÓ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ÌÝÌÑ-ãèðîñêîï, ïåðâè÷íûå êîëåáàíèÿ, ÔÀÏ×, ÀÐÓ.

1 Ââåäåíèå

Ïðèíöèï ðàáîòû ìèêðîìåõàíè÷åñêîãî âèáðàöèîííîãî ãèðîñêîïà ñîñòîèò â ïå-
ðåäà÷å ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèè ìåæäó äâóìÿ ôîðìàìè êîëåáàíèé ÷óâñòâèòåëü-
íîãî ýëåìåíòà (×Ý), âûçâàííîé äåéñòâèåì ñèë èíåðöèè Êîðèîëèñà. Â ïðî-
ñòåéøåì ñëó÷àå ×Ý ñîñòîèò èç îäíîé ïîäâèæíîé ìàññû - òâåðäîãî òåëà íà
óïðóãèõ ïîäâåñàõ - ñ äâóìÿ îðòîãîíàëüíûìè ðàáî÷èìè ôîðìàìè êîëåáàíèé.
Â ðåæèìå èçìåðåíèÿ óãëîâîé ñêîðîñòè ýëåêòðîñòàòè÷åñêèì äâèãàòåëåì âîç-
áóæäàþòñÿ ãàðìîíè÷åñêèå êîëåáàíèÿ ïî ïåðâè÷íîé îñè. Â ëèíåéíîì ïðèáëè-
æåíèè àìïëèòóäà âûçâàííûõ ñèëîé Êîðèîëèñà âòîðè÷íûõ êîëåáàíèé ïðî-
ïîðöèîíàëüíà âåëè÷èíå êîìïîíåíòû óãëîâîé ñêîðîñòè ïîäâèæíîãî îáúåêòà
âäîëü îñè ÷óâñòâèòåëüíîñòè äàò÷èêà.

Âûñîêèå òðåáîâàíèÿ ê ñòàáèëüíîñòè ðàáîòû ðåçîíàíñíûõ äàò÷èêîâ (â
÷àñòíîñòè - ÷óâñòâèòåëüíûõ ýëåìåíòîâ ìèêðîýëåêòðîìåõàíè÷åñêèõ âèáðà-
öèîííûõ ãèðîñêîïîâ) ïðèâîäÿò ê íåîáõîäèìîñòè ïðèìåíåíèÿ ñèñòåì óïðàâ-
ëåíèÿ ñ îáðàòíîé ñâÿçüþ, îáåñïå÷èâàþùèõ ïîñòîÿíñòâî àìïëèòóäû êîëå-
áàíèé ðåçîíàòîðà è åãî ÷àñòîòíóþ íàñòðîéêó íà ðåçîíàíñ. Ïåðâàÿ èç íà-
çâàííûõ çàäà÷, êàê ïðàâèëî, ðåøàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ñèñòåìû àâòîìàòè÷å-
ñêîé ðåãóëèðîâêè óñèëåíèÿ [1, 2, 3, 4]. Äëÿ ðåøåíèÿ âòîðîé çàäà÷è øèðî-
êîå ðàñïðîñòðàíåíèå ïîëó÷èëè ñèñòåìû ôàçîâîé àâòîïîäñòðîéêè ÷àñòîòû
[5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16].

Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå äèíàìèêè ÌÝÌÑ ðåçîíàòîðîâ â óñëîâè-
ÿõ ðàáîòû ïîäîáíûõ ñèñòåì óïðàâëåíèÿ ïðåäñòàâëÿåò çíà÷èòåëüíûé òåîðåòè-
÷åñêèé è ïðèêëàäíîé èíòåðåñ. Ðàçëè÷íûì àñïåêòàì ýòîé ïðîáëåìû ïîñâÿùå-
íî áîëüøîå ÷èñëî íàó÷íûõ ðàáîò. Â [17] ïðîâåäåíî àíàëèòè÷åñêîå èññëåäîâà-
íèå ñòàöèîíàðíûõ êîëåáàòåëüíûõ ïðîöåññîâ äëÿ ìåõàíè÷åñêè ëèíåéíîãî ðå-
çîíàòîðà ñ ó÷åòîì äåéñòâèÿ ñèñòåìû ÀÐÓ. Â [18] èçó÷åíà äèíàìèêà ðåçîíàòî-
ðà ïðè äåéñòâèè ñèñòåìû ÔÀÏ×. Íàéäåíà îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè òðåáóåìîãî
ðåçîíàíñíîãî ðåæèìà êîëåáàíèé â ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû óïðàâ-
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ëåíèÿ. Ïðÿìûì ÷èñëåííûì ìåòîäîì âûïîëíåíû ðàñ÷åòû äèíàìèêè ðåçîíàòî-
ðà ïðè ó÷åòå íåëèíåéíîñòè óïðóãîé âîññòàíàâëèâàþùåé ñèëû. Êà÷åñòâåííîå
èññëåäîâàíèå äèíàìèêè ìåõàíè÷åñêè ëèíåéíîãî ðåçîíàòîðà ïðè ñîâìåñòíîì
äåéñòâèè ñèñòåì ÀÐÓ è ÔÀÏ× âûïîëíåíî â [19, 20, 21]. Îäíèì èç íàèáî-
ëåå ïåðñïåêòèâíûõ è ñîâðåìåííûõ ðåøåíèé äëÿ áîðüáû ñ îñòðûìè ïèêàìè
àìïëèòóäíî-÷àñòîòíûõ õàðàêòåðèñòèê, à èìåííî ñ àìïëèòóäíûìè ñðûâàìè,
ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå ïàðàìåòðè÷åñêîãî âîçáóæäåíèÿ, êîòîðîå õàðàêòåðè-
çóåòñÿ ïëàâíûì ïîëîãèì îòêëèêîì ðåçîíàíñíîé êðèâîé [22, 23].

Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ äèíàìèêè ÷óâñòâèòåëüíîãî
ýëåìåíòà âûñîêîäîáðîòíîãî âèáðàöèîííîãî ìèêðîìåõàíè÷åñêîãî ãèðîñêîïà â
êîíòóðå ÔÀÏ× è ÀÐÓ, à òàêæå èññëåäîâàíèþ âîïðîñîâ ïîäáîðà ïàðàìåòðîâ
óïðàâëåíèÿ ñ òî÷êè çðåíèÿ ðÿäà êðèòåðèåâ êà÷åñòâà ðàáîòû êîíòóðà ãåíåðà-
öèè êîëåáàíèé. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñèñòåìû â ìåäëåííûõ ïåðåìåííûõ èñïîëü-
çîâàí ìåòîä îñðåäíåíèÿ. Ïîëó÷åíû óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè íàéäåííûõ ñòàöè-
îíàðíûõ ðåæèìîâ. Ïðèâåäåíû âûâîäû ïî îñíîâíûì õàðàêòåðèñòèêàì ñèñòå-
ìû: áûñòðîäåéñòâèå, ïîëîñà çàõâàòà, à òàêæå óñòîé÷èâîñòü ê èçìåíåíèþ ïà-
ðàìåòðîâ ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ.

Â ðàçäåëå 2 äà¼òñÿ îïèñàíèå è ïðèíöèï äåéñòâèÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ìèê-
ðîìåõàíè÷åñêîãî ãèðîñêîïà RR-òèïà. Â ðàçäåëå 3 ïîñòðîåíà ïîëíàÿ ñèñòåìà
óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ×Ý â êîíòóðàõ ÔÀÏ×-ÀÐÓ, ê êîòîðîé ïðèìåí¼í ìå-
òîä óñðåäíåíèÿ äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñèñòåìû â ìåäëåííûõ ïåðåìåííûõ. Â ðàçäåëå
4 äèíàìèêà ×Ý ðàññìîòðåíà â êîíòóðå îðèãèíàëüíîé ÔÀÏ×-ÀÐÓ â ãåîìåò-
ðè÷åñêè ëèíåéíîé è íåëèíåéíîé ïîñòàíîâêàõ. Ââåäåíèå ìîäèôèöèðîâàííîé
ñõåìû ÔÀÏ×-ÀÐÓ è ñîîòâåòñòâóþùèå ðåçóëüòàòû ïðèâåäåíû â ðàçäåëå 5.
Ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç âûáîðà ïàðàìåòðîâ è âûõîäíûõ õàðàêòåðèñòèê äâóõ
ñèñòåì óïðàâëåíèÿ ïðèâåä¼í â ðàçäåëå 6.

2 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Â íàèáîëåå ïðîñòîì ñëó÷àå ìèêðîìåõàíè÷åñêèé âèáðàöèîííûé ãèðîñêîï
(ÌÌÂÃ) ñîäåðæèò îäíó ïîäâèæíóþ ìàññó (ÏÌ), äèíàìèêà êîòîðîé ïîçâî-
ëÿåò îïðåäåëèòü äåéñòâóþùóþ íà ñèñòåìó ñèëó èíåðöèè Êîðèîëèñà è, ñëåäî-
âàòåëüíî, êîìïîíåíòó óãëîâîé ñêîðîñòè ïîäâèæíîãî îáúåêòà âäîëü îñè ÷óâ-
ñòâèòåëüíîñòè. Ýëåêòðîñòàòè÷åñêèì ïðèâîäîì âîçáóæäàþòñÿ êîëåáàíèÿ ïî
ïåðâè÷íîé îñè Z, ïðè âîçíèêíîâåíèè óãëîâîé ñêîðîñòè èç-çà ñèë Êîðèîëèñà
âîçíèêàþò âòîðè÷íûå êîëåáàíèÿ âîêðóã îñè X. Àìïëèòóäà âòîðè÷íûõ êî-
ëåáàíèé ïî îñè X, âûçâàííûõ ñèëîé Êîðèîëèñà, ïðîïîðöèîíàëüíà óãëîâîé
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ñêîðîñòè âîêðóã îñè ÷óâñòâèòåëüíîñòè Y.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà êîíêðåòíîé êîíñòðóêöèè ÌÌÂÃ ïðèâåäåì äàò÷èê
ñ äâóìÿ êðóòèëüíûìè ñòåïåíÿìè ñâîáîäû, ðàçðàáîòàííûé ÀÎ ¾Êîíöåðí
¾ÖÍÈÈ ¾Ýëåêòðîïðèáîð¿ [24, 25, 26, 27, 28]. ×óâñòâèòåëüíûé ýëåìåíò ãè-
ðîñêîïà RR-òèïà ñîâåðøàåò êðóòèëüíûå äâèæåíèÿ âîêðóã îñåé ïåðâè÷íûõ
êîëåáàíèé (ÏÊ) è âòîðè÷íûõ êîëåáàíèé (ÂÊ). Ñõåìû äàò÷èêà è ÷óâñòâè-
òåëüíîãî ýëåìåíòà ïðåäñòàâëåíû íà ðèñóíêàõ 1a è 1á.

а б

Ðèñ. 1: Ñõåìà ÌÌÂÃ (à) è ÷óâñòâèòåëüíûé ýëåìåíò (ðîòîð): 1- ðîòîð; 2 - àíêåð; 3 � óïðóãèé
ïîäâåñ; 4 � ýëåêòðîäíàÿ ñòðóêòóðà (ÝÑ) ïåðâè÷íîé îñè; 5 - îòâåðñòèÿ äëÿ ñòîïïåðîâ (á)

Ñèñòåìû ãåíåðàöèè ïåðâè÷íûõ êîëåáàíèé, â ÷àñòíîñòè, ñèñòåìû ÔÀÏ×-
ÀÐÓ ìîãóò èìåòü ðàçëè÷íûå ðåàëèçàöèè [29]. Ðàññìàòðèâàåìàÿ ñõåìà êîíòó-
ðîâ ÔÀÏ× è ÀÐÓ èìååò âèä, ïðåäñòàâëåííûé íà ðèñóíêå 2.
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Ðèñ. 2: Ñõåìà ÔÀÏ× è ÀÐÓ
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Ñõåìà ÔÀÏ× ñîäåðæèò ôàçîâûé äåòåêòîð, êîòîðûé âíóòðè ñåáÿ èìååò
ôèëüòð íèæíèõ ÷àñòîò (ÔÍ×), ðåãóëÿòîð è îïîðíûé ãåíåðàòîð, óïðàâëÿå-
ìûé íàïðÿæåíèåì (ÃÓÍ) [7, 30, 31, 32]. Ñõåìà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé çàìêíóòóþ
ñèñòåìó óïðàâëåíèÿ, çàäà÷à êîòîðîé ñîñòîèò â îáåñïå÷åíèè òðåáóåìîé ðàç-
íîñòè ôàç ìåæäó âûõîäíûì ñèãíàëîì ïðåîáðàçîâàòåëÿ åìêîñòü-íàïðÿæåíèå
äàò÷èêà ïåðåìåùåíèé ðåçîíàòîðà è îïîðíûì ñèãíàëîì ÃÓÍ. Àìïëèòóäíûé
êàíàë, ðåàëèçóþùèé ñõåìó ÀÐÓ, ñîñòîèò èç àìïëèòóäíîãî äåòåêòîðà, ÔÍ×
è ÏÈ-ðåãóëÿòîðà.

3 Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ñèñòåìû â êîíòóðàõ ÔÀÏ×

è ÀÐÓ

Ðàññìîòðèì îñü ïåðâè÷íûõ êîëåáàíèé ãèðîñêîïà ñ ó÷¼òîì ò.í. ãåîìåòðè÷åñêîé
íåëèíåéíîñòè, âûçâàííîé êîíå÷íîñòüþ ïîëÿ äåôîðìàöèé ýëåìåíòîâ óïðóãîãî
ïîäâåñà ïðè äâèæåíèè ïîäâèæíîé ìàññû. Óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ïåðâè÷íûõ
êîëåáàíèé èìååò âèä [21]:

Jγγ̈ + bγγ̇ + kγ1γ + kγ3γ
3 = Fe. (1)

ãäå γ - àìïëèòóäà ïåðâè÷íûõ êîëåáàíèé (ÏÊ), Jγ - ìîìåíò èíåðöèè âîêðóã
îñè Z, bγ - êîýôôèöèåíò äåìïôèðîâàíèÿ ñèñòåìû ïî îñè ÏÊ, kγ1, kγ3 - ëèíåé-
íûå è êóáè÷åñêèå êîìïîíåíòû æåñòêîñòè óïðóãîãî ïîäâåñà, Fe - ìîìåíò ñèë
ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî ãðåáåí÷àòîãî ïðèâîäà - ãåíåðàòîðà ïåðâè÷íûõ êîëåáà-
íèé. Ïàðàìåòðû ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû, ïîëó÷åííûå ïóòåì ìàòåìàòè÷åñêîãî
ìîäåëèðîâàíèÿ è íàòóðíûõ èñïûòàíèé äëÿ ãèðîñêîïà ðàçðàáîòêè ÀÎ ¾Êîí-
öåðí ¾ÖÍÈÈ ¾Ýëåêòðîïðèáîð¿, ïðèâåäåíû â òàáëèöå 1 [21].

Òàáëèöà 1: Ïàðàìåòðû ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû

Ïàðàìåòð Âåëè÷èíà Åäèíèöû èçìåðåíèÿ

Ìîìåíò èíåðöèè îòíîñèòåëüíî îñè Oz, Jγ 6.9573 · 10−13 kg ·m2

Ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà âðàùåíèÿ âîêðóã îñè
Oz, fγ

8093.7772 Hz

Äîáðîòíîñòü âîêðóã îñè Oz, Qγ 60000 dimensionless

Êîýôôèöèåíò äåìïôèðîâàíèÿ, bγ 4.4226 · 10−13 kg/s

Ëèíåéíàÿ êîìïîíåíòà æåñòêîñòè, kγ1 0.0018 kg/s2

Êóáè÷åñêàÿ êîìïîíåíòà æåñòêîñòè, kγ3 0.0044 kg/s2

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü äèíàìèêè ïî îñè ÏÊ â ñèñòåìå ÔÀÏ×-ÀÐÓ îïè-
ñûâàåòñÿ ñëåäóþùåé ñèñòåìîé óðàâíåíèé [19, 33]:
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γ̈ + cdγ̇ + ω2
γγ + βγ3 = Acosθ

θ̇ = ω0 +KV COz

ż = KPLL
I y

ẏ = λPLL (KGγ cos θ − y)

A = KAGC
p (X0 − r) +B

Ḃ = KAGC
I (X0 − r)

ṙ = λAGC
(π
2
|γ| − r

)
,

(2)

ãäå cd =
bγ
Jγ
, ω2

γ =
kγ1
Jγ
, β =

kγ3
Jγ
. Ïàðàìåòðû êîíòóðîâ ÔÀÏ× è ÀÐÓ: θ - ôà-

çà ÃÓÍ (ω = θ̇ - ìãíîâåííàÿ ÷àñòîòà ÃÓÍ), z - ñèãíàë óïðàâëåíèÿ ÃÓÍ,
y - âûõîäíîé ñèãíàë ôàçîâîãî äåòåêòîðà, ω0 - ñîáñòâåííàÿ (ñâîáîäíàÿ) ÷à-
ñòîòà ÃÓÍ, KV CO - ïðîïîðöèîíàëüíûé êîýôôèöèåíò óñèëåíèÿ ÃÓÍ, KPLL

I

- èíòåãðàëüíûé êîýôôèöèåíò óñèëåíèÿ ðåãóëÿòîðà, KG, λ
PLL - êîýôôèöè-

åíò ïåðåäà÷è è ÷àñòîòà ïîëþñà ÔÍ× ÔÀÏ×, A - âûõîäíîé ñèãíàë ñõåìû
ÀÐÓ, B - ñèãíàë óïðàâëåíèÿ ÀÐÓ, r - îöåíêà òåêóùåé àìïëèòóäû êîëåáàíèé,
KAGC

p , KAGC
I - ïðîïîðöèîíàëüíûé è èíòåãðàëüíûé êîýôôèöèåíòû ðåãóëÿòî-

ðà ñõåìû ÀÐÓ, λAGC - ÷àñòîòà ïîëþñà ÔÍ× ÀÐÓ, X0 - òðåáóåìàÿ (çàäàííàÿ)
àìïëèòóäà ñòàöèîíàðíûõ êîëåáàíèé.

Äëÿ êà÷åñòâåííîãî (ïàðàìåòðè÷åñêîãî) èññëåäîâàíèÿ äèíàìèêè ñèñòåìû
ïðèìåíèì ìåòîä óñðåäíåíèÿ [19]. Ïðåäñòàâèì èñêîìîå ðåøåíèå äëÿ ìåõàíè-
÷åñêîãî çâåíà â âèäå:

γ = a(t) cos [θ(t) + ϕ(t)] , (3)

ãäå a(t) - àìïëèòóäà, θ(t) + ϕ(t) - ìãíîâåííàÿ ôàçà êîëåáàíèé. Ìãíîâåííàÿ
ôàçà ÃÓÍ ðàâíà θ, ïîýòîìó ϕ - ðàçíîñòü ôàç ìåæäó ðåçîíàòîðîì è ÃÓÍ.

Äèôôåðåíöèðóÿ (3), ïîëó÷èì

γ̇ = −aθ̇ sin (θ + ϕ) + ȧ cos (θ + ϕ)− aϕ̇ sin (θ + ϕ). (4)

Ïîòðåáóåì

ȧ cos (θ + ϕ)− aϕ̇ sin (θ + ϕ) = 0, (5)

òîãäà
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γ̈ = −ȧθ̇ sin (θ + ϕ)− aθ̈ sin (θ + ϕ)− aθ̇
(
θ̇ + ϕ̇

)
cos (θ + ϕ). (6)

Îòìåòèì, ÷òî äèíàìèêà ôàçû ÃÓÍ îïèñûâàåòñÿ ïðîñòûì óðàâíåíèåì:

θ̈ = KV COK
PLL
I y. (7)

Ïåðåìåííàÿ θ ÿâëÿåòñÿ ¾áûñòðîé¿ è ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê íîðìà-
ëèçîâàííîå âðåìÿ. Ñëåäóÿ ïðîöåäóðå ìåòîäà óñðåäíåíèÿ, ïîäñòàâèì (3), (4)
è (6) â (2), âûðàçèì èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ (2) è (5) ȧ, ϕ̇ è óñðåäíèì ïðàâûå
÷àñòè ñèñòåìû ïî ÿâíî âõîäÿùåìó ¾âðåìåíè¿ θ. Òàêèì îáðàçîì ìû ïðèäåì ê
àâòîíîìíîé ñèñòåìå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, îïèñûâàþùåé ýâîëþöèþ
ìåäëåííûõ ïåðåìåííûõ ã, ϕ̃, z̃, ỹ, B̃, r̃:

˙̃a = −
B̃ sin ϕ̃+KAGC

p (X0 − r̃) sin ϕ̃+ cd (ω0 +KV COz̃) ã+KV COK
PLL
I ỹã

2 (ω0 +KV COz̃)

˙̃ϕ = −

[
(ω0 +KV COz̃)

2 − ω2
γ

]
ã+

[
B̃ +KAGC

p (X0 − r̃)
]
cos ϕ̃− 3

4βã
3

2ã (ω0 +KV COz̃)
˙̃z = KPLL

I ỹ

˙̃y = −λPLL

(
ỹ − KG

2
ã cos ϕ̃

)
˙̃B = KAGC

I (X0 − r̃)

˙̃r = λAGC (ã− r̃) .

(8)

Âîçìîæíûì ñòàöèîíàðíûì ïåðèîäè÷åñêèì ðåæèìàì ñèñòåìû (2) ñîîòâåò-
ñòâóþò íåïîäâèæíûå òî÷êè (ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ) äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû
(8):

ỹ0 = 0, r̃0 = X0, ã0 = X0, ϕ̃0 = ±π

2
. (9)

Ñòàöèîíàðíûå çíà÷åíèÿ z̃ îïðåäåëÿþòñÿ èç óðàâíåíèÿ

(ω0 +KV COz̃0)
2 − ω2

γ −
3

4
βX2

0 = 0. (10)

Íàêîíåö,
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B̃0 = cdX0 [ω0 +KV COz̃0] . (11)

Îñíîâíîé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò ðåøåíèå, äëÿ êîòîðîãî ϕ̃0 = −π
2 è z̃0

èìååò çíàê sgn (ωγ − ω0).

Àíàëèç óñòîé÷èâîñòè ðàññìàòðèâàåìîãî ñòàöèîíàðíîãî ðåæèìà âûïîë-
íÿåòñÿ ïóòåì âû÷èñëåíèÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ÿêîáèàíà ïðàâîé ÷àñòè ñè-
ñòåìû (8) â äàííîé íåïîäâèæíîé òî÷êå. Äëÿ ëèíåéíîãî ðåçîíàòîðà (β = 0)
îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè â ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ õàðàêòåðèçóåòñÿ óñëîâèÿ-
ìè:

KAGC
I < KAGC

I,MAX = ωγ

(
cd +

KAGC
p

ωγ

)
·
(cd
2
+ λAGC

)
,

KPLL
I < KPLL

I,MAX =
cd
(
λPLL + cd

2

)
KGKV COX0

,

(12)

Â ðåàëüíûõ ðàñ÷åòàõ çíà÷åíèÿ KAGC
I è KPLL

I áðàëèñü âíóòðè îáëàñòè
óñòîé÷èâîñòè, ò.å. KAGC

I = KAGC
C · KAGC

I,MAX è KPLL
I = KPLL

C · KPLL
I,MAX , ãäå

KAGC
C è KPLL

C íàõîäÿòñÿ â èíòåðâàëå (0; 1), îáåñïå÷èâàÿ ñòàáèëüíóþ ðàáîòó
êîíòóðîâ óïðàâëåíèÿ.

Ïîäáîðîì ïàðàìåòðîâ êîíòóðîâ óïðàâëåíèÿ ìîæíî ïîëó÷èòü ðàçëè÷íûå
ñòðàòåãèè íàñòðîéêè ñîâìåñòíîé ðàáîòû êîíòóðîâ ÔÀÏ× è ÀÐÓ. Íàïðèìåð,
âîçìîæíû ñëåäóþùèå êîìáèíàöèè:

1) ¾Áûñòðûé¿ ÔÀÏ× (ñ áîëüøèìè êîýôôèöèåíòàìè óïðàâëåíèÿ) è ¾ìåä-
ëåííûé¿ ÀÐÓ (ñ ìàëûìè êîýôôèöèåíòàìè óïðàâëåíèÿ);

2) ¾Ìåäëåííûé¿ ÔÀÏ× è ¾áûñòðûé¿ ÀÐÓ;

3) Ïðîìåæóòî÷íûé âàðèàíò, êîãäà ïðîöåññû â êîíòóðàõ ÔÀÏ× è ÀÐÓ
ïðîòåêàþò â îäíîì ìàñøòàáå âðåìåíè.

Ãðàôè÷åñêè ïðîèëëþñòðèðóåì òðåòèé ñëó÷àé íàñòðîéêè êîíòóðîâ ÔÀÏ×
è ÀÐÓ. Â òàáëèöå 3 ïðèâåäåíû èñïîëüçóåìûå ïàðàìåòðû êîíòóðîâ óïðàâëå-
íèÿ íåëèíåéíîé ñèñòåìîé. Çàâèñèìîñòè àìïëèòóäû ïåðâè÷íûõ êîëåáàíèé è
÷àñòîòû ÃÓÍ â ìåäëåííûõ ïåðåìåííûõ, ïîñòðîåííûå íà îñíîâå óðàâíåíèé
(8), ïðèâåäåíû íà ðèñóíêå 3.
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Ðèñ. 3: Àìïëèòóäà ïåðâè÷íûõ êîëåáàíèé è ÷àñòîòû ÃÓÍ â ìåäëåííûõ ïåðåìåííûõ

Íà ðèñóíêå 3 îòìå÷åíû òðè õàðàêòåðíûå òî÷êè äëÿ ðàçëè÷íûõ ñòàäèé
âûõîäà íà ñòàöèîíàðíûé ðåæèì. Çíà÷åíèÿ àìïëèòóäû âîçáóæäåíèÿ A áóäóò
èñïîëüçîâàíû äàëåå â óðàâíåíèÿõ (13) è (14) äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìãíîâåííûõ
ðåçîíàíñíûõ êðèâûõ è ôàçî-÷àñòîòíûõ õàðàêòåðèñòèê ñèñòåìû.

Äëÿ ìåõàíè÷åñêîãî çâåíà èññëåäóåìîé ñèñòåìû, êîòîðîå ïðåäñòàâëÿåò ñî-
áîé îñöèëëÿòîð Äóôôèíãà, ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ìíîãèõ ìàñøòàáîâ áûëà ïî-
ëó÷åíà ñèñòåìà óðàâíåíèé â ìåäëåííûõ ïåðåìåííûõ [34]:

A′
γ = − cγ

2ωγ
Aγ +

1

2

A
√
β

ω3
γ

sinχγ,

Aγχ
′
γ =

( Ω

ωγ
− 1
)
Aγ −

3

8
A3

γ +
1

2

A
√
β

ω3
γ

cosχγ,

(13)

ãäå Aγ - àìïëèòóäà êîëåáàíèé â ìåäëåííûõ ïåðåìåííûõ, χγ - ôàçà êîëåáàíèé
â ìåäëåííûõ ïåðåìåííûõ, Ω - ÷àñòîòà âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ.

Â èòîãå óðàâíåíèå ðåçîíàíñíîé êðèâîé èìååò âèä:

c2γ
4ω2

γ

A2
γ +

( Ω

ωγ
− 1− 3

8
A2

γ

)2
A2

γ =
1

4

A2β

ω6
γ

. (14)

×èñëåííîå èíòåãðèðîâàíèå óðàâíåíèé (13) ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü óñòàíîâèâ-
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øèéñÿ ñòàöèîíàðíûé ðåæèì, êîòîðûé ñ ïîçèöèè òåîðèè íåëèíåéíûõ äèíàìè-
÷åñêèõ ñèñòåì ÿâëÿåòñÿ ïîëîæåíèåì ðàâíîâåñèÿ è ìîæåò áûòü ïðîäîëæåí ïî
ïàðàìåòðó ñ ïîìîùüþ ÷èñëåííîé ïðîöåäóðû, ðåàëèçîâàííîé â ïðîãðàììíîì
êîìïëåêñå Matcont [35].

Íà ðèñóíêàõ 4-5 ïðèâåäåíû àìïëèòóäíî-÷àñòîòíûå õàðàêòåðèñòèêè
(À×Õ) è ôàçî-÷àñòîòíûå õàðàêòåðèñòèêè (Ô×Õ) îñöèëëÿòîðà Äóôôèíãà
(ìîäåëè, îïèñûâàþùåé ìåõàíè÷åñêóþ ÷àñòü èññëåäóåìîé ñèñòåìû) äëÿ òð¼õ
âûáðàííûõ ìîìåíòîâ âðåìåíè è ïîëîæåíèå òåêóùåé òî÷êè ðåàëüíîãî äèíà-
ìè÷åñêîãî ïðîöåññà íà îäíîì ãðàôèêå.
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Ðèñ. 4: Ìãíîâåííûå ðåçîíàíñíûå êðèâûå ñèñòåìû è ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèÿ àìïëèòóäû
êîëåáàíèé
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Ðèñ. 5: Ô×Õ ñèñòåìû è ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèÿ ôàçû êîëåáàíèé
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Êàê âèäíî èç ðèñóíêîâ 4-5 ìãíîâåííûå ðåçîíàíñíûå êðèâûå è ôàçî-
÷àñòîòíûå õàðàêòåðèñòèêè âèäîèçìåíÿþòñÿ ïðè äåéñòâèè ðàçëè÷íûõ çíà÷å-
íèé àìïëèòóäû âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ. Êîíòóðû ÔÀÏ× è ÀÐÓ â êàæäûé ìî-
ìåíò âðåìåíè ïîñòåïåííî íàñòðàèâàþòñÿ íà ðåçîíàíñíûé ïèê ñèñòåìû, ÷òî
ìîæíî óâèäåòü äëÿ òðåòüåé òî÷êè ãðàôèêà 3.

Â äàëüíåéøåì â êà÷åñòâå ðàáî÷åé ïðèíèìàåòñÿ ñòðàòåãèÿ íàñòðîéêè ñè-
ñòåìû óïðàâëåíèÿ êîëåáàíèÿìè, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñëó÷àþ áûñòðîé ðàáîòû
êîíòóðà ÀÐÓ è îòíîñèòåëüíî ìåäëåííîé ðàáîòû êîíòóðà ÔÀÏ×: â ýòîì ñëó-
÷àå ìèíèìèçèðóåòñÿ ñëîæíîñòü äèíàìèêè çàìêíóòîé ñèñòåìû ïî ïðè÷èíå
ñëàáîñòè âçàèìíîãî âëèÿíèÿ êîíòóðîâ ïîäñòðîéêè àìïëèòóäû è ôàçû âîç-
äåéñòâèÿ ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî ïðèâîäà.

4 Äèíàìèêà ñèñòåìû â îðèãèíàëüíîì êîíòóðå ÔÀÏ×

4.1 Ìåõàíè÷åñêè ëèíåéíàÿ ìîäåëü

Ðàññìîòðèì êîëåáàíèÿ ïåðâè÷íîé îñè â ìåõàíè÷åñêè ëèíåéíîé ïîñòàíîâêå
(β = 0). Â òàáëèöå 2 ïðèâåä¼ì ïàðàìåòðû êîíòóðîâ óïðàâëåíèÿ ëèíåéíîé
ñèñòåìîé. Ïðèíÿòî, ÷òî ïîëþñà ÔÍ× ñèñòåì ÔÀÏ× è ÀÐÓ ðàâíû äðóã äðóãó
λAGC = λPLL:

Òàáëèöà 2: Ïàðàìåòðû êîíòóðîâ óïðàâëåíèÿ

Qz f0 KG KV CO λPLL KAGC
C KAGC

p KPLL
C

60000 8092 1 104 fγ/10 0.02 106 0.2

Ñóùåñòâåííîé îñîáåííîñòüþ ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ âûñîêàÿ
äîáðîòíîñòü ìåõàíè÷åñêîãî çâåíà, ÷òî, êàê ïîêàçàíî â [33], ïðèâîäèò ê ðîñòó
ñëîæíîñòè ñòðóêòóðû áàññåéíîâ ïðèòÿæåíèÿ òðåáóåìûõ ñòàöèîíàðíûõ äèíà-
ìè÷åñêèõ ðåæèìîâ ñèñòåìû ¾ðåçîíàòîð-êîíòóð óïðàâëåíèÿ¿ è ñâÿçàííûì ñ
ýòèì òðóäíîñòÿì àíàëèòè÷åñêîãî è ÷èñëåííîãî èññëåäîâàíèÿ.

Íà ðèñóíêå 6 ïðåäñòàâëåíî ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ ìîäåëèðîâàíèÿ èçíà-
÷àëüíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé (2) ñ ðåøåíèåì ñèñòåìû óðàâíåíèé â ìåäëåííûõ
ïåðåìåííûõ (8) ñ ïîìîùüþ ìåòîäà Ðóíãå-Êóòòû 4-5 ïîðÿäêîâ, êîòîðûé ðåà-
ëèçîâàí âñòðîåííîé ôóíêöèåé ode45 â Matlab.
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Ðèñ. 6: Ñðàâíåíèå ïðÿìîãî ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ è àñèìïòîòè÷åñêîãî ðåøåíèé

Ñîîòâåòñòâóþùèå ïàðàìåòðû êîíòóðîâ ÔÀÏ× è ÀÐÓ ïðåäñòàâëåíû íà
ðèñóíêå 7.
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a) Ïàðàìåòðû êîíòóðà ÔÀÏ×
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á) Ïàðàìåòðû êîíòóðà ÀÐÓ

Ðèñ. 7: Ïàðàìåòðû êîíòóðà ÔÀÏ× è ÀÐÓ

Èç ðèñóíêà 6 âèäíî, ÷òî ðåçóëüòàòû ñðàâíåíèÿ äâóõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ
èìåþò îïðåäåë¼ííîå ðàñõîæäåíèå. Âîïðîñàì òî÷íîñòè ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ
ïîäîáíûõ ñèñòåì ïîñâÿùåí ðÿä ðàáîò [36, 37, 38]. Â âåðñèè Matlab2022 [39]
ïîÿâèëàñü ðåàëèçàöèÿ ìåòîäà Ðóíãå-Êóòòû 8-9 ïîðÿäêîâ ñ ïîâûøåííîé òî÷-
íîñòüþ ôóíêöèåé ode89. Ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ýòîãî
ðåøàòåëÿ ïðåäñòàâëåíû íà ðèñóíêå 8.
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Ðèñ. 8: Ñðàâíåíèå ïðÿìîãî ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ è àñèìïòîòè÷åñêîãî ðåøåíèé

Ñîîòâåòñòâóþùèå ïàðàìåòðû êîíòóðîâ ÔÀÏ× è ÀÐÓ ïðåäñòàâëåíû íà
ðèñóíêå 9.
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Ðèñ. 9: Ïàðàìåòðû êîíòóðà ÔÀÏ× è ÀÐÓ

Âèäíî, ÷òî ïîâûøåíèå òî÷íîñòè ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé äà¼ò ïîëíîå ñîîòâåòñòâèå ðåçóëüòàòîâ ïðÿìîãî èíòåãðèðîâàíèÿ èç-
íà÷àëüíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé (2) è ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé â ìåäëåííûõ
ïåðåìåííûõ (8). Óñòàíîâëåíî, ÷òî ïîëîñà çàõâàòà äëÿ ëèíåéíîé ìîäåëè îò îò-
ñ÷¼òíîãî çíà÷åíèÿ ñâîáîäíîé ÷àñòîòû f0 = 8092 Ãö íàõîäèòñÿ â ïðîìåæóòêå
[-17 Ãö; +13 Ãö].
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4.2 Ìåõàíè÷åñêè íåëèíåéíàÿ ìîäåëü

Êàê ïîêàçàíî â ðàáîòå [21] óïðóãèé ïîäâåñ ÌÌÂÃ îáëàäàåò îïðåäåëåííîé
íåëèíåéíîñòüþ óïðóãîé õàðàêòåðèñòèêè. Âàæíîñòü ýòîãî ôàêòîðà îñîáåííî
ñèëüíî ïðîÿâëÿåòñÿ äëÿ âûñîêîäîáðîòíûõ ðåçîíàòîðîâ, ê ÷èñëó êîòîðûõ îò-
íîñèòñÿ è êîëåáàòåëüíûé êîíòóð ïåðâè÷íîé îñè ÌÌÂÃ. Ïîýòîìó äàëüíåéøèì
øàãîì èññëåäîâàíèÿ äèíàìèêè ×Ý ÿâëÿåòñÿ ó÷¼ò íåëèíåéíîñòè ìåõàíè÷åñêî-
ãî çâåíà (β ̸= 0).

Â òàáëèöå 3 ïðèâåäåíû ïàðàìåòðû êîíòóðîâ óïðàâëåíèÿ íåëèíåéíîé ñè-
ñòåìîé. Ïðèíÿòî, ÷òî ïîëþñà ÔÍ× ðàâíû äðóã äðóãó λAGC = λPLL.

Òàáëèöà 3: Ïàðàìåòðû êîíòóðîâ óïðàâëåíèÿ

Qz f0 KG KV CO λPLL KAGC
C KAGC

p KPLL
C

60000 8093 1 4000 fγ/10 0.02 104 0.9

Êàê îòìå÷åíî âûøå, ñõåìû íèçêîãî ïîðÿäêà ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ
ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé íåïðèãîäíû äëÿ èíòåãðèðîâàíèÿ èñ-
õîäíîé ñèñòåìû (2), ïîýòîìó â äàëüíåéøåì áóäåò ïðèìåíÿòüñÿ ìåòîä âûñî-
êîãî ïîðÿäêà. Íà ðèñóíêå (10) ïðåäñòàâëåíî ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ ìîäåëè-
ðîâàíèÿ èçíà÷àëüíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé (2) ñ ðåøåíèåì ñèñòåìû óðàâíåíèé
â ìåäëåííûõ ïåðåìåííûõ (8) ñ ïîìîùüþ ìåòîäà Ðóíãå-Êóòòû 8-9 ïîðÿäêîâ.
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Ðèñ. 10: Ñðàâíåíèå ïðÿìîãî ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ è àñèìïòîòè÷åñêîãî ðåøåíèé

Ñîîòâåòñòâóþùèå ïàðàìåòðû êîíòóðîâ ÔÀÏ× è ÀÐÓ ïðåäñòàâëåíû íà
ðèñóíêå 11.
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à) Ïàðàìåòðû êîíòóðà ÔÀÏ×
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Ðèñ. 11: Ïàðàìåòðû êîíòóðà ÔÀÏ× è ÀÐÓ

Íàáëþäàåòñÿ ïîëíîå ñîîòâåòñòâèå ðåçóëüòàòîâ ïðÿìîãî èíòåãðèðîâàíèÿ
èçíà÷àëüíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé (2) è ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé â ìåäëåí-
íûõ ïåðåìåííûõ (8). Óñòàíîâëåíî, ÷òî ïîëîñà çàõâàòà äëÿ íåëèíåéíîé ìîäåëè
ïðè îòñ÷¼òíîì çíà÷åíèè ñîáñòâåííîé ÷àñòîòû f0 = 8093 Ãö ñîñòàâëÿåò äèà-
ïàçîí [-7 Ãö; +5 Ãö].

Ñ ïðàêòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ âûõîä íà áîëüøèå óãëû ïåðâè÷íûõ êîëå-
áàíèé ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü áîëåå ñèëüíûé ñèãíàë ñ âòîðè÷íîé îñè êîëåáàíèé,
÷òî çíà÷èòåëüíî óïðîùàåò îáðàáîòêó ýòîãî ñèãíàëà äëÿ èçâëå÷åíèÿ óãëîâîé
ñêîðîñòè ïîäâèæíîãî îáúåêòà. Íà ðèñóíêå 12 ïîêàçàíû ðåçóëüòàòû ìîäåëèðî-
âàíèÿ äëÿ òðåáóåìûõ çíà÷åíèé àìïëèòóäû ïåðâè÷íûõ êîëåáàíèé 3◦ è 5◦. Äëÿ
äîñòèæåíèÿ àìïëèòóäû ïåðâè÷íûõ êîëåáàíèé 5◦ âîçíèêëà íåîáõîäèìîñòü èç-
ìåíèòü äâà ïàðàìåòðà KAGC

C = 0.001, KAGC
p = 103 îò ðåôåðåíñíûõ çíà÷åíèé

òàáëèöû 3.
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b) Âûõîä àìïëèòóäû íà 5◦

Ðèñ. 12: Ñðàâíåíèå ïðÿìîãî ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ è àñèìïòîòè÷åñêîãî ðåøåíèé
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Ìåõàíè÷åñêè íåëèíåéíàÿ ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííî áîëåå ñëîæíîé ñ
òî÷êè çðåíèÿ óïðàâëåíèÿ êîëåáàíèÿìè [40]. Êàê âèäíî èç ðèñóíêîâ 10 è 12
â âûõîäíîé õàðàêòåðèñòèêå ÷àñòîòû ÃÓÍ íàáëþäàþòñÿ íåáîëüøèå íåæåëà-
òåëüíûå îñòàòî÷íûå îñöèëëÿöèè, êîòîðûå âëèÿþò íà òî÷íîñòü èçìåðåíèÿ óã-
ëîâîé ñêîðîñòè îáúåêòà. Íåñìîòðÿ íà ðîñò âêëàäà ¾ïàðàçèòíûõ¿ íåëèíåéíûõ
ñëàãàåìûõ ìåõàíè÷åñêîé ïðèðîäû, íàáëþäàåòñÿ ñòàáèëüíàÿ ðàáîòà êîíòóðà
óïðàâëåíèÿ.

Â òàáëèöå 4 ïðèâåäåíà îöåíêà ýôôåêòèâíîñòè ðàáîòû êîíòóðîâ óïðàâëå-
íèÿ ÀÐÓ è îðèãèíàëüíîé ÔÀÏ× ñ òî÷êè çðåíèÿ áûñòðîäåéñòâèÿ, òî÷íîñòè
âûõîäà ÷àñòîòû ÃÓÍ è äèàïàçîíà ïîëîñû çàõâàòà â ðàáî÷èé ðåæèì.

Òàáëèöà 4: Îöåíêà ýôôåêòèâíîñòè ðàáîòû êîíòóðîâ óïðàâëåíèÿ ÀÐÓ è îðèãèíàëüíîé
ÔÀÏ×
Ïàðàìåòð ñðàâíåíèÿ Ëèíåéíàÿ ìî-

äåëü
Ìåõàíè÷åñêè íåëè-
íåéíàÿ ìîäåëü

Ìèíèìàëüíûé ðàçìàõ ïî ÷àñòîòå ÃÓÍ ±0.02 Ãö ±0.07 Ãö

Âðåìÿ âûõîäà â ðàáî÷èé ðåæèì 20 ñ 25 ñ

Ïîëîñà çàõâàòà â ðàáî÷èé ðåæèì îò çàäàí-
íîãî çíà÷åíèÿ f0

[-17 Ãö; +13 Ãö] [-7 Ãö; +5 Ãö]

Âåëè÷èíà ìèíèìàëüíîãî ðàçìàõà ïî ÷àñòîòå îöåíèâàåòñÿ íà îñíîâàíèè
îñòàòî÷íûõ îñöèëëÿöèé â õàðàêòåðèñòèêå ÷àñòîòû ÃÓÍ, êîòîðàÿ ðàâíÿåòñÿ
ðàçíèöå ìåæäó ìàêñèìàëüíûì è ìèíèìàëüíûì çíà÷åíèåì ÷àñòîòû â ïî÷òè
óñòàíîâèâøåìñÿ ðåæèìå. Èç ñðàâíåíèÿ äâóõ ñõåì ìîæíî ñäåëàòü ñëåäóþùèå
âûâîäû: ïðè ó÷åòå ñâîéñòâåííîé ñèñòåìå ìåõàíè÷åñêîé íåëèíåéíîñòè íàáëþ-
äàåì ðîñò àìïëèòóäû îñòàòî÷íûõ îñöèëëÿöèé âîêðóã ðåçîíàíñíîãî çíà÷åíèÿ
÷àñòîòû, áîëüøåå âðåìÿ âûõîäà íà ñòàöèîíàðíûé ðåæèì è çíà÷èòåëüíî ìåíü-
øóþ ïîëîñó çàõâàòà ñèñòåìû ÔÀÏ× â ðàáî÷èé ðåæèì [41, 42].

Èç ïðåäñòàâëåííûõ âûøå ðåçóëüòàòîâ ìîæíî óâèäåòü, ÷òî äëÿ ñèñòåì ñ
âûñîêîé äîáðîòíîñòüþ íàáëþäàåòñÿ äëèòåëüíûé âûõîä íà óñòàíîâèâøèéñÿ
ðåæèì ðàáîòû ñ íóæíîé ÷àñòîòîé ÃÓÍ è àìïëèòóäîé êîëåáàíèé. Ýòî ñâÿçà-
íî ñ äâóìÿ ôàêòîðàìè: âî-ïåðâûõ, â ðàññìîòðåííîé ìîäåëè êîíòóðà ÔÀÏ×
îòñóòñòâóåò ïðîïîðöèîíàëüíîå çâåíî â ðåãóëÿòîðå, êîòîðîå ïîçâîëÿåò óñêî-
ðèòü ðàáîòó êîíòóðà óïðàâëåíèÿ; âî-âòîðûõ, â âûõîäíîì ñèãíàëå ôàçîâîãî
äåòåêòîðà ïîìèìî ïîëåçíîãî ñèãíàëà, èñïîëüçóåìîãî äëÿ íàñòðîéêè òðåáóå-
ìîé ðàçíîñòè ôàç, òàêæå ïðèñóòñòâóåò ïàðàçèòíàÿ ãàðìîíèêà â âèäå ñèíóñà
äâîéíîé ÷àñòîòû, êîòîðàÿ íèâåëèðóåòñÿ ÔÍ×, íî ïîëíîñòüþ èñêëþ÷èòü ýòî
âûñîêî÷àñòîòíîå êîëåáàíèå íå óäà¼òñÿ. Â ñâÿçè ñ ýòèì, äàëåå áóäåò ïðåä-
ñòàâëåíà ìîäèôèöèðîâàííàÿ ñõåìà ÔÀÏ×, êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò èçáàâèòüñÿ îò
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íåæåëàòåëüíîé âûñîêî÷àñòîòíîé ñîñòàâëÿþùåé â âûõîäíîì ñèãíàëå ôàçîâîãî
äåòåêòîðà è ïðè ýòîì íå èñïîëüçîâàòü ÔÍ×.

5 Äèíàìèêà ñèñòåìû â ìîäèôèöèðîâàííîì êîíòóðå

ÔÀÏ×

Îòëè÷èåì ìîäèôèöèðîâàííîé ñõåìû ÿâëÿþòñÿ ÿâíîå âû÷èòàíèå ñèíóñà äâîé-
íîé ÷àñòîòû, ÷òî äà¼ò âîçìîæíîñòü íå èñïîëüçîâàòü ÔÍ× â ñîñòàâå ôàçîâîãî
äåòåêòîðà, è ââåäåíèå ÏÈ-ðåãóëÿòîðà â ñîñòàâ êîíòóðà ÔÀÏ×. Ïðåèìóùå-
ñòâàìè äàííîé ñõåìû ÿâëÿåòñÿ ïîíèæåíèå ïîðÿäêà ñèñòåìû íà åäèíèöó è,
êàê ïîêàæóò ðåçóëüòàòû äàëåå, ÷àñòîòà ÃÓÍ ñõîäèòñÿ ê çàäàííîìó çíà÷åíèþ
çíà÷èòåëüíî áûñòðåå çà ñ÷¼ò ââåäåíèÿ ïðîïîðöèîíàëüíîãî çâåíà â ðåãóëÿòîð.

Ñõåìà ñ ìîäèôèöèðîâàííîé ñõåìîé ÔÀÏ× ïðåäñòàâëåíà íà ðèñóíêå 13.
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Ðèñ. 13: Ñõåìà ìîäèôèöèðîâàííîé ÔÀÏ× è ÀÐÓ

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü îñè ÏÊ â ìîäèôèöèðîâàííîé ñèñòåìå ÔÀÏ×-
ÀÐÓ îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùåé ñèñòåìîé óðàâíåíèé:
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γ̈ + cdγ̇ + ω2
γγ + βγ3 = Acosθ

θ̇ = ω0 +KV CO(z +KPLL
p KG(γ − rsinθ) cos θ)

ż = KPLL
I KG(γ − rsinθ) cos θ

A = KAGC
p (X0 − r) +B

Ḃ = KAGC
I (X0 − r)

ṙ = λAGC
(π
2
|γ| − r

)
,

(15)

ãäå KPLL
p - ïðîïîðöèîíàëüíûé êîýôôèöèåíò ðåãóëÿòîðà ñõåìû ÔÀÏ×, ỹ íà

ñõåìå îçíà÷àåò âûõîä ôàçîâîãî äåòåêòîðà áåç ôèëüòðà íèæíèõ ÷àñòîò ỹ =
KG(γ − rsinθ)cosθ.

5.1 Ìåõàíè÷åñêè ëèíåéíàÿ ìîäåëü

Ðàññìîòðèì êîëåáàíèÿ ïåðâè÷íîé îñè â ëèíåéíîé ïîñòàíîâêå (β = 0). Â òàá-
ëèöå 5 ïðèâåäåíû îñíîâíûå ïàðàìåòðû êîíòóðîâ óïðàâëåíèÿ, èñïîëüçóåìûå
ïðè ÷èñëåííûõ ðàñ÷¼òàõ äèíàìèêè ñèñòåìû.

Òàáëèöà 5: Ïàðàìåòðû êîíòóðîâ óïðàâëåíèÿ

Qz f0 KG KV CO λAGC KAGC
C KAGC

p KPLL
p KPLL

i

60000 8092 1 4000 fγ/10 0.9 108 2 20

Íà ðèñóíêå 14 ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ ñèñòåìû óðàâíå-
íèé (15) ñ ïîìîùüþ ÷èñëåííîé ïðîöåäóðû èíòåãðèðîâàíèÿ âñòðîåííîé ôóíê-
öèåé ode89 â Matlab.
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Ðèñ. 14: Àìïëèòóäà ïåðâè÷íûõ êîëåáàíèé è ÷àñòîòà ÃÓÍ
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Ñîîòâåòñòâóþùèå ïàðàìåòðû êîíòóðîâ ÔÀÏ× è ÀÐÓ ïðåäñòàâëåíû íà
ðèñóíêå 15.
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á) Ïàðàìåòðû êîíòóðà ÀÐÓ

Ðèñ. 15: Ïàðàìåòðû êîíòóðà ÔÀÏ× è ÀÐÓ

Èç ãðàôèêîâ âèäíî, ÷òî âûõîä íà çàäàííûé óñòàíîâèâøèéñÿ ðåæèì íà-
ñòóïàåò ÷åðåç 0.5 ñ, ÷òî çíà÷èòåëüíî áûñòðåå, ÷åì äëÿ ñèñòåìû, â êîòîðîé
áûë èñïîëüçîâàí èçíà÷àëüíûé êîíòóð ÔÀÏ×. Óñòàíîâëåíî, ÷òî ïîëîñà çà-
õâàòà äëÿ ëèíåéíîé ìîäåëè îò îòñ÷¼òíîãî çíà÷åíèÿ f0 = 8092 Ãö íàõîäèòñÿ
â ïðîìåæóòêå [-4 Ãö; +8 Ãö].

5.2 Ìåõàíè÷åñêè íåëèíåéíàÿ ìîäåëü

Òåïåðü ðàññìîòðèì êîëåáàíèÿ ïåðâè÷íîé îñè â íåëèíåéíîé ïîñòàíîâêå (β ̸=
0). Â òàáëèöå 6 ïðèâåäåíû îñíîâíûå ïàðàìåòðû êîíòóðîâ óïðàâëåíèÿ, èñ-
ïîëüçóåìûå ïðè ÷èñëåííûõ ðàñ÷¼òàõ äèíàìèêè ñèñòåìû.

Òàáëèöà 6: Ïàðàìåòðû êîíòóðîâ óïðàâëåíèÿ

Qz f0 KG KV CO λAGC KAGC
C KAGC

p KPLL
p KPLL

i

60000 8092 1 104 fγ/10 0.9 108 3.5 20

Íà ðèñóíêå 16 ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ ñèñòåìû óðàâíå-
íèé (15).
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Ðèñ. 16: Àìïëèòóäà ïåðâè÷íûõ êîëåáàíèé è ÷àñòîòà ÃÓÍ

Ñîîòâåòñòâóþùèå ïàðàìåòðû êîíòóðîâ ÔÀÏ× è ÀÐÓ ïðåäñòàâëåíû íà
ðèñóíêå 17.
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Ðèñ. 17: Ïàðàìåòðû êîíòóðà ÔÀÏ× è ÀÐÓ

Ïîëîñà çàõâàòà äëÿ íåëèíåéíîé ìîäåëè îò îòñ÷¼òíîãî çíà÷åíèÿ f0 = 8092
Ãö íàõîäèòñÿ â ïðîìåæóòêå [-2 Ãö; +35 Ãö]. Íà ðèñóíêàõ 18à) è 18á) ïðèâå-
äåíû ðåçóëüòàòû âûõîäà íà ðàáî÷èé ðåæèì 3◦ è 5◦.
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Ðèñ. 18: Àìïëèòóäà ïåðâè÷íûõ êîëåáàíèé è ÷àñòîòà ÃÓÍ

Èç ãðàôèêîâ âèäíî, ÷òî ñèñòåìà ñîõðàíÿåò óñòîé÷èâîñòü ïðè áîëåå âûñî-
êèõ çíà÷åíèÿõ óãëà êîëåáàíèé ïåðâè÷íûõ êîëåáàíèé. Ïî ðåçóëüòàòàì ìîäå-
ëèðîâàíèÿ áûëè ñäåëàíû ñëåäóþùèå âûâîäû:

1) Óâåëè÷åíèå KPLL
i ïðèâîäèò ê óìåíüøåíèþ îñöèëëÿöèé âîêðóã óñòàíî-

âèâøåãîñÿ ðåøåíèÿ äëÿ θ̇.

2) Óâåëè÷åíèå KG ïðèâîäèò ê óìåíüøåíèþ âûõîäíîãî çíà÷åíèÿ ïî θ̇.

3) Óâåëè÷åíèå KPLL
p ïðèâîäèò ê óâåëè÷åíèþ çíà÷åíèé ïî θ̇ â ïåðåõîäíîì

ïðîöåññå.

4) Äëÿ ñòàáèëüíîé ðàáîòû êîíòóðà â íåëèíåéíîé ïîñòàíîâêå íåîáõîäèìî
óâåëè÷èòü KV CO è KPLL

p .

Â òàáëèöå 7 ïðèâåäåíà îöåíêà ýôôåêòèâíîñòè ðàáîòû êîíòóðîâ óïðàâëå-
íèÿ ÀÐÓ è ìîäèôèöèðîâàííîé ÔÀÏ× ñ òî÷êè çðåíèÿ áûñòðîäåéñòâèÿ, òî÷-
íîñòè âûõîäà ÷àñòîòû ÃÓÍ è ïîëîñû çàõâàòà â ðàáî÷èé ðåæèì.

Òàáëèöà 7: Îöåíêà ýôôåêòèâíîñòè ðàáîòû êîíòóðîâ óïðàâëåíèÿ ÀÐÓ è ìîäèôèöèðîâàí-
íîé ÔÀÏ×
Ïàðàìåòð ñðàâíåíèÿ Ëèíåéíàÿ ìî-

äåëü
Ìåõàíè÷åñêè íåëè-
íåéíàÿ ìîäåëü

Ìèíèìàëüíûé ðàçìàõ ïî ÷àñòîòå ÃÓÍ ±0.13 Ãö ±0.44 Ãö

Âðåìÿ âûõîäà â ðàáî÷èé ðåæèì 0.5 ñ 0.5 ñ

Ïîëîñà çàõâàòà â ðàáî÷èé ðåæèì îò çàäàí-
íîãî çíà÷åíèÿ f0

[-4 Ãö; +8 Ãö] [-2 Ãö; +35 Ãö]

Ïî ñðàâíåíèþ ñ êîíòóðîì óïðàâëåíèÿ ñ îðèãèíàëüíîé ÔÀÏ× äëÿ ìîäè-
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ôèöèðîâàííîé ñõåìû êîíòóðîâ óïðàâëåíèÿ íàáëþäàåòñÿ áîëüøèé ðàçìàõ ïî
÷àñòîòå ÃÓÍ (äëÿ ëèíåéíîé ìîäåëè ±0.13 Ãö, äëÿ íåëèíåéíîé ±0.44 Ãö),
ìåíüøåå âðåìÿ âûõîäà â ðàáî÷èé ðåæèì - 0.5 ñ, è øèðèíà çîíû çàòÿãèâàíèÿ
èìååò ñèëüíî âûðàæåííûé íåñèììåòðè÷íûé õàðàêòåð äèàïàçîíà çíà÷åíèé
ñâîáîäíîé ÷àñòîòû.

6 Ñðàâíåíèå äâóõ êîíòóðîâ óïðàâëåíèÿ

Â òàáëèöå 8 ïðèâåä¼ì îñíîâíûå ðåêîìåíäàöèè ïî âûáîðó ïàðàìåòðîâ êîí-
òóðîâ óïðàâëåíèÿ äëÿ îáåèõ ïîñòàíîâîê, à òàêæå íàáëþäåíèÿ çà ýâîëþöèåé
äèíàìèêè îñíîâíûõ âûõîäíûõ õàðàêòåðèñòèê ñèñòåìû.

Òàáëèöà 8: Ñðàâíåíèå ïàðàìåòðîâ êîíòóðîâ óïðàâëåíèÿ

Îðèãèíàëüíàÿ ñèñòåìà ÔÀÏ× Ìîäèôèöèðîâàííàÿ ñèñòåìà ÔÀÏ×

Qz = 60000 Qz = 60000

KPLL
C = [0.2; 0.9] KPLL

i = [5; 20], KPLL
p = [2; 10]

KG = [1; 106] KG = [1; 102]

KV CO = [4 · 103; 104] KV CO = [4 · 103; 104]
λPLL = fγ/10, λAGC = λPLL λAGC = fγ/10

KAGC
C = 0.02 KAGC

C = 0.9

KAGC
p = 106 KAGC

p = 108

Ïîëîñà çàõâàòà äëÿ ëèíåéíîé ìîäåëè îò
îòñ÷¼òíîãî çíà÷åíèÿ f0 = 8092 Ãö íàõî-
äèòñÿ â ïðîìåæóòêå [-17 Ãö; +13 Ãö].

Ïîëîñà çàõâàòà äëÿ ëèíåéíîé ìîäåëè îò
îòñ÷¼òíîãî çíà÷åíèÿ f0 = 8092 Ãö íàõî-
äèòñÿ â ïðîìåæóòêå [-4 Ãö; +8 Ãö].

Ïîëîñà çàõâàòà äëÿ íåëèíåéíîé ìîäåëè îò
îòñ÷¼òíîãî çíà÷åíèÿ f0 = 8093 Ãö íàõî-
äèòñÿ â ïðîìåæóòêå [-7 Ãö; +5 Ãö].

Ïîëîñà çàõâàòà äëÿ íåëèíåéíîé ìîäåëè îò
îòñ÷¼òíîãî çíà÷åíèÿ f0 = 8092 Ãö íàõî-
äèòñÿ â ïðîìåæóòêå [-2 Ãö; +35 Ãö].

Âûõîä íà 1.5◦, 3◦, 5◦ Âûõîä íà 1.5◦, 3◦, 5◦

Âðåìÿ âûõîäà íà ðàáî÷èé ðåæèì äëÿ ëè-
íåéíîé ìîäåëè 20 ñ

Âðåìÿ âûõîäà íà ðàáî÷èé ðåæèì äëÿ ëè-
íåéíîé ìîäåëè 0.5 ñ

Âðåìÿ âûõîäà íà ðàáî÷èé ðåæèì äëÿ
íåëèíåéíîé ìîäåëè 25 ñ

Âðåìÿ âûõîäà íà ðàáî÷èé ðåæèì äëÿ
íåëèíåéíîé ìîäåëè 0.5 ñ

Ìèíèìàëüíûé ðàçìàõ ïî ÷àñòîòå ÃÓÍ äëÿ
ëèíåéíîé ìîäåëè ±0.02 Ãö

Ìèíèìàëüíûé ðàçìàõ ïî ÷àñòîòå ÃÓÍ äëÿ
ëèíåéíîé ìîäåëè ±0.13 Ãö

Ìèíèìàëüíûé ðàçìàõ ïî ÷àñòîòå ÃÓÍ äëÿ
íåëèíåéíîé ìîäåëè ±0.07 Ãö

Ìèíèìàëüíûé ðàçìàõ ïî ÷àñòîòå ÃÓÍ äëÿ
íåëèíåéíîé ìîäåëè ±0.44 Ãö

Â òàáëèöå 8 ïðèâåäåíû äèàïàçîíû èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðîâ ñèñòåì óïðàâ-
ëåíèÿ, à òàêæå èç òàáëèöû ìîæíî ñäåëàòü íåñêîëüêî âûâîäîâ: êîíòóð óïðàâ-
ëåíèÿ ÀÐÓ-îðèãèíàëüíàÿ ÔÀÏ× èìååò ïðàêòè÷åñêè ñèììåòðè÷íóþ ïîëîñó
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çàõâàòà, ñóùåñòâåííîå âðåìÿ âûõîäà â ðàáî÷èé ðåæèì (20 ñ è 25 ñ) è íåáîëü-
øîé ðàçìàõ ïî ÷àñòîòå ÃÓÍ (äëÿ ëèíåéíîé ìîäåëè ±0.02 Ãö, äëÿ íåëèíåéíîé
±0.07 Ãö), â òî âðåìÿ êàê êîíòóð óïðàâëåíèÿ ÀÐÓ-ìîäèôèöèðîâàííàÿ ÔÀÏ×
èìååò íåñèììåòðè÷íóþ ïîëîñó çàõâàòà, ìàëîå âðåìÿ âûõîäà â ðàáî÷èé ðåæèì
(0.5 ñ) è íåñêîëüêî áîëüøèé ðàçìàõ ïî ÷àñòîòå ÃÓÍ (äëÿ ëèíåéíîé ìîäåëè
±0.13 Ãö, äëÿ íåëèíåéíîé ±0.44 Ãö).

7 Çàêëþ÷åíèå

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå äèíàìèêè ïåðâè÷íûõ êîëåáàíèé
âûñîêîäîáðîòíîãî ìèêðîìåõàíè÷åñêîãî ðåçîíàòîðà - ÷óâñòâèòåëüíîãî ýëåìåí-
òà ÌÝÌÑ-ãèðîñêîïà RR-òèïà - ïðè äåéñòâèè ðàçëè÷íûõ ðåàëèçàöèé ñèñòåìû
ôàçîâîé àâòîïîäñòðîéêè ÷àñòîòû, ðàáîòàþùåé ñîâìåñòíî ñ ñèñòåìîé àâòîìà-
òè÷åñêîé ðåãóëèðîâêè óñèëåíèÿ ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî ïðèâîäà. Èññëåäîâàíèå
äèíàìèêè îáúåêòà âûïîëíåíî êàê ÷èñëåííî, òàê è àíàëèòè÷åñêè - ñ ïðèìåíå-
íèåì ìåòîäà îñðåäíåíèÿ. Ïîëó÷åíû óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè ñòàöèîíàðíîãî ðå-
æèìà â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè. Ðàññìîòðåíû âîïðîñû òî÷íîñòè ðàçëè÷íûõ
ìåòîäîâ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé êîíòóðà ïåðâè÷-
íûõ êîëåáàíèé. Èññëåäîâàíî âëèÿíèå ìåõàíè÷åñêîé íåëèíåéíîñòè ðåçîíàòîðà
íà äèíàìèêó ðåçîíàòîðà è ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ. Ïðåäëîæåíà ðåàëèçàöèÿ ñõå-
ìû ÔÀÏ× ïîíèæåííîãî ïîðÿäêà, íå ñîäåðæàùàÿ ïàðàçèòíîãî ñèãíàëà äâîé-
íîé ÷àñòîòû íà âûõîäå ôàçîâîãî äåòåêòîðà. Ïðîàíàëèçèðîâàíû âûõîäíûå
õàðàêòåðèñòèêè ñèñòåì óïðàâëåíèÿ (áûñòðîäåéñòâèå, ïîëîñà çàõâàòà è äð.)
è ñäåëàíû êà÷åñòâåííûå âûâîäû îá îñîáåííîñòÿõ âçàèìîäåéñòâèÿ äèíàìèêè
ìåõàíè÷åñêîãî êîëåáàòåëüíîãî çâåíà è êîíòóðà ÔÀÏ×-ÀÐÓ.
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Nonlinear dynamics of the primary oscillation circuit of a MEMS

gyroscope under the action of phase-locked loop and automatic gain
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Abstract. In this work, we study the dynamics of primary oscillations of a high-Q
micromechanical resonator - a sensitive element of an RR-type MEMS gyroscope
- under the action of various implementations of a phase-locked loop system
operating in conjunction with an automatic gain control system for an electrostatic
drive. The study of the dynamics of the object is carried out both numerically
and analytically - using the averaging method. Conditions for the stability of
a stationary regime in a linear approximation are obtained. The questions of
accuracy of various methods of numerical solution of di�erential equations of the
circuit of primary oscillations are considered. The in�uence of the mechanical
nonlinearity of the resonator on the dynamics of the resonator and the control
system has been studied. An implementation of a low-order PLL circuit that
does not contain a double-frequency spurious signal at the output of the phase
detector is proposed. The output characteristics of control systems (speed, capture
bandwidth, etc.) are analyzed and qualitative conclusions are drawn about the
features of the interaction between the dynamics of a mechanical oscillatory link
and the PLL-ARC circuit.
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