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Обсуждается применение гибридных приближенных римановских солверов на осно-
ве стандартных HLLC- и HLL-солверов. Рассмотрено три различных гибридных сол-
вера. Первый гибридный солвер (rHLLC-HLL) использует взвешенную сумму HLLC
и HLL так, что HLLC используется по нормали к ударной волне, а HLL вдоль нее.
Второй гибридный солвер (HLLC-ADC) использует взвешенную сумму HLLC и HLL,
применяя в качестве весов функцию от давления в центрах ячеек слева и справа от
соседних граней. Третий гибридный солвер (HLLC-HLL) выполняет расчет невязких
потоков по HLL внутри ударных волн и по HLLC в других областях течения. Грани
внутри ударных волн определяются индикатором ударной волны, основанном на ре-
конструированных значениях давления слева и справа от грани. Проведен ряд тестов,
и показано, что гибридные солверы позволяют избавиться от карбункула, уменьшают
осцилляции на ударных волнах. Точное разрешение контактных разрывов показали
гибридные солверы rHLLC-HLL и HLLC-HLL.
Ключевые слова: конечно-объемный метод, приближенный римановский солвер, кар-
бункул, римановский солвер HLLC, римановский солвер HLL.

1. Введение. Точное численное моделирование течений с газодинамическими
разрывами является сложной и нерешенной задачей. Одной из проблем вычисли-
тельной аэродинамики является численный артефакт карбункул (carbuncle), кото-
рый встречается в различных течениях, например на ударных волнах около затуп-
ленных тел [1, 2], или может косвенно проявляться при истечении из сопел [3]. При
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обтекании затупленных тел карбункул характеризуется тем, что у ударной волны
появляется излом вверх по потоку. Для преодоления карбункула разработаны раз-
личные методы. В частности, при обтекании осесимметричного затупленного тела
в [4] вводилась дополнительная искусственная вязкость, значение которой увели-
чивается к оси. В результате, удается значительно улучшить качество численно-
го решения. Недостатком такого подхода является то, что он применим только к
осесимметричным течениям и, как отмечается в [4], не является решением пробле-
мы карбункула. Применение искусственной вязкости получило развитие в [5–7], где
предлагается более общий способ использования подавления карбункула, а именно
использования искусственной вязкости в отдельных областях течений.

Другим способом является использование метода расчета невязких потоков, не
приводящего к эффекту карбункула путем тестирования [8, 9] с последующим отбо-
ром наиболее подходящих солверов или применения солвера с большой численной
диссипацией [10]. В последнем случае численное решение не содержит осцилляций на
ударных волнах, но в областях без них также применяется солвер с большой числен-
ной диссипацией (например, на контактных разрывах). Для уменьшения численной
диссипации и отсутствия карбункула необходима модификация римановского сол-
вера (например, [11–13]). Некоторой сложностью здесь является огромный выбор
солверов со своими достоинствами и недостатками (например, семейство AUSM-
солверов). Для существующих газодинамических решателей дополнительный рима-
новский солвер — это дополнительный код, который необходимо разработать, внед-
рить, верифицировать и поддерживать. В то же время существующие газодинамиче-
ские решатели, как правило, имеют набор стандартных (фактически классических)
солверов. Поэтому возникает естественная задача преодоления карбункула и других
численных артефактов с использованием римановских солверов, ставших фактиче-
ски классическими для современной вычислительной аэродинамики.

Целью настоящей статьи является реализация нескольких гибридных риманов-
ских солверов на основе солверов HLL [14] и HLLC [15, 16] для преодоления кар-
бункула и уменьшения осцилляций, исходящих от ударных волн, а также сравнение
и анализ результатов расчетов с использованием реализованных солверов в ряде
стандартных случаев. Для реконструкции переменных слева и справа от грани ис-
пользуется стандартная MUSCL-реконструкция. Такая комбинация реконструкции
и римановских солверов проста в реализации по сравнению с более современными
методами [17–19]. В частности, в [19] используется схема ADER высокого порядка,
требующая относительно сложной реализации: разложение в ряд Тэйлора по време-
ни на грани с переходом от временных производных к функционалам пространствен-
ных производных и решением задачи Римана. В ADER необходима реконструкция
высокого порядка, как правило, WENO, а не MUSCL. В качестве расчетного кода
для реализации используется код HyCFS [20], разрабатываемый в ИТПМ СО РАН,
и MUSCL в качестве базовой реконструкции.

Необходимо отдельно отметить, что проблема карбункула не всегда рассматри-
вается как исключительно численный артефакт (см. обсуждения в [8, 21, 22]). При-
рода естественных возмущений на ударных волнах и их корректное моделирование
требуют отдельного исследования, поэтому в настоящей работе будут рассмотрены
только те случаи, где карбункул считается численным артефактом (т. е. не наблю-
дается в экспериментах).

Далее будут представлены основные уравнения, решаемые в настоящей работе,
приближенные римановские солверы HLL и HLLC, реализованные в HyCFS, и их
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гибриды, построенные на основе различных литературных источников. Затем по-
казаны тестовые случаи моделирования течений с этими римановскими солверами.
Основные выводы сформулированы в заключении.

2. Основные уравнения. В настоящей работе течение газа рассчитывается
на основе уравнений Эйлера:

∂Q

∂t
+
∂Fz

∂z
+
∂Fx

∂x
= 0, (1)

где консервативные переменные Q и невязкие потоки Fz, Fx записываются как:
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Здесь ρ — плотность; u = (w, u) — вектор скорости; E = CvT +
|u|2
2

— внутренняя
энергия, Cv — теплоемкость при постоянном объеме, T — температура, p— давление.

Для замыкания системы уравнений (1) используется уравнение состояния иде-
ального газа:

p = ρ
R
W
T, (2)

где R — универсальная газовая постоянная; W — молекулярный вес.
Уравнения (1) решаются численно с использованием конечно-объемного метода

на структурированной сетке, состоящей из четырехугольных ячеек. Газодинамиче-
ские параметры хранятся в центрах ячеек. Для численного решения уравнения (1)
переписываются в обобщенных криволинейных координатах. Рис. 1 иллюстрирует
преобразования от (x,y) координат в физической плоскости к координатам (ζ,ξ) вы-
числительной плоскости. Соответствующие уравнения переписываются следующим

(k,i) (k+1,i)
(k-1,i)

(k,i+1)

(k,i-1)

z

x
J

k ( )

i ( )

(k,i+1)
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(k,i)

(k-1,i)

(k,i-1)

б

J -1

a

Рис. 1. Фрагмент структурированной сетки в (x, y) плоскости (a) и вычислительной (ζ, ξ)
плоскости (б ).
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образом:
∂

∂t
(JQ) +

∂

∂ζ

(
|Sζ |F̂ζ

)
+

∂

∂ξ

(
|Sξ|F̂ξ

)
= 0 (3)

или в полудискретной форме

∂

∂t
(VQ) =−

[(
|Sζ |F̂ζ

)
k+1/2,i

−
(
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)
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]
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−
[(
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(
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)
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]
,

где использовано преобразование к обобщенным криволинейным координатам x =
x(ξ), ξ = (ζ, ξ); J — якобиан преобразования; V — объем ячейки; k, i — индексы
ячеек вдоль направлений ζ и ξ. Целые индексы k и i соответствуют номерам ячеек,
а полуцелые — номерам их граней. Невязкие потоки F̂ζ и F̂ξ связаны с потоками
Fz и Fx следующими соотношениями:

F̂ζ = nζ
zFz + nζ

xFx, F̂ξ = nξ
zFz + nξ

xFx, (4)

где nζ = (nζ
z, n

ζ
x) и nξ = (nξ

z, n
ξ
x) — единичные нормали граней ячеек. В итоге невяз-

кие потоки F̂ζ и F̂ξ имеют вид

F̂ζ =
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где wn = wnζ
z + unζ

x и un = wnξ
z + unξ

x.
Компоненты квазивектора Q определены в центрах ячеек, а невязкие потоки

F̂ζ и F̂ξ должны быть вычислены на их гранях. Для вычисления невязких пото-
ков F̂ζ и F̂ξ в настоящей работе рассмотрены приближенные римановские солве-
ры HLLC, HLL и их гибриды rHLLC-HLL, HLLC-ADC и HLLC-HLL. Для исполь-
зования римановского солвера необходимо определить состояния слева и справа
от грани ячейки. Состояния слева и справа от грани вычисляются стандартной
MUSCL-реконструкцией [23] первого порядка при моделировании течения около ци-
линдра и третьего порядка для всех остальных задач.

3. Приближенный римановский солвер HLL. Невязкие потоки F̂ζ и F̂ξ

вычисляются по формуле

F̂HLLj+1/2 =
bpF̂L − bmF̂R + bmbp(QR −QL)

bp − bm
,

где индекс j означает индекс ячейки вдоль направления ζ (j = k) или ξ (j = i);
индексы L и R соответствуют параметрам слева и справа от грани j +1/2, а bp, bm,
вычисляются по формулам

bm = min(bL, 0), bp = max(bR, 0),

bL = min(vLn − cL, v
R
n − cR), bR = max(vLn + cL, v

R
n + cR), (6)

778 Вестник СПбГУ. Математика. Механика. Астрономия. 2023. Т. 10 (68). Вып. 4



где c — скорость звука; vn — скорость по нормали к грани j + 1/2 (vn = wn, если
j = k или vn = un, если j = i).

4. Приближенный римановский солвер HLLC. Невязкие потоки F̂ζ и F̂ξ

вычисляются по формуле

F̂HLLCj+1/2 =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
F̂L, если bL > 0,

F̂R, если bR < 0,

F̂(Û∗
L), если bm > 0,

F̂(Û∗
R), иначе,

где квазивекторы невязких потоков F̂(Û∗
L) и F̂(Û∗

R) определяются как:

F̂(Û∗
L) =

⎡⎢⎢⎣
(ρw)mL bm
(ρu)mL bm

(Em
L + pm) bm
ρmL bm

⎤⎥⎥⎦ , F̂(Û∗
R) =

⎡⎢⎢⎣
(ρw)mR bm
(ρu)mR bm

(Em
R + pm) bm
ρmR bm

⎤⎥⎥⎦ . (7)

Здесь используются следующие обозначения:

(ρw)mL = ρmLwL + nz(pm − pL)oL, (ρw)mR = ρmRwR + nz(pm − pR)oR,

(ρu)mL = ρmL uL + nx(pm − pL)oL, (ρu)mR = ρmRuR + nx(pm − pR)oR,

Em
L =(ρLEL(bL−vLn )−pLvLn+pmbm)oL, Em

R =(ρRER(bR−vRn )−pRvRn +pmbm)oR,

ρmL = aL oL, ρmR = aR oR,

aL = ρL(bL − vLn ), aR = ρR(bR − vRn ),

oL =
1

bL − bm
, oR =

1

bR − bm
,

где vn определяется так же, как для HLL, bL и bR — по выражениям (6), а bm и pm
выражаются как:

bm =
aRv

R
n − aLv

L
n + pL − pR

aR − aL
, pm = pL +

aL
bm − vLn

.

5. Гибридный солвер rHLLC-HLL с учетом направления ударной вол-
ны. Основная идея этого варианта гибридного солвера описана в [13, 24]. В общем
виде невязкий поток через грань записывается следующим образом:

F̂ rHLLC-HLLj+1/2 = α1 F̂
HLL
j+1/2(n1) + α2 F̂

HLLC
j+1/2 (n2), (8)

где коэффициенты α1 = |n · n1| и α2 = |n · n2|. Здесь n — вектор единичной нор-
мали к грани ячейки. Вектор n1 в общем случае может определяться по-разному.
В настоящей работе используется одно из определений [13]:

n1 =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
Δ�q

|Δ�q| , если |Δ�q| > ε,

n⊥, иначе,

(9)
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Рис. 2. Схематичное располо-
жение векторов n1 и n2.

где �q = (wR −wL, uR − uL); |Δ�q| =
√
(wR − wL)2 + (uR − uL)2; ε — некоторое малое

число, а n⊥ — единичный вектор, перпендикулярный к вектору n. Вектор n2 ⊥ n1

определяется из уравнения n1 ·n2 = 0. Оба вектора n1 и n2 являются единичными и
направлены в одно полупространство с вектором n (рис. 2). Все рассмотренные век-
торы связаны соотношением: n = α1n1+α2n2. С учетом определения (9) выражение
для невязкого потока (8) сводится к:

F̂ rHLLC-HLLj+1/2 =

⎧⎪⎨⎪⎩
α1 F̂

HLL
j+1/2(n1) + α2 F̂

HLLC
j+1/2(n2), если |Δq| > ε,

F̂HLLCj+1/2(n), иначе.
(10)

Для трехмерного случая вектор n2 должен определяться по формуле из [13, 25].
Солвер rHLLC-HLL устроен так, что менее диссипативный HLLC использует на-
правление по нормали к ударной волне, а более диссипативный HLL — направление
вдоль нее. Детальное обсуждение этого вопроса дано в [13].

6. Гибридный солвер HLLC-ADC. Этот гибридный солвер, фактически
предложенный в работе [12], рассчитывает невязкие потоки через грань ячейки сле-
дующим образом:

F̂HLLC-ADCf=j+1/2 = (1− ω) F̂HLLf=j+1/2 + ω F̂HLLCf=j+1/2, (11)

где ω в двумерном случае вычисляется согласно

ω = min (fl) , fl = min
(
pCR

pCL
,
pCL

pCR

)α

l

, l = f1, . . . f4.

Здесь обозначения граней показаны на рис. 3, а pCL и pCR — давление в центре
ячейки слева и справа соответственно. Константа α фактически регулирует вклад
численной диссипации. В расчетах использовалось α = 3 [12].

f
f1

f2

f3

f4

Cell RCell L

Рис. 3.Шаблон для индикатора
ударной волны в 2D-расчете.

7. Приближенный гибридный римановский солвер HLLC-HLL. Ги-
бридный солвер объединяет реализации солверов HLL и HLLC. В ударной волне сол-
вер использует HLL с большей численной вязкостью, чтобы избежать осцилляций.
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Вне ударной волны солвер переключается на менее диссипативный HLLC, чтобы
точнее рассчитывать потоки в областях без ударных волн (в частности, контактные
разрывы). Для определения, лежит ли грань f внутри ударной волны, используется
индикатор ударной волны [11, 26], который работает следующим образом. Если на
грани f или хотя бы на одной из соседних граней выполняется условие

|pR − pL|
min(pL, pR)

≥ εp
pR + pL

2
, (12)

то считается, что грань находится внутри ударной волны. Здесь εp — некоторый
управляющий параметр. В настоящей работе параметр εp подбирается индивиду-
ально для каждого расчета так, чтобы неравенство (12) выполнялось только на
ударных волнах, поскольку универсальный механизм определения параметра εp в
настоящий момент автором не найден.

Индикатор ударной волны в двухмерном случае (рис. 3) определяется как:

SDf = max (sdf , sdf1 , sdf2 , sdf3 , sdf4) , (13)

где

sdl =

⎧⎨⎩ 1, если
|pR − pL|

min(pL, pR)
≥ εp

pR + pL
2

,

0, иначе.
, l = f, f1, f2, f3, f4.

Необходимо заметить, что стандартные солверы HLL и HLLC фактически выпол-
няют вычисление потоков, не используя информацию о параметрах на соседних
гранях (например, вычисление потоков вдоль направления ξ прямо не зависит от
параметров вдоль направления ζ, и наоборот). В этом смысле стандартные солверы
HLL и HLLC вычисляют потоки как в одномерном случае, независимо по каждому
направлению. Гибридный солвер HLLC-HLL учитывает информацию о давлении на
соседних гранях, т. е. способ вычисления потоков вдоль направления ξ зависит от
распределения давления вдоль направления ζ. В этом заключается еще одно прин-
ципиальное различие стандартного и гибридного солверов.

Конечное выражение для невязких потоков:

F̂HLLC-HLLf=j+1/2 =

⎧⎪⎨⎪⎩
F̂HLLf=j+1/2, если SDf=j+1/2 = 1,

F̂HLLCf=j+1/2, иначе.

8. Результаты численных расчетов. 8.1. Обтекание цилиндра. Одним
из классических примеров течения, где встречается численный артефакт карбунку-
ла, является течение около цилиндра (рис. 4). Здесь и далее рассматривается газ с
показателем адиабаты γ = 1.4. На левой (входной) границе задается равномерный
набегающий поток с w∞ = 6044 м/с, T∞ = 219 K, p∞ = 3, 549 Па, что соответствует
числу Маха M∞ = 20. На цилиндре используется граничное условие непротека-
ния (невязкая стенка). На выходных границах задается сверхзвуковой выход (снос
всех параметров из расчетной области). В настоящей работе расчеты проводились
на двух сетках: 60×281 и 180×281. Вдоль цилиндра выбрано нечетное число яче-
ек, чтобы центры среднего ряда ячеек лежали на линии торможения. На рис. 4
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Рис. 4. Изотермы около цилиндра в расчетах c HLL-солвером на сетках: a — 60×281, g —
180×281; с HLLC-солвером на сетках: b — 60×281, h — 180×281; с rHLLC-HLL-солвером на сетках:
c — 60×281 и i — 180×281; с HLLC-ADC-солвером на сетках: d — 60×281 и j — 180×281; с HLLC-
HLL-солвером на сетках: e — 60×281, k — 180×281, и f, l — индикатор ударных волн согласно (13)
в расчетах с использованием HLLC-HLL-солвера.

видно, что HLL обеспечивает численное решение без осцилляций, исходящих от го-
ловного скачка уплотнения. Солвер HLLC дает карбункул на сетке 60×281, но при
увеличении числа ячеек по нормали к поверхности цилиндра головной скачок при-
обретает корректную форму. Тем не менее на сетке 180×281 HLLC дает численный
артефакт в поведении изотерм между скачком и поверхностью цилиндра вдоль ли-
нии торможения. Отметим, что все расчеты проведены с реконструкцией первого
порядка, это на практике улучшает устойчивость численного решения. Гибридный
солвер HLLC-HLL позволяет получить численное решение без карбункула и других
численных артефактов на обеих сетках. В расчетах с солвером HLLC-HLL использо-
валось εp = 0.01, что позволило точно определить место положения скачка (рис. 4, f
и l). На гранях в области SD использовался HLL, а на гранях вне этой области —
HLLC. Гибридные варианты rHLLC-HLL и HLLC-ADC также позволяют избавиться
от карбункула.

8.2. Двойное маховское отражение. Двойное маховское отражение также
используется для тестирования римановских солверов (детальная классификация
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Рис. 5. Изотермы двойного маховского отражения в расчетах с использованием HLL (a),
HLLC (b), rHLLC-HLL (c), HLLC-ADC (d), HLLC-HLL (e) и индикатор ударных волн (f ) соглас-
но (13) с HLLC-HLL.

отражения ударных волн дана, например, в [27, 28]). В настоящей работе рассмат-
ривается отражение ударной волны с числом Маха 10, набегающей на клин с углом
полураствора 30◦. В расчетах использовались следующие параметры до (индекс 1)
и после (индекс 2) ударной волны: w1 = 0, T1 = 1 K, p1 = 1 Па, w2 = 168, 2 м/с,
T2 = 20, 38 K, p2 = 116, 5 Па. Расчетная область представлена на рис. 5. На левой
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границе задаются параметры, рассчитанные по соотношениямРенкина—Гюгонио за
нормальной ударной волной. На остальных границах условие непротекания (невяз-
кая стенка). В начальный момент времени ударная волна расположена при z = 0.
Расчет продолжается до времени t = 0.01 с. На рис. 5 представлены результаты
расчетов. Солвер HLL позволяет получить численное решение с небольшим количе-
ством осцилляций на ударных волнах. Солвер HLLC производит большее количество
осцилляций на ударных волнах, а в поле течения наблюдаются небольшие предвест-
ники карбункула на ножке Маха, отраженной от клина, и на падающей ударной
волне на верхней границе. Солверы rHLLC-HLL и HLLC-ADC позволяют получить
численное решение без карбункула. В то же время видно, что солвер rHLLC-HLL
приводит к большему количеству осцилляций на ножке Маха, чем другие гибридные
солверы. Гибридный солвер HLLC-HLL позволяет получить численное решение без
больших осцилляций на ударных волнах. В расчетах использовалось εp = 0.0001.
Индикатор ударной волны также показал хорошие результаты по определению по-
ложения ударных волн. Небольшая ошибка заметна на носике клина, где, согласно
выражению (13), SDf = 1. Однако в области контактной поверхности индикатор
ударной волны сработал безошибочно.

8.3. Дифракция ударной волны на угле 90◦. В начальный момент време-
ни в координате z = 0 задается ударная волна с числом Маха 5.09, которая далее
распространяется за угол 90◦. В расчетах использовались следующие параметры
до (индекс 1) и после (индекс 2) ударной волны: w1 = 0, T1 = 1 K, p1 = 1 Па,
w2 = 83, 1 м/с, T2 = 5, 98 K, p2 = 30, 06 Па. Расчет продолжается до 0.0105 с.
На левой границе задаются значения в соответствии с соотношениями Ренкина—
Гюгонио, а на всех остальных границах используется граничное условие невязкой
стенки. На рис. 6 показана расчетная область и изолинии плотности. Видно, что
HLLC-солвер дает небольшие осцилляции на ударной волне при взаимодействии с
верхней границей. Солверы HLL, rHLLC-HLL, HLLC-ADC и HLLC-HLL дают чис-
ленное решение без сильных осцилляций на ударной волне; в HLLC-HLL-расчетах
использовалось εp = 0.1, что привело к удовлетворительной работе индикатора удар-
ной волны по выражению (13). Ложное срабатывание индикатора ударной волны
произошло на угле, где формируется центрированная волна разрежения Прандт-
ля—Майера. На самой ударной волне вблизи точки (0.1, 0.11) видно, что индика-
тор не сработал, но на поле плотности не наблюдается значительного увеличения
осцилляций. Важно отметить, что индикатор ударной волны корректно сработал на
ударной волне ниже по потоку за основной падающей ударной волной.

8.4. Контактный разрыв. Моделирование контактного разрыва произво-
дится в квадратной области 1×1. В качестве начального условия используется раз-
рывное решение в верхней и нижней половине расчетной области. В верхней поло-
вине задается число Маха 2, а в нижней — 1.1. В нижней половине плотность в 10 раз
больше, чем в верхней. Давление одинаковое во всей расчетной области. В расче-
тах использовались следующие параметры (сверху (индекс t) и снизу (индекс b))
ударной волны: wt = 705, 5 м/с, Tt = 299, 3 K, pt = 101325 Па, wb = 122, 7 м/с,
Tb = 29, 9 K, pb = 101325 Па. Аналогичные входные условия задаются на верхней
и нижней половинах левой границы расчетной области. На правой границе сверх-
звуковой выход, а на верхней и нижней границах условие непротекания. На рис. 7
показаны изолинии плотности, полученные в расчетах. Видно, что HLL- и HLLC-
ADC-солверы плохо воспроизводят скачок плотности: контактный разрыв сильно
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Рис. 6. Дифракция ударной волны на угле 90◦. Изолинии плотности в расчетах с использова-
нием HLL (a), HLLC (b), rHLLC-HLL (c), HLLC-ADC (d), HLLC-HLL (e) и индикатора ударных
волн (d) согласно (13) с HLLC-HLL.

размазывается, и поле плотности в нижней половине расчетной области заметно
неравномерное. Результаты расчетов с использованием солверов HLLC- и HLLC-
HLL полностью совпадают и дают значительно меньшее размазывание контактно-
го разрыва, сохраняя равномерность потока в обеих половинах расчетной области.
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Рис. 7. Изолинии плотности на контактном разрыве в расчетах с использовани-
ем HLL (a), HLLC (b), rHLLC-HLL (c), HLLC-ADC (d), HLLC-HLL (e) и индикатора
ударных волн (d) согласно выражению (13) с HLLC-HLL.

Также необходимо отметить, что индикатор ударной волны не работал, т. е. HLLC-
HLL полностью перешел в HLLC. В расчетах HLLC-HLL использовался εp = 0.1.
Гибридный вариант rHLLC-HLL хорошо сохраняет контактный разрыв.
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9. Заключение. Проведено тестирование римановских солверов HLL, HLLC,
rHLLC-HLL, HLLC-ADC и HLLC-HLL, реализованных в программном пакете
HyCFS. Показано, что при численном решении уравнений Эйлера солверы HLL и
HLLC-ADC позволяют получить численное решение без существенных осцилляций
на ударных волнах, но плохо описывают контактные разрывы. Использование сол-
вера HLLC может приводить к возникновениям осцилляций на ударных волнах и
численного артефакта карбункула, но хорошо описывает контактный разрыв. Ги-
бридный солвер HLLC-HLL объединяет достоинства HLL и HLLC: внутри удар-
ных волн производится солвером HLL, а вне ударных волн — солвером HLLC. Это
позволяет получать численные решения без значительных осцилляций на ударных
волнах и точно описывать области течения с контактными разрывами. К недостат-
кам HLLC-HLL относится необходимость точного определения положения ударных
волн, которое выполняется через использование индикатора ударных волн с одним
управляющим параметром. Гибридный солвер rHLLC-HLL также допускает полу-
чить численное решение без карбункула и точно описывает контактные разрывы.
Однако в случае двойного маховского отражения rHLLC-HLL показал большее ко-
личество осцилляций на ножке Маха.
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Application of hybrid approximate Riemannian solvers based on standard HLLC and HLL
solvers is discussed. Three different hybrid solvers are considered. The first hybrid solver
(rHLLC-HLL) uses a weighted sum of HLLC and HLL so that HLLC is applied in the
direction normal to the shock wave while HLL is applied in the direction along it. The
second hybrid solver (HLLC-ADC) uses the weighted sum of HLLC and HLL, applying
as weights the pressure function at the left and right cell centers. The third hybrid solver
(HLLC-HLL) computes inviscid fluxes by HLL inside shock waves, and by HLLC in other
areas of the flow. Facets within shock waves are defined by a shock wave indicator based
on the reconstructed left and right pressure values of the face. Several tests are performed,
and it is shown that hybrid solvers prevent the carbuncle and reduce oscillations on shock
waves.
Keywords: finite volume method, approximate Riemannian solver, carbuncle, Riemannian
solver HLLC, Riemannian solver HLL.
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