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Настоящая статья является второй частью работы, посвященной исследованию нели-
нейной динамики параметрически возбуждаемых изгибных колебаний защемленной с
двух концов микробалки — базового чувствительного элемента перспективного клас-
са микродатчиков различных физических величин — при лазерном термооптическом
воздействии в форме периодически генерируемых импульсов, действующих на неко-
торую часть поверхности балочного элемента. Показана принципиальная техническая
возможность лазерной генерации параметрических колебаний высокодобротных мик-
ромеханических резонаторов без реализации сценариев потери упругой устойчивости
чувствительного элемента или его недопустимого нагрева. Аналитически исследован
характер зоны главного параметрического резонанса. Построены резонансные харак-
теристики системы в геометрически нелинейной постановке, соответствующей модели
балки Бернулли—Эйлера.
Ключевые слова: нелинейная динамика, параметрические колебания, балка Бернул-
ли—Эйлера, модальное взаимодействие, лазерное термооптическое воздействие.

1. Введение. Принцип лазерного термооптического воздействия на деформи-
руемую среду находит все более широкое применение в задачах неразрушающе-
го контроля оборудования и конструкций [1, 2], определения физико-механических
свойств материалов [3, 4], изучения геометрических и физических параметров объ-
ектов и структур на нано- и микромасштабном уровне [5, 6], в биомедицине [7], а
также в индустрии нано- и микросистем. Так, в работах [8, 9] представлены модели
микромеханических актуаторов, использующих оптический метод сообщения упру-
гому элементу температурных деформаций. В [10] исследуются вопросы влияния ла-
зерного излучения на деформации поверхности микромеханических зеркал. Одним
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из важных направлений разработок и исследований в указанной области является
лазерная термооптическая генерация колебаний подвижных элементов микроэлек-
тромеханических систем различного назначения (датчики, системы обработки сиг-
налов). В [11] представлены результаты разработки волоконно-оптических сенсоров,
работающих в авторезонансном режиме при оптическом возбуждении. В [12] теоре-
тически обоснован и экспериментально проверен метод лазерной термооптической
частотной подстройки микромеханического резонатора и управления его нелиней-
ной амплитудно-частотной характеристикой. В [13] сообщается об успешных экспе-
риментах по термооптическому возбуждению многомодового параметрического ре-
зонанса в графеновых мембранах. В [14, 15] представлены результаты исследования
нелинейной динамики и синхронизации колебаний в системе слабо связанных мик-
роэлектромеханических генераторов предельных циклов с термооптическим прин-
ципом возбуждения колебаний.

В выполненных ранее работах [16–18] рассматривалась динамика и упругая
устойчивость балочного элемента МЭМС и НЭМС при кратковременных тепловых
воздействиях. В [19] был исследован характер свободных продольно-изгибных коле-
баний стержня в случае внутреннего комбинационного резонанса между двумя из-
гибными и низшей продольной формами колебаний. Было показано, что начальное
возмущение в продольном направлении может эффективно возбуждать изгибные
формы колебаний, что в целом приводит к режиму продольно-изгибных биений со
значительными амплитудами. В работе [20] был выполнен анализ процессов нели-
нейного модального взаимодействия между продольными и изгибными колебаниями
микробалочных резонаторов при гармоническом температурном воздействии общего
вида. С качественной стороны был исследован режим параметрических колебаний
микробалки в условиях внутреннего кратного резонанса между некоторыми изгиб-
ной и продольной формами свободных колебаний резонатора. Обнаружена возмож-
ность генерации в системе режима продольно-изгибных биений, частота медленной
огибающей которых существенным образом зависит от параметра внутренней ча-
стотной расстройки.

Данная статья является второй частью работы, посвященной исследованию
нелинейной динамики параметрически возбуждаемых изгибных колебаний защем-
ленной с двух концов микробалки — базового чувствительного элемента перспектив-
ного класса микродатчиков различных физических величин — при лазерном термо-
оптическом воздействии в форме периодически генерируемых импульсов, действу-
ющих на некоторую часть поверхности балочного элемента. В первой части работы
[21] было получено аналитическое решение для задачи о нестационарном тепловом
состоянии микробалочного резонатора при лазерном воздействии, а также найдено
первое асимптотическое приближение для задачи нелинейной динамики связанных
продольно-изгибных колебаний системы. В настоящей статье на основе анализа по-
лученных общих решений рассматривается вопрос принципиальной физической и
технической реализуемости лазерной генерации параметрических колебаний высо-
кодобротных микромеханических резонаторов. Аналитически изучается характер
динамики системы в зоне главного параметрического резонанса.

2. Постановка задачи. Рассматривается задача об изгибных колебаниях за-
щемленной с двух концов прямолинейной тонкой микробалки, описываемой механи-
ческой моделью Бернулли—Эйлера, при лазерном термооптическом воздействии.

Графическая схема исследуемой задачи показана на рис. 1.
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Рис. 1. Графическая схема рассматриваемой задачи.

В обозначениях рисунка t — время; x, z — координаты в горизонтальном и вер-
тикальном направлениях; k — коэффициент теплопроводности; T — температура
в данной точке стержня; T0 — отсчетная температура, везде далее принимаемая
равной нулю; Q(x, z, t) — объемное тепловыделение в материале резонатора, моде-
лирующее лазерное термооптическое воздействие; значения продольной координаты
l1, l2 характеризуют границы области действия лазерного источника. Принимаются
условия тепловой изоляции по торцевым сечениям балочного резонатора и конвек-
тивного теплообмена на верхней и нижней поверхностях элемента с коэффициентом
теплопередачи h1. Механические параметры системы имеют следующие обозначе-
ния: u,w — продольное и поперечное перемещения; N — продольная сила; ρ,E, αT —
плотность, модульЮнга и коэффициент линейного температурного расширения ма-
териала соответственно; S = bh; L, b, h — длина стержня, ширина и высота попереч-
ного сечения соответственно.

Исследуем случай лазерной генерации колебаний по механизму возбуждения
главного параметрического резонанса по нижней изгибной форме колебаний микро-
балки. Данный случай не подразумевает использования фактора нелинейного мо-
дального взаимодействия между изгибными и продольными формами колебаний, в
частности — не требует согласования распределения термооптического воздействия
по длине микробалки с условиями возбуждения какой-либо продольной формы коле-
баний [20]. Термооптическое воздействие принимается равномерно распределенным
по всей поверхности микробалки, что обеспечивает возбуждение параметрических
изгибных колебаний за счет наличия гармонически изменяющейся во времени осевой
температурной силы. Подчеркнем, что пространственная равномерность лазерного
излучения не гарантирует отсутствия продольных колебаний резонатора как тако-
вых, так как даже в этом случае динамическая компонента температурного поля,
как будет показано далее, имеет изменяемость по длине микробалочного элемента.
Однако вдали от резонансных зон эти колебания будут иметь пренебрежимо малую
амплитуду и могут не учитываться.

В рассматриваемом случае уравнение динамики параметрически возбуждаемо-
го балочного резонатора имеет вид

Ẅl + 2ωlξwẆl +
[
ω2
l + κ

(
kSw (Ω) + famp

w (Ω) cos(Ωτ)
)]
Wl − 6B2W

3
l = 0. (1)

Как отмечено в первой части работы [21], в условиях главного параметрическо-
го резонанса частота термооптического воздействия Ω удовлетворяет соотношению
Ω = 2ωl + σΩ. Параметр κ в уравнении (1) является безразмерным множителем
интенсивности лазерного воздействия по отношению к некоторому базовому значе-
нию, для которого выполняется решение тепловой задачи. Форма введения этого
параметра в уравнение отражает как факт пропорциональной зависимости темпе-
ратурных силовых факторов от амплитуды лазерных импульсов, так и свойство
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синхронности изменения статической (меняющей собственную частоту резонатора)
и динамической компонент температурной силы при изменении этой амплитуды.

Уравнение (1) в основе своей представляет собой классическую модель парамет-
рически возбуждаемого осциллятора с кубической нелинейностью механико-геомет-
рической природы. Особенностью рассматриваемой постановки является уже крат-
ко отмеченные выше два обстоятельства: 1) зависимость актуальной собственной
частоты резонатора от интенсивности генерируемого лазером объемного тепловы-
деления и 2) зависимость как амплитуды воздействия, так и собственной частоты
резонатора от частоты следования лазерных импульсов. Оба фактора будут ока-
зывать существенное влияние на форму и расположение зон раскачки параметри-
ческих колебаний в пространстве переменных «интенсивность — частота лазерного
воздействия». Первая указанная выше особенность является типичной для микро-
электромеханических систем, в которых параметрический резонанс обеспечивается
электростатическими актуаторами с переменным межэлектродным зазором. Вто-
рая особенность является, по-видимому, уникальной, так как отражает свойство за-
висимости собственной частоты резонатора от частоты сообщаемого ему внешнего
воздействия.

Исследуемая модель (1) является частным случаем общей системы в модаль-
ных координатах, приведенной в [21], поэтому ее качественный анализ может быть
выполнен на основе полученной методом многих масштабов системы в медленных
переменных. Предметом исследования здесь будет определение зоны раскачки ко-
лебаний на главном параметрическом резонансе в пространстве параметров (σΩ, κ),
характеризующих интенсивность и частоту лазерного воздействия, а также нахож-
дение резонансных кривых для рассматриваемого нелинейного динамического ре-
жима.

Следуя общей методике построения переходных кривых параметрического резо-
нанса в рамках метода многих масштабов, запишем уравнение медленной эволюции
комплексной амплитуды изгибных колебаний в пренебрежении нелинейными слага-
емыми:

8ω3
l

dAw

dτ
= −i(κkSw)2Aw − 8ω4

l ξwAw + 4iω2
l κk

S
wAw + 2iω2

l κf
amp
w Āwe

iσΩτ . (2)

Выполним в уравнении (2) комплексную замену переменных:

Aw = Bwe
iσΩτ

2 (3)

и представим Bw как
Bw = Br

w + iBi
w. (4)

Отделяя вещественную и мнимую части в полученном уравнении, придем к
следующей системе двух вещественно-значных обыкновенных дифференциальных
уравнений:

8ω3
l

dBr
w

dτ
= 4ω3

l σΩB
i
w + (κkSw)

2Bi
w − 8ω4

l ξwB
r
w − 4ω2

l κk
S
wB

i
w + 2ω2

l κf
amp
w Bi

w,

8ω3
l

dBi
w

dτ
= −4ω3

l σΩB
r
w − (κkSw)

2Br
w − 8ω4

l ξwB
i
w + 4ω2

l κk
S
wB

r
w + 2ω2

l κf
amp
w Br

w.

(5)
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Общее решение данной истемы может быть представлено в виде

Br
w = bre

γτ , Bi
w = bie

γτ , (6)

где br, bi и γ — искомые амплитудные коэффициенты и характеристическое число.
Подстановка (6) в (5) приводит к однородной системе линейных алгебраических

уравнений:

−8ω3
l (γ + ωlξw) br +

[
4ω3

l σΩ +
(
κkSw
)2 − 4ω2

l κk
S
w + 2ω2

l κf
amp
w

]
bi = 0,[

−4ω3
l σΩ − (κkSw)2 + 4ω2

l κk
S
w + 2ω2

l κf
amp
w

]
br − 8ω3

l (γ + ωlξw) bi = 0,
(7)

условие разрешимости которой имеет форму квадратного уравнения относительно
γ. Корни этого уравнения, согласно (6) и (3), определяют характер динамическо-
го отклика резонатора при параметрическом возбуждении: наличие положительной
вещественной части у параметров γ обозначает неустойчивость тривиального (нуле-
вого) решения системы (2) и экспоненциальную раскачку параметрических колеба-
ний. Таким образом, границы области параметрического резонанса в пространстве
(σΩ, κ) могут быть найдены с помощью критерия Рауса—Гурвица и имеют вид

4κ2 [famp
w (σΩ)]

2
ω4
l − κ4

[
kSw(σΩ)

]4
+ 8κ3

[
kSw(σΩ)

]3
ω2
l − 16κ2

[
kSw(σΩ)

]2
ω4
l −

−8κ2
[
kSw(σΩ)

]2
ω3
l σΩ + 32κkSw(σΩ)ω

5
l σΩ − 16ω6

l σ
2
Ω − 64ξ2wω

8
l = 0.

(8)

Резонансные кривые (зависимости амплитуды установившихся изгибных коле-
баний от частоты лазерного воздействия) могут быть построены путем анализа по-
ложений равновесия для системы в медленных амплитудно-фазовых переменных
при учете нелинейных слагаемых, отражающих факт увеличения изгибной жестко-
сти резонатора при росте амплитуды колебаний за счет сопротивления балки осево-
му удлинению [20].

Опуская промежуточные выкладки, придем к следующему виду уравнения для
нахождения резонансных кривых в пространстве (aw, σΩ) для различных значений
параметра интенсивности воздействия κ:

(
8ξwω

4
l

)2
+
{
4ω3

l σΩ +
[
κkSw(σΩ)

]2 − 4ω2
l κk

S
w(σΩ) + 18B2ω

2
l a

2
w

}2

=
[
2ω2

l κf
amp
w (σΩ)

]2
.

(9)

3. Результаты моделирования. В настоящем разделе представлены резуль-
таты моделирования на основе полученных аналитических решений для конкретной
геометрической конфигурации резонатора при вариации физических параметров ла-
зерного термооптического воздействия.

Фиксированные геометрические и физико-механические параметры микромеха-
нического резонатора, изготовленного из кремния, приведены в табл. 1.

В табл. 2 приведены значения фиксированных параметров термооптического
воздействия.

Перейдем к представлению результатов выполненных расчетов. На рис. 2–3 при-
ведены зависимости амплитуд статической и динамической (гармонической) компо-
нент мощности объемного тепловыделения на поверхности резонатора от величины
отношения периода следования импульсов к длительности одиночного импульса.
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Таблица 1. Геометрические и физико-механические характеристики резонатора

Параметр Значение Единицы измерения
Модуль Юнга E 169× 109 Pa

Коэффициент Пуассона ν 0.22 —
Плотность ρ 2330 кг/м3

Коэффициент линейного
температурного расширения

αT

2.59× 10−6 K−1

Теплопроводность k 156 Вт/(м ·К)

Удельная теплоемкость c 713 Дж · кг−1 ·К−1

Коэффициент конвекции h1 10 Вт/(м2 ·К)
Толщина микробалки h 5 мкм
Ширина микробалки b 50 мкм
Длина микробалки L 1000 мкм

Таблица 2. Параметры термооптического воздействия

Параметр Значение
l 1
l1 0
l2 L

Tq/tp 100
Ra 0.9
δ 50 нм
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Рис. 2. Мощность статической компоненты объемного тепло-
выделения при изменении отношения периода следования импуль-
сов к длительности одиночного импульса (L0 = 0.15 Дж/м2).
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Рис. 3.Мощность гармонической компоненты объемного теп-
ловыделения при изменении отношения периода следования им-
пульсов к длительности одиночного импульса (L0 = 0.15 Дж/м2).

Результаты приведены для нескольких значений безразмерного параметра частот-
ной расстройки σΩ в области главного параметрического резонанса. Как видно из
рисунков, мощность теплового лазерного воздействия существенно зависит от его
частоты для рассмотренного диапазона значений параметра σΩ: с ростом частоты
следования импульсов амплитуда воздействия увеличивается. Также наблюдается
заметная зависимость величины объемного тепловыделения от соотношения между
периодом следования импульсов и характерным временем одиночного импульса: с
ростом этого отношения амплитуда воздействия также растет, выходя на опреде-
ленное предельное значение.

На рис. 4 показана зависимость отношения амплитуды гармонической компо-
ненты теплового лазерного воздействия от его статической компоненты. Видно, что
на характер этой зависимости не влияет величина частотной расстройки. При этом
можно сделать вывод о целесообразности сообщения системе по возможности более
коротких одиночных импульсов, так как это приводит к росту эффективности воз-
буждения механических колебаний резонатора (за счет увеличения относительной
амплитуды гармонической компоненты теплового воздействия).

На рис. 5 показано распределение по длине резонатора средней по толщине ста-
тической компоненты температуры при изменении параметра частотной расстройки
для значения интенсивности лазерного излучения L0 = 0.15 Дж/м2. Как видно из
рисунка, для рассмотренных геометрических и физико-механических параметров
резонатора и параметров лазерного воздействия температура чувствительного эле-
мента не превышает 15 ◦C. Наблюдается близкий к линейному рост температуры
при увеличении частоты следования лазерных импульсов.

Одним из важных факторов при проектировании резонаторов с термооптиче-
ским возбуждением является недопущение потери микробалкой упругой устойчи-
вости под действием температурных нагрузок. Анализ этого сценария может быть
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Рис. 4. Соотношение между гармонической и статической
компонентами объемного тепловыделения.

C

Рис. 5. Распределение средней по толщине статической компоненты темпе-
ратуры при изменении параметра частотной расстройки (L0 = 0.15 Дж/м2).
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Рис. 6. Зависимость относительной частоты свободных изгибных ко-
лебаний от интенсивности лазерного воздействия.

проведен путем нахождения зависимости низшей (в рассматриваемом случае — ра-
бочей) частоты изгибных колебаний резонатора от параметров интенсивности L0 и
частоты σΩ лазерного излучения. Соответствующие результаты приведены на рис. 6.
Наблюдается ожидаемое стремление к нулю частоты изгибных колебаний, отне-
сенной к ненапряженному состоянию, с ростом интенсивности воздействия: потеря
устойчивости по сценарию дивергенции происходит при значениях L0 = 0.34 Дж/м2.
Величина частотной расстройки несущественно влияет на характер исследуемой
зависимости, увеличивая степень своего влияния при приближении к зоне потери
устойчивости.

Примечательным и отмеченным ранее свойством термооптически возбуждае-
мых резонаторов является зависимость их механических параметров не только от
амплитуды, но и от частоты лазерного воздействия. В явной форме это показано на
рис. 7, где приведена зависимость размерной собственной частоты микробалочного
резонатора от частоты внешнего воздействия при различных значениях его интен-
сивности. Как видно из рисунка, соответствующая зависимость является близкой
к линейной с убыванием при росте Ω. Кроме того, пунктирной линией на рисунке
отмечена прямая Ω = 2fT

l , характеризующая точное выполнение условия главного
параметрического резонанса. Результаты показывают ожидаемое уменьшение резо-
нансной частоты с ростом интенсивности излучения.

На рис. 8 показано распределение средней по толщине гармонической ком-
поненты температуры при изменении параметра частотной расстройки (L0 =

0.15 Дж/м2). Наблюдается локализация областей наибольшего динамического из-
менения температуры вблизи концов микробалки. Также следует отметить высокие
градиенты температуры в указанных областях, что имеет большое значение с точки
зрения возбуждения продольных колебаний резонатора по антисимметричным (чет-
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Рис. 7. Зависимость частоты свободных изгибных колебаний от
частоты следования лазерных импульсов.
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Рис. 8. Распределение средней по толщине гармонической компо-
ненты температуры при изменении параметра частотной расстройки
(L0 = 0.15 Дж/м2).
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Рис. 9. Относительная амплитуда параметрического возбуждения
как функция мощности лазерного излучения.

ным) стержневым формам. Подчеркнем, что на настоящем этапе эффект взаимо-
действия продольных и изгибных форм колебаний не рассматривается, и подробное
исследование этого фактора составляет предмет дальнейших исследований.

На рис. 9 приведена зависимость относительной амплитуды параметрического
возбуждения от интенсивности лазерного излучения для различных значений па-
раметра частотной расстройки σΩ. С увеличением параметра L0 наблюдается близ-
кий к экспоненциальному рост относительной амплитуды возбуждения, что вызвано
как непосредственным увеличением модальной нагрузки κfamp

w , так и стремлением
к нулю безразмерной частоты возбуждаемых изгибных колебаний ωT

l за счет син-
хронного роста статического нагрева резонатора.

На рис. 10 приведена зависимость относительной амплитуды параметрического
возбуждения от частоты следования лазерных импульсов для различных значений
интенсивности лазерного излучени L0. Наблюдается близкий к линейному рост от-
носительной амплитуды возбуждения при увеличении частоты излучения.

Перейдем к непосредственному построению диаграмм главного параметриче-
ского резонанса в соответствии с уравнением (8). Классическая форма представ-
ления подобных диаграмм типа Айнса—Стретта в настоящем случае является не
вполне удобной по причине существенного смещения «влево» частотной зоны рас-
качки при изменении амплитуды нагружения и относительной узости данной зоны.
В связи с этим на рис. 11 характеризация параметрического резонанса выполне-
на в нестандартной форме: сплошной синей линией показана зависимость средней
частоты зоны раскачки от интенсивности излучения L0, красной — ширина этой
зоны; дополнительно пунктирной линией отмечено изменение рабочей изгибной ча-
стоты колебаний fT

l . Как видно из рисунка, с ростом интенсивности воздействия
ширина зоны раскачки растет, что соответствует общим свойствам параметрически
возбуждаемых систем; средняя частота зоны ожидаемо падает с ростом L0, равно
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Рис. 10. Относительная амплитуда параметрического возбужде-
ния как функция частоты следования лазерных импульсов.
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Рис. 11. Параметры зоны главного параметрического резонанса
при Qw = 105.
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Рис. 12.Ширина зоны главного параметрического резонанса при ва-
риации добротности резонатора и интенсивности лазерного излучения.
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Рис. 13. Резонансные кривые для различных значений интенсивно-
сти лазерного излучения.
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как и собственная частота fT
l . Приведенные результаты получены для значения ме-

ханической добротности резонатора Qw = 105; с уменьшением добротности ширина
зоны раскачки стремительно сокращается и далее исчезает, что отражает извест-
ную особенность «отрыва» зон параметрического резонанса от частотной оси при
классическом изображении подобных диаграмм.

Характер зависимости ширины зоны раскачки колебаний от параметра доб-
ротности Qw показан на рис. 12. Как видно из рисунка, рассматриваемые кривые
достаточно быстро выходят на горизонтальную асимптоту.

Нахождение зоны раскачки параметрических колебаний позволяет выполнить
непосредственный анализ характера этих колебаний в геометрически нелинейной
постановке в соответствии с уравнением (9). На рис. 13 приведены резонансные кри-
вые в размерном виде для ряда значений параметра L0. Приведенные результаты
получены для значения добротности Qw = 105. Как видно из рисунка, в системе
наблюдается характерная «жесткая» нелинейность резонансного режима. Степень
«затягивания» резонансных кривых очень велика по сравнению с шириной зоны
раскачки колебаний. При рассмотренных значениях параметров системы наблюда-
ется возможность возбуждения колебаний с амплитудой, сопоставимой с толщиной
микробалочного резонатора и превышающей ее, что говорит о потенциальной эф-
фективности предлагаемого принципа возбуждения колебаний чувствительных эле-
ментов микросистемной техники в целях высокоточных измерений.

4. Заключение. В ходе работ была создана односторонне связанная термо-
упругая модель механически нелинейных колебаний микробалочного резонатора
при гармоническом лазерном термооптическом воздействии. Найдено аналитиче-
ское решение задачи теплопроводности для установившегося гармонического рас-
пределения температуры в объеме резонатора. Определены статические и динами-
ческие компоненты силовых факторов температурной природы — температурных
осевой силы и изгибающего момента. Выполнен анализ зависимости частоты сво-
бодных колебаний по рабочей изгибной балочной форме от параметров интенсивно-
сти и частоты лазерного воздействия. Определены критические тепловые нагрузки,
приводящие к потере подвижным элементом своей упругой устойчивости. С помо-
щью метода Галеркина выполнена дискретизация нелинейных связанных уравнений
в частных производных, описывающих продольно-изгибные колебания резонатора.
С применением асимптотического метода многих масштабов получено приближен-
ное аналитическое решение для задачи нелинейной динамики системы в условиях
главного параметрического резонанса. Аналитически найдены зоны раскачки пара-
метрических колебаний в пространстве параметров термооптического воздействия.
Построены резонансные характеристики системы. Результаты исследования показы-
вают принципиальную возможность и потенциальную эффективность лазерной ге-
нерации механических колебаний чувствительных элементов широкого класса мик-
ромеханических резонансных сенсоров с частотным или амплитудным выходом в
целях высокоточных измерений различных физических величин (задачи инерци-
альной навигации, детектирования массы осаждаемых нано-микрочастиц и др.), а
также в целях обработки и преобразования высокочастотных сигналов.
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The present article is the second part of the work devoted to investigation of the nonlinear
dynamics of parametrically excited flexural vibrations of a clamped-clamped microbeam —
the basic sensitive element of a promising class of microsensors of various physical quanti-
ties — under laser thermooptical action in the form of periodically generated pulses acting
on a certain part of the surface of the beam element. The fundamental technical feasi-
bility of laser generation of parametric oscillations of high-Q microresonators without the
implementation of scenarios for the loss of elastic stability of the sensitive element or its
unacceptable heating is shown. The nature of the zone of the main parametric resonance
is analyzed analytically. The resonant characteristics of the system are constructed in a
geometrically non-linear formulation corresponding to the Bernoulli —Euler beam model.
Keywords: nonlinear dynamics, parametric oscillations, Bernoulli —Euler beam, modal in-
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