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Предложен подход к исследованию влияния характера начальных механических на-
пряжений и электростатического поля на структуру и поведение рэлеевских волн в
пьезоэлектрических средах с неоднородным покрытием. В настоящей работе рассмот-
рены двухкомпонентные покрытия из функционально градиентного пьезоэлектриче-
ского материала (ФГПМ) с высокоскоростным (скорость сдвиговой волны включения
больше скорости сдвиговой волны в подложке) или низкоскоростным (скорость сдви-
говой волны включения меньше скорости сдвиговой волны в подложке) включением.
Начально-деформированное состояние (НДС) покрытия наводится за счет раздельно-
го или совместного действия начальных механических напряжений и внешнего элек-
тростатического поля. Исследуется влияние типа неоднородности и характера началь-
ных механических напряжений при наличии или отсутствии начального электроста-
тического поля на особенности распространения рэлеевских волн для задач с элек-
трически открытой либо электрически закороченной поверхностью. Установлено, что
наличие начального электростатического поля малой напряженности в зависимости
от его направленности лишь незначительно влияет на действие начальных механиче-
ских напряжений. Наличие электростатического поля большой напряженности приво-
дит к дополнительной деформации материала, к значительному изменению скоростей
мод поверхностных акустических волн (ПАВ) и существенному изменению структуры
поверхностного волнового поля. Полученные результаты приведены в безразмерных
параметрах и могут представлять практический интерес при разработке, проектиро-
вании и оптимизации новых материалов для микро- и наноразмерных приборов и
устройств на рэлеевских поверхностных акустических волнах с высокими эксплуата-
ционными характеристиками.
Ключевые слова: пьезоэлектрическая структура, подложка, неоднородное покрытие,
функционально градиентный пьезоэлектрический материал, начальные напряжения,
начально-деформированное состояние, внешнее электростатическое поле, поверхност-
ные акустические волны, рэлеевские волны.

1. Введение. Исследование упругих и электроупругих волн в периодически
слоистых анизотропных средах, моделирующих такие искусственные гетерострук-
туры, как сверхрешетки, композиты, многослойные пленки и т. д., привлекает все
большее внимание. В [1–7] предложен ряд подходов для построения и анализа дис-
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персионных уравнений, описывающих распространение объемных, поверхностных и
волноводных мод с различной поляризацией в периодически слоистых средах с раз-
личной анизотропией. В [8] для анализа спектра скоростей поверхностных акустиче-
ских волн (ПАВ) в структурах с многослойным покрытием предложен импедансный
метод, позволяющий связать свойства спектра с акустическими параметрами струк-
туры. В [9] представлен модифицированный метод матриц переноса, основанный на
использовании фундаментальных экспоненциальных матриц представления поверх-
ностных волн и предназначенный для аналитического исследования ПАВ в анизо-
тропных средах. В [10] на основе исследования свойств функции Грина трехслойно-
го полупространства показана трансформация рэлеевских скоростей ПАВ неодно-
родной структуры в зависимости от сочетания свойств слоистых включений, уста-
новлены соотношения параметров, увеличивающих и уменьшающих скорости ПАВ
и определяющие наличие диапазона «запирания» волны. В работах [11–13] иссле-
дованы структуры как с кусочно-непрерывным, так и с непрерывным изменением
свойств.

Особенности распространения поверхностных рэлеевских волн в пьезоэлектри-
ческих материалах и различного рода пьезоэлектрических структурах исследованы
в [14–17]. Более полный обзор работ, посвященных исследованиям распространения
ПАВ в слоистых анизотропных пьезоэлектрических структурах и их использова-
нию, представлен в обзорах [18, 19].

В [20] рассмотрена связь между уравнениями линейного пьезоэлектричества и
более общими нелинейными уравнениями электроупругости. Представлены линей-
ные уравнения для малых динамических полей, наложенных на статическое смеще-
ние. В [21–23] в рамках теории наложения малых деформаций на конечные проведе-
на последовательная линеаризация, построены линеаризованные определяющие со-
отношения динамики однородных и структурно-неоднородных предварительно на-
пряженных электро- [21, 22] и электротермоупругой [23] сред при наличии внешних
электрических полей. В [24] на примере структур «пьезоэлектрический кристалл /
изотропная подложка» и «изотропный слой / пьезоэлектрическая подложка» иссле-
довано влияние электростатического поля на параметры дисперсии и анизотропию
распространения ПАВ. Показано, что воздействием электростатического поля при
определенном сочетании физических характеристик материалов слоя и подложки
можно контролировать разрешение или запрещение распространения волны в неко-
тором частотном диапазоне.

Особенности распространения волн Рэлея в структурах из функционально гра-
диентных пьезоэлектрических материалов (ФГПМ), свойства которых экспоненци-
альным образом изменяются по глубине, рассмотрены в [25–28].

Более общая модель неоднородных пьезоэлектрических структур рассмотрена
в [29, 30]. В [29] рассмотрены особенности распространения рэлеевских волн в струк-
турах с неоднородным покрытием из двух и трех различных пьезоэлектрических
материалов. В [30] развит метод исследования распространения волн Рэлея в струк-
турах с неоднородным преднапряженным покрытием, выполненным из ФГПМ. На-
чально-деформированное состояние (НДС) покрытия вызвано действием начальных
механических напряжений и внешнего электростатического поля. В настоящей ра-
боте в рамках предложенного подхода исследовано влияние характера начальных
воздействий на рэлеевские волны в пьезоэлектрических структурах с неоднород-
ным покрытием. Рассмотрены структуры с двухкомпонентным покрытием из ФГ-
ПМ, свойства которого немонотонным образом меняются по толщине от параметров
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основного материала PZT-5H до параметров высокоскоростного или низкоскорост-
ного включений. Материалы полупространства и покрытия в естественном состоя-
нии (ЕС) представляют собой пьезоэлектрики класса 6mm, оси симметрии которых
ориентированы по нормали к поверхности среды. НДС покрытия наводится за счет
как раздельного, так и совместного действия начальных механических напряжений
и внешнего однородного электростатического поля. Исследуется влияние типа неод-
нородности и характера начальных механических воздействий с учетом и без учета
начального электростатического поля на особенности распространения рэлеевских
волн для задач с электрически открытой и закороченной поверхностью.

2. Постановка задачи. Рассматривается задача о распространении ПАВ рэ-
леевского типа, вызванных действием удаленного источника гармонических колеба-
ний, в сегнетоэлектрической гетероструктуре. Структура представляет собой неод-
нородное преднапряженное пьезоактивное покрытие (0 ≤ x3 ≤ H) с непрерывно
изменяющимися по толщине свойствами на пьезоэлектрической подложке, x3 ≤ 0,
|x1 | , |x2 | ≤ ∞ (рис. 1). Изменение физических свойств покрытия описывается
функциями:

ρ(1) = ρ0f
(1)
ρ (x3) , c

(1)
ij = c0ijf

(1)
c (x3) , e

(1)
ij = e0ijf

(1)
e (x3) , ε

(1)
ij = ε0ijf

(1)
ε (x3) , (1)

где ρ0, c0ij , e0ij , ε0ij — соответственно плотность компоненты тензоров упругих кон-
стант, пьезоэлектрических модулей и тензора диэлектрических проницаемостей ос-
новного материала покрытия и материала подложки, в качестве которого исполь-
зован пьезоэлектрический материал гексагональной сингонии класса 6mm с осью
симметрии, направленной вдоль оси x3.

Вакуум

Пьезоэлектрический 

материал

H

Рис. 1. Геометрия задачи.

Полагается, что на поверхности среды отсутствуют механические напряжения,
электрически поверхность либо свободно контактирует с вакуумом, либо металли-
зирована и закорочена.

НДС покрытия однородно и наводится за счет действия начальных механиче-
ских напряжений и однородного электростатического поля [13, 21–23, 30]:

R = r ·Λ, G = Λ ·ΛT, Λ = δijvirirj, ϕ0 = −E0 ·R, vi = const. (2)

Здесь R, r — радиус-векторы точки среды в НДС и в естественном состоянии
(ЕС) соответственно; Λ — градиент деформации; G — мера деформации Коши—
Грина; vi = 1+ δi, δi — главные относительные удлинения; δij — символ Кронекера,
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ϕ0 — электрический потенциал; E0 — напряженность начального внешнего элек-
тростатического поля. Исследования проводятся в лагранжевой системе координат,
связанной с ЕС материала.

Полагаем, что режим колебаний в среде установившийся и удовлетворяет усло-
виям (k = 1, 3, 4, s = 1, 2, 3, n = 1, 2):

uk
(n) = uk

(n)(x1, x3), ∂/∂x2 = 0, u2
(n) = 0, u(0)s = 0, (3)

где u1(n) и u3(n) — компоненты вектора перемещений, u4(n) = ϕ(n); ϕ(n) — электриче-
ский потенциал. Верхний индекс 0, 1, 2 отвечает соответственно вакууму, покрытию
и полупространству. В работе использованы безразмерные параметры [21–23, 29,
30]: l

′
= l/H , ρ

′ (n) = ρ(n)/ρ(2), c
′(n)
ij = c

(n)
ij /c

(2)
44 , e

′(n)
ij = e

(n)
ij ξ/c

(2)
44 , ε

′(n)
ij = ε

(n)
ij ξ

2/c
(2)
44 ,

ϕ
′ (n) = ϕ(n)

/
(ξH), E

′
k = Ek/ξ. ε(0) — диэлектрическая проницаемость вакуума,

ξ = 1010В/м — специальный множитель, c(2)44 — модуль сдвига материала полупро-
странства, κ2 = ωH/V

(2)
S и κ2e = ωH/V

(2)
Se — безразмерные частоты, V (2)

Se и V (2)
S —

скорости объемных сдвиговых волн с учетом и без учета пьезоэлектрических свойств

среды (V (2)
Se =

√(
c
(2)
44 +

(
e
(2)
15

)2
/ε

(2)
11

)
/ρ(2) и V (2)

S =

√
c
(2)
44 /ρ

(2)). Далее временной

множитель и штрихи опущены.
Задача о движении составной преднапряженной электроупругой среды описы-

вается уравнениями [21–23, 30] (Θ(n) = Π(n) + m(n); Θ, Π и m — соответственно
линеаризованные тензор напряжений, механический тензор напряжений Пиолы и
электрический тензор Пиолы—Максвелла):

∇0 ·Θ(n) = ρ
(n)
0 üe(n),∇0 · d(n) = 0, n = 1, 2. (4)

Для вакуума справедливо
Δϕ(0) = 0. (5)

Граничные условия на поверхности среды x3 = H :
при отсутствии напряжений

n ·Θ(1) = 0, (6)

в случае электрически свободной поверхности

n · d(1) = n · d(0), ϕ(1) = ϕ(0), (7)

в случае короткозамкнутой (металлизированной и заземленной) поверхности

ϕ(1) = 0. (8)

На границе раздела сред (x3 = 0):

ue(1) = ue(2), n ·Θ(1) = n ·Θ(2), n · d(1) = n · d(2). (9)

На бесконечности

ue(2) |x3→−∞ → 0, ϕ(0) |x3→∞ → 0. (10)
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Здесь ∇0 — оператор Гамильтона; ue(n) =
{
u
(n)
1 , u

(n)
3 , u

(n)
4 = ϕ(n)

}
— расширен-

ный вектор перемещений; n — вектор внешней нормали к поверхности структуры в
системе координат, связанной с ЕС; ρ0(n) — плотность материала n-й составляющей
структуры в ЕС; Δ — оператор Лапласа. Компоненты линеаризованных тензора
напряжений Пиолы Π(n), электрического тензора Пиолы—Максвелла m(n) и «ма-
териального» вектора индукции d(n) могут быть представлены в виде [1–7, 20–23, 30]
(k, l, s, p = 1, 3, n = 1, 2)

Θ
(n)
lk = Π

(n)
lk +m

(n)
lk , d

(n)
l = d

(n)Π
l + d

(n)m
l , (11)

Π
(n)
lk = c

(n)∗
lkspu

(n)
s,p + e

(n)∗
lkp ϕ

(n)
,p , m

(n)
lk = ζ

(n)∗
lksp u

(n)
s,p + ψ

(n)∗
lkp ϕ

(n)
,p ,

d
(n)
l = g

(n)∗
lsp u

(n)
s,p − η

(n)∗
lp ϕ

(n)
,p .

(12)

Здесь в рамках условий (2) [13, 21–23, 30]

c
(1)∗
lksp = Plkδks + vkvsc

(1)
lksp, e

(1)∗
lsp = vse

(1)
lsp, η

(1)∗
lp = ε(0)Jv−2

l δlp + β
(1)
lp ,

g
(1)∗
lsp = e

(1)∗
lsp + ψ

(1)∗
lsp ,

ψ
(1)∗
ijk = ε(0)Jv−1

i v−1
k

[
δijWkv

−1
k − δjkWiv

−1
i − δikWjv

−1
j

]
,

ζ
(1)∗
lksp = ε(0)Jv−1

l

[
1

2
W 2

mv
−2
m

(
v−1
k δkpδls − v−1

s δlkδsp
)
+

+v−1
p

(
Wkv

−1
k

(
Wlv

−1
l δsp −Wpv

−1
p δls −Wsv

−1
s δlp

)
+

+Wsv
−1
s

(
Wpv

−1
p δlk −Wlv

−1
l δkp

)) ]
,

Pij = c
(1)
ijkkSk − e

(1)
ijkWk, Sk =

(
v2k − 1

) /
2, J = v1v2v3.

(13)

Здесь Pij иWi — компоненты тензора Кирхгофа, определяющие действие начальных
механических напряжений, компоненты тензора деформаций и вектора напряжен-
ности начального электростатического поля в системе координат, связанной с ЕС;
β
(n)
ij — компоненты тензора констант диэлектрической восприимчивости, которые в
линейном приближении связаны с компонентами тензора диэлектрической прони-
цаемости соотношениями β

(1)
ij = ε

(1)
ij − ε(0)δij .

Далее для удобства используем представление тензора напряжений и вектора
индукции в виде

Θ
(n)
lk = θ

(n)
lkspu

(n)
s,p + θ

(n)
lk4pϕ

(n)
,p , d

(n)
l = θ

(n)
l4spu

(n)
s,p + θ

(n)
l44pϕ

(n)
,p , (14)

где

θ
(n)
lksp = Π

(n)
lksp +M

(n)
lksp, θ

(n)
lk4p = Π

(n)∗
lk4p +M

(n)
lk4p,

θ
(n)
l4sp = θ

(n)
l4sp +M

(n)
l4sp, θ

(n)
1441 = −

(
v231 + β

(1)
11

)
, θ

(n)
3443 = −

(
v123 + β

(1)
33

)
.

vijk = ε(0)vivj/vk.

(15)

Из (1), (13)–(15) следует, что в случае неоднородного преднапряженного покры-
тия коэффициенты Π

(1)
lksp, Π

(1)
lk4p, Π

(1)
l4sp, Π

(1)
l44p являются функциями x3, коэффициен-

тыM (1)
lksp,M

(1)
lk4p,M

(1)
l4sp,M

(1)
l44p определены направлением и величиной напряженности
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начального электростатического поля, при этом все Π(1)
lksp и M

(1)
lksp зависят от харак-

тера и величины наведенных начальных деформаций. Для однородного материала
подложки (n=2) в ЕС vi = 1, Pii = 0, Wi = 0, коэффициенты θ

(2)
lksp в (14), (15)

принимают вид

θ
(2)
lksp = c

(2)
lksp, θ

(2)
lk4p = e

(2)
plk, θ

(2)
l4sp = e

(2)
lsp, θ

(2)
l44p = −ε(2)lp . (16)

Краевая задача (4)–(10) о колебаниях электроупругой среды с предварительно
напряженным неоднородным покрытием с учетом условий (1)–(3), представлений в
(14) и (15) может быть записана [21–23, 30] так:

для неоднородного покрытия 0 ≤ x3 ≤ H

L
(1)
11

[
u
(1)
1

]
+ L

(1)
12

[
u
(1)
3

]
+ θ(1)u

(1)
3,13 + L

(1)
13

[
u
(1)
4

]
+

+ ψ(1)u
(1)
4,13 + θ

(1)
3113,3u

(1)
1,3 + θ

(1)
1313,3u

(1)
3,1 + θ

(1)
3141,3u

(1)
4,1 = 0,

L
(1)
12

[
u
(1)
1

]
+ θ(1)u

(1)
1,13 + L

(1)
22

[
u
(1)
3

]
+ L

(1)
23

[
u
(1)
4

]
+

+ θ
(1)
1133,3u

(1)
1,1 + θ

(1)
3333,3u

(1)
3,3 + θ

(1)
3343,3u

(1)
4,3 = 0,

L
(1)
13

[
u
(1)
1

]
+ ψ(1)u

(1)
1,13 + L

(1)
23

[
u
(1)
3

]
+ L

(1)
33

[
u
(1)
4

]
+

+ θ
(1)
1143,3u

(1)
1,1 + θ

(1)
3343,3u

(1)
3,3 + θ

(1)
3443,3u

(1)
4,3 = 0,

(17)

для подложки x3 ≤ 0

L
(2)
1

[
u
(2)
1

]
+ θ(2)u

(2)
3,13 + ψ(2)u

(2)
4,13 = 0,

θ(2)u
(2)
1,13 + L

(2)
2

[
u
(2)
3

]
+ L

(2)
3

[
u
(2)
4

]
= 0,

ψ(2)u
(2)
1,13 + L

(2)
3

[
u
(2)
3

]
+ L

(2)
4

[
u
(2)
4

]
= 0,

(18)

для вакуума x3 > H ∑
k=1,3

u
(0)
4,kk = 0. (19)

Граничные условия на поверхности x3 = H :

Θ
(1)
31 = 0, Θ

(1)
33 = 0, (20)

в случае электрически свободной поверхности

d
(1)
3 = d

(0)
3 , u

(1)
4 = u

(0)
4 , (21)

в случае короткозамкнутой (металлизированной и заземленной) поверхности

u
(1)
4 = 0. (22)

Граничные условия на поверхности x3 = 0:

Θ31
(1) = Θ31

(2), Θ33
(1) = Θ33

(2), d3
(1) = d3

(2), u
(1)
k = u

(2)
k , k = 1, 3, 4. (23)
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Условие на бесконечности

u
(2)
1 , u

(2)
3 , u

(2)
4 |x3→−∞ → 0, u

(0)
4 |x3→∞ → 0. (24)

В уравнениях (17) и (18) использованы следующие обозначения:

L
(1)
11 = θ

(1)
1111

∂2

∂x12
+ θ

(1)
3113

∂2

∂x32
+ ρ(1)κ2

2, L
(1)
12 =M

(1)
1131

∂2

∂x12
+M

(1)
3133

∂2

∂x32
,

L
(1)
13 =M

(1)
1141

∂2

∂x12
+M

(1)
3143

∂2

∂x32
, L

(1)
22 = θ

(1)
1331

∂2

∂x12
+ θ

(1)
3333

∂2

∂x32
+ ρ(1)κ2

2,

L
(1)
23 = θ

(1)
1341

∂2

∂x12
+ θ

(1)
3343

∂2

∂x32
, L

(1)
33 = θ

(1)
1441

∂2

∂x12
+ θ

(1)
3443

∂2

∂x32
,

L
(2)
1 = L

(2)
11 , L

(2)
2 = L

(2)
22 , L

(2)
3 = L

(2)
23 , L

(2)
4 = L

(2)
33 ,

θ(n) = θ
(n)
1133 + θ

(n)
1313, ψ

(n) = θ
(n)
1143 + θ

(n)
3141.

(25)

Далее рассматриваются задача с поверхностью, свободно контактирующей с ва-
куумом (задача I — открытый случай), и задача с металлизированной и заземлен-
ной поверхностью (задача II — «короткозамкнутый случай»). Задача I описывается
системой уравнений движения (17)–(19) с обозначениями (25) и граничными усло-
виями (20), (21), (23) и (24), задача II — системой уравнений движения (17), (18),
(25) с граничными условиями (20), (22)–(24).

3. Решение задач. Решение задач I и II строится в пространстве образов Фу-
рье (α — параметр преобразования по координате x1) в виде традиционного разло-
жения по экспонентам для однородной подложки и линейно независимым решениям
задачи Коши с начальными условиями для неоднородного покрытия [29, 30]:

U (1)
p (α, x3) =

6∑
k=1

c
(1)
k y

(1)
sk (α, x3) , p = 1, 3, 4, s = 4, 5, 6, (26)

U (2)
p (α, x3) =

3∑
k=1

f
(2)
pk c

(2)
k eσ

(2)
k x3 , U

(0)
4 (α, x3) = c

(0)
1 e−αx3 , (27)

где y(1)sk (α, x3) — линейно независимые решения задачи Коши с начальными усло-
виями y(1)sk (α, 0) = δsk для уравнения

Y(1)′ = R(1) (α, x3)Y
(1), (28)

относительно Y(1) =
{
Y1

Σ,Y
1
u

}T
, где Y1

Σ =
{
Θ

F (1)
31 ,Θ

F (1)
33 , D

F (1)
3

}T

и Y1
u ={

U
(1)
1 , U

(1)
3 , U

(1)
4

}T

— расширенные векторы трансформант Фурье компонент тен-
зора напряжений, векторов индукции и смещений. Вид элементов матрицы
R(1) (α, x3) = ‖Rij‖6i,j=1 приведен в [30]. Участвующие в представлении решения

для однородной подложки (27) величины σ
(2)
k и коэффициенты f

(2)
pk приведены

в [29]. Уравнение (28) представляет собой систему обыкновенных дифференциаль-
ных уравнений с переменными коэффициентами, линейно независимые решения ко-
торой строятся на основе численного решения набора задач Коши с начальными
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условиями при фиксированных значениях параметра α. В настоящей работе для
решения (28) использован метод Рунге—Кутты—Мерсона. Метод обеспечивает вы-
сокую точность и быструю сходимость, позволяя контролировать погрешность и
автоматически менять шаг.

4. Дисперсионное уравнение. Структура дисперсионных уравнений задач I
и II для пьезоэлектрической структуры с неоднородным покрытием представима в
виде [29, 30]

detA = 0,A =

(
B(1) (H) G(1)

A(1) (0) B(2) (0)

)
. (29)

Размеры матрицыA и матриц ее составляющих определяются геометрией зада-
чи и граничными условиями. Матрица A(1) (0) в силу принятых начальных условий
задачи Коши, как для задачи I, так и для задачи II, является единичнойA(1) (0) = E
и имеет размерность 6 × 6. Для задачи I матрица A имеет размерность 10× 10, ее
составляющие в соответствии с граничными условиями (20), (21), (23), (24) и пред-
ставлениями (26), (27) принимают вид

B(1) (H) =
∥∥∥B(1)

ij

∥∥∥4,6
i=1,j=1

,B(2) (0) =
∥∥∥B(2)

ij

∥∥∥6,4
i=1,j=1

,G(1) = ‖Gij‖4i,j=1 , (30)

B
(1)
ij = γiy

(1)
ij , B

(1)
4j = γ4y

(1)
6j , γ1 = γ2 = 1, γ3 = γ4 = eαH , i = 1, ..3, j = 1, .., 6,

G34 = −ε0α, G44 = −1, Gij = 0, i = 1, 2, 3, j = 1, 2, B
(2)
j4 = 0, j = 1, .., 6,

B
(2)
1k = c

(2)
44 σ

(2)
k f

(2)
1k − iαc

(2)
44 f

(2)
3k − iαe

(2)
15 f

(2)
4k ,

B
(2)
2k = −iαc(2)13 f

(2)
1k + c

(2)
33 σ

(2)
k f

(2)
3k + e

(2)
33 σ

(2)
k f

(2)
4k ,

B
(2)
3k = −iαe(2)31 f

(2)
1k + e

(2)
33 σ

(2)
k f

(2)
3k − ε

(2)
33 σ

(2)
k f

(2)
4k ,

B
(2)
ik = −f (2)

pk , i = 4, 5, 6, p = 1, 3, 4, k = 1, 2, 3.

(31)

Для задачи II матрица A имеет размерность 9×9, с учетом граничных условий
(20), (22)–(24) матрицы, ее составляющие принимают вид

B(1) (H) =
∥∥∥B(1)

ij

∥∥∥3,6
i=1,j=1

,B(2) (0) =
∥∥∥B(2)

ij

∥∥∥6,3
i=1,j=1

,G(1) = ‖Gij‖3i,j=1 = 0, (32)

при этом матрицы B(1) (H) и B(2) (0) получаются путем вычеркивания 3-й строки
и 4-го нулевого столбца соответствующих матриц задачи I в представлениях (31), в
матрице B(1) (H) коэффициент γi = 1.

5. Численный анализ. Рассмотрены пьезоэлектрические структуры с покры-
тиями, выполненными из различных видов пьезокерамик на основе PZT (см. табли-
цу) [29]. Материалы m1 и m2, m3, представляют собой основной материал структу-
ры — керамику PZT-5 и материалы высокоскоростного и низкоскоростного включе-
ний — PZT DL-61HD и PZT DL-40 соответственно.

В рамках предположений раздела 2 представим участвующие в (1) функции
f
(1)
s (x3) (s = ρ, c, e, ε) в виде

f (1)
s (x3) = g1s + g2sf (x3) .
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Параметры материалов

ρ · 103, кг · м−3 cij · 1011, Н · м−2 eij , С · м−2 εij/ε(0)

c11 c12 c13 c33 c44 e15 e31 e33 ε11 ε33
m1 7.75 1.21 0.754 0.752 1.11 0.211 12.3 −5.40 15.8 916 830
m2 8.20 1.46 0.960 1.00 1.30 0.390 33.1 −15.8 25.3 2810 2520
m3 7.70 1.78 1.01 0.920 1.24 0.230 6.20 −0.10 9.00 290 210

Параметры g1s , g
2
s представляют собой модули основного материала и мате-

риалов включений, f (x3) определяет характер изменения параметров по толщине
покрытия, локализацию изменений и величину зоны перехода одного материала в
другой. В работе рассмотрен случай локализации включения в середине покрытия.
Основание зоны перехода материала m1 в другие материалы предполагается посто-
янным.

Определение НДС покрытия. НДС покрытия полагается однородным, со-
здается за счет действия механических напряжений и однородного электростати-
ческого поля, определяется условием (2). При наличии начального электрического
поля компоненты в декартовой системе координат для материалов класса 6mm име-
ют вид [21–23, 30]

P11 = c
(1)
11 S11 + c

(1)
12 S22 + c

(1)
13 S33 − e

(1)
31 W

0
3 +m11,

P22 = c
(1)
12 S11 + c

(1)
11 S22 + c

(1)
13 S33 − e

(1)
31 W

0
3 +m22,

P33 = c
(1)
13 S11 + c

(1)
13 S22 + c

(1)
33 S33 − e

(1)
33 W

0
3 +m33,

d1 = ε
(1)
11 W

0
1 + de1, d

(1)
2 = ε

(1)
11 W

0
2 + de2,

d3 = e
(1)
31 S11 + e

(1)
31 S22 + e

(1)
33 S33 + ε

(1)
33 W

0
3 + de3, mkk = ε(0)Jv−1

k

(
2E2

k − E2
)
/2,

dek = ε(0)JW 0
k , E

2 = E1
2 + E2

2 + E3
2, Ek =W 0

k /vk.

(33)

Здесь W 0
k — заданные компоненты вектора напряженности начального электроста-

тического поля. Параметры НДС определяются из решения системы (33) в зави-
симости от способа его задания и условий, налагаемых на начальные воздействия.
Рассмотрены НДС: 1x 1 (P11 = P , P22 = P33 = 0, W = {0, 0, 0}), 1x 2 (P22 = P ,
P11 = P33 = 0, W = {0, 0, 0}), 1x 3 (P33 = P P11 = P22 = 0, W = {0, 0, 0}) и 1x1E

±
3

(P11 = P , P22 = P33 = 0, W =
{
0, 0,±W 0

}
).

На рис. 2–4 приведены скорости ПАВ для пьезоэлектрических структур с неод-
нородным покрытием в ЕС (рис. 2), с учетом механических (рис. 3) и электростати-
ческих (рис. 4) воздействий. На рисунках представлены графики скоростей V I

F /V
(2)
Se

и V II
F /V

(2)
Se , рассчитанных для задач I и II (где V

I,II
F = κ2e/ξ

I,II решения диспер-
сионного уравнения (29) с обозначениями (30)–(32) для соответствующих задач).

На рис. 2, a–г показано влияние высокоскоростного (m2) (кривые 1, рис. 2, а, в)
и низкоскоростного (m3) (кривые 2, рис. 2, б, г) включений на скорости ПАВ задач I
и II. Штриховые линии отвечают скоростям ПАВ задачи I, сплошные линии — ско-
ростям задачи II. На рис. 2, в, г даны фрагменты рис. 2, а, б соответственно.

Из рисунков видно, что для задач I и II при высокоскоростном включении
(m2) характерно небольшое падение скорости от V

I(2)
R или V II(2)

R значения рэлеев-
ской волны полупространства задач I или II до некоторых минимальных значений
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Рис. 2. Влияние характера включения покрытия на скорости ПАВ задач I и II: а, в — высо-
коскоростное включение (m2); б, г — низкоскоростное включение (m3); в, г — фрагменты а и б
соответственно.

V Imin
R или V IImin

R с последующим ростом скорости до максимальных значений, ко-
торые достигаются на частотах κI+ и κII+ . С ростом частоты скорости ПАВ выходят
на значения соответствующих скоростей рэлеевских волн. В случае низкоскорост-
ного включения (m3) отклонение от скоростей V

I(2)
R или V II(2)

R происходит только
в области низких частот, однако на средних частотах κII0 и κI0 появляются высоко-
скоростные моды ПАВ, которые почти совпадают для задач I и II.

На рис. 3, а–г показано влияние одноосного 1х 1 НДС на скорости ПАВ для вы-
сокоскоростного (m2) (кривые 1, рис. 3, а, в) и низкоскоростного (m3) (кривые 2,
рис. 3, б, г) включения на скорости ПАВ задач I и II. Штриховые линии соответ-
ствуют растяжению (v=1.03), сплошные линии — сжатию (v=0.97) вдоль оси х 1.
Пунктирными линиями отмечены кривые скоростей в ЕС. Как и в предыдущем
случае, верхними индексами отмечены кривые скоростей соответствующих задач.

Из сравнения рис. 2 и 3 следует, что, независимо от характера включения, для
задач I и II сжатие вдоль оси х 1 для первых мод приводит к уменьшению значений
скорости (сплошные линии), растяжение — к росту значений (штриховые линии) во
всем частотном диапазоне. Следует отметить, что в случае покрытия с низкоско-
ростным включением (m3) при растяжении в рассматриваемом частотном диапа-
зоне нет высокоскоростных мод, при сжатии высокоскоростные моды появляются в
большем количестве на более низких частотах. Такой эффект может иметь значение
при разработке акустоэлектронных устройств, микроэлектромеханических систем,
сенсоров деформации, основанных на использовании ПАВ.
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Рис. 3. Влияние одноосного 1х1 НДС на скорости ПАВ задач I и II : а, в — высокоскоростное
(m2) включение; б, г — низкоскоростное (m3) включение; в, г — фрагменты а и б соответственно.

V
V

V
V

V V

Рис. 4. Влияние совместных начальных механических и электростатических воздействий на
скорости ПАВ. Задача II: а — включение m2; б — включение m3.

На рис. 4, а, б приведено совместное влияние механических напряжений 1x 1 с де-
формацией вдоль х 1 v = 1.03 и электростатического поля (0, 0, ±W0) (НДС 1x1E

±
3 )

на скорости ПАВ для задачи II с высокоскоростным (рис. 4, а) и низкоскоростным
(рис. 4, б ) включением. Штриховые линии отвечаютW 0 = ±0.001 (в размерных еди-
ницах 1·107 В/м), пунктирные — W 0 = ±0.01 (в размерных единицах 1·108 В/м).

Из рисунков видно, что наличие начального электростатического поля малой
напряженности в зависимости от направленности вектора напряженности может
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незначительно ослаблять или усиливать действие механических напряжений. Уве-
личение напряженности приводит не только к значительному изменению скоростей
ПАВ, но и существенно меняет структуру поверхностного волнового поля. Это поз-
воляет за счет воздействия электростатическим полем управлять структурой и па-
раметрами ПАВ.

6. Выводы. В работе предложен подход к исследованию влияния начальных
механических и электрических воздействий на рэлеевские волны в пьезоэлектриче-
ских структурах с неоднородным преднапряженным покрытием. Структура моде-
лируется однородным пьезоэлектрическим полупространством с двухкомпонентным
покрытием из ФГПМ, свойства которого меняются по толщине от параметров мате-
риала подложки до параметров высокоскоростного или низкоскоростного включе-
ний. Материалы подложки и покрытия в естественном состоянии (ЕС) выполнены
из различных видов пьезокерамик на основе PZT, оси симметрии которых совпада-
ют и ориентированы по нормали к поверхности среды. Исследовано влияние типа
неоднородности и характера начальных механических воздействий с учетом и без
учета начального электростатического поля на особенности распространения рэле-
евских волн. Показано, что, независимо от характера включения, для задач I и II
сжатие вдоль оси распространения волны для первых мод рэлеевских волн при-
водит к уменьшению значений скорости, растяжение — к росту значений во всем
частотном диапазоне. Начальное электростатическое поле малой напряженности в
зависимости от его направленности может незначительно ослаблять или усиливать
действие начальных механических напряжений. Увеличение напряженности приво-
дит к дополнительным деформациям материала, значительному изменению скоро-
стей ПАВ и существенным изменениям структуры поверхностного волнового поля.
Тем самым возникает возможность управления структурой и параметрами ПАВ
путем воздействия электростатическим полем. Это может представлять определен-
ный интерес при разработке функционально ориентированных акустоэлектронных
устройств, сенсоров и микроэлектромеханических систем.
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Rayleigh waves in an electroelastic medium with
prestressed inhomogeneous coating∗

Т. I. Belyankova, V.V.Kalinchuk
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41, pr. Chekhova, Rostov-on-Don, 344006, Russian Federation

For citation: Belyankova Т. I., Kalinchuk V.V. Rayleigh waves in an electroelastic medium
with prestressed inhomogeneous coating. Vestnik of Saint Petersburg University. Mathematics.
Mechanics. Astronomy, 2023, vol. 10 (68), issue 4, pp. 600–615.
https://doi.org/10.21638/spbu01.2023.402 (In Russian)

An approach to studying the influence of initial mechanical stresses and an electrostatic
field on the structure and behavior of Rayleigh waves in piezoelectric media with non-
homogeneous coatings is proposed. This paper considers two-component coatings made of
functionally graded piezoelectric material with high-speed (the speed of the shear wave
inclusion is greater than the speed of the shear wave in the substrate) or low-speed (the
speed of the shear wave inclusion is less than the speed of the shear wave in the substrate)
inclusions. The initially deformed state of the coating is induced by the separate or combined
action of initial mechanical stresses and an external electrostatic field. The influence of the
type of non-homogeneity and the nature of initial mechanical stresses in the presence or
absence of an initial electrostatic field on the features of Rayleigh wave propagation for
problems with an electrically open or shorted surface is studied. It is established that the
presence of a low-intensity initial electrostatic field only slightly affects the action of initial
mechanical stresses depending on its direction. The presence of a high-intensity electrostatic
field leads to additional deformation of the material, significant changes in the speeds of
PAV modes, and substantial changes in the structure of the surface wave field. The obtained
results are presented in dimensionless parameters and may be of practical interest in the
development, design, and optimization of new materials for micro- and nanoscale devices
and devices on Rayleigh surface acoustic waves with high performance characteristics.
Keywords: piezoelectric structure, substrate, heterogeneous coating, functionally graded
piezoelectric material, initial stresses, initial deformed state, external electrostatic field,
surface acoustic waves, Rayleigh waves.
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