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Исследуется проблема сохранения устойчивости при дискретизации некоторых классов
систем нелинейных дифференциальных уравнений. Рассматриваются системы Персид-
ского, системы Лурье непрямого управления и системы, правые части которых имеют
каноническую структуру. Предполагается, что нулевые решения этих систем глобально
асимптотически устойчивы. Определяются условия, гарантирующие асимптотическую
устойчивость нулевых решений соответствующих разностных систем. Ранее такие усло-
вия были установлены для случая, когда дискретизация проводилась с помощью явного
метода Эйлера. В данной работе разностные схемы строятся на основе неявного метода
Эйлера. Для полученных дискретных систем доказаны теоремы о локальной и глобаль-
ной асимптотической устойчивости, выведены оценки времени переходных процессов.
Для систем с канонической структурой правых частей на основе подхода В. И. Зубова
предложена модифицированная неявная вычислительная схема, обеспечивающая со-
гласование скорости сходимости решений к началу координат для дифференциальной
и соответствующей разностной систем. Показано, что неявные вычислительные схе-
мы могут гарантировать сохранение асимптотической устойчивости при менее жестких
ограничениях на шаг дискретизации и правые части рассматриваемых систем по срав-
нению с ограничениями, полученными с использованием явного метода. Приводится
пример, иллюстрирующий установленные теоретические выводы.
Ключевые слова: разностные системы, дискретизация, неявный метод Эйлера, асимп-
тотическая устойчивость, функции Ляпунова, консервативные численные методы.

1. Введение. При решении задач анализа и синтеза управляемых систем доволь-
но часто непрерывные модели приближенно заменяются дискретными [1–6]. Для это-
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го используются различные численные методы и схемы дискретизации [7–10]. Однако
в результате перехода к дискретному виду модель может терять важные качественные
характеристики, присущие исследуемой системе (интегралы движения, интегральные
инварианты, устойчивость программных режимов и т. д.). Для решения указанной
проблемы применяются так называемые консервативные численные методы, осно-
ванные на специальной корректировке вычислительных процедур, обеспечивающей
согласованность свойств непрерывных и соответствующих им дискретных моделей
[1, 7, 8, 10]. В то же время следует отметить, что такой подход приводит к значитель-
ному усложнению разностных схем. Потому актуальную задачу представляет собой
нахождение классов систем и используемых для них численных методов, для кото-
рых можно гарантировать, что качественные характеристики моделей сохраняются
при дискретизации без дополнительной коррекции вычислительных процедур.

Одним из простейших методов численного интегрирования дифференциальных
уравнений является метод Эйлера, применяющийся как в явной, так и неявной фор-
ме. Условия сходимости и устойчивости явных и неявных схем Эйлера хорошо изу-
чены для линейных [7, 8] и некоторых классов нелинейных систем [11–13]. В статье
[14] исследовалась проблема дискретизации нелинейных однородных систем. Было
показано, что использование явного метода Эйлера для глобальной аппроксимации
решений однородных систем с ненулевым порядком однородности проблематично,
а неявная схема Эйлера более перспективна. Эти результаты получили дальнейшее
развитие в работах [15–17].

В настоящей статье рассматриваются три класса нелинейных систем дифферен-
циальных уравнений: системы Персидского, системы Лурье непрямого управления
и системы, правые части которых имеют каноническую структуру. Исследуются усло-
вия сохранения асимптотической устойчивости нулевых решений при дискретизации
этих систем. Такие условия были найдены в [18, 19] в случае, когда дискретизация
проводилась с помощью явного метода Эйлера. В данной работе выводятся условия
существования и сходимости к нулю аппроксимаций, построенных неявным методом
Эйлера. Показывается, что неявные вычислительные схемы могут гарантировать со-
хранение асимптотической устойчивости для соответствующих дискретных моделей
при менее жестких ограничениях на шаг дискретизации и правые части систем по
сравнению с ограничениями, установленными с использованием явного метода.

Следует отметить, что для неявных методов Эйлера есть известные условия
устойчивости сходимости и контрактивности (см., например, [8, п. 2.4]). Однако
ни устойчивость сходимости, ни контрактивность не гарантируют асимптотической
устойчивости. Указанные условия основаны на использовании матриц Якоби правых
частей рассматриваемых систем и одностороннего условия Липшица или логарифми-
ческой нормы матрицы [8]. Данный подход, вообще говоря, не применим для анализа
асимптотической устойчивости решений изучаемых в настоящей работе систем, осо-
бенно если их правые части существенно нелинейны (для такого случая и логариф-
мическая норма, и односторонняя константа Липшица будут неотрицательными).

2. Системы Персидского. Пусть задана система обыкновенных дифферен-
циальных уравнений

ż(t) = Aφ(z(t)). (1)

Здесь z(t) = (z1(t), . . . , zn(t))
⊤ ∈ Rn — вектор состояния системы, A — постоянная

матрица, φ(z) — непрерывная при всех z ∈ Rn вектор-функция сепарабельного ти-
па, т. е. φ(z) = (φ1(z1), . . . , φn(zn))

⊤, компоненты которой удовлетворяют секторным
условиям: ziφi(zi) > 0 при zi ̸= 0, i = 1, . . . , n.
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Система (1) — это классическая система Персидского [20]. Такие системы широко
применяются при моделировании систем автоматического регулирования, нейронных
сетей, цифровых фильтров, в задачах моделирования взаимодействия видов в биоло-
гических сообществах, а также в ряде других областей (см. [21–24]).

Предположение 1. Функции φi(zi) непрерывно дифференцируемы и строго
возрастают при zi ∈ (−∞,+∞), причем φi(zi) → −∞ при zi → −∞ и φi(zi) → +∞
при zi → +∞, i = 1, . . . , n.

Предположение 2. Матрица A диагонально устойчива [21], т. е. существует
диагональная положительно определенная матрица Λ такая, что матрица ΛA+A⊤Λ
отрицательно определена.

Предположение 3. При любом векторе y ∈ Rn и любом числе h > 0 система

z = y + hAφ(z) (2)

однозначным образом разрешима относительно z.
Замечание 1. Условия однозначной разрешимости системы (2) были получены

в статье [25].
Замечание 2. Из результатов работ [21, 25] следует, что предположения 2 и 3

справедливы в случае, когда матрица A метцлерова и гурвицева.
Используя непрерывность функции φ(z) и секторные условия, нетрудно пока-

зать, что система (1) имеет нулевое решение. Известно [21], что при выполнении пред-
положений 1 и 2 это решение глобально асимптотически устойчиво, причем функцию
Ляпунова для (1) можно выбрать в виде

V (z) =

n∑
i=1

λi

zi∫
0

φi(s)ds, (3)

где λi — диагональные элементы матрицы Λ. Исследуем условия сохранения асимп-
тотической устойчивости при дискретизации. В [19] такие условия были установлены
в случае, когда к изучаемым уравнениям применялся явный метод Эйлера. Однако
следует заметить, что в [19] для доказательства глобальной асимптотической устой-
чивости нулевого решения соответствующей разностной системы требовалось, чтобы
вектор-функция φ(z) была глобально липшицевой, и накладывались довольно жест-
кие ограничения на шаг дискретизации.

В настоящей статье рассмотрим разностную систему, построенную с помощью
неявного метода Эйлера:

x(k + 1) = x(k) + hAφ(x(k + 1)). (4)

Здесь x(k) = (x1(k), . . . , xn(k))
⊤ ∈ Rn, h — положительный коэффициент (шаг дис-

кретизации), k = 0, 1, . . ..
Теорема 1. Пусть выполнены предположения 1–3. Тогда для любого h > 0

и каждого вектора x0 ∈ Rn решение x(k) системы (4), начинающееся при k = 0
в точке x0, существует, единственно и определено при всех k = 0, 1, . . ., а нулевое
решение глобально асимптотически устойчиво при любом шаге дискретизации.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Существование, единственность и бесконечная продол-
жимость решений обеспечивается предположением 3. Заметим также, что решение
системы (2) непрерывно зависит от y. Поэтому x(k+1) будет непрерывной функцией
от x(k).
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Для доказательства глобальной асимптотической устойчивости нулевого реше-
ния выбираем функцию Ляпунова в виде (3), где λi — диагональные элементы мат-
рицы Λ, обладающей свойствами, указанными в предположении 2. Эта функция по-
ложительно определена, причем V (z) → +∞ при ∥z∥ → ∞ (здесь и далее ∥ · ∥ —
евклидова норма вектора).

Рассмотрим приращение V (z) на решениях системы (4). Имеем соотношения

∆V = V (x(k + 1))− V (x(k)) = h

n∑
i,j=1

λiaijφi(xi(k + 1))φj(xj(k + 1))−

− h2

2

n∑
i=1

λiφ
′
i(xi(k + 1) + θk(xi(k)− xi(k + 1)))

 n∑
j=1

aijφj(xj(k + 1))

2

⩽

⩽ hφ⊤(x(k + 1))(ΛA+A⊤Λ)φ(x(k + 1)) ⩽ −αh∥φ(x(k + 1))∥2,
в которых aij — элементы матрицы A, θk ∈ (0, 1), α — положительная постоянная.
Следовательно (см. [2, 3]), нулевое решение системы (4) глобально асимптотически
устойчиво. Теорема 1 доказана. □

Покажем теперь, что в случае, когда предположение 3 не выполнено, за счет
выбора достаточно малого шага дискретизации можно обеспечить локальную асимп-
тотическую устойчивость нулевого решения системы (4) с любой наперед заданной
ограниченной областью притяжения.

Теорема 2. Пусть справедливы предположения 1 и 2. Тогда для любого Q > 0
найдется h0 > 0 такое, что при каждом фиксированном h ∈ (0, h0] и любом x0,
удовлетворяющем условию ∥x0∥ ⩽ Q, решение x(k) системы (4), начинающееся
при k = 0 в точке x0, существует, единственно, определено при всех k = 0, 1, . . .,
и ∥x(k)∥ → 0 при k → ∞, а нулевое решение будет асимптотически устойчивым.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Выберем Q > 0. Функцию Ляпунова снова строим по
формуле (3). Тогда (см. доказательство теоремы 1), если решение x(k) системы (4),
начинающееся при k = 0 в точке x0, определено при k = 0, . . . ,m, то V (x(k)) ⩽ V (x0),
k = 1, . . . ,m. Значит, найдется число Q̃ > 0 такое, что ∥x(k)∥ ⩽ Q̃ при ∥x0∥ ⩽ Q,
k = 0, . . . ,m. Отметим, что величина Q̃ не зависит от шага дискретизации.

С помощью замены переменной u = z − y представим систему (2) следующим
образом:

u = hAφ(u+ y). (5)

Нетрудно проверить, что число h0 > 0 можно выбрать так, чтобы при каждом фик-
сированном h ∈ (0, h0] и любом y, удовлетворяющем условию ∥y∥ ⩽ Q̃, для оператора
hAφ(u + y) в области D = {u ∈ Rn : ∥u∥ ⩽ 2Q̃} выполнялись требования теоремы
Банаха. Тогда в этой области система (5) будет иметь единственное решение, которое
непрерывно зависит от y. Значит, если h ∈ (0, h0] и ∥x0∥ ⩽ Q, то из (4) однознач-
ным образом находится решение x(k), определенное при всех k = 0, 1, . . . и такое, что
x(0) = x0, ∥x(k)∥ ⩽ Q̃, k = 0, 1, . . ..

Сходимость к нулю последовательности ∥x(k)∥ и асимптотическая устойчивость
нулевого решения следуют из оценки приращения функции Ляпунова, полученной
при доказательстве теоремы 1. Теорема 2 доказана.

Далее рассмотрим функции φi(zi) специального вида.
Предположение 4. Пусть φi(zi) = zµi

i , где µi — рациональные числа с нечет-
ными числителями и знаменателями, причем µi > 1, i = 1, . . . , n.
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Покажем, что при таких функциях существование, единственность и продолжи-
мость решений системы (4) можно обеспечить при любом шаге дискретизации за счет
соответствующего выбора области допустимых начальных данных решений. Кроме
того, в этом случае можно получить оценки времени переходных процессов в систе-
ме (4).

Теорема 3. Пусть выполнены предположения 2 и 4. Тогда для любого h > 0
найдутся положительные числа Q, c, d1, . . . , dn такие, что при каждом x0, удовле-
творяющем условию ∥x0∥ ⩽ Q, решение x(k) системы (4), начинающееся при k = 0
в точке x0, существует, единственно и определено при всех k = 0, 1, . . ., причем
справедливы оценки

xµi+1
i (k) ⩽ di

n∑
i=1

xµi+1
i (0)

(
1 + c

(
n∑

i=1

xµi+1
i (0)

)ρ

k

)−1/ρ

, i = 1, . . . , n, (6)

где ρ = maxi=1,...,n(µi − 1)/(µi + 1).
Д о к а з а т е л ь с т в о. Произвольным образом задаем и фиксируем шаг

дискретизации h > 0. Теперь для оператора, стоящего в правой части системы (5),
выполнение требований теоремы Банаха в области D и при любом y, удовлетворяю-
щем условию ∥y∥ ⩽ Q̃, можно гарантировать за счет выбора достаточно малого зна-
чения Q̃.

Функция (3) в данном случае принимает вид

V (z) =

n∑
i=1

λi
µi + 1

zµi+1
i .

Снова получаем, что если решение x(k) системы (4), начинающееся при k = 0 в точке
x0, определено при k = 0, . . . ,m, то V (x(k)) ⩽ V (x0), k = 1, . . . ,m. По выбранному
значению Q̃ найдем Q > 0 такое,что если V (x(k)) ⩽ max∥z∥⩽Q V (z), то ∥x(k)∥ ⩽ Q̃.
Тогда при ∥x0∥ ⩽ Q решение x(k) системы (4), начинающееся при k = 0 в точке x0, су-
ществует, единственно и определено при всех k = 0, 1, . . ., причем x(k+1) непрерывно
зависит от x(k).

На таких решениях имеют место неравенства

V (x(k + 1))− V (x(k)) ⩽ −α1h

n∑
i=1

x2µi

i (k + 1) ⩽ −α2hV
ρ+1(x(k + 1)), (7)

V (x(k + 1))− V (x(k)) ⩾ −α3h

n∑
i=1

x2µi

i (k + 1) −

− α4h
2

n∑
i=1

x2µi

i (k + 1)

n∑
j=1

(xi(k + 1) + θk(xi(k)− xi(k + 1)))µi−1, (8)

здесь α1, α2, α3, α4 — положительные коэффициенты, θk ∈ (0, 1).
С использованием соотношения (8) нетрудно проверить, что если величина Q̃

достаточно мала, то V (x(k)) ⩽ 2V (x(k + 1)). Тогда из (7) следует, что

V (x(k + 1)) ⩽ V (x(k))− α2h2
−(ρ+1)V ρ+1(x(k)). (9)
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Применяя к разностному неравенству (9) лемму из статьи [18], приходим к оценкам
(6). Теорема 3 доказана.

Замечание 3. Неравенства (6) согласуются с неравенствами, установленными
в [26] и [19] для соответствующей непрерывной системы и ее дискретного аналога,
построенного с помощью явного метода Эйлера (в указанных работах были получены
аналогичные степенные оценки с теми же самыми показателями степеней).

3. Система Лурье непрямого управления. Далее рассмотрим систему

ξ̇(t) = Pξ(t) + bf(σ(t)),

σ̇(t) = c⊤ξ(t) + df(σ(t)),
(10)

в которой ξ(t) ∈ Rl, σ(t) ∈ R, P — постоянная матрица, b и c — постоянные векто-
ры, f(σ) — непрерывная при всех σ ∈ R скалярная нелинейность секторного типа
(σf(σ) > 0 при σ ̸= 0), d — постоянный коэффициент.

Заметим, что (10) представляет собой классическую систему Лурье непрямого
управления [27]. Ее можно рассматривать как частный случай системы (1), полагая
n = l+1, z(t) = (ξ⊤(t), σ(t))⊤, φi(zi) = zi при i = 1, . . . , n− 1, φn(zn) = f(zn). Однако
наличие только одной нелинейности в некоторых случаях позволяет гарантировать
сохранение асимптотической устойчивости при дискретизации системы (10) при менее
жестких ограничениях по сравнению с установленными для системы (1).

Предположение 5. Функция f(σ) непрерывно дифференцируема и строго воз-
растает при σ ∈ (−∞,+∞), причем f(σ) → −∞ при σ → −∞ и f(σ) → +∞ при
σ → +∞.

Предположение 6. Существует положительно определенная матрица M такая,
что матрица

L =

(
MP + P⊤M 1

2c+Mb
1
2c

⊤ + b⊤M d

)
отрицательно определена.

Замечание 4. Условия, при выполнении которых справедливо предположение 6,
хорошо известны (см. [28, 29]). В частности, для существования требуемой матри-
цы M необходимо, чтобы коэффициент d был отрицательным, а матрица P — гурви-
цевой.

Замечание 5. Если выполнены предположения 5 и 6, то положительно опреде-
ленную функцию Ляпунова, гарантирующую глобальную асимптотическую устойчи-
вость нулевого решения системы (10), можно выбрать в виде «квадратичная форма
плюс интеграл от нелинейности»:

V (ξ, σ) = ξ⊤Mξ +

σ∫
0

f(s)ds. (11)

Применяя к (10) неявный метод Эйлера, приходим к системе разностных урав-
нений

ζ(k + 1) = ζ(k) + hPζ(k + 1) + hbf(η(k + 1)),

η(k + 1) = η(k) + hc⊤ζ(k + 1) + hdf(η(k + 1)),
(12)

в которой ζ(k) ∈ Rl, η(k) ∈ R, h — положительный коэффициент (шаг дискретиза-
ции), k = 0, 1, . . ..

Вестник СПбГУ. Прикладная математика. Информатика... 2023. Т. 19. Вып. 3 309



Теорема 4. Пусть справедливы предположения 5 и 6. Тогда можно указать
h0 > 0 такое, что при каждом h ∈ (0, h0] и для любой точки (ζ⊤0 , η0)

⊤ ∈ Rl+1 реше-
ние системы (12), выходящее при k = 0 из этой точки, существует, единственно
и определено при всех k = 0, 1, . . ., а нулевое решение глобально асимптотически
устойчиво.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Из первой группы уравнений системы (12) находим,
что

ζ(k + 1) = (I − hP )−1ζ(k) + hf(η(k + 1))(I − hP )−1b,

где I — единичная матрица. Тогда

η(k + 1)− hf(η(k + 1))
(
d+ hc⊤(I − hP )−1b

)
= η(k) + hc⊤(I − hP )−1ζ(k).

В силу предположения 6 имеем d < 0. Значит, если h достаточно мало, то вы-
полнено неравенство d+ hc⊤(I − hP )−1b ⩽ 0. Это гарантирует существование, един-
ственность и бесконечную продолжимость решений системы (12).

Рассмотрев теперь приращение функции Ляпунова (11) на решениях изучаемой
системы, получаем

∆V = V (ζ(k + 1), η(k + 1))− V (ζ(k), η(k)) =

η(k+1)∫
η(k)

f(s)ds+ ζ(k + 1)⊤Mζ(k + 1) −

− (ζ(k + 1)− hPζ(k + 1)− hbf(η(k + 1)))⊤M(ζ(k + 1)− hPζ(k + 1)− hbf(η(k + 1))) =

= h
(
ζ⊤(k+1)(MP +P⊤M)ζ(k+1)+ f(η(k+1))(2Mb+ c)⊤ζ(k+1)+ df2(η(k+1))

)
−

− h2(Pζ(k + 1) + bf(η(k + 1)))⊤M(Pζ(k + 1) + bf(η(k + 1))) −

− 1

2
(η(k+1)−η(k+1))2f ′(η(k+1)+θk(η(k)−η(k+1))) ⩽ −αh(∥ζ(k+1)∥2+f2(η(k+1))).

Здесь α — положительная постоянная, θk ∈ (0, 1). Теорема 4 доказана.
Далее рассмотрим функцию f(σ) специального вида.
Предположение 7. Пусть f(σ) = σµ, где µ — рациональное число с нечетными

числителем и знаменателем, причем µ > 1.
Теорема 5. Если выполнены предположения 6 и 7, то для каждого h > 0 най-

дутся положительные числа Q, β1, β2, β3 такие, что для любой точки (ζ⊤0 , η0)
⊤,

удовлетворяющей условию ∥(ζ⊤0 , η0)⊤∥ ⩽ Q, решение (ζ⊤(k), η(k))⊤ системы (12),
начинающееся при k = 0 в этой точке, существует, единственно и определено при
всех k = 0, 1, . . ., причем справедливы неравенства

∥ζ(k)∥2 ⩽ β1V (ζ0, η0)
(
1 + β3V

µ−1
µ+1 (ζ0, η0)k

)− µ+1
µ−1

, (13)

|η(k)|µ+1 ⩽ β2V (ζ0, η0)
(
1 + β3V

µ−1
µ+1 (ζ0, η0)k

)− µ+1
µ−1

, (14)

где
V (ξ, σ) = ξ⊤Mξ +

1

µ+ 1
σµ+1.
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Доказательство данной теоремы проводится аналогично доказательству теоре-
мы 3.

Замечание 6. Оценки (13), (14) согласуются с оценками, установленными в [30,
31] для соответствующей непрерывной системы и ее дискретного аналога, построен-
ного с помощью явного метода Эйлера.

4. Системы с канонической структурой правых частей. Пусть задана си-
стема дифференциальных уравнений

ż(t) =
∂W (z(t))

∂z
+G(z(t))z(t), (15)

здесь z(t) ∈ Rn, функция W (z) непрерывно дифференцируема при z ∈ Rn, G(z) —
непрерывная при z ∈ Rn кососимметрическая матрица (G⊤(z) = −G(z)).

Согласно теореме В. И. Зубова о канонической структуре силового поля (см. [1]),
любая автономная система дифференциальных уравнений с непрерывно дифферен-
цируемыми правыми частями представима в виде (15), при этом W (z) является по-
тенциалом силового поля, а вектор H(z) = G(z)z определяет соленоидальную (гиро-
скопическую) составляющую поля, которая не производит работы при перемещении
вдоль радиус-вектора: z⊤H(z) ≡ 0.

Предположение 8. Пусть W (z) — отрицательно определенная однородная по-
рядка µ+ 1 функция, µ > 1.

При выполнении данного предположения система (15) имеет нулевое решение,
которое асимптотически устойчиво в целом, причем в качестве функции Ляпунова
можно выбрать функцию

V (z) = ∥z∥2. (16)

Проблема сохранения устойчивости при дискретизации системы (15) исследова-
лась в работе [18]. Применялся явный метод Эйлера. Было показано, что при любом
сколь угодно малом шаге дискретизации асимптотически устойчивой системе диф-
ференциальных уравнений (15) может соответствовать неустойчивая разностная си-
стема. Таким образом, возникает необходимость коррекции вычислительной схемы
для того, чтобы обеспечить согласованность дифференциальных и соответствующих
им разностных уравнений в смысле асимптотической устойчивости нулевых решений.
Для решения этой задачи в [18] использовался предложенный В. И. Зубовым подход
к построению консервативных численных методов (см. [1]). Однако модифицирован-
ная разностная схема усложняет вычисления. Кроме того, чтобы гарантировать ее
устойчивость, в [18] накладывались довольно сильные ограничения на шаг дискре-
тизации.

В настоящей статье применим к (15) неявный метод Эйлера. Получим систему

x(k + 1) = x(k) + h

(
∂W (x(k + 1))

∂z
+G(x(k + 1))x(k + 1)

)
, (17)

в которой x(k) ∈ Rn, h — положительный коэффициент, k = 0, 1, . . ..
Предположение 9. Правые части уравнений (15) в любой ограниченной обла-

сти удовлетворяют условию Липшица.
Теорема 6. Пусть справедливы предположения 8 и 9. Тогда для любого Q > 0

найдется h0 > 0 такое, что при каждом фиксированном h ∈ (0, h0] и любом x0,
удовлетворяющем условию ∥x0∥ ⩽ Q, решение x(k) системы (17), начинающееся
при k = 0 в точке x0, существует, единственно, определено при всех k = 0, 1, . . .,
и ∥x(k)∥ → 0 при k → ∞, а нулевое решение будет асимптотически устойчивым.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрев приращение функции Ляпунова (16) на
решениях системы (17), имеем, что

∆V = ∥x(k + 1)∥2 −
∥∥∥∥x(k + 1)− h

(
∂W (x(k + 1))

∂z
+G(x(k + 1))x(k + 1)

)∥∥∥∥2 =

= 2h(µ+ 1)W (x(k + 1))− h2
∥∥∥∥∂W (x(k + 1))

∂z
+G(x(k + 1))x(k + 1)

∥∥∥∥2 ⩽

⩽ −αh(µ+ 1)∥x(k + 1)∥µ+1, (18)

где α = const > 0. Значит, если решение x(k), выходящее при k = 0 из точки x0,
определено при k = 0, 1, . . . ,m, то ∥x(k)∥ ⩽ ∥x0∥ при k = 0, 1, . . . ,m.

Как и при доказательстве теоремы 2, используя теорему Банаха, нетрудно пока-
зать, что для любого Q > 0 найдется h0 > 0 такое, что если h ∈ (0, h0] и ∥x0∥ ⩽ Q,
то решение x(k) системы (17), начинающееся при k = 0 в точке x0, существует, един-
ственно и определено при всех k = 0, 1, . . ..

Сходимость к нулю последовательности ∥x(k)∥ и асимптотическая устойчивость
нулевого решения следуют из оценки (18). Теорема 6 доказана.

Замечание 7. Получаем, что при применении к (15) неявного метода Эйлера
для сохранения асимптотической устойчивости не требуется модификации вычисли-
тельной схемы, а ограничение на шаг дискретизации нужно только для того, чтобы
гарантировать существование решений. Если каким-то образом установлено, что для
любого h > 0 и каждой точки x0 ∈ Rn решение x(k) системы (17) с начальным усло-
вием x(0) = x0 существует и определено при всех k = 0, 1, . . ., то нулевое решение
такой системы глобально асимптотически устойчиво при произвольном шаге дискре-
тизации.

Однако следует отметить, что разностная схема, построенная на основе неявного
метода Эйлера, может быть не согласована с исходной системой дифференциальных
уравнений (15) в смысле скорости сходимости решений к началу координат.

Действительно, известно (см. [32]), что если выполнено предположение 8, то для
любого решения z(t) системы (15) справедливы оценки

∥z(0)∥(1 + b1∥z(0)∥µ−1t)−
1

µ−1 ⩽ ∥z(t)∥ ⩽ ∥z(0)∥(1 + b2∥z(0)∥µ−1t)−
1

µ−1 (19)

при t ⩾ 0, где b1 > 0, b2 > 0.
В то же время, если матрица G является постоянной и неособой, то прираще-

ние функции Ляпунова (16) на решениях такой системы можно оценить следующим
образом:

∆V = ∥x(k + 1)∥2 −
∥∥∥∥x(k + 1)− h

(
∂W (x(k + 1))

∂z
+Gx(k + 1)

)∥∥∥∥2 ⩽

⩽ −h2
(
∥Gx(k + 1)∥2 − 2x⊤(k + 1)G

∂W (x(k + 1))

∂z

)
⩽

⩽ −h2
(
α1∥x(k + 1)∥2 − α2∥x(k + 1)∥µ+1

)
,

здесь α1 > 0, α2 > 0.
Выберем число Q > 0, удовлетворяющее условию 2α2∥x∥µ−1 ⩽ α1 при ∥x∥ ⩽ Q.

В соответствии с доказательством теоремы 6 по числу Q находим h > 0 так, чтобы
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решения системы (17), начинающиеся при k = 0 в области ∥x∥ ⩽ Q, определялись
однозначным образом и оставались в данной области при всех k = 0, 1, . . .. Тогда для
этих решений будут выполнены неравенства ∥x(k + 1)∥ ⩽ β∥x(k)∥, k = 0, 1, . . ., где
β = 1/

√
1 + h2α1/2. Значит, ∥x(k)∥ ⩽ βk∥x(0)∥, k = 0, 1, . . ..

Таким образом, для решений дифференциальной системы справедливы степен-
ные оценки (19), а соответствующая разностная система экспоненциально устойчива.

Находим, что при применении явной схемы Эйлера асимптотически устойчивой
системе (15) может соответствовать неустойчивая разностная система, а для неяв-
ной схемы Эйлера устойчивость получается «слишком сильной», что также приводит
к рассогласованию свойств дифференциальной и разностной систем. Поэтому при ис-
пользовании неявного метода Эйлера тоже нужно модифицировать вычислительную
схему.

Требуемую модификацию будем конструировать на основе подхода В. И. Зубова.
Рассмотрим вспомогательную систему

ż(t) = G(z(t))z(t).

Для нее функция (16) является первым интегралом. Строим модифицированную
неявную схему Эйлера, сохраняющую этот интеграл.

Пусть

x(k + 1) = x(k) + hG(x(k + 1))x(k + 1) + hu(h, x(k + 1))x(k + 1), (20)

где u(h, x(k + 1)) — скалярное управление, которое должно обеспечить выполнение
условия ∥x(k + 1)∥2 = ∥x(k)∥2. Получим, что

∥x(k + 1)∥2 = ∥x(k + 1)− hG(x(k + 1))x(k + 1)− hu(h, x(k + 1))x(k + 1)∥2.

Значит,

h∥x(k + 1)∥2u2(h, x(k + 1))− 2∥x(k + 1)∥2u(h, x(k + 1)) + h∥G(x(k + 1))x(k + 1)∥2 = 0.

Таким образом, управление может быть выбрано в следующей форме:

u(h, x) =

{
0 при x = 0,(
1−

√
1− h2∥G(x)x∥2/∥x∥2

)
/h при x ̸= 0.

Отметим, что для любого числа Q > 0 можно указать h0 > 0 такое, что
функция u(h, x) определена при ∥x∥ < Q, h ∈ (0, h0) и удовлетворяет неравенству
|u(h, x))| ⩽ ah, где a = const > 0. Значит, порядок (относительно шага дискретиза-
ции) корректирующего слагаемого hu(h, x(k+1))x(k+1) в правой части системы (20)
выше порядков других членов.

С помощью выбранного управления для исходной системы (15) строим неявную
разностную схему

x(k+1) = x(k)+h
∂W (x(k + 1))

∂z
+hG(x(k+1))x(k+1)+hu(h, x(k+1))x(k+1). (21)

Теорема 7. Пусть выполнены предположения 8 и 9. Тогда для любого Q > 0
найдутся положительные числа h0, b̃1, b̃2 такие, что при каждом фиксированном
h ∈ (0, h0] и любом x0, удовлетворяющем условию ∥x0∥ ⩽ Q, решение x(k) системы
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(21), начинающееся при k = 0 в точке x0, существует, единственно, определено при
всех k = 0, 1, . . ., причем справедливы оценки

∥x0∥(1 + hb̃1∥x0∥µ−1k)−
1

µ−1 ⩽ ∥x(k)∥ ⩽ ∥x0∥(1 + hb̃2∥x0∥µ−1k)−
1

µ−1 , (22)

а нулевое решение будет асимптотически устойчивым.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим приращение функции Ляпунова (16) на

решениях системы (21):

∆V = V (x(k + 1))− V (x(k)) = ∥x(k + 1)∥2 −

−
∥∥∥∥x(k + 1)− h

∂W (x(k + 1))

∂z
− hG(x(k + 1))x(k + 1)− hu(h, x(k + 1))x(k + 1)

∥∥∥∥2 =

= 2h(µ+ 1)W (x(k + 1))(1− hu(h, x(k + 1)))− h2
∥∥∥∥∂W (x(k + 1))

∂z

∥∥∥∥2 +
+ 2h2xT (k + 1)G(x(k + 1))

∂W (x(k + 1))

∂z
.

Следовательно,

−hα1∥x(k + 1)∥µ+1 − hα2|u(h, x(k + 1))|∥x(k + 1)∥µ+1 −

−h2α3∥x(k + 1)∥µ+1 − h2α4∥x(k + 1)∥2µ ⩽ ∆V ⩽ −hα5∥x(k + 1)∥µ+1+

+ hα2|u(h, x(k + 1))|∥x(k + 1)∥µ+1 + h2α3∥x(k + 1)∥µ+1.

Задаем число Q > 0. Тогда если h достаточно мало, то при ∥x(k)∥ ⩽ Q, ∥x(k +
1)∥ ⩽ Q получим, что

−2hα1∥x(k+1)∥µ+1 ⩽ ∆V ⩽ −1

2
hα5∥x(k+1)∥µ+1,

1

2
∥x(k)∥ ⩽ ∥x(k+1)∥ ⩽ ∥x(k)∥.

Значит, справедливы соотношения

−2hα1V
µ+1
2 (x(k)) = −2hα1∥x(k)∥µ+1 ⩽ ∆V ⩽

⩽ −
(
1

2

)µ+2

hα5∥x(k)∥µ+1 = −
(
1

2

)µ+2

hα5V
µ+1
2 (x(k)).

Применяя лемму из работы [18], приходим к оценкам (22).
То, что при соответствующем выборе шага дискретизации решения системы (21),

начинающиеся при k = 0 в области ∥x∥ ⩽ Q, определяются однозначным образом
и остаются в данной области при всех k = 0, 1, . . ., показывается так же, как и при
доказательстве теоремы 2. Кроме того, из оценок (22) следует, что нулевое решение
асимптотически устойчиво.

Теорема 7 доказана.
Замечание 8. Неравенства (22) согласуются с известными для соответствующей

дифференциальной системы неравенствами (19).
5. Пример. Рассмотрим задачу гашения угловых движений твердого тела. Пусть

задано твердое тело, вращающееся в инерциальном пространстве с угловой скоро-
стью ω(t) = (ω1(t), ω2(t), ω3(t))

⊤ вокруг своего центра инерции O. Предположим, что
с телом связаны оси Oxyz, которые являются его главными центральными осями.
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Динамические уравнения Эйлера, описывающие вращательное движение тела под
действием управляющего момента M , имеют вид

Θ ω̇(t) + ω(t)×Θω(t) =M. (23)

Здесь Θ = diag{A,B,C} — тензор инерции тела, A,B,C — главные центральные
моменты инерции [33].

Будем считать, что A = B, а M = −(γ1ω
µ
1 , γ2ω

µ
2 , γ3ω

µ
3 )

⊤, где γ1, γ2, γ3 — положи-
тельные коэффициенты, µ — рациональное число с нечетными числителем и знаме-
нателем, µ > 1. Тогда систему (23) можно записать в следующей форме:

Aω̇1(t) + (C −A)ω2(t)ω3(t) + γ1ω
µ
1 (t) = 0,

Aω̇2(t) + (A− C)ω1(t)ω3(t) + γ2ω
µ
2 (t) = 0,

Cω̇3(t) + γ3ω
µ
3 (t) = 0.

(24)

Известно [33], что положение равновесия ω = 0 данной системы асимптотически
устойчиво в целом. Заметим также, что (24) представляет собой частный случай си-
стемы (15) и для нее выполнены предположения 8 и 9.

Применяя неявный метод Эйлера, приходим к разностной системе

A(x1(k + 1)− x1(k)) + h(C −A)x2(k + 1)x3(k + 1) + hγ1x
µ
1 (k + 1) = 0,

A(x2(k + 1)− x2(k)) + h(A− C)x1(k + 1)x3(k + 1) + hγ2x
µ
2 (k + 1) = 0,

C(x3(k + 1)− x3(k)) + hγ3x
µ
3 (k + 1) = 0.

(25)

Из последнего уравнения находим x3(k+1) как однозначным образом определенную
и непрерывную функцию от x3(k): x3(k + 1) = φ(x3(k)). Подставив ее во второе
уравнение системы, находим, что

Ax2(k + 1) + hγ2x
µ
2 (k + 1) = Ax2(k) + h(C −A)x1(k + 1)φ(x3(k)).

Значит, x2(k + 1) = ψ(Ax2(k) + h(C − A)x1(k + 1)φ(x3(k))), где ψ(τ) — однознач-
ным образом определенная, непрерывная и строго возрастающая при τ ∈ (−∞,+∞)
функция. Тогда

Ax1(k+1)+h(C−A)φ(x3(k))ψ(Ax2(k)+h(C−A)x1(k+1)φ(x3(k)))+hγ1x
µ
1 (k+1)=Ax1(k).

(26)
Левая часть уравнения (26) является непрерывной и строго возрастающей функцией
переменной x1(k + 1), поэтому данное уравнение однозначно задает x1(k + 1) как
непрерывную функцию от x1(k), x2(k), x3(k).

Таким образом, для любого h > 0 и для каждой начальной точки решение систе-
мы (25), выходящее при k = 0 из этой точки, существует, единственно и определено
при всех k = 0, 1, . . ..

Применяя теорему 6 и учитывая замечание 7, получаем, что нулевое решение
системы (25) глобально асимптотически устойчиво при любом шаге дискретизации.

Далее, как и в п. 4, можно построить модифицированную разностную схему,
чтобы обеспечить согласованность скорости стремления решений к началу координат
для дифференциальной системы (24) и ее дискретного аналога.

6. Заключение. В настоящей работе рассмотрены три класса нелинейных си-
стем дифференциальных уравнений: системы Персидского, системы Лурье непрямого
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управления и системы с канонической структурой правых частей. С помощью неяв-
ного метода Эйлера проведена дискретизация указанных систем. Найдены условия
сохранения асимптотической устойчивости нулевых решений при переходе от диффе-
ренциальных уравнений к разностным. Доказано, что неявные вычислительные схе-
мы могут гарантировать асимптотическую устойчивость для соответствующих дис-
кретных моделей при менее жестких ограничениях по сравнению с ограничениями,
установленными ранее с использованием явного метода Эйлера. Следует отметить,
что при применении неявного метода Эйлера для доказательства асимптотической
устойчивости требование малости шага дискретизации нужно только для того, чтобы
обеспечить существование решений. Если каким-то образом установлено, что реше-
ния рассматриваемых разностных систем определяются однозначно и неограниченно
продолжимы для любого h, то нулевые решения таких систем будут глобально асимп-
тотически устойчивы при произвольном шаге дискретизации.

В качестве направления дальнейших исследований укажем развитие предложен-
ных подходов для применения их к более широким классам систем, в том числе
к системам с запаздыванием.
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The problem of stability preservation under discretization of some classes of nonlinear dif-
ferential equations systems is studied. Persidskii systems, Lurie systems of indirect control,
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and systems whose right-hand sides have a canonical structure are considered. It is assumed
that the zero solutions of these systems are globally asymptotically stable. Conditions are de-
termined that guarantee the asymptotic stability of the zero solutions for the corresponding
difference systems. Previously, such conditions were established for the case where discretiza-
tion was carried out using the explicit Euler method. In this paper, difference schemes are
constructed on the basis of the implicit Euler method. For the obtained discrete systems,
theorems on local and global asymptotic stability are proved, estimates of the time of tran-
sient processes are derived. For systems with a canonical structure of right-hand sides, based
on the approach of V. I. Zubov, a modified implicit computational scheme is proposed that
ensures the matching of the convergence rate of solutions to the origin for the differential
and corresponding difference systems. It is shown that implicit computational schemes can
guarantee the preservation of asymptotic stability under less stringent constraints on the
discretization step and right-hand sides of the systems under consideration compared to the
constraints obtained using the explicit method. An example is presented illustrating the ob-
tained theoretical conclusions.
Keywords: difference systems, discretization, implicit Euler method, asymptotic stability,
Lyapunov functions, conservative numerical methods.
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