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Несколько обзорных статей, посвященных 300-летию Санкт-Петербургского государ-
ственного университета (СПбГУ), представляют собой попытку анализа научных до-
стижений санкт-петербургской школы математики и механики в области динамики
твердого тела. Данная статья — первая часть обзора — охватывает основные достиже-
ния от основания СПбГУ до середины 1970-х годов. В силу юбилейного характера дан-
ной работы научные результаты, полученные в СПбГУ, рассматриваются в контексте
событий, неразрывно связанных с основанием Академии наук, Университета и гимна-
зии в 1724 г. и их дальнейшего развития в последующие 250 лет. Ввиду невозможности
охватить даже кратко все публикации, вышедшие в свет в этот значительный отрезок
времени, внимание акцентируется на наиболее важных общих направлениях научной
мысли и на тех выдающихся ученых СПбГУ, чьими трудами эти направления обога-
тились.
Ключевые слова: твердое тело, динамика, вращательное движение, небесная механика,
баллистика, гироскопические приборы.

1. Введение. Среди разнообразных направлений научных исследований, вы-
полняемых в санкт-петербургской школе механики, причем с самого начала ее воз-
никновения, явно выделяется направление, связанное с изучением динамики твер-
дого дела и, в частности, задач, примыкающих к классической задаче о вращении
твердого тела вокруг неподвижной точки. Пройдя немалый, фактически 300-летний
путь развития, это направление классической механики обогатилось огромным ко-
личеством результатов, вызванных существенным расширением областей приложе-
ния и соответствующими запросами практики с постоянно появляющимися новыми
постановками задач, неизбежно выходящими за рамки собственно механики и требу-
ющими привлечения знаний из смежных областей науки. К числу этих результатов
относятся не только искомые качественные и количественные выводы о движении
тела, но и, что не менее важно, те методы решения задач, которые были для этого
специально разработаны и зародились на стыке механики, прикладной математи-
ки, теории управления, устойчивости движения, математического и компьютерного
моделирования, которые сами обогатили науку и без которых было бы невозможно
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получение прикладных результатов. Рассмотрению некоторых из этих результатов,
достигнутых в первые 250 лет существования СПбГУ (далее — Университет) и от-
носящихся как к методам исследований, так и к приложениям, посвящена первая
часть обзора, не претендующего на исчерпывающую полноту в освещении вопроса и
в анализе отечественных и зарубежных библиографических источников. Основное
внимание уделяется достаточно узкому кругу проблем динамики твердого тела, а
именно тем из них, которые примыкают к классической задаче о вращении твердо-
го тела вокруг неподвижной точки. Многие важные исследования по баллистике,
небесной механике, динамике электромеханических систем и другим направлениям
динамики твердого тела, выполненные ранее в Университете и остающиеся в круге
научных интересов современных ученых, будут упомянуты лишь вскользь, по мере
необходимости. Иные направления динамики твердого тела, такие как динамика тел
переменной массы, теория удара, робототехника, динамика неголономных систем,
также широко представленные в трудах ученых Университета, практически вовсе
остаются за рамками данного обзора.

2. Динамика твердого тела в традициях санкт-петербургской школы
математики и механики. Идея создания в России триединой структуры, вклю-
чающей Академию наук, Университет и Академическую гимназию, принадлежит
Г. В. Лейбницу (Gottfried Wilhelm Leibniz) (1646–1716). Сформулирована им в за-
писке 1697 г., предназначенной для передачи русскому царю Петру I (1672–1725),
находившемуся в то время в Западной Европе в составе Великого посольства [1]. За-
писка показывает, что Г. В. Лейбниц с самого начала принял близко к сердцу дело
преобразования России и готов был служить ему. Она представляет программу все-
го того, что Г. В. Лейбниц считал необходимым, чтобы ввести в Россию европейское
образование, и проникнута живым впечатлением, которое произвела на Г. В. Лейб-
ница личность молодого государя, поставившего себе целью цивилизовать свой
народ [2].

В то время военно-политическая обстановка в Европе отнюдь не способствова-
ла делу «образования народа». Тем не менее даже в условиях долгой и тяжелой
Северной войны (1700–1721), когда русская армия постепенно отвоевывала прибал-
тийские территории, захваченные Швецией в период крайнего ослабления России,
известный как Смутное время, Петр I продолжал контактировать с Г. В. Лейбни-
цем как через российского посла в Австрии (1708), так и лично (встречи в Торгау
(1711), в Карлсбаде, Теплице и Дрездене (1712), в Пирмонте и Герренгаузене (1716))
по поводу введения наук в России. В письме Г. В. Лейбница к Петру I, датирован-
ном декабрем 1708 г., содержится конструктивный и дружественный для России
план развития науки, техники и педагогики с целью налаживания торговых и эко-
номических связей между Европой и Азией на огромном пространстве Северного
полушария [3]. При этом Г. В. Лейбниц ссылается на свой положительный опыт ор-
ганизации Берлинской академии наук (1700), которую сам и возглавил; советует не
дожидаться окончания Северной войны и незамедлительно приступить к введению
наук в России, указывая на необходимость учреждения в Москве, Астрахани, Киеве
и Петербурге университетов, академий и школ (причем начать с Петербурга ввиду
его близости к Берлинской академии наук) и подчеркивая важность принятия хо-
роших мер для воспитания юношества. Вполне обоснованно в 1712 г. Г. В. Лейбниц
был принят на русскую службу в чине тайного советника юстиции с жалованием
1000 талеров в год.
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11 июня 1718 г. на представленном царю докладе, в котором развивался план
организации высшей коллегии наук по подобию того, который много раз предлагал
Г. В. Лейбниц, Петр I написал резолюцию: «Сделать Академию» [4]. В том же году
началось строительство всемирно известного здания Санкт-Петербургской акаде-
мии наук (РАН)∗ , стали открываться направления исследований, начался подбор и
приглашение будущих членов РАН. Наконец, Сенатским указом №444 от 22 января
1724 г. была официально учреждена РАН и в ее составе Университет и Академи-
ческая гимназия. В 1725 г. на берегах Невы приступили к работе профессора из
Западной Европы: физик Даниил Бернулли (Daniel Bernoulli) (1700–1782), механик
Николай Бернулли (Nikolaus II. Bernoulli) (1695–1726), математик и механик Якоб
Герман (Jakob Hermann) (1678–1733), физик Георг Бернгард Бильфингер (Georg
Bernhard Bilfinger) (1693–1750), астрономЖозеф-Никола Делиль (Joseph-Nicolas De
L’Isle) (1688–1768), математик и механик Леонард Эйлер (Leonhard Euler) (1707–
1783) и др. Все они были к тому времени известными учеными. Так, Н. Бернулли,
занявший в РАН кафедру механики, уже был известен среди математиков как автор
решения задачи Лейбница об ортогональных траекториях, т. е. линиях, пересекаю-
щих заданное семейство кривых g(x, y) = const под прямым углом. В современных
обозначениях искомые ортогональные траектории f(x, y) могут быть представлены
как решения системы дифференциальных уравнений:

∇f(x, y) · ∇g(x, y) = 0 ⇐⇒ ∂f

∂x
· ∂g
∂x

+
∂f

∂y
· ∂g
∂y

= 0.

РАН заняла достойное место среди европейских академий. Однако стоявшие во
главе ее чиновники откровенно срывали подготовку русских ученых, безнаказанно
нарушая именной указ императора Петра I, а затем и устав Академии в условиях
отсутствия железной воли императора Петра I. От масштабных злоупотреблений
сложилась невыносимая обстановка. Лучшие западные профессора по большей ча-
сти покинули Академию до 1741 г. От этого пострадали как наука, так и образование.
Потребовался научный и организационный гений М. В. Ломоносова, фактически по-
ложившего всю свою жизнь за дело преобразования организованных Петром I Ака-
демии наук и Университета, чтобы превратить их в подлинно отечественные орга-
низации, работающие, как было задумано изначально и позднее прописано в Уставе,
на пользу России. В 1736 г. М. В. Ломоносов был зачислен в Университет, в 1745 г.
он стал первым русским академиком, а в 1758 г. — ректором Университета [5]. В ре-
зультате его титанических усилий по возвращению Академии наук и Университета
к нормальной жизни на благо Отечества вновь стал повышаться и международный
авторитет науки и образования в России. К 1760-м годам интеллектуальный центр
развития физики, механики и астрономии переместился в Россию [6].

С самого начала существования санкт-петербургской школы математики и ме-
ханики, восходящей к Я. Герману, Д. Бернулли и Л. Эйлеру, в Университете неиз-
менно уделялось внимание динамике твердого тела. Эта закономерность является
вполне естественной, если учесть, что деятельность ведущих математиков, в том
числе и тех, которые, приехав в Россию, составили первоначальное ядро РАН, была

∗Здесь и далее вместо официального названия «Императорская академия наук в Санкт-Пе-
тербурге» используется аббревиатура РАН. Вообще официальные названия Академии изменялись:
1747 — Императорская академия наук и художеств в Санкт-Петербурге, 1803 — Императорская
академия наук, 1836 — Императорская Санкт-Петербургская академия наук, 1917 — Российская
академия наук (РАН), 1925 — Академия наук СССР, 1991 — Российская академия наук (РАН).
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сосредоточена в области математического анализа и его приложений в механике и
астрономии. Так, в протоколе заседаний РАН от 13.01.1725 г. отмечено: «Герман
сфероидальную форму Земли, у коей меньшая ось проходит через полюсы, форму,
доказанную Ньютоном в математических началах физики, синтетически вывел
аналитическим методом. Возражал Бильфингер, что эти доказательства име-
ют место, если, прежде чем вращаться вокруг оси, Земля была шарообразна, но
в этом именно возможно сомневаться» [5].

Вообще динамика твердого тела, как раздел механики, является в то же вре-
мя неотъемлемой частью многих направлений в науке — от древних баллистики
и астрономии до современных робототехники, космодинамики и мехатроники. По-
сле постановки на могучий фундамент математического анализа, заложенный в
трудах И. Ньютона (Isaac Newton) (1643–1727) и Г. В. Лейбница и развитый в тру-
дах Л. Эйлера, А. К. Клеро (Alexis Claude Clairaut) (1713–1765), Ж. Л. Д’Аламбера
(Jean-Baptiste le Rond D’Alembert) (1717–1783), П. Л.Мопертюи (Pierre Louis Moreau
de Maupertuis) (1698–1759) и их многочисленных последователей, динамика твер-
дого тела прочно и неизменно присутствует в современной механике, а так-
же в естественных и технических науках, опирающихся на методы классической
механики.

Классическая задача о вращении твердого тела вокруг неподвижной точки была
сформулирована Л. Эйлером [7]. Выведенные им кинематические уравнения (1)

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
ωx = ϑ̇ cosϕ+ ψ̇ sinϑ sinϕ,

ωy = −ϑ̇ sinϕ+ ψ̇ sinϑ cosϕ,

ωz = ϕ̇+ ψ̇ cosϑ

(1)

относительно углов конечного поворота ψ, ϕ, ϑ, называемых углами Эйлера, и ди-
намические уравнения (2)

⎧⎪⎨⎪⎩
Aω̇x + (C −B)ωyωz =Mx,

Bω̇y + (A− C)ωzωx =My,

Cω̇z + (B −A)ωxωy =Mz,

(2)

описывающие вращение твердого тела вокруг центра масс или около неподвижной
точки, имели решающее значение для понимания гироскопических явлений. Здесь
A,B,C — главные центральные моменты инерции тела; ωx, ωy, ωz — проекции угло-
вой скорости тела на главные центральные оси инерции Ox, Oy, Oz.

Л. Эйлер показал, что в случае, когда момент �M приложенных к телу внешних
сил равен нулю («случай Эйлера»), точное решение уравнений (1), (2), т. е. нахож-
дение углов ψ, ϕ, ϑ как функций времени, сводится к эллиптическим интегралам.
Заметим, что условие �M = �0 соблюдается с большой точностью, если исследуется
вращательное движение небесных тел.

В последующие годы Л. Эйлер продолжал развивать тему динамики твердого
тела. В частности, в его работе [8] впервые выписаны совместно шесть уравнений
движения произвольного тела, представляющие законы изменения количества дви-
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жения и момента количества движения:

I.
∫
dM

d2x

dt2
= P ; IV.

∫
zdM

d2y

dt2
−
∫
ydM

d2z

dt2
= S;

II.
∫
dM

d2y

dt2
= Q; V.

∫
xdM

d2z

dt2
−
∫
zdM

d2x

dt2
= T ;

III.
∫
dM

d2z

dt2
= R; VI.

∫
ydM

d2x

dt2
−
∫
xdM

d2y

dt2
= U.

(3)

Здесь опущен имеющийся в оригинале несущественный множитель, относящийся к
масштабированию времени для измерения компонент сил P,Q,R и внешних момен-
тов S, T, U . Появление в этой работе Эйлера впервые в истории механики обоих за-
конов в качестве «фундаментальных, общих и независимых законов механики» дает
основания называть совокупность этих законов «законами механики Эйлера» [9].

В дальнейшем, опираясь на основополагающие труды Л. Эйлера, задачей о дви-
жении твердого тела вокруг точки занимались такие знаменитые ученые, как акад.
И. И. Сомов (1815–1876) и акад. П. Л. Чебышёв (1821–1894), сформировавшие санкт-
петербургскую школу теоретической и прикладной механики.

И. И. Сомову принадлежат две работы по исследованию вращения твердого те-
ла около неподвижной точки. В них эффективно используется теория эллиптиче-
ских функций, по которым И. И. Сомовым была выпущена в 1850 г. первая книга на
русском языке [10]. В последнем разделе монографии [10] И. И. Сомов рассмотрел за-
дачу об интегрировании дифференциальных уравнений (2) при Mx =My =Mz = 0
с помощью эллиптических функций Якоби третьего рода, но с мнимым параметром
ai. Воспользовавшись равенствами (в ранних обозначениях Якоби)

snu =
1√
k
· H(u)

Θ(u)
, cnu =

√
k′

k
· H1(u)

Θ(u)
, dnu =

√
k′ · Θ1(u)

Θ(u)
,

И.И. Сомов получает выражения для проекций угловой скорости тела, для углов
Эйлера и для направляющих косинусов через тэта-функции Якоби. Например, для
угла прецессии он приводит следующее выражение (в обозначениях автора):

ψ = −n′u± 1

2
log

Θ(u− ai)

Θ(u+ ai)
, где n′ = ±

[
C

A− C

d logH(ai)

da
− A

A− C

d logΘ(ai)

da

]
.

С современной точки зрения представление эллиптических интегралов через тэта-
функции имеет большое значение, поскольку тэта-функции раскладываются в быст-
росходящиеся тригонометрические ряды и вследствие этого удобны для вычисления.

Преемником И. И. Сомова, работавшего на кафедре механики Университета до
1876 г., стал акад. Д. К. Бобылев (1842–1917), имя которого навсегда вошло в ис-
торию науки, в частности в связи с исследованием динамики твердого тела [11].
Частный случай движения тяжелого твердого тела около неподвижной точки в од-
нородном поле силы тяжести, допускающий полный набор первых интегралов в
уравнениях (1), (4) ⎧⎪⎨⎪⎩

Aω̇x + (C −B)ωyωz = mg(yGz − zGy),

Bω̇y + (A− C)ωzωx = mg(zGx− xGz),

Cω̇z + (B −A)ωxωy = mg(xGy − yGx)

(4)
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и реализующийся, если B = 2A и центр масс тела лежит на второй главной оси
инерции, носит название «случай Бобылева—Стеклова» [12]. Здесь xG, yG, zG —
координаты центра масс тела в системе координат Oxyz, а x, y, z — проекции орта,
направленного против силы тяжести, на оси Ox, Oy, Oz.

Многотомный учебник «Курс теоретической механики» (1881–1883) Д. К. Бобы-
лева стал самым подробным и систематическим курсом механики и первым большим
систематическим курсом этой науки на русском языке. На этом курсе воспитыва-
лись русские механики-аналитики и в первую очередь такие знаменитые ученики
Д. К. Бобылева и П. Л. Чебышёва, деятельность которых была связана с Универси-
тетом, как акад. А.М. Ляпунов (1857–1918), Г. К. Суслов (1857–1935), И. В.Мещер-
ский (1859–1935), Г. В. Колосов (1867–1936), Е. Л. Николаи (1880–1950).

По окончании Университета (1880) А. М. Ляпунов по представлению проф.
Д. К. Бобылева был оставлен на кафедре механики для подготовки к профессор-
скому званию. В 1882 г., желая подыскать подходящую тему для магистерской
диссертации, А. М. Ляпунов по совету П. Л. Чебышёва занялся следующей задачей:
«Известно, что при некоторой величине угловой скорости эллипсоидальные формы
перестают служить формами равновесия вращающейся жидкости. Не переходят ли
они при этом в какие-либо новые формы равновесия, которые при малом увеличении
угловой скорости мало отличались бы от эллипсоидов» [13, с. 328]. Над этой слож-
ной темой, которой занимались И. Ньютон, К.Маклорен (Colin Maclaurin), К. Якоби
(Carl Gustav Jacob Jacobi),Ж. Лиувилль (Joseph Liouville), Б. Риман (Georg Friedrich
Bernhard Riemann) и У. Томсон (William Thomson, 1st Baron Kelvin), А. М. Ляпунов
работал не только при подготовке магистерской диссертации [14], которую защитил
в 1885 г. и с которой началась его мировая известность, но фактически всю свою
жизнь, вплоть до трагической кончины.

Защита магистерской диссертации дала право А.М. Ляпунову на преподава-
тельскую деятельность. В 1885 г. он был утвержден в звании приват-доцента Уни-
верситета, но, получив предложение занять вакантную кафедру механики Харьков-
ского университета, в 1885 г. переехал в Харьков и начал в том же звании приват-
доцента чтение лекций по всем (!) курсам кафедры механики. При этом он проявил
свой исследовательский талант и в области динамики твердого тела, исследовав
устойчивость постоянных винтовых движений твердого тела в безграничном объеме
идеальной жидкости [15]. Занимаясь этой задачей, А. М. Ляпунов обнаружил новый
случай интегрируемости дифференциальных уравнений движения [16]. Уравнения
движения твердого тела в жидкости при отсутствии внешних сил и при некоторых
предположениях о характере движения жидкости А.М. Ляпунов записывает в виде

dx1
dt

= x2
∂T

∂y3
− x3

∂T

∂y2
(1 → 2 → 3), (5)

dy1
dt

= x2
∂T

∂x3
− x3

∂T

∂x2
+ y2

∂T

∂y3
− y3

∂T

∂y2
(1 → 2 → 3), (6)

где T — квадратичная форма переменных x1, x2, x3, y1, y2, y3 с постоянными коэф-
фициентами, а символ 1 → 2 → 3 означает, что остальные два уравнения получают-
ся из данного круговой перестановкой индексов. Уравнения (5), (6) допускают три
независимых первых интеграла:

T, x21 + x22 + x23, x1y1 + x2y2 + x3y3. (7)
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И «всякий раз, когда будет найден четвертый интеграл, подобно указанным сейчас,
не зависящий от t и не приводящийся к их функции, принцип последнего множителя,
очевидно, приложимый к рассматриваемой системе дифференциальных уравнений,
позволит интегрирование ее выполнить посредством квадратур» [16].

А. Клебш (Alfred Clebsch) указал три случая, когда такой интеграл может быть
найден в виде целой функции переменных x1, x2, x3, y1, y2, y3 не выше второй степе-
ни. Все эти случаи относятся к следующему типу формы T :

T =
1

2
(a1x

2
1 + a2x

2
2 + a3x

2
3) + b1x1y1 + b2x2y2 + b3x3y3 +

1

2
(c1y

2
1 + c2y

2
2 + c3y

2
3).

Найденный В. А. Стекловым новый случай интегрируемости определяется условия-
ми

a1 = σ2c1(c
2
2 + c23), b1 = σc2c3 (1 → 2 → 3), (8)

при выполнении которых уравнения (5), (6) допускают следующий интеграл:

σ2S(c2 − c3)
2x21 − 2σSc1x1y1 + Sy21 , (9)

где S — суммирование трех членов, получаемых из написанного круговой переста-
новкой 1 → 2 → 3. Для того чтобы условиями (8) определялся новый случай, не
заключающийся в трех известных, найденных Клебшем, постоянная σ не должна
быть нулем, а коэффициенты должны быть все различными. При этом последнем
условии интеграл (9) не будет функцией трех известных интегралов (7).

К перечисленным случаям интегрируемости А.М. Ляпунов добавляет еще один,
характеризуемый условиями

c1 = c2 = c3 = c, a1 − (b2 − b3)
2

c
= a2 − (b3 − b1)

2

c
= a3 − (b1 − b2)

2

c
,

при которых уравнения (5), (6) допускают интеграл

Sb1[(b2 + b3)x1 + cy1]
2,

не приводящийся к функции трех известных интегралов (7), если между величинами
b1, b2, b3 существуют различные. Далее А.М. Ляпунов доказывает, что если b1, b2, b3
все различны, то найденный им случай «не заключается ни в одном из предыдущих.
Но если случай В. А. Стеклова надлежащим образом обобщить, указанный сейчас
будет выводиться из него как предельный» [16]. В заключение работы [16] А. М. Ля-
пунов отмечает, что оба случая (Стеклова и Ляпунова) могут быть заменены одним,
который характеризуется условиями

a1 − (b2 − b3)
2

c
= a2 − (b3 − b1)

2

c
= a3 − (b1 − b2)

2

c
, (10)

b2 − b3
c1

+
b3 − b1
c2

+
b1 − b2
c3

= 0. (11)

Таким образом, найденный А.М. Ляпуновым случай интегрируемости является
дополнительным к случаю, который вывел В. А. Стеклов в своей магистерской дис-
сертации, устранив некоторую неполноту анализа в работе Клебша, обнаружившего
первые нетривиальные случаи интегрируемости в задаче о динамике тела в жидко-
сти. Интересно, что и сам А.М. Ляпунов обнаружил свой случай интегрируемости
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после того, как им были отмечены некоторые пробелы в вычислениях В. А. Стеклова
[17], подготовившего свою магистерскую диссертацию под руководством А.М. Ля-
пунова.

Кроме упомянутых работ, у А. М. Ляпунова имеются еще два неопубликован-
ных при жизни исследования, посвященные анализу движения тела в жидкости.
Анализ этих исследований, хранящихся в рукописном виде в Архиве РАН в Санкт-
Петербурге и ныне опубликованных в [18], содержится также в статьях [19, 20].

Еще один знаменитый ученик Д. К. Бобылева и П. Л. Чебышёва — это Г. К. Сус-
лов. Ровесник А.М. Ляпунова, Г. К. Суслов в 1880 г. окончил Университет с золотой
медалью и был точно так же, как А.М. Ляпунов, по представлению профессора
Д. К. Бобылева оставлен на кафедре механики для подготовки к профессорскому
званию. В 1888 г. защитил магистерскую диссертацию, после чего был допущен
к чтению лекций по графической статике на физико-математическом факультете
Университета1. Однако этот курс он, вероятно, не успел прочитать, поскольку в том
же 1888 г. был назначен исполняющим обязанности экстраординарного профессора
по кафедре теоретической механики Императорского университета св. Владимира
в Киеве. В 1890 г. защитил докторскую диссертацию, а в 1897 г. возглавил кафед-
ру механики Киевского университета. Среди его учеников киевского периода такие
крупные ученые, как О.Ю.Шмидт, П. В. Воронец, А. Д. Билимович, Л. И. Кордыш.
В 1919 г. Г. К. Суслов приехал в Одессу и стал заведующим кафедрой теоретиче-
ской механики Одесского политехнического института (ОПИ). В 1921–1928 гг. был
ректором ОПИ.

Работы Г. К. Суслова посвящены различным проблемам аналитической механи-
ки, включая динамику твердого тела. Итогом и обобщением научной деятельности
стал его двухтомник «Основы аналитической механики» [21, 22], который является
одним из наиболее полных в мировой литературе изложений классической меха-
ники. В разделе «Динамика», отличающемся полнотой и глубоким анализом, автор
подробно останавливается на аналитическом исследовании различных типов связей,
что является характерной особенностью его курса. В частности, рассматривается
несвободное твердое тело, подчиненное в общем случае неудерживающим связям:
голономным

fα(xA, yA, zA, ϕ, ψ, θ, t) � 0 (α = 1, 2, . . . , a)

и неголономным

Φβ = uβxẋA + uβyẏA + uβz żA + uβϕϕ̇+ uβψψ̇ + uβθθ̇ + uβ � 0 (β = 1, 2, . . . , b).

Дифференциальные уравнения движения несвободного тела строятся в виде урав-
нений Лагранжа (Joseph-Louis de Lagrange) с множителями

d

dt

∂T

∂ẋA
− ∂T

∂xA
= Fx +

a∑
α=1

λα
∂fα
∂xA

+

b∑
β=1

μβ
∂Φβ
∂ẋA

(x→ y → z → ϕ→ ψ → θ).

Излагается общий ход интегрирования этих уравнений. Подробно анализируется
движение твердого тела вокруг неподвижной точки. В связи с этим редакторы
(проф. Н. Н. Бухгольц и В. К. Гольцман) третьего (однотомного) издания пишут:

1ЦГИА. СПб. Ф. 14. Оп. 1. Д. 8932. О допущении магистра Суслова к чтению лекций в качестве
приват-доцента (1888).
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«Особенное развитие в книге Г. К. Суслова получила динамика твердого тела; нет
ни одного трактата или курса по теоретической механике, где бы этот отдел был
изложен с такой, почти исчерпывающей, полнотой. Кроме классических интегриру-
емых случаев движения твердого тела вокруг неподвижной точки, автор излагает
еще некоторые случаи, допускающие частные интегралы (случаи Гесса и Бобылева—
Стеклова), а также и некоторые примеры на движение неголономных систем» [23].

Действительно, раздел, посвященный динамике твердого тела и занимающий
117 страниц, дает представление не только об аналитических, но и о геометрических
методах изучения динамики твердого тела. Г. К. Суслов приводит геометрическую
интерпретацию Пуансо и интерпретацию Мак-Куллага (Jammes MacCullagh) дви-
жения твердого тела в случае Эйлера, дает вторую геометрическую интерпретацию
Пуансо (Louis Poinsot), обсуждает сопряженные движения Дарбу (Jean Gaston Dar-
boux), прямое и обращенное движения Пуансо, формулирует и доказывает теорему
Якоби о разложении движения симметричного гироскопа на прямое и обращенное
движения Пуансо в связи с рассмотрением классического случая Лагранжа движе-
ния твердого тела. Столь же подробная геометрическая интерпретация приводится
для случая Ковалевской и для частного случая Гесса (Otto Hesse) (со ссылкой на
Н. Е.Жуковского). Для интерпретации случая Ковалевской (Jξξ = Jηη = 2Jζζ в
обозначениях Г.К. Суслова) делается замена времени так, чтобы выполнялось ра-
венство Jζζ = MgξC . Тогда динамические уравнения Эйлера примут более простой
вид:

2ω̇ξ = ωηωζ , 2ω̇η = −ωξωζ + a33, ω̇ζ = −a32.
Совместно с кинематическими уравнениями Пуассона

ȧ31 = ωζa32 − ωηa33, ȧ32 = ωξa33 − ωζa31, ȧ33 = ωηa31 − ωξa32

они допускают интеграл энергии и интеграл кинетического момента

2(ω2
ξ + ω2

η) + ω2
ζ = −2a31 + 2h, 2(ωξa31 + ωηa32) + ωζa33 = 2l

и геометрическое соотношение a231 + a232 + a233 = 1. Далее Г.К. Суслов вводит новые
переменные:

ξ = ω2
ζ − ω2

η − a31, η = 2ωξωη − a32, 2ζ = ω2
ζ + 4ω2,

которые изменяются в зависимости от времени согласно уравнениям

ξ̇ = ωζη, η̇ = −ωζξ, ζ̇ = ωζη,

допускающим первые интегралы

ζ − ξ = D, (12)

ξ2 + η2 = k2. (13)

Интеграл (12) совпадает с интегралом энергии при D = 2h, а интеграл (13) — но-
вый, независимый от найденных выше, и называется обычно интегралом Ковалев-
ской. Равенства (12), (13) означают, что точка N с координатами ξ, η, ζ движется по
эллипсу, являющемуся пересечением цилиндра (13) с плоскостью (12).
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В книге [23] обсуждается также известная «задача Суслова», в которой твердое
тело с неподвижной точкой движется в условиях неголономной связи, обеспечи-
вающей равенство нулю проекции угловой скорости тела на неподвижную в этом
теле ось.

3. Динамика твердого тела в работах ученых Университета по теории
гироскопических систем и баллистике. В данном разделе рассмотрим труды
И. В. Мещерского, Г. В. Колосова, Е. Л. Николаи, а также их современников и уче-
ников, в той области динамики твердого тела, которая примыкает к теории гиро-
скопических систем и баллистике.

По окончании Университета в 1882 г. со степенью кандидата И. В. Мещерский
был оставлен проф. Д. К. Бобылевым при кафедре механики для подготовки к про-
фессорскому званию. В 1888 г. он был назначен хранителем кабинета практической
механики, а в 1890 г. зачислен в состав приват-доцентов кафедры теоретической и
практической механики и допущен к чтению лекций по механике. Одновременно
с началом педагогической деятельности И. В.Мещерский стал заниматься теорией
движения тел переменного состава. Начав разработку темы с частного случая, когда
относительная скорость отделяющихся от тела частиц равна нулю и, следователь-
но, тело не подвергается воздействию реактивной силы, он доложил свои первые
результаты Петербургскому математическому обществу 15 января 1893 г. Также
им была решена одна задача небесной механики о движении двух тел переменной
массы [24].

Основное уравнение движения материальной точки переменной массы при
любом законе изменения массы и любой относительной скорости выбрасываемых
частиц получено и исследовано И. В.Мещерским в его диссертации 1897 г. [25].
В 1904 г. И. В. Мещерский дал подробное исследование движения тела переменной
массы в том случае, когда одновременно происходит присоединение и отделение ча-
стиц [26]. Уравнение И. В. Мещерского обычно записывается в виде

M
d�v

dt
= �u1(t)

dm1

dt
− �u2(t)

dm2

dt
+ �F ,

где M(t) — масса материальной точки, изменяющаяся с течением времени t за счет
обмена частицами с окружающей средой; �v — скорость движения материальной точ-
ки переменной массы; �F — главный вектор внешних сил, действующих на матери-
альную точку переменной массы; �u1(t) = �v1−�v — относительная скорость присоеди-
няющихся частиц; �u2(t) = �v2 − �v — относительная скорость отделяющихся частиц;
dm1

dt
> 0 и

dm2

dt
> 0 — скорости массообмена присоединяющихся и отделяющихся

частиц. Актуальность полученного уравнения, казавшаяся сомнительной современ-
никам И. В.Мещерского, стала очевидной позднее, в связи с развитием авиации.

Предположения И. В.Мещерского о характере изменения массы небесных тел,
сделанные еще в работах 1897 и 1902 гг., были подвергнуты обстоятельному ис-
следованию крупнейшими астрономами, и сейчас эти гипотезы носят в литературе
название «законов Мещерского» [27]. И. В.Мещерский известен как классик рус-
ской науки, основоположник динамики массоизменяемых и конфигурационно изме-
няемых механических объектов [27], создатель теории реактивного движения [28]
и, в частности, ракетодинамики. Он первый вывел строгое уравнение вертикально-
го движения ракеты и показал, в каких частных случаях решение этого уравнения
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можно довести до численного результата. Среди работ И. В.Мещерского по динами-
ке твердого тела находим не только работы, развивающие теорию движения точки
переменной массы применительно к твердому телу переменного состава [29], но и
исследования систем гиростабилизации вагонов для монорельсовой дороги, выпол-
ненные в классическом стиле динамики твердого тела. В работе [30] И. В.Мещер-
ский составил точные дифференциальные уравнения движения гиростабилизируе-
мого вагона монорельсовой дороги и определил с помощью этих уравнений вели-
чины погрешностей, возникающих при использования линеаризованных уравнений
движения вагона.

Младшим современником и учеником И. В.Мещерского был русский и совет-
ский математик, механик, чл.-корр. АН СССР (1931) Г. В. Колосов. По окончании
Университета в 1899 г. Г. В. Колосов был оставлен проф. Д. К. Бобылевым при ка-
федре механики для подготовки к профессорской деятельности. В 1916 г. он занял
кафедру теоретической механики в Университете и возглавлял ее в годы революци-
онного лихолетья до 1930 г. [31].

Научное наследие Г. В. Колосова включает серию работ по динамике твердого
тела, которой он почти исключительно занимался примерно до 1908 г. [32]. В 1898 г.
он открыл новый интегрируемый случай движения волчка по гладкой плоскости,
аналогичный случаю Гесса. В статье [33] Г. В. Колосов дает новую интерпретацию
случая Ковалевской. При этом он делает замену времени и, по аналогии с известным
приемом из небесной механики, осуществляет нелинейное преобразование фазовых
переменных, сводящее задачу Ковалевской к задаче динамики материальной точ-
ки на плоскости с потенциалом, допускающим разделение переменных. В работе
[34] Г. В. Колосов, используя метод Якоби, выводит четвертый интеграл (получен-
ный независимо от него С. А. Чаплыгиным) как обобщение случая Д. Н. Горячева,
который вводил условия A = B = 4C.

Логическим развитием и продолжением этих работ является магистерская дис-
сертация Г. В. Колосова [35], защищенная им в Университете в 1903 г., в которой
он, исходя из предложенного Раусом приема игнорирования координат в функции
Лагранжа, существенно обобщает этот прием, показав возможность пользоваться
при видоизменении функции Лагранжа и «частными решениями» (термин автора),
что позволяет получать различные частные решения задачи динамики. Фактиче-
ски Г. В. Колосов развил метод Гамильтона—Якоби для интегрирования задач ди-
намики твердого тела и применил его к случаям Горячева—Чаплыгина, Клебша,
Бобылева—Стеклова. Записав уравнения в канонической гамильтоновой форме по
аналогии с движением материальной точки, Г. В. Колосов ищет канонические преоб-
разования в фазовом пространстве, разделяющие переменные, обобщая тем самым
свои результаты, относящиеся к случаю Ковалевской.

Примененная Г. В. Колосовым идея использования в динамике твердого тела
некоторых приемов из небесной механики получила развитие в [36], где техника
введения канонических переменных типа действие—угол, использующая уравнения
Абеля—Якоби, по существу развивает наблюдения Г. В. Колосова.

Из более поздних работ Г. В. Колосова по движению твердого тела в несжи-
маемой жидкости назовем работу [37], в которой автор нашел четвертый интеграл
уравнений движения системы с гамильтонианом:

H =
1

2

3∑
i=1

(ciM
2
i + 2biMiγi + aiγ

2
i )
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при следующих условиях на постоянные ai, bi, ci (i = 1, 2, 3):

c1(c2 − c3)

b3 − b2
=
c2(c3 − c1)

b1 − b3
=
c3(c1 − c2)

b2 − b1
, (14)

a1 − (b2 − b3)
2

c1
= a2 − (b3 − b1)

2

c2
= a3 − (b1 − b2)

2

c3
. (15)

Интеграл имеет вид

F =
b3 − b1
c2

(
M1 − b3 − b2

c1
γ1

)2

+
b3 − b2
c1

(
M2 − b3 − b1

c2
γ2

)2

.

Показав, что условия (10), (11) реализации случаев Стеклова и Ляпунова являются
частными случаями условий (14), (15), Г. В. Колосов включил все три случая в еди-
ное семейство, называемое иногда «случаем Ляпунова—Стеклова—Колосова» [36].

В 1930 г. Г. В. Колосов стал заведовать кафедрой теории упругости, а заведу-
ющим кафедрой аналитической механики был назначен проф. Н. В. Розе (1890–
1942) — выпускник Университета (1912), магистр математики (1917), активный
участник изучения Арктики и Северного морского пути, выдающийся гидролог,
магнитолог и механик.

В 1932–1933 гг. проф. Н. В. Розе совместно с И. Д.Жонголовичем, А. Я. Лисюти-
ным и М.И. Золотухиным опубликовал курс теоретической механики, очень хорошо
построенный в методическом отношении, а через год — книгу «Динамика твердого
тела». В 1938 г. в Издательстве университета вышли «Лекции по аналитической ме-
ханике» проф. Н. В. Розе, содержащие весьма подробное изложение вариационных
принципов механики и разделов, посвященных интегрированию уравнений механи-
ки. В этих книгах автор уделил много внимания примерам из динамики твердого
тела: лунно-солнечной прецессии и нутации земной оси, гироскопическому компасу
и др.

Ровесником Н. В. Розе и видным ученым, также работавшим на физико-
математическом факультете, был чл.-корр. АН СССР Ю. А. Крутков (1890–1952).
Первые работы Ю. А. Круткова непосредственно примыкали к исследованиям его
учителя П. С. Эренфеста (Paul Ehrenfest) и касались актуальных проблем кванто-
вой теории. Ю. А. Крутков разработал общий метод нахождения адиабатических
инвариантов. После 1921 г., когда Ю. А. Крутков стал профессором Университе-
та, его научные интересы стали склоняться в сторону механики и статистической
механики. Оба эти курса он читал в Университете в 1920–1930-х годах. Большую
известность получила серия работ Ю. А. Круткова по исследованию движения при
наличии «случайных» сил. В частности, методы теории вероятностей были им впер-
вые применены к задаче о вращении твердого тела около неподвижной точки при
наличии «случайных» моментов.

Помимо этого, Ю. А. Крутков, так же как и Е. Л. Николаи, занимался вопроса-
ми, связанными с динамикой гироскопов. В 1932 г. вышла в свет монография [38], в
которой А. Н. Крылову принадлежит изложение аналитической теории гироскопов,
а Ю. А. Круткову — изложение той же теории в векторно-геометрической форме.
Ценность подхода, примененногоЮ. А. Крутковым, в том, что, исходя из векторного
уравнения движения гироскопа, можно дать динамическое истолкование поведения
гироскопа без полного и весьма трудоемкого аналитического исследования той или
иной практически важной задачи. Некоторые вопросы, не нашедшие отражения в
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монографии [38], были опубликованы Ю. А. Крутковым в статьях [39, 40]. В первой
из них автор отмечает: «В продолжении нескольких лет я пользуюсь при изложении
гиростатических задач динамики специальной формой дифференциальных уравне-
ний движения волчка» [39, с. 489] (в обозначениях, сохраняющих преемственность с
(2) и (4)):

A�̇v = Cωz�k × �v −Av2�k − �k × �M, (16)

Cω̇z = �M · �k, (17)

где A и C — экваториальный и осевой моменты инерции; �k — орт оси волчка из
неподвижной точки O или центра масс G; �v — скорость конца орта �k-«вершины»
волчка. По поводу уравнений (16), (17), названных в статье уравнениями движе-
ния «вершины» волчка, Ю. А. Крутков дает примечание: «Уравнению (16) можно
дать название уравнения A. Föppl’я (August Föppl) (см. [41]). Вывод Föppl’я пред-
полагает, однако, что ωz = const и, чтобы стать строгим, требует незначительного
дополнения» [39, с. 489]. Исходя из вышеизложенного представляется справедливым
называть уравнение (16) уравнением Круткова.

Научная работа кафедры механики (как и других кафедр) планировалась и на-
правлялась в те годы отделом механики научно-исследовательского института ма-
тематики и механики (НИММ) Университета. Этот отдел был организован в 1930 г.
и заведовал им вплоть до 1935 г. проф. Е. Л. Николаи.

С началом Великой Отечественной войны из блокадного Ленинграда удалось
эвакуировать в г. Елабуга небольшую группу математиков и механиков, которая ста-
ла вести научную работу под руководством чл.-корр. (с 1943 г. — акад.) АН СССР
В. И. Смирнова (1887–1974). Основная часть универсантов оставалась в блокирован-
ном Ленинграде до марта 1942 г. В том же году в застенках НКВД трагически обо-
рвалась жизнь Н. В. Розе, арестованного по сфабрикованному делу вместе с группой
ученых. В 1943 г. кафедру механики возглавил проф. Е. Л. Николаи (1880–1950) и
заведовал ею до конца своей жизни. С именем проф. Е. Л. Николаи связаны важные
достижения в теории и практике гироскопических систем. По мере роста требований
к точности свободных гироскопов и уменьшения их инструментальных погрешно-
стей становилось все более актуальным изучение ошибок следующего порядка мало-
сти, считавшихся ранее несущественными. В связи с этим большое значение имели
работы Е. Л. Николаи, в которых рассматривалась задача о накоплении уходов гиро-
скопа, вызванных инерционностью подвеса. В 1939 г. Е. Л. Николаи составил полную
систему уравнений движения прибора, учитывающую инерцию кардановых колец.
Механическая система, включающая ротор гироскопа, поворачивающийся на угол
собственного вращения ϕ, внутреннее кольцо, поворачивающееся на угол нутации
β, и внешнее кольцо, поворачивающееся на угол прецессии α, имеет три степени
свободы. Соответственно этому записываются три уравнения моментов, а именно:

1) для одного ротора относительно его оси симметрии z

Cṙ = Lz, (18)

2) для системы ротор + внутреннее кольцо, относительно оси вращения N внут-
реннего кольца

(A+A1)β̈ − Crα̇ cosβ − (C1 −A−B1)α̇
2 sinβ cosβ = −LN , (19)
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3) для системы ротор + внутреннее кольцо + внешнее кольцо относительно оси
вращения ζ внешнего кольца

[(A+B1) cos
2 β + C1 sin

2 β +A2]α̈+ Crβ̇ cosβ+

+ 2(C −A−B1)α̇β̇ sinβ cosβ = Lζ − Lz sinβ. (20)

Здесь C — момент инерции ротора относительно оси z; A1 = C1 и B1 — соответ-
ственно экваториальные и осевой моменты инерции внутреннего кольца; A2 — мо-
мент инерции внешнего кольца относительно неподвижной оси ζ. На базе уравне-
ний (18)–(20) Николаи исследовал устойчивость движения при быстром вращении
ротора.

Значительный интерес представляют также исследования Е. Л. Николаи, посвя-
щенные влиянию сил трения на поведение гироскопа в кардановом подвесе. В 1943 г.,
находясь в Саратове, Е. Л. Николаи закончил работу «К теории девиации гироком-
паса». В послевоенные годы им были изданы замечательные монографии [42, 43] по
теории гироскопов, включающие ранее полученные результаты. В частности, вы-
ведены уравнения движения гирокомпаса с учетом движения основания прибора
и выяснено влияние силовых факторов, обусловленных движением основания, на
погрешности (девиации) в показаниях гирокомпаса. Например, для корабля, дви-
жущегося со скоростью v на широте ψ с курсовым углом γ по поверхности Земли с
радиусом R, найдена курсовая девиация гирокомпаса в виде

α = −v cos γ/(RΩcosψ).

Получив эту формулу, Е. Л. Николаи отмечает: «В курсовой девиации гирокомпаса
обнаруживается влияние на показания прибора такого незначительного фактора,
как кривизна земной поверхности. В этом мы не можем не усматривать поразитель-
ной чувствительности и точности гироскопического компаса» [43].

К военным и послевоенным годам относится творческий расцвет воспитанни-
ка Университета, выдающегося ученого в области баллистики, основателя Ленин-
градской баллистической школы, профессора Б. Н. Окунева (1897–1961). В обла-
сти внешней баллистики Б. Н. Окунев обобщил аналитические методы решения ос-
новной задачи, развил теорию вращательного движения артиллерийского снаря-
да, уточнил условия устойчивости снаряда в полете, создал теорию поправок на
дальность стрельбы, сформулировал свойства траектории снаряда в воздухе, усо-
вершенствовал численные методы интегрирования дифференциальных уравнений
[44]. Из трудов Б. Н. Окунева по динамике твердого тела отметим его моногра-
фию [45].

На кафедре теоретической механики Университета в первые послевоенные го-
ды наряду с ее заведующим — проф. Е. Л. Николаи — преподавали Г. Н. Бухаринов
(1907–1980), В. Г.Жуйкова, Н. И. Идельсон, Б. Н. Окунев. Вскоре к ним присоеди-
нился и Ю. А. Крутков, отбывший 10 лет в заключении как «враг народа» и осво-
божденный в марте 1947 г. Студентами кафедры стали вернувшиеся с фронтов Ве-
ликой Отечественной войны будущие сотрудники и доценты этой же кафедры —
А.Ю. Львович (1919–1994), Л. И. Кузнецов (1924–1993), А. А. Тихонов (1925–2003).
Все они работали до последних лет жизни и внесли существенный вклад в теорию
электромеханических систем, в теорию нелинейных колебаний, динамику твердых и
упругих тел, космодинамику и устойчивость движения. В частности, кандидатская
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диссертация Л. И. Кузнецова [46], посвященная анализу динамики системы твердых
тел, содержит решение задачи предотвращения преждевременного срабатывания
взрывателя артиллерийского снаряда, а его последующие работы непосредственно
связаны с динамикой космических аппаратов.

После кончины проф. Е. Л. Николаи (1950) заведование кафедрой перешло к
проф. Ю. А. Круткову. В 1952 г. Ю. А. Круткову была присуждена Государственная
премия, о чем он узнал в больнице, где вскоре и скончался. В том же 1952 г. ка-
федру теоретической механики возглавил и руководил ею в течение 25 лет проф.
Н. Н. Поляхов (1906–1987) — замечательный ученый, педагог и энциклопедист, об-
щепризнанный авторитет в области гидроаэромеханики, автор трудов по теории
упругости, динамике полета, теории управления, электромеханике, истории меха-
ники.

Таким образом, в истории Университета от самого начала его становления и
вплоть до начала космической эры (1957) не обнаруживается такого исторического
периода, в который научная мысль не обращалась бы к задачам динамики твердого
тела.

4. Первые годы космической эры и связанные с нею новые задачи
динамики твердого тела в трудах ученых Университета. Не умаляя зна-
чимости многочисленных технических наук, имеющих непосредственное отношение
к наступлению космической эры, открывшейся запуском в СССР первого искус-
ственного спутника Земли (ИСЗ) (04.10.1957), остановимся на фундаментальных
разделах естественных наук, лежащих в основе научного направления, обычно на-
зываемого в настоящее время «динамика космических аппаратов» или кратко «кос-
модинамика». Траекторные задачи космодинамики берут свое начало в небесной
механике, изучающей движения небесных тел, рассматриваемых как материальные
точки, в гравитационных полях. В этом плане космодинамика имеет давние и проч-
ные традиции в Университете [47].

Наряду с траекторными задачами, входящими ныне в комплекс баллистико-
навигационных проблем космодинамики, составляющих первое из основных направ-
лений в данной науке, не менее важным для космодинамики является второе на-
правление, связанное с изучением углового движения космического аппарата (КА)
относительно его центра масс. Формально это направление также представлено в
круге задач небесной механики. Однако по-настоящему бурное его развитие связано
с резким ростом разнообразных задач, возникших с началом космической эры, для
решения которых, как и ранее в небесной механике, стали развиваться известные и
создаваться новые методы классической теоретической механики. Еще одним важ-
ным направлением исследований, непосредственно связанным с космодинамикой,
стала теория управления и примыкающая к ней теория устойчивости управляемого
движения.

Поэтому в 1950–1960-е годы в Университете стали читаться общие и специ-
альные курсы, предназначенные для развития космодинамики. Так, Л. И. Кузнецов
читал спецкурсы «Нелинейные колебания», «Теория гироскопов», «Динамика кос-
мического аппарата». Динамика твердого тела и динамика гироскопических систем
оставались в круге научных интересов кафедры, сформировавшихся под влиянием
работ проф. Ю. А. Круткова, и приобрели особую актуальность, поскольку стали
важными для аналитических исследований динамики вращательного движения КА
относительно центра масс и для исследований динамики гироприборов, установлен-
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ных на КА и представляющих собой основной элемент системы управления угловым
положением КА.

Например, в работе Л. И. Кузнецова [48] изучается движение гироскопа весом
P в кардановом подвесе в сопротивляющейся среде с учетом трения в подвесе. Вы-
бираются координаты центра масс в системе Резаля (Resal): x = 0, y = 0, z = −l.
Положение оси гироскопа определяется углами Резаля θ1 и θ2, где θ1 — угол от-
клонения перпендикуляра к плоскости внешнего кольца от вертикали, а θ2 — угол
между указанным перпендикуляром и осью z. Углы θ1 и θ1 считаются малыми.
Пренебрегая массами колец по сравнению с массой ротора и не учитывая сопротив-
ления среды и трения в подвесе, имеем дифференциальные уравнения свободного
движения гироскопа [45]:

Aθ̈1 + Crθ̇2 + Plθ1 = 0, Aθ̈2 − Crθ̇1 + Plθ2 = 0, r = r0, (21)

где A — экваториальный, а C — осевой моменты инерции ротора. Эта система эк-
вивалентна одному уравнению в комплексной форме:

θ̈ − ikθ̇ + nθ = 0, (22)

где θ = θ1 + iθ2; k = Cr0/A; n = pl/A. Решение уравнения (22)

θ = A1 exp{i(ω1t+ α1)}+A2 exp{i(ω2t+ α2)} (23)

зависит от параметров ω1 и ω2, удовлетворяющих уравнению −ω2 + kω + n = 0, и
постоянных A1 � 0, A2 � 0, α1, α2, зависящих от начальных условий. Как показал
Н. Г. Четаев [49], необходимым и достаточным условием устойчивости вертикального
положения оси гироскопа (т. е. θ1 = θ2 = 0) является неравенство k2 + 4n > 0. Это
условие всегда выполнено при l � 0, а в случае l < 0 выполняется при достаточно
большом значении r0.

Далее Л. И. Кузнецов рассматривает эту задачу в более общей постановке, до-
пуская, что на устойчивый гироскоп в идеальных условиях действуют сопротивление
среды и трение в подвесе. Сопротивление моделируется двумя моментами, первый
из которых, следуя Клейну (Klein) и Зоммерфельду (Sommerfeld), пропорционален
экваториальной составляющей угловой скорости гироскопа, а второй равен неко-
торой функции f(r) � 0 осевой составляющей r. Силы трения в подвесе сводятся
к трем парам, моменты которых M1,M2,M3 считаются постоянными и направлен-
ными вдоль осей x, η, z. Тогда дифференциальные уравнения движения гироскопа
могут быть записаны в виде [48]

Aθ̈1 + Crθ̇2 + Plθ1 = −νθ̇1 −M1 sign θ̇1,

Aθ̈2 − Crθ̇1 + Plθ2 = −νθ̇2 −M2 sign θ̇2, (24)
Cṙ = −(f(r) +M3).

Из последнего уравнения системы (24) находится r = r(t) = r0−ψ(t), где 0 � ψ(t) �
r0 — монотонно возрастающаяфункция. Предполагая для простоты, чтоM1 =M2 =
M , и считая, что силы сопротивления и трения малы, дифференциальное уравнение,
эквивалентное системе (24), можно представить в виде

θ̈ − ikθ̇ + nθ = −μF (θ̇, t), (25)
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где μ — малый параметр; F (θ̇, t) = (q + iϕ(t))θ̇ + m(sign(Re(θ̇)) + i sign(Im(θ̇)));
ν = μqA; M = μmA; Cψ(t) = μϕ(t)A. Далее это дифференциальное уравнение
вращательного движения гироскопа анализируется с использованием метода усред-
нения. Установлено, что если l < 0, то амплитуда и частота прецессионных ко-
лебаний будут возрастать, а нутация и ее частота будут затухать. Устойчивое в
пустоте вертикальное положение гироскопа под влиянием сопротивления среды и
трения в подвесе становится неустойчивым. Если l = 0, то прецессия отсутствует, а
нутация затухает с переменной (убывающей) частотой. Нутация затухает за конеч-
ный промежуток времени, который также найден в [48]. Вертикальное положение
оси гироскопа устойчиво. Если l > 0, то и нутация и прецессия затухают. Часто-
та прецессии возрастает, а частота нутации убывает. Вертикальное положение оси
гироскопа асимптотически устойчиво. При большом значении r0 нутация затухает
быстрее прецессии. Таким образом, сделаны выводы о влиянии трения и сопротив-
ления на поведение амплитуды и частоты прецессионных и нутационных колебаний
гироскопа. Методика исследования, примененная Л. И. Кузнецовым в работе [48],
оказалась весьма эффективной и не устарела за 60 лет, прошедшие после опубли-
кования статьи. Об этом свидетельствуют современные работы, в которых рассмот-
ренная методика распространяется на управляемые системы со многими степенями
свободы (см., например, [50]).

В работе [51] рассматриваются вынужденные колебания оптического прибора
для измерения вибраций. Прибор, представляющий собой диск с оптической труб-
кой, закреплен на четырех симметрично расположенных амортизаторах на неко-
тором основании, колеблющемся по закону x0 = a sin ε sin νt, y0 = a cos ε sin νt,
z0 = b sin νt.

Учитывается жесткость амортизаторов на сжатие (ci — соответствующая жест-
кость i-го амортизатора), кручение (c∗i — соответствующая жесткость i-го аморти-
затора) и сдвиг (c∗∗i — соответствующая жесткость i-го амортизатора). При этом
ci = c + ei, где c — стандартное значение, а ei — малый добавок (i = 1, 4). Вслед-
ствие неточности балансировки и некоторого отклонения жесткости амортизаторов
от стандарта, возникают угловые колебания оптической трубки, искажающие ре-
зультаты наблюдений исследуемого процесса. Для учета этих искажений требуется
определить амплитуды таких колебаний. Таким образом, ставится задача о нахож-
дении амплитуд малых колебаний прибора, моделируемого твердым телом. Жестко
с диском связана система координат ξ, η, ζ, начало которой помещено в центр диска.
В осях ξ, η, ζ координаты центра масс тела ξc, ηc, ζc являются малыми величинами.
Главные моменты инерции тела относительно двух осей ξ и η, ортогональных к
продольной оси трубки, предполагаются близкими к среднему значению J и отли-
чающимися от него на малые величины jξ и jη: Jξ = J + jξ, Jη = J + jη. В качестве
обобщенных координат системы выбираются три координаты центра масс тела x, y, z
и два угла α, β, определяющие положение оси оптической трубки. Дифференциаль-
ные уравнения малых колебаний полученной системы с пятью степенями свободы
строятся по методу Лагранжа 2-го рода. Эти уравнения зависят от девяти малых
параметров: ξc, ηc, ζc, jξ, jη, e1, e2, e3, e4.

Далее рассматривается порождающая дифференциальная система, полученная
в предположении, что система точно сбалансирована и все малые параметры равны
нулю. Соответствующие уравнения разделяются и легко интегрируются. Получен-
ные вынужденные колебания имеют вид

x = k sin νt, y = n sin νt, z = p+ q sin νt, α = β = 0.
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После этого вынужденные колебания исходной несбалансированной системы ищутся
в виде

x = K sin νt, y = N sin νt, z = P +Q sin νt, α = α∗ +A sin νt, β = β∗ +B sin νt,

где коэффициенты K,N, P,Q, α∗, β∗, A, B, являющиеся непрерывными функциями
вышеуказанных девяти малых параметров, представимы в виде рядов по степеням
этих параметров. В предположении, что точность задачи позволяет ограничиться
первыми степенями малых параметров, неизвестные коэффициенты K,N, P,Q, α∗,
β∗, A, B ищутся в виде конечных сумм, линейно зависящих от малых параметров.
После подстановки этих сумм в исходные дифференциальные уравнения получа-
ется достаточно простая алгебраическая система, позволяющая найти неизвестные
коэффициенты, а вместе с ними и искомые вынужденные колебания. Таким обра-
зом, предложен приближенный метод расчета, позволяющий избежать громоздких
вычислений и обеспечивающий достаточную для практики точность.

В работе [52] Л. И. Кузнецов рассматривает механическую систему с голономны-
ми стационарными связями, имеющую в своем составе m гироскопов на подвижном
основании. В предположении, что сумма моментов внешних сил относительно оси
вращения каждого гироскопа равна нулю, положение системы относительно неко-
торой неподвижной системы координат определяется n позиционными координата-
ми qj и m циклическими координатами ϕk, где ϕk — углы собственных вращений
гироскопов. Решается задача о построении оценок разностей между решениями, по-
лученными по точным и приближенным дифференциальным уравнениям движения
системы. Несложно понять актуальность этой работы, опубликованной в 1959 г., для
развития систем управления угловым движением ИСЗ с помощью гироскопов в то
время, когда недостаток средств компьютерного моделирования компенсировался
тщательностью аналитических исследований, выполняемых с помощью приближен-
ных методов, обеспечивающих прогнозируемую точность.

Как видим, для работ Л. И. Кузнецова, базирующихся на реальной хоздоговор-
ной тематике, характерно стремление не просто решить поставленную задачу име-
ющимися методами, но вникнуть в самую суть методов, для того чтобы, во-первых,
ясно осознать границы их применимости и, во-вторых, если возможностей извест-
ных методов недостаточно, то преобразовать, развить и модифицировать известные
методы с тем, чтобы получить такой математический аппарат, который позволит
решить поставленную задачу с прогнозируемой точностью. В этом видится харак-
терный высокий стиль, сформированный в Санкт-Петербургской математической
школе под влиянием ее основателя — великого русского ученого П. Л. Чебышёва.

Тот же стиль выполнения научных исследований просматривается и в последу-
ющих работах Л. И. Кузнецова [53–58]. В этих работах методам исследования и их
развитию уделяется не меньшее внимание, чем самим прикладным задачам, реше-
ние которых является основной целью. Так, в работе [53] рассматривается ряд задач
прикладной теории гироскопов. На примере гироскопического маятника анализиру-
ется вопрос о возможности использования прецессионных (или элементарных) урав-
нений движения гироскопа для определения девиаций гироскопических приборов.
Уравнения Эйлера (2) для описания движения гироскопа имеют вид⎧⎪⎨⎪⎩

A(ṗ− qr′) +Hq =Mx,

A(q̇ + pr′)−Hp =My,

Ḣ =Mz,

(26)
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где z — ось гироскопа; x, y — оси, которые расположены в экваториальной плоско-
сти эллипсоида инерции, построенного для точки опоры; A — экваториальный мо-
мент инерции гироскопа; H — собственный кинетический момент гироскопа; p, q —
проекции угловой скорости гироскопа на оси x, y; r′ — проекция угловой скорости
трехгранника x, y, z на ось z. В прецессионной (или элементарной) теории считают
приближенно, что кинетический момент гироскопа по величине равен H и направ-
лен по оси гироскопа. Тогда получают уравнения

Hq =Mx, −Hp =My, Ḣ =Mz. (27)

Положение оси гироскопа в географически ориентированной системе координат
ξ, η, ζ задается углами α, β. Составляющие угловой скорости трехгранника ξ, η, ζ
будут

uξ = −VN/R, uη = u cosϕ+ VE/R, uζ = u sinϕ+ (VE/R) tgϕ.

Здесь u — угловая скорость суточного вращения Земли; R — радиус Земли; ϕ — ши-
рота места; VN и VE — северная и восточная составляющие скорости точки подвеса
по поверхности Земли. Считая, что α и β малы, можно приближенно положить

p = α̇− VN/R, q = β̇ + u cosϕ+ VE/R, r1 = u sinϕ+ (VE/R) tgϕ. (28)

Подставляя (28) в (26) и считая, что H = const, получим дифференциальную систе-
му {

Aα̈+Hβ̇ =Mx +AV̇N/R−H(u cosϕ+ VE/R),

Aβ̈ −Hα̇ =My −AV̇E/R−HVN/R.
(29)

Очевидно, что Mx и My здесь должны содержать и составляющие от сил инерции
поступательного переносного движения. Если же подставить (28) в (27) и отметить
α и β для отличия индексом, то получим дифференциальную систему{

Hβ̇ =Mx −H(u cosϕ+ VE/R),

−Hα̇ =My −HVN/R.
(30)

Далее можно ввести в рассмотрение комплексные переменные θ = α + iβ, V =
VE + VN , ϑ = α1 + iβ1, M = Mx + iMy. Тогда системы (29) и (30) соответственно
сведутся к уравнениям

Aθ̈ − iHθ̇ =M − iAV̇ /R−HV/R−Hu cosϕ, (31)

−iHϑ̇ =M −HV/R−Hu cosϕ. (32)

Особый интерес для прикладной теории представляют частные решения уравне-
ний (31) и (32), определяющие девиации гироскопических приборов. Поэтому далее
Л. И. Кузнецов на примере гироскопического маятника анализирует вопрос о близо-
сти соответствующих частных решений друг к другу. Для гироскопов, обладающих
определенной симметрией относительно углов α и β, что имеет место во многих слу-
чаях, момент M всегда можно представить в виде некоторой функции θ, θ̇, t. При
малых углах α и β можно принятьM = m0+m1θ+m2θ̇. Далее уравнения (31) и (32)
выписываются с параметрами m0,m1,m2, соответствующими гиромаятнику, стро-
ятся их общие решения θ(t) и ϑ(t) и оценивается разность ε = θ(t)−ϑ(t) по порядку
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величины 1/H для нескольких характерных случаев. Установлено, что если точка
подвеса гиромаятника движется равноускоренно, не меняя курса, то ε = O(1/H),
в то время как сама девиация будет величиной порядка H . Если точка подвеса ги-
ромаятника движется по дуге большого круга, совершая гармонические колебания,
то возможность использовать прецессионные уравнения зависит от частоты этих
колебаний. В общем случае использовать прецессионные уравнения нельзя, однако
указаны случаи, когда использовать эти уравнения можно. В частности, показа-
но, что при выполнении условия теоремы Шуллера, т. е. при выполнении равенства
ω2R = g, где ω = Pl/H , P — вес гироскопа, l — расстояние от центра масс гироскопа
до точки его опоры, уравнения (27) не только можно использовать, но и показать,
что они обеспечивают высокую точность: ε = O(1/H2). Рассмотрены также и дру-
гие важные для практики частные случаи. Сделаны выводы о том, когда можно и
когда нельзя пользоваться уравнениями прецессионной теории гироскопов.

С 1952 по 1963 г. на кафедре теоретической механики Университета работал
В. С. Новоселов (1926–2019) — сначала ассистентом, а затем доцентом и профессо-
ром. Оставленный для работы на кафедре теоретической механики после окончания
(1951), он читал важные для развития космодинамики курсы: общий курс теорети-
ческой механики для астрономов и спецкурсы «Механика тел переменной массы»,
«Неголономная механика», «Оптимальные траектории». Все три спецкурса отража-
ют научные интересы В. С. Новоселова и соответствующие основные направления
его исследований. В 1952 г. В. С. Новоселов защитил кандидатскую диссертацию.
В ней основные теоремы аналитической динамики были распространены на мате-
риальные системы переменного состава. В дальнейшем В. С. Новоселов продолжал
исследования по динамике систем переменного состава, развивая идеи И. В.Мещер-
ского и Ю. А. Круткова в части анализа динамики системы тел [59] и гироскопиче-
ских систем.

Развивая работы Н. Г. Четаева по динамике неголономных систем с нелинейны-
ми связями, В. С. Новоселов создал общий подход к проблеме варьирования обоб-
щенных скоростей. Полученный им фундаментальный результат состоял в обобще-
нии известного принципа Гамильтона—Остроградского. По этой теме в 1959 г. в
Московском государственном университете им была защищена докторская диссер-
тация.

Динамика вращательного движения твердого тела также присутствует в круге
научных интересов В. С. Новоселова. В работе [60] автор развивает теорию гироско-
па переменной массы. Используя подход своего учителя — Ю. А. Круткова к опи-
санию вращения гироскопа, В. С. Новоселов выводит уравнения, обобщающие урав-
нения (16), (17) на гироскоп переменной массы, в котором допускается внутреннее
движение частиц и выбрасывание их в окружающее пространство:

A�̇v = Cωz�k × �v −Av2�k + h�k × (�k ×m�g)− (μ1 + ν1 + Ȧ)�v, (33)

Cω̇z + (μ1 + ν1 + Ċ)ωz = K. (34)

Здесь A,C, h,m, μ1, μ2, ν1,K — функции времени, которые могут быть определены
экспериментально. Уравнение (34) интегрируется в квадратурах, а уравнение (33)
имеет частное решение:

�k = �a, �v = �0, (35)

где �a — орт вертикальной оси. Для исследования устойчивости вертикального поло-
жения (35) выводятся уравнения первого приближения. Полагая �k = �a+ �R, В. С. Но-
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воселов вводит неподвижную систему координат oxyz, имеющую начало o в конце
вектора �a. Оси ox и oy горизонтальны, а ось oz направлена вертикально вниз. С
учетом равенства �v = �̇R, в результате проектирования уравнения (33) на оси ox и
oy, в первом приближении относительно координат x, y и их производных получены
уравнения {

ẍ = −γẋ− βẏ + αx,

ÿ = βẋ − γẏ + αy,
(36)

где α = mgh/A, β = Cωz/A, γ = μ1 + ν1 + Ȧ — некоторые ограниченные функции
времени. Далее автор проводит подробный анализ дифференциальной системы (36),
учитывая, что в силу равенства z = 1−

√
1− x2 − y2 из устойчивости по величинам

x, y и их производным следует, что движение по направлению z также будет устой-
чивым. Таким образом, путем введения переменных x, y, z автор проанализировал
случаи, в которых имеет место устойчивость вертикального положения гироскопа
переменной массы по линейному приближению. В настоящее время переменные x,
y, z, называемые также наблюдаемыми переменными, используются в различных
задачах динамики твердого тела [61].

В 1961 г. проф. В. С. Новоселов был избран заведующим кафедрой теоретиче-
ской астрономии, позднее переименованной в кафедру небесной механики. В 1962 г.
он организовал семинар по прикладным задачам небесной механики и создал ла-
бораторию динамики в НИИММ. Несомненный успех кафедры и лаборатории про-
явился в том, что за 7 лет было подготовлено 15 кандидатов наук и один доктор
наук.

В 1969 г. был открыт новый факультет — прикладной математики — процес-
сов управления (ПМ—ПУ). Проф. В. С. Новоселов активно участвовал в создании
факультета и кафедры механики управляемого движения, которую возглавил. Вме-
сте с ним перешли на ПМ—ПУ и все сотрудники лаборатории динамики НИИММ.
Около 50 выпускников новой кафедры защитили кандидатские и 7 сотрудников —
докторские диссертации. Активная творческая работа В. С. Новоселова, его учени-
ков и сотрудников сопровождалась появлением большого количества публикаций.

В работах [62, 63] А.Ю. Львович и В. С. Новоселов применили методы динами-
ки твердого тела к исследованию установившихся и неустановившихся колебаний
подвижной части измерительного механизма прибора. В монографии [64] В. С. Но-
воселов ввел абстрактное понятие точки переменной массы. Это позволило учесть
поверхностное изменение массы и внутреннее движение частиц, приводящих к со-
зданию реактивных сил. В монографии [65] и в обширном цикле статей В. С. Новосе-
ловым построена общая схема аналитического решения вариационных задач движе-
ния в гравитационном поле с приложениями к механике космического полета. Проф.
В. С. Новоселов внес существенный вклад в развитие аналитической механики, кос-
модинамики и других направлений науки [66, 67]. Им проводились теоретические
и прикладные исследования по аналитическим и численным алгоритмам динамики
управляемого движения, гамильтоновым системам, методам численного интегриро-
вания, оптимизации в нелинейных задачах механики. Некоторые из этих исследова-
ний, имеющие приложения в динамике КА, будут рассмотрены в следующей части
обзора.

Однако вернемся в 1969 г. в связи с созданием нового факультета. Основателем
и деканом факультета ПМ—ПУ стал проф. В. И. Зубов (1930–2000). Замечательный
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русский ученый В. И. Зубов, слепой с 1944 г., отличался выдающимися способностя-
ми. В 1953 г. он окончил математико-механический факультет ЛГУ. С 1955 г. —
кандидат физ.-мат. наук, с 1960 г. — доктор физ.-мат. наук, с 1963 г. — профессор.

В 1957 г. В. И. Зубов стал штатным сотрудником ракетного центра. Вместе с
крупнейшими специалистами страны по ракетной динамике молодой ученый при-
ступил к конструированию нового вида оружия. В 1957 г. вышла его первая книга
[68], сразу же переведенная и изданная за границей. В Университете с 1955 по 1962 г.
В. И. Зубов — старший научный сотрудник НИИММ, с 1962 г. — руководитель лабо-
ратории теории управляющих устройств и механизмов. В 1967 г. на базе лаборатории
была открыта кафедра теории управления математико-механического факультета
Университета, которую возглавил проф. В. И. Зубов и которой руководил до конца
жизни. В 1968 г. В. И. Зубов стал лауреатом Государственной премии СССР. В 1971 г.
по инициативе В. И. Зубова был учрежден Институт вычислительной математики и
процессов управления, функционировавший под его неформальным руководством.
В 1981 г. В. И. Зубов избран чл.-корр. АН СССР.

Помимо решения задач управления техническими объектами и технологиче-
скими процессами, В. И. Зубов и сотрудники кафедры теории управления внесли
большой вклад в решение задач стабилизации и управления вращательным движе-
нием твердого тела, имеющих принципиально важное значение для космодинамики.
Лично В. И. Зубову принадлежат выдающиеся по своей значимости результаты в ка-
чественной теории дифференциальных уравнений, динамике твердого тела, теории
оптимального управления, теории электромагнитных полей. Он руководил разра-
боткой широкого круга вопросов, связанных с общей теорией управляемых систем
(вопросы устойчивости движения, нелинейные колебания в управляемых системах,
навигация и надежность управляющих устройств, теория колебаний и квантования
орбит).

В частности, В. И. Зубов внес существенный вклад в динамику твердого тела,
причем в те ее области, которые были тщательно исследованы знаменитыми предше-
ственниками и в которых трудно было ожидать появления оригинальных результа-
тов. В книгах [69–71] рассматриваются вопросы динамики вращательного движения
твердого тела вокруг неподвижной точки по следующим трем направлениям:

1) полная теория движения твердого тела в случае Эйлера—Пуансо;
2) полная теория движения твердого тела в случае Лагранжа—Пуассона;
3) теория движения тяжелого твердого тела в общем случае в постоянном од-

нородном поле силы тяжести.
Все три направления давно стали классическими и имеют соответствующие ре-

шения [12]. Однако и после появления основополагающих результатов они неизменно
вызывали интерес у многих исследователей, как при жизни В. И. Зубова, так и по-
сле его кончины. Вплоть до настоящего времени продолжают появляться работы,
посвященные поиску интегрируемых частных случаев в динамике твердого тела. В
большинстве из них анализируются чисто умозрительные конструкции, практиче-
ская значимость которых не обсуждается. На фоне этих работ труды В. И. Зубова по
классической механике твердого тела отличаются практической направленностью,
с одной стороны, и изяществом математического подхода, с другой стороны.

По первому из вышеуказанных направлений В. И. Зубовым сделано следующее:
выяснен качественный характер поведения решений и установлена их аналитическая
природа. При этом В. И. Зубов уделяет внимание не столько чисто математическим
вопросам, относящимся к теории существования и единственности решений, сколь-
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ко останавливается на тех аспектах решений дифференциальных уравнений Эйлера,
которые имеют отношение к практике управляемого вращательного движения те-
ла. В частности, его интересует вопрос о качественном поведении оси собственного
вращения тела. В. И. Зубов вводит понятие движения твердого тела, устойчивого по
отношению к ориентации [70].

Определение. Тело движется устойчиво по отношению к ориентации, если его
главная ось Oz остается во все время движения в полупространстве, ограниченном
плоскостью, перпендикулярной вектору момента количества движения и проходя-
щей через точку O.

В случае Эйлера—Пуансо дифференциальные уравнения (2) имеют вид

Aω̇x + (C −B)ωyωz = 0, Bω̇y + (A− C)ωzωx = 0, Cω̇z + (B −A)ωxωy = 0. (37)

В. И. Зубов доказал, что функции v1 = γω2
x−αω2

z , v2 = γω2
y−βω2

z , где α = (C−B)/A,
β = (A−C)/B, γ = (B−A)/C, являются первыми интегралами системы уравнений
(37). В терминах v1 и v2 он сформулировал следующую теорему [70].

Теорема. Тело устойчиво по отношению к ориентации тогда и только тогда,
когда выполняются неравенства αβ < 0, v1v2 � 0.

Перейдем к рассмотрению второго из вышеуказанных направлений. В случае
Лагранжа центр масс тела (точка G) имеет координаты (0, 0, zG). Движение тако-
го динамически симметричного (A = B) твердого тела c массой m в постоянном
однородном поле силы тяжести с напряженностью �g описывается уравнениями

Aω̇x + (C −A)ωyωz = −mgzGy, Aω̇y + (A− C)ωzωx = mgzGx, Cω̇z = 0, (38)

ẋ = ωzy − ωyz, ẏ = −ωzx+ ωxz, ż = ωyx− ωxy. (39)

Для этого случая также найдены необходимые и достаточные условия устойчивости
твердого тела по отношению к ориентации [70].

В. И. Зубов установил, что в случаях Эйлера и Лагранжа все движения твердого
тела относительно неподвижной точки будут периодическими или почти периодиче-
скими, за исключением движений, лежащих на особом интегральном многообразии.
Он определил точные границы нутационных колебаний оси собственного враще-
ния динамически несимметричного твердого тела, свободно вращающегося вокруг
неподвижной точки. Более того, он нашел условия устойчивости и неустойчивости
движений твердого тела по отношению к пространственной ориентации осей [70, 71].

По третьему направлению (задача о движении тяжелого твердого тела относи-
тельно неподвижной точки в однородном поле силы тяжести) были изучены уравне-
ния (4). В. И. Зубов доказал, что любое вещественное решение дифференциальных
уравнений Эйлера—Пуассона (38), (39) существует и голоморфно в полосе ком-
плексной плоскости, симметричной относительно вещественной оси. Это решение
можно преобразовать в ряд, сходящийся при всех t [70].

Также в виде ряда, сходящегося при всех t, В. И. Зубов получил решение зада-
чи Дарбу об отыскании углового движения твердого тела по заданным начальным
значениям ориентации и угловой скорости тела. Коэффициенты этого ряда опреде-
ляются по рекуррентным формулам, что позволяет находить их численно [69, 70].
Установлены также необходимые и достаточные условия разрешимости задачи
Дарбу.

Таким образом, по всем трем вышеупомянутым направлениям классической
теории динамики твердого тела, восходящей к Эйлеру и Пуансо, В. И. Зубов дал
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дополнения, нацеленные на аналитические и численные подходы к решению задач,
имеющих практическое значение.

В работах В. И. Зубова и его научной группы (см. [72]) проведен полный ана-
лиз свободных движений гиростата и движений гиростата с постоянным внешним
моментом. Дана классификация типов движений гиростата, а области значений кон-
структивных параметров и области начальных условий разделены на подобласти,
соответствующие движениям только одного типа.

Кроме того, В. И. Зубов разработал новые методы управления ориентацией
твердого тела с помощью маховиков и роторов, связанных с корпусом [72–74]. Эти
методы основаны на нахождении движений несомых тел, создающих моменты пере-
носных и кориолисовых сил инерции, обеспечивающие заданные движения несущего
тела. Для класса таких задач были определены стационарные движения и исследо-
вана устойчивость этих движений. Более того, для тел с полостями, заполненными
жидкостью, и тел с подвижными конструкциями были предложены оригинальные
математические модели, основанные на обыкновенных дифференциальных уравне-
ниях. Для таких моделей были аналитически получены управления, обеспечиваю-
щие заданные вращательные движения носителя [72].

5. Заключение. Таким образом, в первые 250 лет истории Санкт-Петербург-
ского университета динамика твердого тела постоянно привлекала внимание мате-
матиков и механиков, работавших в Университете, а круг задач, в котором этот
раздел механики находил свои актуальные приложения, непрерывно расширялся,
последовательно включая в себя небесную механику, баллистику, теорию гироско-
пических систем, динамику космических аппаратов. При этом процесс решения ак-
туальных для своего времени прикладных задач сопровождался развитием извест-
ных и разработкой новых математических методов для решения соответствующих
классов задач. О достижениях ученых Университета в последующие десятилетия
его истории будет рассказано в последующих частях данной серии статей.
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This survey, which consists of several articles, is dedicated to the 300th anniversary of
Saint Petersburg State University (SPbSU) and is an attempt to analyze the scientific
achievements of the Saint Petersburg School of Mathematics and Mechanics in the field
of rigid body dynamics. This article, which is the first part of the survey, covers the main
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