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Обзор посвящен созданию и развитию научной школы Сергея Васильевича Валлан-
дера в Ленинградском (ныне Санкт-Петербургском) государственном университете.
Обсуждаются достижения научной школы в области развития методов кинетической
теории газов для моделирования неравновесных течений, построения строгих само-
согласованных математических моделей различной сложности для сильных и слабых
отклонений от равновесия, применения построенных моделей при решении современ-
ных задач аэродинамики. Особое внимание уделяется исследованиям неравновесной
кинетики и процессов переноса в углекислом газе, выявлению ключевых механизмов
релаксации многоатомных молекул, построению физически обоснованных сокращен-
ных гибридных моделей и оптимизации численного моделирования течений с помо-
щью современных методов машинного обучения. Обсуждаются вопросы корректного
учета электронного возбуждения при моделировании кинетики и процессов переноса,
модели равновесных течений газов с многократной ионизацией, особенности модели-
рования объемной вязкости в многоатомных газах.
Ключевые слова: неравновесная аэромеханика, кинетические уравнения, физико-хи-
мические процессы, колебательно-химическая кинетика, процессы переноса.

1. Создание научной школы Валландера. Изучение и преподавание гидро-
механики в Петербургском университете началось с первых лет образования универ-
ситета в 1724 г. Первые лекции по гидромеханике читали студентам Петербургского
университета академики Императорской академии наук Леонард Эйлер (1707–1783)
и Даниил Бернулли (1700–1782). В 1929 г. по инициативе профессора Александра
Александровича Саткевича (1869–1938) была создана кафедра гидроаэромехани-
ки [1].

Создание научной школы по неравновесной аэромеханике началось в 1950-е го-
ды под руководством Сергея Васильевича Валландера [2, 3], который заведовал
кафедрой гидроаэромеханики в течение 25 лет (1950–1975). В 1949 г. Сергей Ва-
сильевич защитил докторскую диссертацию «Снаряды и крылья в сверхзвуковом
потоке». Защита стала заметным событием в научной жизни тех лет. Присутству-
ющие на защите академики В. И. Смирнов, М. В. Келдыш, Л. И. Седов, С. А. Хри-
стианович, А. А. Дородницын высоко оценили результаты диссертации. Несколько
фундаментальных результатов, представленных в диссертации Валландера, вошли
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в классическую газовую динамику и отражены, в частности, в книгах [4, 5]. Один
из этих результатов — метод касательных конусов для решения задачи обтекания
заостренных тел или тел вращения сверхзвуковым потоком газа. Другой важный ре-
зультат диссертации Валландера — принцип стабилизации гиперзвуковых течений
идеального газа.

В 1950-х годах под руководством Сергея Васильевича на основе полученных им
результатов на кафедре гидроаэромеханики начались интенсивные исследования в
области газовой динамики. С. В. Валландер предложил метод численного определе-
ния аэродинамических характеристик крыльев конечного размаха [6]. По инициати-
ве Сергея Васильевича в 1950-х годах на кафедре начались исследования течений
жидкостей в турбинах и решетках, которые проводились по заказу Ленинградского
металлического завода и Центрального котлотурбинного института. Им был пред-
ложен метод расчета обтекания бесконечной решетки профилей потенциальным по-
током идеальной несжимаемой жидкости [7], получено решение пространственной
задачи о течении жидкости в турбине [8]. В работе [9] был представлен математиче-
ский аппарат, необходимый для применения метода особенностей к расчету течений
в радиально-осевых турбинах общего вида, позволивший свести трехмерную задачу
о расчете течения в центрально-осевой турбине к двумерной.

В конце 1950-х годов Сергей Васильевич обратился к новому научному направ-
лению — динамике разреженных газов. Его интерес к этой тематике был вызван
бурным развитием космонавтики и необходимостью моделирования процессов, про-
исходящих у поверхностей космических аппаратов. В полетах на больших высотах в
условиях входа летательных аппаратов в атмосферы планет в потоках газов возни-
кают сильные отклонения от равновесия, поэтому методы механики сплошных сред,
основанной на введении физически бесконечно малого объема и предположении о
сохранении термодинамического равновесия, не подходят для определения парамет-
ров течений. Необходимо учитывать разреженность газа и кинетические процессы,
происходящие при столкновениях частиц. Сергей Васильевич Валландер одним из
первых понял перспективность применения кинетического подхода к решению задач
аэрогазодинамики. Этому подходу посвящены его статьи по теории кинетических
уравнений. Он предложил новые интегральные уравнения для функций распределе-
ния частиц разреженного одноатомного и многоатомного газа [10–12], справедливые
при тех же предположениях, при которых Больцман вывел в 1872 г. свое знамени-
тое интегро-дифференциальное уравнение для функции распределения. Интеграль-
ная запись уравнения Больцмана предлагалась ранее Энскогом [13] и Грэдом [14],
а затем и другими авторами. Уравнения Валландера принципиально отличались
от существовавших ранее интегральных форм уравнения Больцмана. Основное от-
личие состоит в том, что уравнения Валландера описывают не только динамику
молекул разреженного газа и их столкновения друг с другом, но и взаимодействие
газовых частиц с поверхностями обтекаемых тел или с границей рассматриваемой
области с помощью функций, названных граничными трансформантами. Кроме то-
го, интегральная запись уравнений делала эффективным метод последовательных
приближений при их численном решении.

Сергей Васильевич хорошо понимал, что для развития высокоскоростной авиа-
ции и космической техники необходимо изучение физико-химических процессов, ко-
торые протекают в высокотемпературных газовых потоках. Под его руководством и
при его непосредственном участии на кафедре начались исследования течений хи-
мически реагирующих и релаксирующих смесей газов, и уже на их начальном этапе
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были получены новые интересные результаты. Перспективным оказался предложен-
ный в [15] новый подход к описанию релаксационных процессов в потоках газов,
основанный на совместном решении уравнений газовой динамики и уравнений для
заселенностей энергетических уровней молекул газа. Был предложен метод расче-
та равновесных распределений в химически реагирующих смесях газов [16] и дано
обобщение метода Чепмена—Энскога для газов с внутренними степенями свободы
и химическими реакциями [17]. Идеи Валландера значительно обогатили классиче-
скую кинетическую теорию, наполнив ее новым физическим содержанием.

Труды Сергея Васильевича по аэродинамике нашли практическое применение
в такой важной для страны отрасли, как создание и развитие ракетно-космиче-
ской техники. Итогом этой деятельности явилось присуждение ему в 1973 г. Госу-
дарственной премии СССР в составе коллектива, в который входили специалисты
НПО «Энергия» (в настоящее время — ракетно-космическая корпорация «Энергия»
имени С. П. Королева) и Центральный научно-исследовательский институт машино-
строения (ЦНИИМаш) — ведущих организаций ракетно-космической отрасли.

Развитие орбитальных спутниковых группировок, включающих космические
системы социально-экономического назначения, оснащенные многоканальной съе-
мочной аппаратурой дистанционного зондирования Земли в различных спектраль-
ных диапазонах, привело к дальнейшему значительному расширению круга задач,
в решении которых успешно участвуют ученики С. В. Валландера. Полученные на
кафедре знания позволяют выпускникам работать в самых разнообразных направ-
лениях использования данных спутниковой съемки для решения таких важных эко-
номических и природоохранных задач, как картографирование земельных ресурсов,
мониторинг лесов, оценка состояния и использования сельскохозяйственных угодий,
инвентаризация посевов сельскохозяйственных культур, выявление неиспользуемых
земель с целью повышения экономической эффективности использования земельно-
го фонда страны.

Созданный С. В. Валландером научный коллектив сразу заявил о себе новы-
ми результатами. На основе идей Валландера начались интенсивные исследования
по следующим направлениям: взаимодействие разреженных газов с поверхностя-
ми [18–25], кинетическая теория газов и плазмы [17, 26–29], теория неравновесных
процессов в потоках газов (см. монографии [28, 30] и многочисленные статьи в жур-
налах в 2000–2020-е годы). Ряд работ был выполнен в рамках сотрудничества c
Институтом автоматизации проектирования РАН [31–33], с Новосибирским госу-
дарственным университетом и Институтом теоретической и прикладной механики
СО РАН [34–39], с Европейским космическим агентством [40–43], с университетами
Европы [44–58], Америки [59–63], Бразилии [64–66].

В настоящем обзоре мы подробнее остановимся на результатах, связанных с
построением строгих самосогласованных математических моделей неравновесных
течений и их приложением к исследованию конкретных задач физико-химической
газовой динамики.

2. Метод Чепмена—Энскога для сильных отклонений от равновесия.
Одним из направлений исследований, проводимых сотрудниками кафедры в насто-
ящее время, является изучение газовой динамики, неравновесной кинетики и про-
цессов переноса в газах при сильных отклонениях от равновесия. Результаты, по-
лученные в этом направлении, подробно рассмотрены в книге [28], переведенной на
английский язык [30], и во многих статьях.
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Оригинальный метод Чепмена—Энскога [67–69] был построен для условий сла-
бых отклонений от равновесия, когда все физико-химические процессы протекают
заметно быстрее, чем изменяется макроскопическое состояние системы. При силь-
ных отклонениях от равновесия часть элементарных процессов протекает в гидро-
динамическом масштабе времени, и поэтому для описания течения требуется учет
релаксационных процессов в системе уравнений гидродинамики. Модификация ме-
тода для газов с быстрыми и медленными процессами была проведена в [17, 28, 30].

Описание строится на основе системы кинетических уравнений для функции
распределения реагирующей смеси газов. При отсутствии массовых сил кинети-
ческие уравнения могут быть записаны в виде уравнения Больцмана (для га-
зов с внутренними степенями свободы мы используем форму записи Ванг Чанг—
Уленбека [70]):

∂fcij
∂t

+ uc · ∇fcij = Jcij , (1)

здесь fcij — функция распределения частиц химического сорта c на уровнях коле-
бательной и вращательной энергии i, j; uc — скорость частиц сорта c; Jcij — инте-
гральный оператор, описывающий изменение функции распределения в результате
различных столкновений. В случае наличия в системе быстрых и медленных про-
цессов уравнение (1) в безразмерном виде может быть записано в форме

∂fcij
∂t

+ uc · ∇fcij = 1

ε
J rap
cij + J sl

cij , (2)

где малый параметр ε определяется отношением характерных времен быстрых и
медленных процессов, ε =

τrap
τsl
; интегральные операторы J rap

cij , J
sl
cij соответствуют

процессам, протекающим в микроскопическом и гидродинамическом масштабах вре-
мени.

Для решения уравнений (2) функция распределения раскладывается в ряд по
малому параметру ε:

fcij(r,u, t) =
∑
n

εnfncij(u, ρλ(r, t),∇ρλ(r, t),∇2ρλ(r, t), . . .). (3)

Особенностью метода Чепмена—Энскога является то, что функция распределения
зависит от координаты r и времени t не явно, а через макропараметры ρλ(r, t) и их
градиенты различных порядков.

Приведем краткую схему модифицированного метода Чепмена—Энскога, ко-
торую можно использовать для построения замкнутого описания течения газа при
произвольных отклонениях от равновесия [28, 29]:

1. Разбиение столкновительных процессов на быстрые и медленные, определение
иерархии времен релаксации и малого параметра как отношения характерных
времен быстрых и медленных процессов. Для разных степеней неравновесно-
сти иерархия характерных времен может существенно различаться.

2. Запись уравнения Больцмана в безразмерном виде; выделение интегральных
операторов быстрых и медленных процессов.

3. Выбор аддитивных инвариантов быстрых процессов. Данный пункт является
ключевым для корректного описания сильно неравновесного течения, а также
содержит основное отличие от оригинального метода Чепмена—Энскога, ос-
нованного на введении инвариантов всех столкновительных процессов. Число
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дополнительных инвариантов определяет степень детальности описания газа,
а также число макропараметров и уравнений переноса для них.

4. Определение макропараметров, соответствующих аддитивным инвариантам
быстрых процессов; данный набор макропараметров обеспечивает замкнутое
описание течения в рассматриваемых неравновесных условиях.

5. Запись условий нормировки для функции распределения; функция распре-
деления нормируется относительно набора макропараметров, выбранных на
предыдущем шаге; особенностью нормировки является то, что функция рас-
пределения нулевого приближения полностью определяет макропараметры, а
следующие приближения не вносят вклад в определяющие макроскопические
переменные.

6. Вывод уравнений переноса из уравнения Больцмана в общем виде; определение
потоковых и релаксационных членов.

7. Нулевое приближение обобщенного метода Чепмена—Энскога:

(a) вычисление функции распределения нулевого приближения из условия
равенства нулю интегрального оператора быстрых процессов;

(b) использование условий нормировки для определения неизвестных коэф-
фициентов в выражении для функции распределения;

(c) расчет потоковых и релаксационных членов и запись уравнений переноса
в нулевом приближении; данные уравнения соответствуют модели невяз-
кой нетеплопроводной жидкости (уравнениям Эйлера) с учетом сильных
отклонений от равновесия.

8. Первое приближение:

(a) запись интегрального уравнения для функции распределения первого
приближения;

(b) расчет дифференциального оператора Df (0);
(c) запись структурного вида поправки первого порядка к функции распре-

деления как линейной комбинации градиентов макропараметров;
(d) вывод выражений для потоковых и релаксационных членов в первом при-

ближении; полученные уравнения переноса соответствуют модели вязкой
теплопроводной жидкости (уравнениям Навье—Стокса) с учетом силь-
ных отклонений от равновесия;

(e) расчет коэффициентов переноса, входящих в выражения для скорости
диффузии, теплового потока, тензора напряжений, коэффициентов ско-
рости физико-химических процессов.

9. При необходимости можно рассмотреть более высокие приближения (напри-
мер, уравнения Барнетта).

3. Приложение общего метода к различным отклонениям от равно-
весия. Данная общая схема была применена для построения конкретных моделей
различной сложности для замкнутого описания течений с физико-химическими пре-
вращениями и численного моделирования неравновесных течений на основе разрабо-
танных моделей. Поуровневая модель рассмотрена в работах [71–74]; многотемпера-
турное приближение развивалось в работах [44, 49, 75–79]; однотемпературное опи-
сание рассмотрено в [43, 44, 80–84]; вопросы моделирования локально равновесных
течений обсуждаются в [85–90]. Обобщение построенных математических моделей
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на случай многоатомных газов с несколькими колебательными модами проводилось
в работах [45, 53, 57, 91–100].

3.1. Поуровневая модель. Условия применения данной модели предполагают
быструю поступательно-вращательную и медленную колебательно-химическую ре-
лаксацию:

τtr < τrot 
 τvibr ∼ τreact ∼ θ. (4)

Здесь τtr, τrot, τvibr — средние времена поступательной, вращательной, колебатель-
ной релаксации; τreact — характерное время химических реакций; θ — характерное
газодинамическое время. В данных условиях все переходы колебательной энергии
и химические реакции рассматриваются в масштабе времени изменения макроско-
пических переменных течения, плотности, скорости и температуры газа. Следует
отметить, что при высоких температурах и в ионизованном газе, когда частицы
находятся в электронно-возбужденных состояниях, к медленным процессам отно-
сят также переходы между электронными уровнями атомов и молекул [50, 51, 101].
В данном разделе для упрощения описания газа мы не включаем в рассмотрение
электронное возбуждение и ионизацию.

Малый параметр в поуровневой модели вводится на основании уравнения (4),
ε = τtr/θ; интегральный оператор быстрых процессов включает упругие столкнове-
ния и переходы вращательной энергии, а оператор медленных процессов — обмены
колебательной энергией и химические реакции. Аддитивными инвариантами быст-
рого процесса являются масса, импульс и полная энергия частиц при столкновении,
а также набор величин aci (c = 1, . . . , l, i = 0, . . . , lc, l — число химических ком-
понентов смеси, lc — число возбужденных колебательных уровней частиц сорта c),
не зависящих от скорости и вращательного состояния и произвольно зависящих от
химического сорта c и колебательного уровня i [28, 44, 71]. Данные величины сохра-
няются, поскольку все колебательно-химические процессы заморожены в масштабе
времени τtr. Набор макропараметров, соответствующих данным аддитивным инва-
риантам, включает заселенности колебательных уровней молекул nci(r, t), числовые
плотности атомов na(r, t), скорость газа v(r, t) и полную энергию единицы массы
E(r, t).

Система уравнений переноса в поуровневом приближении содержит уравнения
изменения заселенностей колебательных уровней молекул и числовых плотностей
атомов, уравнения сохранения импульса и энергии смеси:

∂nci
∂t

+∇ · (nci(v+Vci)) = Rvibr
ci +Rreact

ci , c = 1, . . . , lm, i = 0, . . . , lc, (5)

∂na
∂t

+∇ · (na(v+Va)) = Rreact
a , a = lm + 1, . . . , l, (6)

∂ρv
∂t

+∇ · (ρvv +P) = 0, (7)

∂ρE

∂t
+∇ · (ρEv+P · v+ q) = 0. (8)

Здесь lm — число молекулярных компонентов смеси; ρ — плотность смеси, полная
энергия единицы массы E смеси представляет собой сумму внутренней и кинетиче-
ской энергий:

E = u+ v2/2, (9)
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где внутренняя энергия единицы массы смеси имеет вид

ρu = etr + er + ev + ef (10)

и включает (в расчете на единицу объема) поступательную энергию:

etr =
3

2
nkBT, (11)

вращательную энергию и колебательную энергию молекулярных компонентов смеси

er =

lm∑
c=1

nckBT, (12)

ev =

lm∑
c=1

lc∑
i=0

nciε
c
i , (13)

и энергию образования

ef =

l∑
c=1

ncεc. (14)

В соотношениях выше n =
∑
c nc — числовая плотность смеси; nc — числовая плот-

ность компонента сорта c; kB — постоянная Больцмана; T — температура смеси,
εci — колебательная энергия i-го состояния молекулы сорта c; εc — энергия образо-
вания частицы сорта c. В (12) и (13) сделано предположение, что вращательная и
колебательная энергии молекулы не зависят друг от друга, а вращение молекулы
описывается моделью жесткого ротатора [30].

Система уравнений (5)–(8) в общем виде получена в [28, 44, 71]; в этих же
работах проводится ее замыкание. Потоковые и релаксационные члены в системе
(скорость диффузии для каждого колебательного и химического сорта Vci, тен-
зор напряжений P, тепловой поток q, источниковые члены Rci, Ra) определяются
функцией распределения в каждом приближении метода.

Рассмотрим сначала правые части уравнений (5) и (6), которые представля-
ют собой сумму источниковых членов компонентов смеси вследствие переходов ко-
лебательной энергии (Rvibr) и химических реакций (Rreact). Источниковые члены,
описывающие любой элементарный процесс типа r:∑

ci

ν
′
ci,r[Ac](i) ↔

∑
ci

ν
′′
ci,r[Ac](i),

в котором происходит или изменение внутренней энергии сталкивающихся частиц,
или химическое превращение, можно записать в общем виде:

Rrci =
(
ν

′′
ci,r − ν

′
ci,r

)(
krfi
∏
ci

(nci)
ν
′
ci,r − krbi

∏
ci

(nci)
ν
′′
ci,r

)
. (15)

Здесь ν
′
ci,r, ν

′′
ci,r — стехиометрические коэффициенты процесса r в прямом и об-

ратном направлении; [Ac] — символ химического элемента; krfi, k
r
bi — поуровневые

коэффициенты скорости процесса r в прямом и обратном направлении, связь между
которыми определяется соотношениями детального баланса [30].
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Тогда Rvibr и Rreact имеют вид

Rvibr
ci =

∑
r∈V

Rrci, Rreact
ci =

∑
r∈R

Rrci, (16)

где V и R обозначают множества процессов энергообменов и химических реакций
соответственно.

Перейдем к замыканию системы в различных приближениях обобщенного мето-
да Чепмена—Энскога. В нулевом приближении функция распределения имеет вид
максвелл-больцмановского распределения по скорости и вращательной энергии [28].
В связи с этим скорости диффузии и тепловой поток равны нулю Vci = Va = q = 0,
а тензор напряжений имеет диагональный вид P = pI (p = nkBT — давление смеси,
I — единичный тензор). Поуровневые коэффициенты скорости реакций и перехо-
дов колебательной энергии являются функциями температуры газа, krfi = krfi(T ), и
выражения (15) сводятся к закону действующих масс, записанному в поуровневом
приближении (для заселенностей всех колебательных уровней). В этом случае об-
щая система уравнений переноса (5)–(8) сводится к уравнениям движения и энергии
невязкого нетеплопроводного газа (уравнения Эйлера), дополненным уравнениями
детальной поуровневой колебательно-химической кинетики.

В первом приближении метода функция распределения содержит поправку,
являющуюся линейной комбинацией градиентов макропараметров. Коэффициенты
при градиентах вычисляются из интегральных уравнений, определяемых линеаризо-
ванным интегральным оператором быстрых процессов [28]. В этом случае скорость
диффузии имеет вид

Vci = −
∑
dk

Dcidkddk −DTci∇ lnT, (17)

гдеDcidk иDTci — коэффициенты диффузии и термодиффузии для всех химических
и колебательных сортов; dci — соответствующие диффузионные термодинамические
силы:

dci = ∇
(nci
n

)
+

(
nci
n

− ρci
ρ

)
∇ ln p. (18)

Тензор напряжений записывается в виде

P = (p− prel)I− ζ∇ · vI− 2η

(
S− 1

3
∇ · vI

)
, (19)

η и ζ — коэффициенты сдвиговой и объемной вязкости; prel — релаксационное дав-
ление; S = (∇v +∇vT )/2 — тензор скоростей деформации.

Поток полной энергии имеет вид

q = −λ′∇T − p
∑
ci

DTcidci +
∑
ci

ρcihciVci, (20)

λ′ — коэффициент теплопроводности; ρci и hci — массовая плотность и удельная
энтальпия компоненты c на i-м уровне,

hci =
1

mc

(
5

2
kBT + 〈εcirot〉+ εci + εc

)
, (21)
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mc — масса частицы сорта c; 〈εcirot〉 — средняя вращательная энергия для сор-
тов c, i.

Источниковые члены в первом приближении формально могут быть представ-
лены в виде (15), однако коэффициенты скорости реакций зависят не только от
температуры, но также от заселенностей колебательных уровней и градиентов мак-
ропараметров, в частности от дивергенции скорости и сродства всех химических
реакций и обменов колебательной энергией [28, 43, 102]. Поэтому выражение (15)
уже не соответствует закону действующих масс, а характеризует также отклонение
от этого закона и связь между тензором напряжений и скоростями реакций.

Физический смысл всех поуровневых коэффициентов переноса и алгоритмы их
расчета подробно рассмотрены в работах [28, 30, 71, 72, 101, 103, 104]. Особенностью
поуровневой модели является то, что тепловой поток определяется не только процес-
сом теплопроводности, но также переносом тепла вследствие массовой диффузии,
термодиффузии, диффузии колебательной энергии [28, 73]. Вклады этих процессов
в теплоперенос в различных течениях изучались в [61, 73, 92, 105, 106].

За последние 20 лет коллективом научной школы в рамках поуровневой модели
был решен ряд современных задач физико-химической кинетики и неравновесной
газовой динамики:

• Построена обобщенная модель Маррона—Тринора для поуровневых коэффи-
циентов скорости диссоциации с учетом зависимости параметров модели от
колебательного уровня [47, 107, 108]; предложен метод оптимизации парамет-
ров на основе результатов квазиклассического и квантово-механического тра-
екторного расчета [108–110]; аналогичная методика разработана для поуровне-
вых обменных реакций с учетом колебательного и электронного возбуждения
реагентов и продуктов реакции [57, 109, 111].

• Предложена методика получения сечений поуровневых химических реакций и
переходов колебательной энергии с помощью обратного преобразования Ла-
пласа [35, 112–114]. Результаты использованы в методе прямого статистиче-
ского моделирования.

• Предложены упрощенные методы расчета поуровневых коэффициентов пере-
носа и времени вращательной релаксации, позволяющие учесть зависимость
сечений столкновений от колебательного и электронного уровня частиц [65,
66, 72, 101, 115–117]. Модели реализованы в программных комплексах KAPPA
[118] и PAINeT [119].

• Решена задача о пространственно-однородной релаксации в бинарных смесях
кислорода и азота [62, 120, 121], CO [122], воздухе [63, 123], углекислом газе
[94, 99]. Целью исследования являлась валидация моделей кинетики, опреде-
ление ключевых механизмов релаксации в многоатомном газе, разработка тео-
ретической базы для построения гибридных моделей. Эти вопросы подробно
обсуждаются в последующих разделах.

• В поуровневой постановке исследованы течения за ударными волнами в бинар-
ных смесях и CO [28, 36, 50, 51, 105, 124–127], воздухе [126, 128–130], углекис-
лом газе [131]. Проведена валидация моделей кинетики, сравнение с экспери-
ментальными данными [132–135] и результатами других авторов [136], оценен
вклад различных процессов в кинетику и тепловые потоки. Для задачи об от-
раженной ударной волне показана важность учета колебательной релаксации
в зоне между падающей и отраженной ударными волнами [127].
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• Изучена поуровневая кинетика и процессы переноса тепла в соплах [28, 30, 73,
137, 138]; показана важная роль колебательной дезактивации и реакции ре-
комбинации в формировании неравновесных распределений; исследована роль
теплопроводности, массовой диффузии, термодиффузии и диффузии колеба-
тельной энергии в переносе тепла.

• Решена одномерная задача о неравновесном течении в пограничном слое вдоль
линии торможения в бинарных смесях [48, 52, 139], воздухе [140], углекислом
газе [53, 55–57, 92]. Исследованы механизмы релаксации, влияние каталити-
ческих свойств поверхности на тепловые потоки и распределение макропара-
метров. Построена новая кинетическая модель для определения граничных
условий на частично каталитической поверхности в разреженном газе [24, 25].

Примеры применения поуровневой модели к исследованиям кинетики углекис-
лого газа обсуждаются в разделе 4.

3.2. Многотемпературная модель.Многотемпературные модели описывают те-
чения, для которых выполняется следующее условие для характерных времен про-
цессов:

τtr < τrot < τVV 
 τVV′ < τTRV < τreact ∼ θ, (22)

где τVV и τVV′ — среднее время между столкновениями молекул одного и разных сор-
тов соответственно, при которых происходит обмен колебательной энергией; τTRV —
время переходов колебательной энергии в другие виды.

Следуя общей схеме метода, определяем малый параметр, интегральные опера-
торы быстрых и медленных процессов, аддитивные инварианты быстрого процесса.
В данном случае число инвариантов заметно сокращается. Помимо массы, импульса
и полной энергии частиц в быстром процессе при условии (22) сохраняется набор
величин ac (c = 1, . . . , l), произвольно зависящих от химического сорта c (сорт не
меняется в быстром процессе), а также число колебательных квантов i каждого
молекулярного сорта, не меняющееся при VV-обменах [28]. Таким аддитивным ин-
вариантам соответствует следующий набор макропараметров: числовая плотность
частиц химического сорта c nc(r, t), скорость газа v(r, t), полная удельная энер-
гия E(r, t) и удельные числа колебательных квантов молекулярных компонентов
Wc(r, t). Данный набор макропараметров позволяет существенно сократить число
уравнений, описывающих течение реагирующей смеси, по сравнению с поуровневым
подходом.

Замкнутая система уравнений будет включать уравнения изменения состава
смеси, уравнения сохранения импульса и полной энергии и релаксационные уравне-
ния для средних чисел колебательных квантов молекулярных компонентов:

∂nc
∂t

+∇ · (nc(v +Vc)) = Rreact
c , c = 1, . . . , l, (23)

∂ρv
∂t

+∇ · (ρvv +P) = 0, (24)

∂ρE

∂t
+∇ · (ρEv+P · v+ q) = 0, (25)

∂ρcWc

∂t
+∇ · (ρcWcv + qw

c ) = Rw
c , c = 1, . . . , lm. (26)
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Здесь

ρcWc =

lc∑
i=0

inci, (27)

Vc — скорость диффузии компонентов химического сорта c; qw
c — поток числа коле-

бательных квантов; Rreact
c — скорость изменения числовых плотностей химических

сортов вследствие химических реакций; Rw
c — скорость изменения среднего числа

квантов за счет всех медленных процессов.
Функция распределения нулевого порядка дает нам выражения для заселенно-

стей колебательных уровней и позволяет замкнуть систему уравнений (23)–(26) в
приближении Эйлера. Для ангармонического осциллятора заселенности nci описы-
ваются распределением Тринора [141]:

nci(nc, T, T
c
1 ) =

nc
Zv
c (T, T

c
1 )

exp

(
−ε

c
i − iεc1
kBT

− iεc1
kBT c1

)
, (28)

для гармонического — распределением Больцмана:

nci(nc, T, T
c
v) =

nc
Zv
c (T

c
v )

exp

(
− εci
kBT cv

)
, (29)

где Zv
c — колебательная статистическая сумма; T cv — колебательная температура

молекулярного сорта c; T c1 — температура 1-го колебательного состояния данного
сорта. Температуру T c1 вводят для модели ангармонического осциллятора. В фор-
муле (28) колебательная энергия εci отсчитывается от энергии нулевого состояния.

Выражения для потоковых членов в первом приближении метода Чепмена—
Энскога получены в [28, 30, 44]. Показано, что для ангармонического осциллято-
ра потоки чисел квантов и поток полной энергии зависят от градиентов темпера-
туры газа и температур первого уровня всех молекулярных компонентов с соот-
ветствующими перекрестными коэффициентами теплопроводности. Тензор напря-
жений имеет вид (19), при этом коэффициент объемной вязкости определяется не
только вращательной релаксацией, как в поуровневой модели, но и нерезонансным
VV-обменом. Скорости диффузии вводятся для каждого химического сорта и не
содержат вклада диффузии колебательной энергии. Данный процесс в многотемпе-
ратурной модели описывается градиентами колебательных температур, от которых
зависят квазистационарные колебательные распределения. Алгоритмы расчета ко-
эффициентов переноса в многотемпературном приближении подробно описаны в
работах [28, 30, 44, 75]. Обобщение данных алгоритмов для многоатомных газов с
несколькими колебательными модами проведено в [45, 91, 142].

Правые части в уравнениях (23) и (26) могут быть получены путем осреднения
поуровневых релаксационных членов:

Rreact
c =

∑
r

∑
i

Rrci, r ∈ R, (30)

Rw
c =

∑
r

∑
i

iRrci, r ∈ VV′, TRV, R. (31)

Традиционным и вычислительно менее затратным является многотемператур-
ный подход, где для расчета Rreact

c =
∑

r R
r
c используется соотношение, аналогичное
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(15), но без учета колебательного состояния молекул. При этом коэффициенты ско-
рости реакций krf и krb являются функциями параметров T и T cv (см., например,
работы [143, 144]). Использование модели гармонического осциллятора позволяет
перейти от уравнения (26) для среднего числа колебательных квантов к уравнени-
ям для колебательной энергии молекулярных компонентов смеси:

∂evc
∂t

+∇ · (evcv + qv
c ) = Rv

c , c = 1, . . . , lm, (32)

где
evc =

∑
i

nciε
c
1i, qv

c = εc1q
w
c , Rv

c = εc1R
w
c .

В вычислительной газодинамике (CFD) часто используют следующее соотношение
для определения правой части уравнения (32) [145]:

Rv
c =
∑
r∈V

evc (T )− evc(T
c
v )

τr
+
evc (T

c
v )

nc
Rreact
c , (33)

где первое слагаемое представляет собой соотношение приближенной теории Лан-
дау—Теллера [146], описывающее изменение колебательной энергии вследствие
энергообменов (τr — время релаксации для r-го обмена), второе слагаемое прибли-
женно учитывает роль химических реакций в колебательной релаксации.

Ограничения данного подхода обсуждаются в работах [77, 78, 96, 100, 147].
В [77, 78] в рамках обобщенного метода Чепмена—Энскога построены строгие мо-
дели скорости колебательной релаксации и перекрестного влияния химии и релак-
сации в смесях двухатомных газов. Показано, что при корректном определении вре-
мени колебательной релаксации τVT зависит от поступательной и колебательной
температуры, а формула Ландау—Теллера в нулевом приближении метода содер-
жит отношение температур T/T cv . В первом приближении (в вязком газе) формула
Ландау—Теллера, строго говоря, неприменима, поскольку скорость колебательной
релаксации зависит от дивергенции скорости и сродства химических реакций и пере-
ходов колебательной энергии [77]. Это относится и к скорости химических реакций.
Оценки эффектов первого порядка проведены в [78], обнаружены условия, при ко-
торых важен учет отклонения скорости релаксации от формулы Ландау—Теллера
и нельзя пренебрегать членами первого порядка в скорости химических реакций.
Обобщение данного подхода на случай многоатомных газов с несколькими колеба-
тельными модами проведено в [96, 148].

Моделирование взаимного влияния колебательной релаксации и химических ре-
акций (CVCV) также является нетрививальной задачей, этому вопросу посвящен
ряд работ [28, 49, 145, 149, 150]. Для вывода CVCV-членов обычно используется
распределение Больцмана и дополнительные предположения о виде коэффициентов
скорости химических реакций; обобщение такого подхода на случай распределения
Тринора предложено в [49]. Следует отметить преимущество формул (31), для ко-
торых вопрос о расчете взаимосвязи CVCV решается автоматически и не требует
использования конкретного квазистационарного распределения и дополнительных
упрощающих предположений.

Описанный в данном разделе подход является строгим и самосогласованным; он
позволяет построить корректное замыкание системы уравнений (23)–(26). В рамках
данной многотемпературной модели коллективом научной школы были исследованы
следующие проблемы:
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• Пространственно однородная релаксация и одномерные течения невязкого
нетеплопроводного газа за ударными волнами в бинарных смесях кислорода
и азота [79], воздухе [49, 151], углекислом газе [95, 152–155]. Проведена ва-
лидация моделей кинетики, сравнение с экспериментальными данными [134]
и результатами моделирования в поуровневом приближении. Оценено влияние
химических реакций и их связи с колебательной релаксацией на распределение
макропараметров за фронтом ударной волны, изучена роль ангармоничности
колебаний. Показано, что в многоатомных газах наличие межмодовых обменов
сужает пределы применимости теории Ландау—Теллера для расчета скорости
колебательной релаксации.

• Изучена многотемпературная кинетика в соплах [28, 30, 73, 76]; показано суще-
ственное отличие квазистационарных распределений на средних и верхних ко-
лебательных уровнях от поуровневых распределений в расширяющихся тече-
ниях. Распределения Больцмана (29) и Тринора (28) не описывают зарождение
платообразного участка на средних колебательных уровнях; лучшие результа-
ты дает использование составного распределения Гордиеца [73, 75, 156]. Тем
не менее макропараметры течения довольно слабо зависят от использованного
распределения.

• В совместных исследованиях с ИТПМ СО РАН построенные многотемператур-
ные модели были внедрены в пакет ANSYS Fluent и использованы для моде-
лирования двумерных течений у поверхности клина, двойного клина и конуса
[34, 37]. Проведено сравнение с измеренными профилями давления и теплового
потока [157–159]. Отмечается важная роль корректного моделирования скоро-
сти колебательной релаксации и химических реакций в высокоэнтальпийном
отрывном течении у поверхности двойного клина.

• Исследованы двумерные течения углекислого газа у поверхности спускаемого
космического аппарата Mars Sample Return Orbiter (MSRO) в рамках моде-
ли вязкого ударного слоя [31–33], а также течения вдоль линии торможения
и у поверхности аппарата Mars Pathfinder [54]. Показана важная роль кор-
ректного моделирования колебательной релаксации при расчете параметров
в ударном слое; при этом вблизи поверхности аппарата MSRO оправдано ис-
пользование упрощенной двухтемпературной модели. Учет объемной вязкости
заметно влияет на величину теплового потока на поверхности аппарата. Ис-
пользование разработанной в [91, 160] модели процессов переноса существенно
повышает точность расчета нагрева у поверхности аппарата и согласие с экс-
периментальными данными по тепловым потокам [161, 162].

• Решена задача о структуре ударной волны в вязком неравновесном течении
CO2 [98, 163]. Проведено сравнение с результатами расчета в однотемператур-
ном приближении и методом прямого статистического моделирования. Иссле-
дованы профили плотности, температуры, колебательных температур, напря-
жения и тепловые потоки, обсуждается роль объемной вязкости. Обнаружены
эффекты компенсации тепловых потоков вследствие переноса колебательной
энергии различных мод углекислого газа.

В разделах 4, 5 рассмотрены приложения многотемпературных моделей к изу-
чению колебательно-химической кинетики углекислого газа, обсуждаются пределы
применимости сокращенных моделей и возможные пути оптимизации численного
моделирования.
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3.3. Однотемпературная модель. Данная модель предполагает медленные хи-
мические реакции и быструю релаксацию внутренних степеней свободы. Соотноше-
ние для характерных времен процессов имеет вид

τtr < τint 
 τreact ∼ θ, (34)

где τint — время релаксации внутренней энергии.
В данных условиях устанавливается равновесное больцмановское распределе-

ние (29) с температурой T cv = T . Система уравнений, описывающая однотемпера-
турную неравновесную химическую кинетику, включает уравнение для числовых
плотностей компонент смеси, уравнения сохранения импульса и полной энергии:

∂nc
∂t

+∇ · (nc(v +Vc)) = Rreact
c , (35)

∂ρv
∂t

+∇ · (ρvv +P) = 0, (36)

∂ρE

∂t
+∇ · (ρEv+P · v+ q) = 0. (37)

Потоковые и релаксационные члены в этой системе, а также алгоритмы расчета
коэффициентов переноса подробно обсуждаются в [28, 30, 69, 164].

Однотемпературная модель, хоть и является достаточно простой, позволяет
учесть сильные отклонения от равновесия, вызванные химическими реакциями, а
также слабые отклонения от термического равновесия в рамках введения коэффи-
циента объемной вязкости, релаксационного давления и коэффициентов теплопро-
водности внутренних степеней свободы. В целом процессы переноса в однотемпера-
турном газе достаточно широко исследованы в литературе. Однако ряд вопросов до
сих пор вызывает дискуссии и не решен окончательно. Остановимся на двух инте-
ресных проблемах: явлении объемной вязкости и учете электронного возбуждения.

Исследование объемной вязкости и релаксационных процессов в молекулярных
многоатомных газах и их смесях является актуальной задачей газовой динамики.
В работах Леонтовича и Мандельштама в 1937 г. [165], а затем Тисы в 1941 г. [166]
экспериментально был обнаружен дополнительный механизм затухания звуковых
волн — молекулярная релаксация. Это послужило основанием для введения коэф-
фициента объемной вязкости ζ, характеризующего конечную скорость перераспре-
деления энергии между поступательной и внутренней степенями свободы и последу-
ющее дополнительное сжатие/расширение объема газа после его первоначального
сжатия или расширения. Наличие этого эффекта вызывает нарушение так называе-
мого соотношения Стокса 3η2+2η = 0 (η2 = ζ− 3

2η — второй коэффициент вязкости)
для газов с внутренними степенями свободы.

С момента своего обнаружения объемная вязкость широко обсуждалась в ли-
тературе (см. подробный обзор литературы в работах [167, 168]) и даже вызывала
споры и разногласия [169, 170] из-за неточностей в определениях. Так, в работе
Крамера [171] утверждается, что отношение коэффициентов объемной и сдвиговой
вязкости ζ/η для многоатомных газов, таких как углекислый газ и метан, может при
низких температурах достигать нескольких тысяч. Данное утверждение привело к
появлению большого числа вычислительных работ, в которых численно обнаружи-
вались новые гидродинамические эффекты, связанные с объемной вязкостью.
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В работах [93, 172] были исследованы возможные причины высоких значений
объемной вязкости и обнаружено, что результаты [171] получены на основе невер-
ного предположения, а именно из-за разделения коэффициента объемной вязкости
на два независимых слагаемых, обусловленных вращательной и колебательной ре-
лаксацией,

ζ = ζrot + ζvibr. (38)

На основе строгого подхода кинетической теории было показано, что подобное раз-
биение некорректно, поскольку вращательное и колебательное движение молекул
взаимосвязаны. В результате доказано, что отношение ζ/η в CO2 не превышает 3–5,
что подтверждается экспериментом [173].
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Рис. 1. Отношение коэффициентов объемной и сдвиговой вязкости
для различных газов. Сплошные линии — ζ/η; пунктирные линии —
ζrot/η; точки — экспериментальные данные [173] для ζ/η CO2.

Отношение ζ/η для разных газов приведено на рис. 1 сплошными линиями [168],
точками нанесены экспериментальные данные [173]. Максимальное отношение ζ/η
получено для метана, а для азота, кислорода и углекислого газа результаты срав-
нимы. Интересно оценить реальный вклад различных степеней свободы в объемную
вязкость. Пунктирные линии на рис. 1 соответствуют отношению ζrot/η, рассчитан-
ному, пренебрегая колебательными степенями свободы. Такое предположение часто
делается в релаксационной гидродинамике [171]. Можно заметить, что даже при
низких температурах вклад колебательных степеней свободы в объемную вязкость
многоатомных газов (CO2, CH4) является существенным, а с ростом температуры
заметно увеличивается и для двухатомных газов. Таким образом, учет колебатель-
ных мод важен для корректного расчета объемной вязкости.

Интересной темой для исследования является роль объемной вязкости при мо-
делировании реальных течений газа. Поскольку в уравнениях гидродинамики объ-
емная вязкость домножается на дивергенцию скорости, результирующий член в
уравнении Навье—Стокса имеет вид ∇· (ζ∇·vI). При условии ζ/η ≈ 1 данный член
во многих течениях оказывается малым [167]; в частности, в пограничном слое он
имеет второй порядок малости. Однако, если, следуя [171], предположить ζ/η ≈ 103,
то вклад объемной вязкости был бы доминирующим во многих течениях. Это еще
раз подчеркивает важность аккуратной оценки данного коэффициента.
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При реалистичном условии ζ/η ≈ 1 вклад объемной вязкости в гидродинамику
оказывается существенным лишь в течениях с большими градиентами, например
во фронте ударной волны. Структура ударной волны исследовалась в [97, 98, 174–
178] на основе различных моделей объемной вязкости. Показано, что учет объемной
вязкости значительно улучшает согласие рассчитанных профилей температуры с
экспериментальными.
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Рис. 2. Безразмерные профили плотности как функции x/λL. pL = 6.66 Па, TL = 300 К;

а — N2, M=3.8; б — CO2, M=5.

На рис. 2 представлены профили безразмерной плотности ρ̃ во фронте удар-
ной волны как функции координаты x, отнесенной к длине свободного пробе-
га в невозмущенном потоке λL. Давление и температура невозмущенного потока:
pL = 6.66 Па, TL = 300 К, числа Маха варьировались. Для азота решения, полу-
ченные без учета и с учетом объемной вязкости методами пристрелки и конечных
объемов (МКО) [97, 177], сравниваются с результатами эксперимента [179]. Вклю-
чение объемной вязкости в тензор напряжений ведет к заметному улучшению рас-
четного профиля. Для углекислого газа также анализируется роль колебательных
степеней свободы: сравниваются решения, полученные с использованием ζ и ζrot.
Видно, что учет вращательных мод практически не влияет на форму профиля, и
основной вклад принадлежит колебательным модам.

Роль релаксационного давления в гидродинамике обсуждается в [147, 175, 180–
182]. Для ударно нагретого газа вклад prel в тензор напряжений оказывается прене-
брежимо малым.

До недавнего времени в вычислительной гидродинамике для расчета коэффици-
ентов переноса в основном использовались приближенные полуэмпирические фор-
мулы и правила смешения [183, 184]. Подобный подход не всегда корректно учи-
тывает возбуждение внутренних степеней свободы молекул (электронные, колеба-
тельные и вращательные) и атомов (электронные), что может значительно влиять
на тепловые потоки. Например, расхождение между получаемыми результатами по
тепловым потокам при сравнении с данными телеметрии может достигать 100% и
более [185], что требует дальнейшей работы в части развития точных теоретиче-
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ских методов. В высокотемпературных течениях особенно важен учет электронного
возбуждения.

В большинстве работ XX в. атомы предполагались бесструктурными частица-
ми, а внутренняя энергия молекул рассчитывалась лишь с учетом колебательных
и вращательных степеней свободы (за исключением работ [186, 187]). Это происхо-
дило, в том числе, в связи с отсутствием данных о наборе возможных электронных
уровней атомов, число которых до энергии ионизации, вообще говоря, неограничен-
но; также свою роль играло большое количество вычислительных ресурсов, тре-
буемое при проведении расчетов статистических сумм и коэффициентов переноса.
Корректный учет электронного возбуждения начался в начале 2000-х годов в рабо-
тах коллег из университета Бари [188, 189] (для равновесной плазмы) и в работах
Санкт-Петербургской школы неравновесной аэромеханики [80–83] (в однотемпера-
турном приближении). Интересным результатом стал вывод поправки к формуле
Эйкена, позволяющей учесть влияние электронного возбуждения [83]:

fint =

{
1.328, T < 3000 К,
1.42, 3000 < T < 25000 К.

(39)

Здесь fint — фактор Эйкена [190], учитывающий вклад внутренних степеней сво-
боды в коэффициент теплопроводности. В оригинальной работе Эйкена fint = 1. В
работе Гиршфельдера [186] было предложено значение fint = 1.328, хорошо себя за-
рекомендовавшее для умеренных температур. Формула (39) обеспечивает хорошее
согласие с точным расчетом в широком диапазоне условий.

Анализ процессов переноса, проведенный в [80, 84, 191], показал, что при высо-
ких температурах вклад электронного возбуждения в теплоемкости и коэффициен-
ты теплопроводности становится существенным. Дальнейшим развитием указанно-
го направления стало построение поуровневой модели, учитывающей электронное
состояние каждого компонента смеси [101]. Особенностью модели является учет то-
го факта, что для электронно-возбужденных частиц с ростом электронной энергии
за счет увеличения радиуса орбиты внешней электронной оболочки происходит из-
менение линейного размера частицы [101], причем изменение носит немонотонный
характер.

Разработанные теоретические модели применялись для моделирования плос-
кой ударной волны в условиях летного эксперимента Fire II [106]. Было показано,
что параметры потока сильно зависят как от выбора модели химических процес-
сов, так и от выбора подхода кинетической теории: в противоположность результа-
там, полученным в двухтемпературном приближении, за фронтом ударной волны
молярные доли атомов, рассчитанные в поуровневой модели, демонстрировали мо-
нотонное поведение. Было показано, что в рассматриваемых условиях двухтемпе-
ратурные модели неприменимы для корректного прогнозирования радиационного
нагрева. Дальнейшее внедрение точных моделей требует оптимизации и ускорения
численных алгоритмов расчета поуровневых коэффициентов переноса.

3.4. Модели локально равновесных течений. Локально равновесные течения ре-
ализуются при условии

τtr < τint < τreact 
 θ, (40)
т. е. когда все физико-химические процессы протекают на временных масштабах,
много меньших гидродинамического масштаба. Исследованиям равновесных тече-
ний реагирующих газов с учетом ионизации посвящены работы [85–90, 192].
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При термодинамическом методе исследования равновесного состава ионизован-
ных газовых смесей обычно использовались алгебраические системы, включающие
уравнения Саха [193], условия электронейтральности и сохранения ядер. Решение
этих систем во многих случаях удается осуществить лишь с использованием различ-
ных упрощений и аппроксимаций. При этом не всегда удается определить влияние
начального состояния смеси на ее равновесный состав. Статистическое описание рав-
новесных состояний позволяет значительно упростить расчет равновесного состава
плазмы.

В монографии [85] подробно описаны статистические модели, позволяющие по-
лучить равновесные функции распределения частиц в идеальных газах с физико-
химическими процессами даже в тех случаях, когда результаты их взаимодействия
при столкновениях требуют дополнительного исследования.

Используя эти статистические модели, удалось получить равновесные функции
распределения микрочастиц в смесях одноатомных газов с многократной ионизаци-
ей (см. [88]). Эти распределения соответствуют максимуму энтропии при условиях
сохранения энергии, чисел ядер ñk каждого химического элемента, присутствующе-
го в системе, и всех электронов (свободных и связанных) в единице объема.

В работе [88] соответствующие этим функциям распределения концентрации
свободных электронов ne− , а также атомов и ионов различных химических сортов
(k = 1, . . . , k∗) с зарядами +c были представлены в виде

ne− = Ze−(T ) y, (41)

nkc = Zkc(T )xk y
Nk−c, k = 1, . . . , k∗, c = 0, . . . , Nk, (42)

где xk > 0 (k = 1, . . . , k∗) и y > 0.
Здесь Ze−(T ) и Zkc(T ) — статистические суммы соответствующих частиц при

определенном значении температуры. Множители xk в формулах (42) указывают на
присутствие ядер определенного химического элемента в соответствующих части-
цах. Различные степени множителя y в формулах (41) и (42) указывают на числа
электронов в этих частицах. При этом учитывается, что число электронов в ней-
тральных атомах k-го сорта совпадает с номером Nk соответствующего элемента в
периодической системе Д.И.Менделеева.

Если начальное состояние идеальной смеси одноатомных газов известно, соотно-
шения (41) и (42) позволяют свести задачу определения равновесного состава смеси
при любой температуре к решению системы уравнений

Nk∑
c=0

nkc(T ) = ñ
(0)
k , k = 1, ..., k∗, (43)

k∗∑
k=1

Nk∑
c=0

nkc(T )(Nk − c) + ñe−(T ) =

k∗∑
k=1

ñ
(0)
k Nk, (44)

где ñ(0)
k — начальная плотность атомов k-го сорта.
Подстановка выражений (41) и (42) в уравнения (43) и (44) позволяет получить

выражения

xk = ñ
(0)
k

/ Nk∑
c=0

Zkc(T ) y
Nk−c, (45)
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и свести решение задачи к определению множителя y из уравнения

f(T, y) =

k∗∑
k=1

ñ
(0)
k Nk, (46)

левая часть которого получается в результате подстановки формул (41) и (42) в
левую часть уравнения (44), а также замены параметра xk выражением (45).

В работе [88] было показано, что уравнение (46) при любой температуре T имеет
единственное положительное решение. При этом существует возможность исполь-
зовать графический метод, что еще упрощает исследование равновесного состава
многократно ионизованной смеси.

Равновесные статистические распределения, о которых говорилось выше, мо-
гут быть использованы не только в неподвижной смеси одноатомных газов с мно-
гократной ионизацией, но и в локально-равновесных потоках подобных сред (см.,
например, [89, 90]).

Эти распределения могут также рассматриваться как нулевое приближение ме-
тода Чепмена—Энскога при описании неравновесных течений ионизующихся га-
зов [194].

4. Исследование течений смесей с углекислым газом. С 60-х годов про-
шлого века возрастал интерес к неравновесным процессам в углекислом газе, свя-
занный с его ключевой ролью в лазерных технологиях, создании теплозащиты ле-
тательных аппаратов, предназначенных для спуска в атмосфере Марса, и эколо-
гических проблемах Земли. Исследованиями кинетики неравновесного СО2 зани-
маются многие научные группы с использованием различных подходов. Основная
трудность моделирования связана со структурой молекулы СО2, которая с одной
стороны линейна, но при этом обладает тремя колебательными модами (симмет-
ричной, деформационной и асимметричной). Это дает более 8 тыс. колебательных
состояний молекулы и еще большее количество различных видов обмена колеба-
тельной энергией.

Поуровневое моделирование является точным инструментом для наиболее де-
тальной оценки влияния различных кинетических процессов. Однако при изуче-
нии колебательной релаксации СО2 необходимо решать несколько тысяч уравне-
ний, что является вычислительно сложным и ограничивает применимость подхода
0-мерными (0-D) и одномерными (1-D) задачами. Для уменьшения вычислительных
затрат часто учитывают не все колебательные состояния СО2. В работах [53, 55, 56,
92] представлены исследования одномерного потока СО2 вдоль линии торможения,
где колебательная энергия была ограничена 3 эВ, что значительно меньше энергии
диссоциации. В работе [195] предложена модель неравновесной плазмы, где на ос-
нове модели Фридмана [196] рассматриваются лишь 28 колебательных состояний
молекулы CO2. Другим способом уменьшения числа уравнений, развиваемым в ра-
ботах [197, 198], является группирование колебательных состояний в одно комбини-
рованное состояние с использованием двухмодового подхода, при этом в выражении
для колебательной энергии отбрасывают ангармонические члены.

Широкое применение в CFD получили двухтемпературные модели вследствие
их вычислительной эффективности. Однако в случае CO2 они не учитывают различ-
ные колебательные моды и разные скорости обмена колебательной энергией между
ними [93]. Более реалистичные многотемпературные модели, учитывающие обмен
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энергией между асимметричной и объединенной симметрично-деформационной мо-
дами CO2, были разработаны в [142, 199] в рамках обобщенного метода Чепме-
на—Энскога и предлагают алгоритмы для расчета транспортных коэффициентов.
Данные модели применялись для моделирования ударно-нагретых течений в сме-
сях с CO2 [200], и двумерного моделирования потоков около орбитального аппарата,
конуса и сферы [31, 38]. Одним из ограничений этих моделей является то, что ре-
лаксационный член в уравнении колебательной энергии записывается в упрощенной
форме Ландау—Теллера, неприменимой для межмодового колебательного обмена.

Несмотря на эффективность многотемпературных моделей, требуется их тща-
тельная верификация. В работах [94, 95, 99] были рассмотрены две задачи
о 0-D-релаксации невязкого газа: 1) чистого CO2 и 2) смеси CO2/CO/O2/C/O. Бы-
ло выполнено сравнение результатов моделирования при произвольных начальных
отклонениях от равновесия, полученных в рамках поуровневого подхода, традицион-
ных многотемпературных моделей и нового гибридного многотемпературного под-
хода. Ниже представлены основные результаты данных работ.

4.1. Поуровневая модель (STS). Рассмотрим задачу о пространственно однород-
ной релаксации. Как отмечалось выше, молекулы CO2 обладают тремя колебатель-
ными модами, это значит, что их колебательная энергия зависит от трех квантовых
чисел i1, i2, i3. Для каждого набора квантовых чисел нужно записать свое уравне-
ние для заселенностей:

∂ni1,i2,i3
∂t

= Rvibr
i1,i2,i3 +Rreact

i1,i2,i3 . (47)

Данное уравнение дополнялось уравнением сохранения полной энергии для чистого
газа и уравнениями типа (5) и (6) без пространственных производных для смеси.

Сложная структура молекулы CO2 приводит к большому количеству различ-
ных обменов колебательной энергией, которые можно разделить на несколько основ-
ных групп процессов энергообменов и химических реакций для смесей с углекислым
газом:

1. VTm и VTc обмены между поступательными и колебательными степенями
свободы молекул в результате столкновения с частицей сорта M, внутреннее
состояние которой не меняется. Учитывались только одноквантовые переходы,
как наиболее вероятные. Часто при моделировании неравновесных течений
CO2 ограничиваются рассмотрением только переходов VT2 [53, 91, 195], так
как их скорости значительно выше, чем скорости обмена VT1 и VT3.

2. Многоквантовые межмодовые VV1−2, VV2−3 и VV1−2−3 обмены внутри
одной молекулы CO2. Эти процессы выбраны исходя из наименьших измене-
ний энергии при переходе: ΔεVV1−2 = 10.54 см−1; ΔεVV2−3 = 359.96 см−1;
ΔεVV1−2−3 = 349.42 см−1. В то время как обмен VV1−2 носит почти резо-
нансный характер, в других межмодовых переходах часть энергии передается
в поступательную моду, но изменение энергии значительно меньше, чем при
VT-переходах (например, ΔεVT2 = 667.25 см−1). Малое изменение энергии
обусловливает высокую вероятность этих энергетических обменов.

3. Внутримодовые VVm и VVc обмены колебательными квантами в каждой
m-й моде молекулы CO2 и при столкновении двухатомных молекул одного
сорта.
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4. Межмолекулярные переходы VV3−CO, VV1−2−CO, VV2−CO и VV1−O2 с
участием колебательных мод CO2 и двухатомных частиц, и колебательные об-
мены энергией при столкновении двухатомных молекул разных сортовVVc−d.

5. Реакции химических превращений — диссоциация, рекомбинация и об-
менные реакции.

Поуровневые коэффициенты скорости переходов колебательной энергии рассчиты-
вались по модели Шварца—Славского—Герцфельда [201] с поправками, введенны-
ми в [94]. В недавних работах [96, 100, 202] было сделано обобщение на случай мо-
лекул CO2 более надежной модели FHO (Force Harmonic Oscillator model), описыва-
ющей колебательные энергообмены в двухатомных молекулах. Применение данной
модели в поуровневых расчетах вычислительно чрезвычайно затратно, но прием-
лемо в многотемпературном моделировании. Коэффициенты скорости диссоциации
молекул углекислого газа и обменных реакций рассчитывались с использованием
моделей [57, 109], позволяющих учитывать колебательные состояния как реагентов,
так и продуктов реакций. Широко применяемая модель Маррона—Тринора [149]
использовалась для описания диссоциации двухатомных молекул с равновесными
коэффициентами скорости из работ [144, 203]. В табл. 1 приведены уравнения всех
групп процессов и соответствующие модели коэффициентов скорости, которые ис-
пользовались в расчетах. Отметим, что для однокомпонентного газа кинетическая
схема ограничена VTm, VVm, VV1−2 VV2−3 и VV1−2−3 переходами.

4.2. Гибридная многотемпературная модель (HMT). Многотемпературные мо-
дели обычно основаны на предположении о быстрых внутримодовых обменах
VV [30]. Если обмены VV1, VV2, VV3, VVCO, VVO2 происходят в масштабе времени
поступательной и вращательной релаксации, то справедливо следующее соотноше-
ние для характерных времен процессов:

τtr < τrot < τVVm 
 τVV1−2 ∼ τVTm ∼ τVV2−3 ∼ τVV1−2−3 ∼ τVV3−CO ∼
∼ τVV1−2−CO ∼ τVV1−O2

∼ τVTm < τreact ∼ θ, m = 1, 2, 3, CO, O2. (48)

При этом условии для модели ангармонического осциллятора колебательное рас-
пределение молекул CO2 представляет собой четырехтемпературное распределение
Тринора [95]:

ni1,i2,i3(T, T1, T2, T3) =
nCO2si1,i2,i3

Zv
CO2

(T, T1, T2, T3)
×

× exp

(
−εi1,i2,i3 − (i1ε1,0,0 + i2ε0,1,0 + i3ε0,0,1)

kBT
− i1ε1,0,0

kBT1
− i2ε0,1,0

kBT2
− i3ε0,0,1

kBT3

)
,

(49)

здесь si1,i2,i3 — статистический вес; Zv
CO2

(T, T1, T2, T3) — многотемпературная коле-
бательная статистическая сумма [95]; ε1,0,0, ε0,1,0, ε0,0,1 — энергии первых колеба-
тельных уровней соответствующей моды с невозбужденными уровнями остальных
мод. Стоит отметить, что распределение (49) позволяет учесть различие между ко-
лебательными температурами мод и дает возможность включить важные механиз-
мы релаксации, которыми часто пренебрегают в традиционных многотемператур-
ных моделях.
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Основная система уравнений выводится из (23)–(26) с поправкой на невязкий
газ и 0-мерность задачи, но для каждой колебательной моды записывается свое
уравнение для числа колебательных квантов:

∂ρCO2Wm

∂t
= Rw

m, m = 1, 2, 3, (50)

где
ρCO2Wm(T, T1, T2, T3) =

∑
i1,i2,i3

imni1,i2,i3 , m = 1, 2, 3. (51)

Релаксационные члены в гибридной модели рассчитываются согласно (30) и (31)
путем осреднения поуровневых релаксационных членов, исключая из них быстрые
процессы VVm и VVc:

Rw
m =

∑
i1,i2,i3

im(Rvibr
i1,i2,i3 +Rreact

i1,i2,i3), m = 1, 2, 3, (52)

Rw
c =

∑
ic

ic(R
vibr
ic + Rreact

ic ), c = CO, O2, (53)

Rreact
CO2

=
∑
i1,i2,i3

Rreact
i1,i2,i3 , (54)

Rreact
c =

∑
ic

Rreact
ic , c = CO, O2. (55)

Преимущества этой модели обсуждаются ниже, в разделе 4.4.

4.3. Упрощенные многотемпературные модели. Наряду с гибридной многотем-
пературной моделью были рассмотрены две упрощенные модели. В классических
многотемпературных моделях переходами VT1 и VT3 в симметричной и асиммет-
ричной модах обычно пренебрегают из-за отсутствия экспериментальных измерений
соответствующих времен релаксации. Кроме того, полагая, что переходы колеба-
тельной энергии между симметричными и деформационными модами VV1−2 про-
исходят быстрее, чем другие межмодовые процессы VVm−k, можно ввести общую
колебательную температуру для объединенной (симметрично-деформационной) мо-
ды CO2, T12. В этом случае набор определяющих уравнений (23)–(26) и (50) сокра-
щается, так как вместо двух отдельных уравнений релаксации для W1 и W2 мы
получаем одно уравнение для среднего числа колебательных квантов в объединен-
ной моде, W12 [91, 95]:

ρCO2W12(T, T12, T3) =
∑

i1,i2,i3

(2i1 + i2)ni1,i2,i3 . (56)

Вышеупомянутую модель в последующем обсуждении будем называть RMT I (Red-
uced Multi-Temperature model). Для этой модели набор макроскопических перемен-
ных включает: T , T12, T3, T cv (c =CO, O2), nc (c =CO2, CO, O2, O, C). Релакса-
ционные члены в уравнениях сохранения колебательных квантов рассчитываются
с использованием традиционного подхода Ландау—Теллера с временами релакса-
ции, предложенными в экспериментальных исследованиях [204]. Модель Маррона—
Тринора [149] использовалась для описания диссоциации молекул CO2, CO и O2
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Таблица 1. Кинетическая схема

Процесс Уравнение∗ STS HMT RMT I RMT II
VT1 CO2(i1)+M ↔ CO2(i1 ± 1)+M SSH STSa . . . . . .
VT2 CO2(i2)+M ↔ CO2(i2 ± 1)+M ” ” LT LT
VT3 CO2(i3)+M ↔ CO2(i3 ± 1)+M ” ” . . . . . .
VTCO CO(i)+M ↔ CO(i± 1)+M ” ” ” LT
VTO2

O2(i)+M ↔ O2(i± 1)+M ” ” ” ”
VV1−2 CO2(i1, i2)+M ↔ CO2(i1 ± 1, i2 ∓ 2)+M ” ” . . . . . .
VV2−3 CO2(i2, i3)+M ↔ CO2(i2 ± 3, i3 ∓ 1)+M ” ” LT . . .
VV1−2−3 CO2(i1, i2, i3)+M ↔ CO2(i1 ± 1, i2 ± 1, i3 ∓ 1)+M ” ” ” . . .
VV1 CO2(i1)+CO2(k1) ↔ CO2(i1 ± 1)+CO2(k1 ∓ 1) ” . . . . . . . . .
VV2 CO2(i2)+CO2(k2) ↔ CO2(i2 ± 1)+CO2(k2 ∓ 1) ” . . . . . . . . .
VV3 CO2(i3)+CO2(k3) ↔ CO2(i3 ± 1)+CO2(k3 ∓ 1) ” . . . . . . . . .
VVCO CO(i)+CO(k) ↔ CO(i± 1)+CO(k ∓ 1) ” . . . . . . . . .
VVO2

O2(i)+O2(k) ↔ O2(i ± 1)+O2(k ∓ 1) ” . . . . . . . . .
VVCO−O2

CO(i)+O2(k) ↔ CO(i± 1)+O2(k ∓ 1) ” STSa LT LT
VV3−CO CO2(i3)+CO(k) ↔ CO2(i3 ± 1)+CO(k ∓ 1) ” ” ” ”
VV1−2−CO CO2(i1, i2)+CO(k) ↔ CO2(i1 ± 1, i2 ± 1)+CO(k ∓ 1) ” ” ” ”
VV2−CO CO2(i2)+CO(k) ↔ CO2(i2 ± 3)+CO(k ∓ 1) ” ” . . . . . .
VV1−O2

CO2(i1)+O2(k) ↔ CO2(i1 ± 1)+O2(k ∓ 1) ” ” LT LT
DRCO2

CO2(i1, i2, i3)+M ↔ CO(i)+O+M [57] ” MT MT
DRCO CO(i)+M ↔ C+O+M MT ” ” ”
DRO2

O2(i)+M ↔ O+O+M ” ” ” ”
ER1 CO2(i1, i2, i3)+O ↔ CO(i)+O2(k) [109] ” AL AL
ER2 CO(i)+O ↔ O2(k)+C ” ” ” ”
ER3 CO(i)+CO(k) ↔ CO2(i1, i2, i3)+C ” ” ” ”

∗ У молекул CO2 приведены только квантовые числа, которые меняются при столкновении.
Обозначения: STS — поуровневая модель, HMT — гибридная многотемпературная модель,

RMT I и RMT II — упрощенные многотемпературные модели, SSH — модель описания колебатель-
ных переходов [201], LT — уравнение Ландау—Теллера, MT — модель Маррона—Тринора [149],
STSa — осредненные поуровневые релаксационные члены, AL — закон Аррениуса.

с параметром U = ∞ и равновесными коэффициентами скорости диссоциации из
работ [144, 203]. Реакции химического обмена моделировались с использованием
однотемпературного закона Аррениуса с параметрами из тех же источников, а соот-
ветствующие члены связи, обусловленные химическими реакциями, не включались
в уравнения релаксации колебательной энергии.

Дальнейшее упрощение многотемпературной модели возможно в предположе-
нии быстрых межмодовых обменов в молекулах CO2. В этом случае колебательные
моды CO2 не различаются, а релаксация происходит в основном за счет VT-обмена
и переходов между частицами различных химических сортов. Эту простейшую мно-
готемпературную модель с одной общей колебательной температурой для молекул
углекислого газа TCO2

v будем далее называть RMT II. Такой подход аналогичен мно-
готемпературным моделям, широко используемым в смесях двухатомных газов [30,
145]. В RMT II колебательная релаксация описывается в рамках подхода Ландау—
Теллера, тогда как химические реакции моделируются аналогично случаю RMT I.
Обобщенный список моделей, использующихся в расчетах, приведен в табл. 1.

4.4. Преимущества и недостатки теоретических моделей. Прежде всего от-
метим, что поуровневая модель наиболее детально описывает колебательно-химиче-
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скую кинетику и позволяет выявить ключевые механизмы релаксации. Еще одним
преимуществом поуровневого подхода является то, что связь колебательной релак-
сации и химических реакций (CVCV) осуществляется естественным образом, без ис-
пользования упрощающих предположений и феноменологических моделей. Таким
образом, при отсутствии экспериментальных данных поуровневое моделирование
можно рассматривать как эталонное. Единственным недостатком модели является
ее низкая вычислительная эффективность.

Классические многотемпературные модели (RMT I и II) намного более эффек-
тивны в численном отношении, но имеют множество ограничений. Прежде всего,
для их реализации необходимы данные о временах колебательной релаксации для
всех неравновесных процессов. Хотя некоторые эксперименты доступны для VT2,
VV2−3, VV1−2−3, а также некоторых межмолекулярных переходов [204–207], досто-
верные данные о переходах VT1, VT3, VV1−2 отсутствуют. Кроме того, экстрапо-
ляция существующих экспериментальных результатов на более широкий диапазон
температур не всегда оправдана. Следующая проблема заключается в том, что при-
менимость подхода Ландау—Теллера (LT) для моделирования межмодовых и меж-
молекулярных переходов требует тщательной оценки в условиях сильного отклоне-
ния от равновесия [96]. Другая проблема касается точного моделирования колеба-
тельно-химической связи. Применимость известных моделей CVCV [149, 150] для
многоатомных газов с разными температурами колебательных мод в литературе не
обсуждалась и нуждается в обосновании. Наконец, модель RMT II вообще не спо-
собна учесть какие-либо межмодовые колебательные переходы в CO2 и возбуждение
отдельных мод CO2.

Гибридная многотемпературная модель (HMT) с осредненными релаксацион-
ными членами на основе поуровневых имеет много преимуществ по сравнению с
моделями STS и RMT. В HMT-подходе газодинамика описывается в рамках сокра-
щенного набора определяющих уравнений по сравнению с поуровневой моделью.
Тем не менее поуровневая кинетика отражается в самосогласованно полученных
релаксационных членах; кроме того, отсутствуют проблемы с химико-колебатель-
ной связью и недостающими временами релаксации для различных процессов. Еще
одним преимуществом является возможность использования моделей HMT с раз-
личными колебательными распределениями (Больцмана [30, 145], Тринора [49, 141]
и еще более сложными распределениями Гордиеца [75, 156]). В заключение отме-
тим, что гибридный подход сочетает в себе преимущества детального и точного
STS-моделирования с эффективностью многотемпературных моделей. Результаты
показывают, что модель HMT может быть весьма перспективной для численного
моделирования 2-D и 3-D течений.

4.5. Результаты исследования нульмерной колебательной релаксации одноком-
понентного CO2 и смеси. Первая задача о релаксации однокомпонентного CO2 без
химических превращений рассматривалась с различных позиций [94, 95]:

• Были рассмотрены два тестовых случая, когда в начальный момент времени
температура газа выше колебательной температуры молекул и, наоборот, газ
колебательно возбужден, но имеет низкую температуру. При этом начальная
колебательная температура трех мод была одинакова.

• В поуровневом моделировании рассматривались различные кинетические схе-
мы, были выполнены оценки вкладов энергообменов в релаксационный про-
цесс.
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• Было выполнено сравнение результатов моделирования с полным колебатель-
ным спектром и упрощенными [53, 195].

• Поуровневые расчеты сравнивались с многотемпературными.
Для обоих температурных условий доминирующими процессами являются VT1,

VT2, VV1−2 и VV1−2−3 обмены. Важным результатом является то, что вкладом
внутримодовых VVm-переходов можно пренебречь. Расчет данных процессов явля-
ется наиболее ресурсоемким.

Было показано, что в отсутствие химических превращений ограничение коле-
бательного спектра порогом в 3 эВ не влияет на решение, если учитывать все коле-
бательные состояния ниже этой энергии. Это позволяет значительно сократить вы-
числительные затраты. Модель [195], основанная на наборе выделенных состояний,
неприменима для высокотемпературных режимов и может использоваться только в
температурных условиях, когда возбуждение симметричной и деформационной мод
не влияет на термодинамические функции.

На рис. 3 показано изменение температуры газа в зависимости от времени для
различных подходов. Гибридная многотемпературная модель показала близкое зна-
чение температуры к поуровнему подходу, разница не превышает 3%. Использова-
ние более простой многотемпературной модели с соотношением Ландау—Теллера
дает довольно плохое согласие с решением STS во всей расчетной области. Также
были выполнены расчеты с гибридной моделью с объединенными симметричной и
деформационной модами (желтые линии на графиках), где T1 = T2 = T12. Здесь
можно отметить хорошее согласие с результатами STS в начальной и конечной фа-
зах релаксации, но в средней части модель приводит к существенной недооценке
или переоценке температуры газа.

Отметим, что модель HMT не дает большого преимущества с точки зрения
вычислительных затрат при решении системы жестких обыкновенных уравнений.
С одной стороны, усилия по вычислению матрицы Якоби в HMT-подходе существен-
но сокращаются, так как система включает десятки уравнений вместо нескольких
тысяч. С другой — реализация осреднения поуровневых релаксационных членов
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Рис. 3. Эволюция температуры газа для начальных температурных условий: а — T (0) =

3000 К, T
(0)
v = 1000 К, ангармонический осциллятор; б — T (0) = 1000 К, T (0)

v = 3000 К, гар-
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требует вычисления коэффициентов скорости для всех энергетических переходов
и реакций, что довольно затратно по времени и ресурсам. Таким образом, для
однокомпонентного газа численные затраты по реализации моделей STS и HMT
сравнимы.

Вторая задача — исследование колебательной и химической релаксации изна-
чально чистого CO2 для различных температурных условий с использованием раз-
ных подходов. На рис. 4 и 5 представлены результаты моделирования: изменение
температуры и относительных числовых плотностей компонент смеси. Результаты
сравнения показывают отличное совпадение решений, полученных в рамках подхо-
дов STS и HMT. Можно отметить, что упрощенные модели RMT могут обеспечить
удовлетворительную точность только при отдельных условиях, в то же время мо-
дель HMT можно рассматривать как универсальную, подходящую для условий с
произвольным отклонением от термохимического равновесия.

Использование обрезанного колебательного спектра CO2 в случае смеси пока-
зало рост погрешности вследствие существенного влияния верхних колебательных
состояний на химические процессы.

Время расчета для пятикомпонентной смеси, позволяющее оценить численную
эффективность гибридного подхода по сравнению с упрощенными многотемпера-
турными моделями и STS-подходом, приведено в табл. 2. В многокомпонентных сме-
сях число колебательных переходов и химических реакций очень велико. Это при-
водит к непозволительно низкой эффективности модели STS, учитывающей каждое
колебательное состояние молекул. Подход HMT обеспечивает решение на два поряд-
ка быстрее. Традиционные многотемпературные подходы (RMT) примерно в 30 раз
быстрее, чем HMT, однако их точность значительно ниже. Поэтому подход HMT
можно рекомендовать для моделирования сильнонеравновесных потоков CO2 в ши-
роком спектре условий.

Таблица 2. Сравнение времени счета
для различных моделей

Время, с
Модель T (0) > T

(0)
v T (0) < T

(0)
v

STS 556 875 516 735
HMT 6 504 5 766
RMT I 261 178
RMT II 215 116

5. Разработка собственных программных продуктов и оптимизация
моделирования с помощью машинного обучения. Для использования разра-
ботанных научным коллективом моделей в инженерных расчетах были разработаны
программные комплексы KAPPA (Kinetic Approach to Physical Processes in Atmo-
spheres) 118 и PAINeT (Planet Atmosphere Investigator of Non-Equilibrium Thermody-
namics) [119, 208] для расчета макропараметров, коэффициентов переноса и потоко-
вых членов в различных задачах газодинамики с учетом влияния сильной неравно-
весности, химических реакций, ионизации и электронного возбуждения. Програм-
мный комплекс PAINeT включает в себя базу данных физических свойств 21 атома
и молекулы, а также их всевозможные электронные и электронно-колебательные со-
стояния (всего более 12000); а также базу данных химических реакций (всего более
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Рис. 4. Эволюция температуры газа (a) и состава смеси (б) для начальных температурных

условий: T (0) = 12000 К, T (0)
v = 6000 К, ангармонический осциллятор. На б: STS — сплошные

линии, HMT — пунктирные линии, RMT II — точки.

10-7 10-6 10-5 10-4 10-3 10-2 10-1 100

2500

3000

3500

4000

4500

5000

STS

HMT

RMT I

RMT II

T,
  

K

t,  c
10-6 10-4 10-2 100 102

10-4

10-3

10-2

10-1

100

O

O2
CO

n c
/n

CO2

t,  c

а б
Рис. 5. Эволюция температуры газа (a) и состава смеси (б) для начальных температурных

условий: T (0) = 3000 К, T (0)
v = 6000 К, гармонический осциллятор. На б: STS — сплошные линии,

HMT — пунктирные линии, RMT II — точки.

2200, в том числе поуровневые реакции, зависящие от электронных, колебатель-
ных и электронно-колебательных уровней). Для моделирования структуры ударной
волны в вязких течениях многоатомных газов разработан программный комплекс
SW-NSF-Solver [97, 98], основанный на методе конечных объемов и точных алго-
ритмах расчета коэффициентов переноса в многоатомных газах. За последние де-
сять лет коллективом зарегистрировано более 10 программ для ЭВМ и баз данных.
Программные продукты KAPPA и SW-NSF-Solver находятся в свободном доступе и
могут использоваться заинтересованными исследователями для решения научных
задач.

Новым направлением работы научной школы стали междисциплинарные ис-
следования возможностей использования методов искусственного интеллекта для
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оптимизации ресурсоемких расчетов кинетики и процессов переноса. Исследование
поддержано грантом СПбГУ «Машинное обучение в задачах неравновесной аэро-
механики». С целью ускорения расчетов, производимых программными комплекса-
ми, была показана возможность использования машинного обучения при расчете
физических свойств и коэффициентов переноса смесей газов с учетом электронно-
го возбуждения. Указанный подход позволяет использовать обученную нейронную
сеть для проведения моментальных точных расчетов коэффициентов переноса для
смесей с произвольно задаваемым на вход вектором значений, состоящим из моляр-
ных долей компонентов смеси, а также температуры и давления газа, и выходным
вектором из требуемых коэффициентов переноса и(или) иных физических пара-
метров [209]. По результатам указанных исследований в настоящий момент раз-
рабатывается программный модуль, предоставляющий удобный пользовательский
интерфейс для работы с современными библиотеками машинного обучения для ис-
пользования в современных задачах гидроаэромеханики.

В работах [210, 211] рассматривалась применимость ряда методов машинного
обучения в поуровневом моделировании скорости колебательной релаксации в сме-
сях компонентов воздуха. Были проанализированы различные стратегии, даны ре-
комендации по выбору методов. Так, одним из перспективных методов вычисления
скорости релаксации в двухатомных газах является алгоритм k-NN (k-ближайших
соседей). Однако полученные результаты не удается использовать для многоатом-
ных газов из-за высокой размерности системы.

Таблица 3. Затраты времени (T , с) на решение задачи
о пространственно однородной релаксации (0-D)
и о течении за ударной волной (1-D) в CO2

Подходы 0-D 1-D
Поуровневая модель 1507 2310
Гибридная 4-Т модель 982 1270
Нейронная сеть 148 190

Примечание. Различные подходы: поуровневый, гибрид-
ный многотемпературный, нейросетевой.

Для оптимизации поуровневого моделирования углекислого газа были предло-
жены эффективные алгоритмы распараллеливания и методы регрессии для расчета
коэффициентов скорости переходов колебательной энергии [212, 213]. Наиболее пер-
спективным оказался нейросетевой подход, предложенный в [131], для расчета ско-
рости колебательной релаксации в гибридных моделях, описанных в предыдущем
разделе. Так, при использовании нейронной сети скорость решения пространствен-
но однородной задачи и одномерной задачи о течении за фронтом плоской ударной
волны в CO2 увеличилась более чем на порядок, в то время как гибридный подход
дал сокращение затрат примерно в два раза (табл. 3) [131]. При этом погрешность
решения не превышает 5%. Ожидается, что в двумерных и трехмерных задачах при
учете химических реакций, а также при использовании точных, но вычислительно
сложных моделей коэффициентов скорости реакций выигрыш будет еще более су-
щественным.

6. О признании научной школы. Школа неравновесной аэромеханики
Санкт-Петербургского университета получила широкое признание в России и за
рубежом. В 1973 г. за работы по динамике разреженных газов С. В. Валландеру
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с коллективом ученых была присуждена Государственная премия СССР. За науч-
ные заслуги и заслуги в области образования в нашей стране С. В. Валландер был
награжден орденом Ленина (1961). В 1976 г. за цикл работ в области физико-хи-
мической аэродинамики С. В. Валландеру была присуждена Университетская пре-
мия (посмертно). В 1977 г. опубликована книга С. В. Валландера, Е. А. Нагнибеда,
М. А. Рыдалевской «Некоторые вопросы кинетической теории химически реагирую-
щей смеси газов» [17], также удостоенная Университетской премии. Позднее еще два
цикла работ получили премии Санкт-Петербургского университета: в 2005 г. коллек-
тиву авторов (Е. В. Кустова, Е. А. Нагнибеда, М. А. Рыдалевская) была присуждена
первая премия СПбГУ «За научные труды», а в 2021 г. премию «За вклад в науку мо-
лодых исследователей» получили А. А. Косарева, О. В. Кунова, М. А. Мехоношина.
Члены научного коллектива неоднократно приглашались для чтения лекций и науч-
ной работы в университеты Франции, Италии, Германии, Бельгии, Бразилии. Среди
сотрудников научной школы — члены редколлегий известных журналов: «Журнал
технической физики», «Фундаментальная и прикладная гидрофизика», «Вестник
Санкт-Петербургского университета. Математика. Механика. Астрономия», «Физи-
ко-химическая кинетика в газовой динамике», «Journal of Theoretical and Applied
Mechanics», приглашенные редакторы журналов «Plasma Source Science and Tech-
nology», «Fluids, Frontiers in Physics».

Исследования коллектива поддержаны многочисленными грантами (за послед-
ние 10 лет выполнялись работы по 9 грантам СПбГУ, проектам Европейского кос-
мического агентства, мегагранту Минобрнауки РФ, гранту Фонда развития тео-
ретической физики и математики «БАЗИС», проектам Комитета по науке и выс-
шей школе Правительства Санкт-Петербурга, 11 грантам РФФИ и 4 грантам РНФ,
включая гранты РФФИ и РНФ для молодых ученых). За 10 лет опубликовано бо-
лее 150 статей в ведущих научных российских и зарубежных журналах, защищены
10 кандидатских диссертаций. Проведены 2 научные школы для молодых ученых,
1 всероссийская и 3 международные конференции. Студенты и аспиранты кафед-
ры участвуют в научных проектах и работах по грантам, выступают с докладами
на всероссийских и международных конференциях, проходят стажировки в россий-
ских и зарубежных научных центрах; многие получают стипендии Правительства
РФ и Президента РФ (6 персональных стипендий за последние 3 года), побеждают
в конкурсах Комитета по науке и высшей школе Правительства Санкт-Петербурга.

7. О роли журнала «Вестник СПбГУ. Математика. Механика. Астро-
номия» в развитии научной школы. Хотелось бы отметить особую роль жур-
нала в формировании и развитии школы неравновесной аэромеханики СПбГУ. На
протяжении более 60 лет, начиная с первых работ С. В. Валландера [11, 15, 16] с
коллегами и учениками, научный коллектив неизменно публикует свои результаты
в «Вестнике». В журнале проходят апробацию первые работы студентов и аспи-
рантов, публикуются результаты ведущих ученых, биографические очерки о наших
коллегах. За последние 20 лет коллектив научной школы опубликовал в «Вестнике»
более 40 работ по исследованиям процессов переноса в сильнонеравновесных средах
[24, 81, 82, 106, 115, 117, 147, 180, 214, 215], колебательно-химической кинетике [107,
112, 113, 120–124, 127, 128, 137, 216, 217], моделям равновесного ионизованного и
реагирующего газа [86, 87, 89, 192], модельным кинетическим уравнениям [218], ки-
нетике многоатомных молекул [97, 152, 153, 160, 177, 212, 213, 219, 220], развитию
методов машинного обучения в неравновесной аэромеханике [131, 210]. Плодотвор-
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ное сотрудничество с журналом «Вестник СПбГУ. Математика. Механика. Астро-
номия» во многом способствует успехам научной школы.

8. Заключение. В работе проведен обзор основных направлений деятельно-
сти научной школы неравновесной аэромеханики, основанной С. В. Валландером в
50-е годы прошлого века. Кратко обсуждаются результаты, опубликованные в бо-
лее чем 200 статьях, монографиях, учебных пособиях. За прошедшие годы школа
подготовила десятки известных ученых в области физико-химической аэродинами-
ки, достигла больших успехов в разработке строгих математических методов моде-
лирования неравновесных течений, применении новых подходов для исследования
современных задач неравновесной аэромеханики, создании программных средств и
развитии инновационных направлений. Коллектив научной школы гордится своими
учениками, многие из которых внесли значительный вклад в развитие отечественной
науки, способствуют применению научных знаний при решении важных приклад-
ных задач, а также работают в вузах и воспитывают новые поколения специалистов.
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The review is devoted to the foundation and development of the scientific school of S. V. Val-
lander at the Leningrad (now St Petersburg) State University. The achievements of the sci-
entific school in the development of the kinetic theory methods for modeling nonequilibrium
flows, construction of rigorous self-consistent mathematical models of varying complexity

∗The work is supported by Saint Petersburg State University (Project ID 93022273).

Вестник СПбГУ. Математика. Механика. Астрономия. 2023. Т. 10 (68). Вып. 3 445



for strong and weak deviations from equilibrium, and the use of the developed models in
challenging problems of modern aerodynamics are discussed. Particular attention is paid
to the study of non-equilibrium kinetics and transport processes in carbon dioxide, iden-
tification of key relaxation mechanisms of polyatomic molecules, derivation of physically
based reduced hybrid models, and optimization of non-equilibrium flow numerical simula-
tions using modern machine learning methods. Correct description of electronic excitation
in the kinetics and transport processes, models of local equilibrium gas flows with multiple
ionization, and features of modeling bulk viscosity in polyatomic gases are discussed.
Keywords: non-equilibrium aeromechanics, kinetic equations, physicochemical processes,
vibrational-chemical kinetics, transport processes.
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Gase. Physik. Zeitschr. 14, 324–332 (1913).

191. Istomin V.A., Oblapenko G. P. Transport coefficients in high-temperature ionized air flows
with electronic excitation. Physics of Plasmas 25 (1), 013514 (2018). https://doi.org/10.1063/1.5017167

192. Bogdanova N.V., Rydalevskaya M.A. Equilibrium composition and physical and chem-
ical characteristics of high-temperature air mixtures with diverse densities. Vestnik of Saint
Petersburg University. Mathematics. Mechanics. Astronomy 4 (62), iss. 2, 273–280 (2017).
https://doi.org/10.21638/11701/spbu01.2017.211 (In Russian)

193. Saha M.N. LIII. Ionization in the solar chromosphere. The London, Edinburgh,
and Dublin Philosophical Magazine and Journal of Science 40 (238), 472–488 (1920).
https://doi.org/10.1080/14786441008636148

194. Rydalevskaya M.A., Voroshilova Yu.N. Model kinetic equations for multiply ionized gas
mixtures. Frontiers in Astronomy and Space Sciences 8, 696328 (2021). https://doi.org/10.3389
/fspas.2021.696328

195. Kozak T., Bogaerts A. Splitting of CO2 by vibrational excitation in nonequilibrium
plasmas: a reaction kinetics model. Plasma Sources Science and Technology 23, 045004 (2014).
https://doi.org/10.1088/0963-0252/23/4/045004

196. Fridman A. Plasma Chemistry. New York, Cambridge University Press (2008).
197. Kotov V. Two-modes approach to the state-to-state vibrational kinetics of CO2.

Journal of Physics B: Atomic, Molecular and Optical Physics 53 (17), 175104 (2020).
https://doi.org/10.1088/1361-6455/ab9d01

198. Kotov V. Two-modes model of the non-equilibrium plasma chemical dissociation of
CO2. Plasma Sources Science and Technology 30 (5), 055003 (2021). https://doi.org/10.1088/1361-
6595/abf368

199. Kustova E.V., Nagnibeda E.A. On a correct description of a multi-temperature dissociating
CO2 flow. Chem. Phys. 321 (3), 293–310 (2006). https://doi.org/10.1016/j.chemphys.2005.08.026

200. Kosareva A., Nagnibeda E. Vibrational-chemical coupling in mixtures CO2/CO/O and
CO2/CO/O2/O/C. J. Phys.: Conf. Ser. 815 (1), 012027 (2017). https://doi.org/10.1088/1742-
6596/815/1/012027

201. Schwartz R.N., Slawsky Z. I., Herzfeld K.F. Calculation of vibrational relaxation times in
gases. J. Chem. Phys. 20, 1591 (1952). https://doi.org/10.1063/1.1700221

202. Vargas J., Lopez B., Lino da Silva M. Heavy particle impact vibrational excitation and
dissociation processes in CO2. The Journal of Physical Chemistry A 125 (2), 493–512 (2021).
https://doi.org/10.1021/acs.jpca.0c05677

203. Mc Kenzie R. L., Arnold J. O. Experimental and theoretical investigation of the chemical
kinetics and non-equilibrium CN radiation behind shock waves in CO2–N2-mixtures. AIAA Paper, 67–
322 (1967).

204. Losev S. A., Kozlov P.V., Kuznetzova L.A., Makarov V.N., Romanenko Yu.V.,
Surzhikov S. T., Zalogin G.N. Radiation of CO2–N2–Ar-mixture in a shock wave: experiment and model-
ing. Proceedings of the Third European Symposium on Aerothermodynamics for Space Vehicles, 437–444
(1998).

205. Simpson C. J. S.M., Bridgman K.B., Chandler T.R.D. Shock-tube study of vibrational relax-
ation in carbon dioxide. J. Chem. Phys. 49 (2), 513 (1968). https://doi.org/10.1063/1.1670105

206. Taylor R. L., Bitterman S. Survey of vibrational relaxation data for process important in the
CO2–N2 laser system. Rev. Mod. Phys. 41 (1), 26 (1969). https://doi.org/10.1103/RevModPhys.41.26

207. Achasov O.V., Ragosin D. S. Rate Constants of V-V exchange for CO2–GDL. Preprint no.
16. Minsk, Belarus, Institute of Heat and Mass Transfer (1986).

208. Istomin V.A. PAINeT: Similarity criteria and different approaches of kinetic theory. AIP
Conference Proceedings 2132, 130005 (2019). https://doi.org/10.1063/1.5119625

209. Istomin V., Kustova E. PAINeT: Implementation of neural networks for transport co-
efficients calculation. J. Phys.: Conf. Ser. 1959, 012024 (2021). https://doi.org/10.1088/1742-
6596/1959/1/012024

210. Bushmakova M.A., Kustova E.V. Modeling vibrational relaxation rate using machine learn-
ing methods. Vestnik of Saint Petersburg University. Mathematics. Mechanics. Astronomy 9 (67),
iss. 1, 113–125 (2022). https://doi.org/10.21638/spbu01.2022.111 (In Russian) [Eng. transl.: Vestnik
St. Petersburg University. Mathematics 55, 87–95 (2022). https://doi.org/10.1134/S1063454122010022].

Вестник СПбГУ. Математика. Механика. Астрономия. 2023. Т. 10 (68). Вып. 3 455



211. Campoli L., Kustova E., Maltseva P. Assessment of machine learning methods for state-to-state
approaches. Mathematics 10 (6), 928 (2022). https://doi.org/10.3390/math10060928

212. Gorikhovsky V. I., Nagnibeda E.A. Energy exchange rate coefficients in modeling carbon
dioxide kinetics: calculation optimization. Vestnik of Saint Petersburg University. Mathematics. Me-
chanics. Astronomy 6 (64), iss. 4, 659–670 (2019). https://doi.org/10.21638/11701/spbu01.2019.411
(In Russian) [Eng. transl.: Vestnik St. Petersburg University. Mathematics 52, 428–435 (2019).
https://doi.org/10.1134 /S1063454119040046].

213. Gorikhovsky V. I., Nagnibeda E.A. Optimization of CO2 vibrational kinetics model-
ing in the full state-to-state approach. Vestnik of Saint Petersburg University. Mathematics.
Mechanics. Astronomy 7 (65), iss. 3, 527–538 (2020). https://doi.org/10.21638/spbu01.2020.315
(In Russian) [Eng. transl.: Vestnik St. Petersburg University. Mathematics 53, 358–365 (2020).
https://doi.org/10.1134/S1063454120030085].

214. Rydalevskaya M.A., Voroshilova Yu.N. The influence of the processes of trans-
fer, release and absorption of energy on the vortex properties of an ideal fluid. Vestnik of
Saint Petersburg University. Mathematics. Mechanics. Astronomy 2 (60), iss. 4, 639–645 (2015).
(In Russian) [Eng. transl.: Vestnik St. Petersburg University. Mathematics 48, 280–284 (2015).
https://doi.org/10.3103/S106345411504010X].

215. Kustova E.V., Kushner I. A. Calculation of transfer coefficients in nonequilibrium mixtures of
reacting gases by exact and approximate formulas. Vestnik of Saint Petersburg University. Mathematics.
Mechanics. Astronomy 2, 99–106 (2005). (In Russian)

216. Zharkova O.V., Rydalevskaya M.A. Modeling of the structure of shock waves in a dissociating
diatomic gas. Vestnik of Saint Petersburg University. Mathematics. Mechanics. Astronomy 4, 7–12
(2007). (In Russian)

217. Nagnibeda E.A., Sinitsyn K.A., Bazylevich S. S. Dissociation rate coefficients in an oscillation-
nonequilibrium gas. Vestnik of Saint Petersburg University. Mathematics. Mechanics. Astronomy, 3,
92–101 (2006). (In Russian)

218. Rydalevskaya M.A. Hierarchy of relaxation times and model kinetic equations. Vestnik of
Saint Petersburg University. Mathematics. Mechanics. Astronomy 2, 55–62 (2010). (In Russian)

219. Rydalevskaya M.A., Shumkov S.G., Ignatova M.G. Relaxation gas dynamics of carbon dioxide
at moderate temperatures. Vestnik of Saint Petersburg University. Mathematics. Mechanics. Astronomy
3, 129–135 (2012). (In Russian)

220. Kustova E.V., Puzyreva L.A. Specific heat capacity of vibrationally nonequilibrium carbon
dioxide. Vestnik of Saint Petersburg University. Mathematics. Mechanics. Astronomy 1, 87–93 (2005).
(In Russian)

Received: January 12, 2023
Revised: February 14, 2023

Accepted: February 16, 2023

Au t h o r s’ i n f o rma t i o n:

Yulia N. Voroshilova — y.voroshilova@spbu.ru
Vladimir A. Istomin — v.istomin@spbu.ru
Ol’ga V. Kunova — o.kunova@spbu.ru
Elena V. Kustova — e.kustova@spbu.ru
Ekaterina A. Nagnibeda — e.nagnibeda@spbu.ru
Maria A. Rydalevskaya — m.rydalevskaya@spbu.ru

456 Вестник СПбГУ. Математика. Механика. Астрономия. 2023. Т. 10 (68). Вып. 3


