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��*#�� � ���%�����*�� $��������� ����� �����(� � #�'���$R #���� ���$��$�(
�����( $�������* ��#���*� �)��� ��#��'�( #���'� $�������* #��'������
KMM�����q ���& � ��������'�� Y ������ ��%�� �����$R��* � �������� ��F
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ẋ = Ax+Bu, v w

�� x ∈ Rn B ����� M�#��(� �����(�{ $������� u ∈ Rr{ �����*��( �����F
J( A � B B �&�����(q ��#������� n×n � n×r ������������� t$�� �'�����q
'�� �����J� B =

[
B1 . . . Br

]
������� �# ������ �#������(� ����%J�� � ������ v w

��������R $�����*�� o!p� Y���� $�������* u %$�� ������ � ���

u = Cx vHw
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���q �%��'���R&�� ���������'��$R $����'������ #����$��� �����u

ẋ =
(
A+BC

)
x.

��* �)��* ����� #���'� '���� ������#$R� ����� � ��J�����( �����(
���������q � �����(� ������ v w �������� %�� ������� B |������'����} B
��� o+zGp� Y �������� �� K�� �����%( ��������* ���(� ����� ��������� %�#��$R�F
�* �� ��������� �(%�� n ������ �#������(� ����%J�� �# ?�.�0Y/ -<���C+[
?��.0u

VK =
[
B AB . . . An−1B

]
.

I����� � ����(� ��������q ��� �������q � ������#$R� ���$��$�$ M����������*
$�����*����� ����� �����(q �����*�$R ��*#�R �����J A � B�

��*���� KMM��������� ������#�����* ���$��$�( �� ������� ������ 
����F
J� $�����*����� VK ������� �# r J����'���� J��'� ����

Bj , ABj , . . . , A
n−1Bj , v!w

��Q��� �# �����(� ��Q�� ����������� '����

dj = rank
[
Bj ABj . . . A

n−1Bj

]
v+w

��* ��� j = 1, . . . , r� Y J��'��� v!w ������ �#������(�� *��*R��* ���( dj
�������q � �� ���$R&� $Q %$�$� #������(�� � ���� oLq �� !Hyp� s��'��* dj
��$� � �% ��Q�$R ������������$ � ��� ����� $�������* v wq � ��'�q � 
��M����J������ ���������q �����J�� (A,B)�

Y '��������q ��� ���* %( ��* ������ ����%J� Bj ���'��� dj ����� nq �� �'F
�����q '�� ������$R �����$ v w ��Q�� ����� � ����� �� ����*��(� $��������q
�� � ����� �� ���( (A,B) � ��� (A,Bj)� ��* K���� �������'�� ����#���� #��F
�$ $�������* u = ejvq �� ej ∈ Rr B jF� ����'�(� �����q v B ���� ����*���
$�������� Y ����� ��$'� �����J$ �������� ��$�*���� C �# vHw ��* ���������
����������� $�������* u ��Q�� #������� ���u

C = ejγ
TV −1,

�� V =
[
Bj ABj . . . A

n−1Bj

]
q � ������ γT �����*��* �������� o q ��  +Gp�

����� �%��#��q ������� � ��Q %���) ���� M���������� ���'�� v+wq
� ���Q ��*#� ������(� %�#���� J����'���� J��'� v!w �Q�$ ��%�� � %$�$� � ���
'��� �� #����� ���$��$�( �����( $�������* v w�

�� ������
������ $�	�����	�� $�����	 v!w � !���
�����  
����� ���F
��� ��� ���%���'���� �����# ��*#� �����'��� ���( (A,B)� ��* K���� ���'���
���������� ��� �����J( Bq �����*&� �# ������ ����%J�� �������� %�#�� ����F
��������� J����'����� ��������������� �����J( Aq ����Q������ ������� Bq
�� �q �������� oLq �� !Hypq ��� �������� ���$������� '��� d ����� �����$������
������ �#������(� �������u

B, AB, . . . , Ad−1B. vNw

�#$'�� ��$'��q ����� �#����( �����J� J B Q�������� ���������* M���� ���F
��J( A � ���������$R&�* � �����J� ������ S � Q�������$ %�#��$q �� �

J = S−1AS = diag
{
J1, . . . , Jσ

}
, vGw
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����� ��* ������ B ���������� ����������

B = Sb,

�� � K����( ������ b *��*R��* ������������ ������ B � Q��������� %�#���
�q � ���$ AS = SJ q ���$'�� K���������$R vNw J��'�$ Sb, SJb, . . . , SJd−1bq ��
�����$R �#���������� ������� ������� �����J� S � ���#(��� ���*��*� ��K���$
�����$� ��� ������ J��'�$ �������q �����$R ���#$ ��%�� � �%&$R �����J$u

M =
[
b Jb . . . Jd−1b

]
. vLw

Y�Q�� �������q '�� ���$��$�� Q��������� �����J( J ���� vGw #���� ����F
#��'�� ��#%��� ������ b �� ������������( %���� b(i) ����( kiq �� �

b =

⎛⎜⎜⎜⎝
b(1)...
b(i)...
b(σ)

⎞⎟⎟⎟⎠ , v,w

�� b(i) =
(
bmi−1+1, . . . , bmi

)T
q � ����*�(� �%�#��'��*�u

m0 = 0, mi =

i∑
s=1

ks ��� i = 1, . . . , σ, ���$�� mσ = n. v"w

����� �%��#��q �����$������ ������� vLwq ��%�����* � �����J$ M q � ���$
%��'��F������������ ���$��$�( ��� ����� �����J( J q ��� � ���  �����q � ���R
�'���q ������'�� ��#%�����* �� ��$��( �����q ��%����( ���� � �����J( Mi

����

Mi =
[
b(i) Jib

(i) . . . Jd−1
i b(i)

]
. v yw

V���%J( �����J Mi �%��#$R� J����'��� J��'�� �������q ����Q���( ����F
���� b(i) � ���������$R&��� �� Q�������(�� ������� Ji ��* ��� i = 1, . . . , σ�

�� �	�
� �� �������� ����� � 	��������� ������� ���
������� ��	��6
��� $�	�����	�� $����	� vLw� �$��� λ B ������� ��%������ '���� �����J( A�
Y��� ������� ���Q����

N (λ) =
{
i ∈ {1, . . . , σ} ∣∣∣ Ji = Ji(λ)

}
,

�� #� Ji(λ) �%�#��'�R��* �� Q�������( �����q ���'�R&� ��%�������$ '���$ λ�
I'�����q '�� ����'���� K������ ���Q���� N (λ) ����� ������'���� ������F
��� ��%�������� '���� λ�

&
���
��� �� ���� λ1 � λ2 B ��#��'�( ��%�����( '���� �����J( Aq ��
����� ������( ���Q���� N (λ1) � N (λ2) � �����R��*� ��� K��� �%x�����
������(� ���Q��� N (λ) �� ��� ��#��'�(� ��%�����(� '����� �����J( A �%F
��#$� ���Q���� ��� ������ Q�������(� �����

{
1, . . . , σ

}
�

���� ��* ��Q���� ��%�������� '���� λ �����J( A ���������� ������ � Q��F
�����( ����� Ji(λ)q �����( ���'�R� ����� �����$ '���$q � ��q � ���R �'���q
���������� �� %���� '��� b(i) � �� J��'�� v yw ��� i ∈ N (λ)� ����� ��* ��� ��$F
��(� ����� %����� b(i) �%�#��'�� '�# μi ���*����( ����� ���(� ��$��(�
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K������ � K��� %�����q �� � bmi−1+1 = . . . = bmi−1+μi−1 = 0q � '���� bmi−1+μi �= 0q
�� μi ∈ {1, . . . , ki} ��* ��� i ∈ N (λ)� s��� �('����� ���$R&� #��'��*u

δi = ki − μi + 1 ��* ��� i ∈ N (λ). v  w

���� Q %��� '��� b(i) ��������R �$����q �� ����Q�� δi = 0�
�q �����Jq ������$ ��%�������$ '���$ λ ���������� ���'��$

�λ = max
i∈N (λ)

{
δi
}
. v Hw

��� %$�� ����#��� ���q ��Q��* ����* ���'��� �λ #���� ����� ��%�������� '��F
�� λ � ����'���� ������ �#������(� ������� J����'���� J��'�� vLw�

&
���
��� �� X��#���� �('����� #��'��� δi ����#������* � ��$'� ��Q���
Q�������(� ������ ��* ��$'�* ������ Q�������(� ����� ���*����( ����� μi

���(� ��$��(� K������ %����� b(i) ���'��(��R��* ���#$�
#� m�������
���  
���
 $�	�����	��� ���������
����
� ������ ����F

��������( ���(q � �����(� �#$'�� ������ ������� �#���������� ������� J��F
��'���� J��'� ���� v ywq � ���Q $��Q� ���$��$�$ �����Jq ���������(� �#
������� K��� J��'��

���� >'.!�* $�+(/6  15 #+"((/6 !) "'�

����
 �� 4-�.X J1 0 J2 a )0b)0+ b��Z�)��/ ,+.,0 <��CZ,�� k1 0 k2
 �.[
�+J�`_0+ �Z)�?- ����.�+))�?- J0�- λ
 �+,.��/ p 0 q a <��.�C))/+ ���.�+.�.[
�-`_0E l.0? ,+.,�? ��A?+�)��.+�
 � )+)-+�/?0 <+��/?0 l+?+).�?0
 .� +�

Ji =

⎛⎜⎝λ1 λ
. . .

. . .
1 λ

⎞⎟⎠
ki×ki

, p =

⎛⎝ p1
...
pk1

⎞⎠ , q =

⎛⎝ q1
...
qk2

⎞⎠ ,
�Z+ p1q1 �= 0 0 i = 1, 2�

6��Z�
 �J0.�C k1 � k2
 ZC `���� )�.-��X)��� J0�� d ��)� ?�.�0Y/

M =

[
p J1p . . . Jd−1

1 p

q J2q . . . Jd−1
2 q

]
=

(
Mp

Mq

)
v !w

�-Z+. �<�+Z+C.X�C ���+)�.��?

rankM = min
{
d, k1
}
,

0 ��+Z0 ��+E �.��J+, ?�.�0Y/ M 0)+�)� )+A��0�0?/?0 �-Z-. <+��/+ min
{
d, k1
}

�.��J+, ��,� Mp�
� � � � # � �  � � � � � �� ��* ��Q��� Q��������� ����� Ji ���� ��#��Q��

Js
i =
(
λEi + Ii

)s
= λsEi + C1

sλ
s−1Ii + · · ·+ Cs−1

s λIs−1
i + Isi , v +w

�� Ei B ����'�( �����J( ��#������� ki × kiq � �����J( Ii B ����������(
Q�������( %���� oLq �� !!,pu

Ii =

⎛⎜⎝01 0
. . .

. . .
1 0

⎞⎟⎠
ki×ki

=
[
e2 e3 . . . eki 0

]
, i = 1, 2, v Nw

������( �������� �����(� $��#��( � o,q �� H+zHGp�
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����� #� �'� ��#%���* �� �$��$ ������(� ��* �R%�� ����� Q�������(�
����� � v !w %$�� ���� �(��Q��(

Js
1p

Js
2q

)
=

(
λsp

λsq

)
+

(
C1

sλ
s−1I1p

C1
sλ

s−1I2q

)
+ · · ·+

(
Cs−1

s λIs−1
1 p

Cs−1
s λIs−1

2 q

)
+

(
Is1p

Is2q

)
=

= λs

(
p

q

)
+ C1

sλ
s−1

(
I1p

I2q

)
+ · · ·+ Cs−1

s λ

(
Is−1
1 p

Is−1
2 q

)
+

(
Is1p

Is2q

)
v Gw

��* ��Q���� s = 0, . . . , d− 1�
����q �������� v Gwq K�������(�� ���%��#�����*�� ����%J�� �����J( M q

� �#��*R&��� �����q ��������  � ���$

MI(λ) =

[
p I1p . . . Id−1

1 p

q I2q . . . Id−1
2 q

]
.

Y ���$ ����q '�� �����J( Iki

i �$��(q �����J$MI(λ) � #���������� �� #��'��*
����� d ��Q�� ���������� ���$R&�� �%��#���

 � ���� d > k1q �� ���$'��q '��

MI(λ) =

(
P 0

Q 0

)
(k1+k2)×d

, v Lw

�� �����J�

P =
[
p I1p . . . I

k1−1
1 p

]
=

⎛⎜⎜⎝
p1 0 . . . 0

p2 p1
. . .

...
...

. . .
. . . 0

pk1 . . . p2 p1

⎞⎟⎟⎠
k1×k1

= p1E1 + p2I1 + · · ·+ pk1I
k1−1
1 , v ,w

� Q �������* �������'�� v ,w �� %�# ������ q� �$��( �����J( 0 ��R� ��#��F
����� ki × (d− ki)� 
����J( P � Q *��*R��* ��Q���$�����(�� ����J�(�� ���
��������(�� ��Q���$�����(�� o,q �� +N+pq ��� � %$�� �� ��#(���� ����

H� ���� d � k1q �� ���q '��

MI(λ) =

(
P

Q 0

)
·
[
e1 . . . ed

]
, v "w

�� �����* #����� ������ �#��'�� �(%�� ���(� d ����%J�� �# ���� �����J( � ���F
�#����� v "wq #��� �$���* �����J� 0 ���������$R&� ��#������� k2 × (k1 − k2)
%$�� ���$���������q ��� k2 = k1�

�����q �����* �# ���� �����J( MI(λ)q � ��$'� v Lw ��� v "wq � ���Q $'��(��*
��Q���$�����(� ��� ��(��Q����� �����J( P �# v ,wq �������q '��  $���F
��� ����� ���*��� min

{
d, k1
}
%$�� ����� ��$��(� ������� ����(�)�� ���*���

�����J( MI(λ)q �� �  ���� � ���� �������� M %$�$� ����( min
{
d, k1
}
� �

&
���
��� �� V������� ����#�������$ ���(  q #��'�� ��%�������� '���� λ
� ���#(��� ���*��* �� ���'��$ ������ �����J M � MI(λ)� s���������� ������
K��� �����J �� '���� λ #���R'���* ������������ � ���q '�� ��%������ '���� λ
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�%& ��* Q�������(� ����� J1 � J2� ����� �%��#��q ���� �����J( M q ��������F
��� ������'�� �# ��������� J����'���� J��'� ���� v yw ��* ������ ��%��������
'���� λq �����*��*q ���%& �����*q ����������(� #��'��� ���'�� δi

(
��� v  w

)
�

���� >'.!�* $�0')!(/6  15 #+"((/6 !) "'� Y ��#���� ���(  �������F
��� ���� ��$'�� J����'���� J��'� ���� v yw �� ����� Q�������(� ����� ��*
��#�(� ��%�����(� '���� � '��%( �#��)� � $���Q�*�� ���$R&� ����$Q���*q
����� ����$ K��� J��'� v yw ������ �$�� ��#������� Q�������(� ������

����
 �� 4-�.X J1 0 J2 a )0b)0+ b��Z�)��/ ,+.,0 <��CZ,�� k1 0 k2
 �.[
�+J�`_0+ ��A0J)/? ����.�+))/? J0��? λ1 0 λ2
 �+,.��/ p 0 q a <��.�C))/+
���.�+.�.�-`_0E l.0? ,+.,�? ��A?+�)��.+�
 � )+)-+�/?0 <+��/?0 l+?+)[
.�?0
 p1q1 �= 0� 6��Z�
 <����C
 J.�

d = k1 + k2,

<�-J0?
 J.� ��)� ,��Z��.)�� ?�.�0Y/M 
 ���.��+))��
 ,�, � v !w
 ZC Z�))��� d

�-Z+. �<�+Z+C.X�C ���+)�.��?

rankM = d.

� � � � # � �  � � � � � �� V������� v !wq �����J� M ������� �# ��$� %�����
����'� Mp � Mqq ���'�R&�� ��#��'�(� ��%�����(� '����� λ1 � λ2� ��K���$
��#��Q��q ��������R �������'�� v Gwq �(������ � $�����*� I����� ��* ��Q���
����� ��$��( �����q � ���$ v +wq ���( �(��Q��* v�� ����� �����J( Mpw

Js
1p =

(
λ1E1 + I1

)s
p = λs1p+ C1

sλ
s−1
1 I1p+ · · ·+ Cs−1

s λ1I
s−1
1 p+ Is1p =

=
[
p I1p . . . I

k1−1
1 p

]
·
(
λs1e1 + C1

sλ
s−1
1 I1e1 + · · ·+ Cs−1

s λ1I
s−1
1 e1 + Is1e1

)
=

=
[
p I1p . . . I

k1−1
1 p

]
k1×k1

· Js
1e1 = P · Js

1e1 vHyw

��* ��� s = 0, . . . , k1− 1� Y vHyw ��* �����J( I1q � ���$ v Nwq ������#$��* ��������q
'�� ����� Is1e1 = es+1q �� ����'�( ������ e1, . . . , es+1 ��#������� k1� ��� K���
��* ����� s = k1 �(����*��* ��������

Jk1
1 p = J1

(
Jk1−1
1 p

)
= J1

(
P · Jk1−1

1 e1

)
= P · Jk1

1 e1,

��� ��� Q�������� ����� J1 � ���������* ��$������* �����J� P ���� v ,w *�F
�*R��* ����$���$R&���q ��� M$��J�� ��������� �� ����� � ��� Q �����J( I1 o,q
�� H+p� I���'������ #��'��q '��

Js
1p = P · Js

1e1 ��* ��� s � 0.

����� ��* �����J( Mpq �'�����q ���� ����������

Mp =
[
p J1p . . . J

d−1
1 p
]
= P
[
e1 J1e1 . . . J

d−1
1 e1

]
k1×d

= P · J̃k1(λ1). vH w

� �������'�� ��* �����J( Mq ���$'��q '��

Mq = Q
[
e1 J2e1 . . . J

d−1
2 e1

]
k2×d

= Q · J̃k2(λ2),
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�� ����� e1 ���� ��#������� k2q ������������� � �����J� J2� s��� ��������(
��������( ��$�����( �����J( P q Q ���� v ,wq � �����J( J̃ki(λi) �����*� ������
�# ���(� ����%J�� ����� Q�������(� ����� ���*���� ki ��%�����(� '��� λiu

J̃ki(λi) =
[
e1 Jie1 . . . J

d−1
i e1

]
=

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1 λi . . . λki−1

i . . . λd−1
i

0 1 . . . C1
ki−1λ

ki−2
i . . . C1

d−1λ
d−2
i

...
. . .

. . .
...

...

0 . . . 0 1 . . . Cki−1
d−1 λ

d−ki

i

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
ki×d

vHHw

��* i = 1, 2� ���(� ����%J �R%�� ����� Q��������� ����� Js
i q � ���$ �������F

���* v +w � ���� ����� �����J( Isi q ������������� ����$ ���# #�����*��*
����������� %����� ��R���� (λi + 1)sq ��'���* �� ����)� ����� λsi � ��* ���F
�� s = 0, . . . , ki−1 ��������( ���������$R&�� %����� ��R���� �(%���R��* ���F
�����Rq ��#��Q�( �����)��* ��#�J�� � ����%J Js

i e1 %$�$� �$��(��q � ��* s � ki

������** ��#�J�* ����%J� Js
i e1 %$�� Cki−1

s λs−ki+1
i q ��� ��� �����J� Iki

i �$���*�
���� ���� �����J7 M ���� v !w ��Q� %(�� �(��Q�� ���$R&�� �%��#��u

M =

(
Mp

Mq

)
=

(
P · J̃k1(λ1)

Q · J̃k2(λ2)

)
=

(
P 0

0 Q

)
·
(
J̃k1(λ1)

J̃k2(λ2)

)
=MI(λ1, λ2) · J̃ , vH!w

�� �����J( MI(λ1, λ2)q J̃ B ��������( ���*��� d�
X������� ��������$R �����J$ J̃ q ��'���* � �������� ����%J�q �('�� �# ��QF

���� ����%J� ���)���$R&��q $���Q��(� �� λ1q � ���q ���$* o"q $��� H,Lpq ��F
�����q '��

det
(
J̃
)
=
(
λ2 − λ1

)k1k2 �= 0,

��� ��� λ1 �= λ2q �� � �����J� J̃ ��(��Q����* � ������������  ���� ���� 
��#������� d� ��� K��� ���������* %��'��F�����������* �����J�MI(λ1, λ2) ���Q
*��*��* ��(��Q�����q � ���$ ��$��(� K������ p1 � q1 ��������R #�����R&��
�����( ��������� ��Q���$�����(� %����� P � Q ���� v ,w� I��R�� �����*�q
'�� ���� �����J( M ���� d� �

&
���
��� #� ���������� �����J( M ���� vH!w ���� � � ��$'� �������RF
&�� ��%�����(� '��� λ1 = λ2 v��$'�� ���(  w� ���������* �����J� MI(λ1, λ2)
������* ��F��Q��$ ��(��Q������ ����� ���� �����J( M �����*��* #��'F
��� ����� ���������� �����J( J̃ q ������* ������� �# ��$� %����� ����'� J̃k1(λ1)

� J̃k2(λ2) ���� vHHw ��* ������ � ���� Q ��%�������� '����� �� ���� ����� �����J( J̃

%$�� #��������* %���)�� %����� ����'� �# J̃k1(λ1)q J̃k2(λ2) � �%&�� ����'�����
����%J�� du

rankM = min
{
d,max

{
k1, k2

}}
.

&
���
��� %� �# ����������* vH!w ���Q ���$�q '�� '���� ����%J�� d ���F
��J( M � ��� H ��Q� %(�� �R%(�� ����� ���� �����J( M �('���*��* ���

rankM = min
{
d, k1 + k2

}
.

%� >
�������� $�	�����	�� ���������
����� �����$� ����q ��� M��F
���$��* ���'��� d ���� v+w ��� $'� ��*#� K������ ������ B � �����J� A � ��
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��������� J����'���� J��'�� Y(*��� K�$ ��*#� '�# #��'��* ��������� bq ��F
���� B � Q��������� %�#���

������
 �� IC `�/E ?�.�0Y/ A 0 �+,.��� B ?�,�0?�X)�+ ,�0J+�.��
0)+�)� )+A��0�0?/E �+,.���� � Y0,0J+�,�� Y+<�J,+ vNw ���)�

d =
∑
λ

�λ, vH+w

�Z+ �-??0����)0+ �+�+.�C <� ��+? ��A0J)/? ����.�+))/? J0��? λ ?�.�0Y/ A

� ��?0 A)�J+)0C �λ �<�+Z+C`.�C <� 5��?-�? v Hw�

� � � � # � �  � � � � � �� ���������� ����#�����( �����J$ A � ����� B�
VM�����$� �� J����'��$R J��'�$ ������� ���� vNw ������������ ����( n� ���
����� � �����$ ��������� Q���������� %�#��� ���$'�� J��'�$ vLw � �����J$M �
����� ������* ���'��� d %$�� ����� ����$ �����J( M � Y ���R �'���q $Q ���F
��J� M ������� �# ������������(� ��%���� ����� Miq J����'���� J��'� v ywq
�%��#�����(� ������ %������ K������ b(i) ���� v,w�

V����������q �������� ��� Hq ��* ��Q���� ������ %����Mi %$�� ���� ���
���������� vH wq �� � Mi = PiJ̃ki(λi)q �� �����J( J̃ki(λi) ������������ ���� vHHw
��#������� ki × nq � �����J( Pi ���������� ��Q���$������� M���( v ,wu

Pi =
[
b(i) Iib

(i) . . . Iki−1
i b(i)

]
ki×ki

, vHNw

#��� �����J( Ii ���� Qq ��� v Nw� �����q �������� vH!wq ���� �����J� M %$��
��������*���* ���u

M =

⎛⎜⎝M1
...
Mσ

⎞⎟⎠ =

⎛⎜⎝ P1 · J̃k1(λ1)
...

Pσ · J̃kσ (λσ)

⎞⎟⎠ =

⎛⎜⎝P1 �. . .
� Pσ

⎞⎟⎠ ·

⎛⎜⎝ J̃k1(λ1)
...

J̃kσ (λσ)

⎞⎟⎠ =MI · J̃ , vHGw

�� �����J( MI = diag
{
P1, . . . , Pσ

}
� J̃ ��#������� n× n�

��� ��� �����F��%� %��� '��� b(i) ��Q� %(�� ��������R �$��(�q �� � ����QF
����* �� �����J� Pi %$�� ���Q �$���� �q �����������q �$��(� %$�� ��� %���
����'� Mi� ���� %��� b(i) � *��*��* ��������R �$��(�q ��q ���$* v,wq ���)�
�� ���$R&�� �%��#��u

b(i) =

(
0

b̃(i)

)
,

#��� b̃(i) =
(
bmi−1+μi , . . . , bmi

)T
��� �������� μi ∈ {1, . . . , ki} B ���*������ ����

������ ��$����� K����� bmi−1+μi �= 0 � %��� b(i)� Y ��$���� %��� b̃(i)q ���F
����������� ��� ������(� ����� ��#������� δi = ki−μi+1q ���(� �� K����
����� ��$����� Y ����� ��$'� ���������* ��$������* �����J� Pi ����� ���

Pi =

(
0 0

P̃i 0

)
ki×ki

��� P̃i =
[
b̃(i) Ĩib̃

(i) . . . Ĩδi−1
i b̃(i)

]
q �� $Q �����J� P̃i ��#������� δi × δi %$�� ��(F

��Q����� ���������� ��$�������q � �����J� Ĩi ��Q��� ���� v Nw�
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����� ��$���� �������(� %��� Mi ��Q� %(�� #������ ���

Mi = Pi · J̃ki(λi) =

(
0 0

P̃i 0

)
· J̃ki(λi) =

(
0

P̃i · J̃δi(λi)

)
,

�� �����J� J̃δi(λi) ���� vHHw � ������ ������� �# ���(� δi ����� �����J( J̃ki(λi)�
����� �%��#��q �����Q�� �����J MI � J̃ � vHGw �������� �$��( ������

�����J( MI � �%&� �#$����� B �����J M � I�%���(��* K�� �$��( ������q
���$'�� �����J$ ������� ����� �����J M u

M̃ =

⎛⎜⎝ P̃1 · J̃δ1(λ1)
...

P̃σ · J̃δσ (λσ)

⎞⎟⎠ =

⎛⎜⎝P̃1 �. . .
� P̃σ

⎞⎟⎠ ·

⎛⎜⎝ J̃δ1(λ1)
...

J̃δσ (λσ)

⎞⎟⎠ = M̃I · J̃δ.

s��� $Q �����J� M̃I ��#�������
σ∑

i=1

δi ×
σ∑

i=1

δi %$�� ��(��Q�����q � ���$ ���F

� %��'��F������������ ���$��$�(q � ��(��Q���(�� ��������(�� ��$�����(F
�� �����J��� P̃i ��* �� ������ i ∈ {1, . . . , σ}q �����( ���'�R� ��$��(� %��F
��� b(i)�

V����������q ���� �����J( M̃ %$�� �����*���* ����R'������ ������ ���F

��J( J̃δ ��#�������
σ∑

i=1

δi×nq �����(�q � ���$ ���� vHHw %����� J̃δi(λi)q M�����$��*

���%���)��� �� ����'���$ ����� %������ J̃δi(λi) �� ��� ��#��'�(� ��%�����(�
'����� λi v��� #��'��� +wq �� � ����'���� ������ �#������(� ����� ����� ��$�F
�( %����� ����� %$�� �����*���* #��'��� �λ �� M���$��� v Hw� � ������ �����
���%���)�� %����� J̃δi(λi) %$�$�q �������� ��� Hq ������ �#������(�� �Q�$
��%��q �� � �$��� ��� ���'�� �λ �� ��#�(� λ � %$�� ������

d = rankM = rank M̃ =
∑
λ

max
i∈N (λ)

{
δi
}
=
∑
λ

�λ,

�� �$��������� %���* �� ��� ��#��'�(� ��%�����(� '����� λ� �
����� �%��#��q ���$'��� � vH+w #��'�� d $����������� ��#������� J����F

'���� �������������� vNw � vLw� [���� d ������ �#������(� ������� K��� J����F
'���� J��'� ��������R �����*��* ����R'������ ������� ���(� ��$��(�
K������ %����� b(i) ���� v,w� ���'� �� #���������� �� �(%��� Q�������7 %�#��� S
���� #��'��* ����� ���(� ��$��(� K������ �� ���'��$ d ����� � ���*R��
I����� K����( ����������(� %����� b(i) ��%���R� ��������( ��$�����( ���F
��J(q �����( � %��'��F������������ ������ �%��#$R� |���$��$��$R �����J$}MI

� ��#��Q��� vHGw �������� �����J( M ��� J����'���� J��'�� vLw� �����* ���F
��J�MI *��*��* ����� ��Q���q ��� ��� ����Q�� � �% ��*#� ������ b � ��������
Q�������(� ����� �����J( J � ��� K��� ��* ��M����J�* � ��%�����(� '�����
�����&���* ����R'������ �����J� J̃ �
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������� ���� �� �������� ������ �����$� ��*#� ��#�(� Q������F
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���������� ��#��'�( ��(��Q���( �����J( S � S̄q ������*&� �����J$ A
� ��%�����(�� '������ ����'��� ������'���� ��������� � Q��������� �����F
J J u

S−1AS = S̄−1AS̄ = J = diag
{
J1, . . . , Jσ

}
, vHLw

�� �� Q�������( ����� Ji ���*���� ki ���'�R� ��#�(� ��%�����(� '����� λiq
�� � Ji = Ji(λi)q ��� i = 1, . . . , σ� ��� %$�� ��#(���� K�� �����J( S � S̄ ����*F
�$R B Q�������(�� %�#�����q ���'�R&��� �����J A�

������
 �� IC `��� ��A0J)�� <��/ b��Z�)��/E ��A0��� S 0 S̄
 �.�+J�`[
_0E ?�.�0Y+ A � ����.�+))/?0 J0��?0 +Z0)0J)�� �+�?+.�0J+�,�� ,��.)��.0

?�.�0Y� <+�+E�Z� ?+bZ- )0?0

Θ = S−1S̄ = diag
{
Θ1, . . . ,Θσ

}
vH,w

C�C+.�C ��J)�[Z0���)�X)�� � ?�.�0Y�?0 Z0���)�X)/E ��,�� Θi a <���0X)��
.�+-��X)�� 5��?/ �0Z� v ,w
 .�� b+ ��A?+�)��.0 ki×ki
 J.� 0 ���.�+.�.�-`_0+
0? b��Z�)��/ ,+.,0 Ji�

� � � � # � �  � � � � � �� ����� %( �%��#�� �����J( S � S̄ � %(�� ��F
�$'�(q ���$��$�� �� ����%J�� ���������$� ��#%���R ����� Q��������� �����F
J( J �� ����� Jiq � ��Q��* ��$��� ����%J��q ���'�R&�* ���� Q��������� ����q
�%��#$� ��%�� %�#�� ������������� J����'����� ���������������� ����� $�����
��#��'����� ��$� %�#���� S � S̄ %$�� �#��'���q '��q �� ������ ��q ��* ������
K���������� �����* �����J( A (

λ− λi
)ki
, vH"w

������������ ����� ki B ���%���'���� ��������� '���� λi v���$� �# $�����*
�������� ����J �� ������'���� ���������w � ���'�R&� �$ Q���������
����� Jiq ���������$R&� Q�������( J��'�� ������� �# %�#���� S � S̄

Smi−1+1, . . . , Smi � S̄mi−1+1, . . . , S̄mi v!yw

%$�$� ��#��'�(q � �������� v"wq mi = mi−1 + ki� r�� �� ��$��( ������� v!ywq ���F
�����** ��%�� ��#�( %�#��( J����'����� ������������� ��������������� �������
K���������� �����* vH"wq $��������*R� ��������� v� $'��� ���$��$�( ��QF
�� Q��������� �����w o,q ��  ,"pu(

A−λiE
)
Smi−1+1 = Smi−1+2, . . . ,

(
A−λiE

)
Smi−1+ki−1 = Smi ,

(
A−λiE

)
Smi = 0,(

A−λiE
)
S̄mi−1+1 = S̄mi−1+2, . . . ,

(
A−λiE

)
S̄mi−1+ki−1 = S̄mi ,

(
A−λiE

)
S̄mi = 0.

v! w

�# $�����* �������� ����J ������'���� ��������� ��%�������� '���� λi ��F
�$�q '�� ��#������� �� ��%�������� ������������ ���Q ����� ����Jq ��K���$
�� ��%�����( �����( Smi � S̄mi *��*R��* ������ #������(��q �� � ���� ����F
��)��

S̄mi = α
(i)
1 Smi , α

(i)
1 �= 0. v!Hw

�������� v!Hw ����$�� ��'� #� ��%�� $���Q���q '�� �� �����( v!yw
%$�$� ���������( � ��� �����(� ���%���J��u

S̄mi−1+ki−j+1 =

j∑
s=1

α(i)
s Smi−1+ki+s−j , j = 1, . . . , kj , v!!w

H"H � %��&� �
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�� ��Q�(� α(i)
j M�����$��* ���� ���� �����M���J�� �� jF� )��q ���'� #��F

'��* α(i)
j ��� j = 2, . . . , ki $Q ���$� %(�� �$��(���

�����������q ���������� ���#$ jF� )�� vj � 2wq ����)� v!!w ���

S̄mi−1+ki−j+1 =

j−1∑
s=1

α(i)
s Smi−1+ki+s−j + α

(i)
j Smi

� %$�� �'�����q '�� �� ��KMM�J���( α(i)
1 , . . . , α

(i)
j−1 ������( �� ���(�$&�� j−1

)����q ���'�q � ���$ v!Hwq ��KMM�J��� α(i)
1 �%*#������ ��$����� ����� �������F

��� ����� ����

S̄ = S̄mi−1+ki−j+1 −
j−1∑
s=1

α(i)
s Smi−1+ki+s−j .

���� �� ���#$ �$����q ��q �����������q ��KMM�J��� α(i)
j = 0 � ����������� v!!w�

���� ����� S̄ ��$����q �� ����� �� ���%��Q�� ���������
(
A−λiE

)
q ������q

� ���$ v! w � �(���������� v!!w ��* ���(�$&�� )��� j − 1q %$�� �����u

(
A− λiE

)
S̄ =
(
A− λiE

)
S̄mi−1+ki−j+1 −

j−1∑
s=1

α(i)
s

(
A− λiE

)
Smi−1+ki+s−j =

= S̄mi−1+ki−j+2 −
j−1∑
s=1

α(i)
s Smi−1+ki+s−j+1 = S̄mi−1+ki−j+2 − S̄mi−1+ki−j+2 = 0,

�� � ����� S̄ *��*��* ��%�����(� ������� '���� λi� �����q ��� � � v!Hwq ���$'��q
'��

S̄ = α
(i)
j Smi , α

(i)
j �= 0,

� ����� ���������� v!!w ��* jF�� )��� %$�� ���(�q �� $Q ��* K���� α(i)
j �

����� �%��#��q ������������� ��#��Q��* v!!w ����%J�� v!yw %�#��� S̄ �� ����F
�����$R&�� �� ����%J�� v!yw %�#��� S v�%&� Q��������� �����w �����(����* ��
������� ������ ����������* v!Hwq ���$�� � ���$� ��Q����� ��$����� ������
��KMM�J���� α(i)

1 �
���� ���������� ����#���� vH,w ��#����� �� ����%J�� �����J( S̄q ���#$

��* %���� ����%J�� v!yw K���� %�#���u

S−1S̄ ·
[
emi−1+1 . . . emi

]
=
[
S−1S̄mi−1+1 . . . S

−1S̄mi

]
=

=
[
S−1
(
α
(i)
1 Smi−1+1 + · · ·+ α

(i)
ki
Smi

)
. . . S−1α

(i)
1 Smi

]
=

=
[(
α
(i)
1 emi−1+1 + · · ·+ α

(i)
ki
emi

)
. . . α

(i)
1 emi

]
=

⎛⎜⎜⎝
0

Θi

0

⎞⎟⎟⎠
n×ki

, v!+w

�� �����J� Θi ���������� ��$������� M���( #������ ������ mi−1 + 1, . . . ,mi�
����$��* �������'�(� �%��#�� ��* ��� ��� ��%���� %�#���(� ������� v!ywq

�������q '�� ���������$R&� �� ����#����* v!+w ��$����$R��* �� ����%J��
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� %��'��F����������$R �����J$ vH,wq � ��� ��� �� K����( ������� ���������
α
(i)
1 �= 0q �� ���$�q '�� �����J� Θ ��(��Q����*� �

D� A��?	�?�
 ����� �
�� (A,B) � ��?�
� ��������� �����������	��
	�
������� ���� �� �������� ������ ��F��Q��$ %$�� ���������� ��$'��
�����J( Aq ����� ��  ��%�����( '���� ����'��� ������'���� ����������
s�����q '�� ��* ��$� ��#��'�(� Q�������(� %�#���� S � S̄ �����J( A $Q ����F
�( b = S−1B � b̄ = S̄−1B %$�$�q ���%& �����*q ��#��'�(� � ����� � �����J� MI q
� �����J� M̄I �# ����������* vHGwq M�����$R&��*q �������� vHNwq �# K������
������� b � b̄ ������������q %$�$� ���Q ��#�(��� ���������� ��*#� �Q�$ ����F
�� �����J��� MI � M̄I Q�������(� %�#���� S � S̄�

������
 �� IC `��� <��/ b��Z�)��/E ��A0��� S 0 S̄
 �.�+J�`_0E ?�.�0[
Y+ A � ����.�+))/?0 J0��?0 +Z0)0J)�� �+�?+.�0J+�,�� ,��.)��.0
 0 �+,.��� B

�<�+Z+C`_+�� � Z�))/E ��A0��E ���.�+.�.�+))� ?�.�0Y/ MI 0 M̄I 
 �-Z+. �+�)�
���+)�.��

MI = ΘM̄I , v!Nw

�Z+ ?�.�0Y� Θ �<�+Z+C+.�C
 ,�, 0 � vH,w�
� � � � # � �  � � � � � �� Y ���$ ����� ���������q ���'�R&�� ���$�F

�$� �%&� Q��������� �����J( J q �� �����J( �# �(��Q��* v!Nw *��*R��*
%��'��F����������(��q ��������(� ����'����q ��#������� � ���*��� �������F
Q��* ����������(� %�����q ���������� ��$������� M���(� ��K���$ ����Q� �(F
������ v!Nw ��%��'��u

Pi = ΘiP̄i, i = 1, . . . , σ. v!Gw

V��'��� #�����q '�� �# %��'��� �������������� �����J( Θ ���� vH,w �(����q
'��

Θ b̄ = S−1S̄ · S̄−1B = S−1B = b,

���$�� ��%��'�� Θib̄
(i) = b(i)�

���q ��� ��� ��������( ��$�����( ���� v ,w �����J( Θi � �����J( Ii
*��*R��* ����$���$R&���q ��� M$��J�� ��������� �� ����� � �� Q �����J Iiq
�������q '��

ΘiP̄i = Θi·
[
b̄(i) Ii b̄

(i) . . . Iki−1
i b̄(i)

]
=
[
Θib̄

(i) IiΘib̄
(i) . . . Iki−1

i Θib̄
(i)
]
=

=
[
b(i) Iib

(i) . . . Iki−1
i b(i)

]
= Pi ��� ��� i = 1, . . . , σ.

����� �%��#��q %$�� �(����*���* � �%& $���Q��� v!Nw� �
&
���
��� C� �# ��(��Q������� �����J( Θq � ���$ vH,wq � ������������

���  ����������(� %����� Θi ���$�q '�� �����J( Pi � P̄iq ��*#���( ����)F
��� v!Gwq ��������(� ������� � $'��(��* ��������$R ��$�����$R M���$ vHNw K���
�����Jq ���$'��q '�� ���( ��$��( K����( bmi−1+μi � b̄mi−1+μ̄i v��� ��� ���w
� %����� b(i) � b̄(i) #�����R� ��������( �����q �� � μi = μ̄i ��* ��� i = 1, . . . , σ�
I��$�� � ���� �����J( MI �����*��* ����R'������ ������(� ������� B � �
#������ �� �(%��� Q�������7 %�#��� Sq ����Q��R&�� K�$ �����J$ MI �

������
 #� IC `���� b��Z�)��� ��A0�� S
 �.�+J�`_+�� ?�.�0Y+ A � ���[
�.�+))/?0 J0��?0 +Z0)0J)�� �+�?+.�0J+�,�� ,��.)��.0
 0 �+,.��� B
 �<�+Z+[
C`_+�� ?�.�0Y- MI 
 ?�.�0Y�

R = SMI v!Lw

A�Z�+.�C +Z0)�.�+))/? ����A�?
 )0,�0? ����A�? )+ A��0�C_0? �. �/���� ��A0�� S�
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� � � � # � �  � � � � � �� ��* $��#������ ��$'�* �����J( A ��#��� ���
�R%(� ��#��'�(� Q�������(� %�#��� S � S̄� �����q � ���$ ����������� vH,w � v!Nwq
�������q '��

S̄M̄I = SΘ ·Θ−1MI = SMI = R,

�� � �����J� R �����*��* ��������(� �%��#��q �� #���������� �� �(%��� Q��F
�����7 %�#���� �

�������� ���%���'��� ���������� ���$��$�( ��*#� �����J( A � ����F
�� Bq ����Q��R&�� J����'��� ����������� ��������������� %�#��� vNwq ��#��F
�*� �(*���� ���%���'��$R ���$��$�$ �����( $�������* v w � %�� KMM����F
� � ��������'� �)��� #���'� ����� $�������*q � '�������� #���'� ���%���F
#�J�� ���Q��� �����( v w�

E� Z�����?	������ ������� ?��
������� �#$����� ����(  � ���  q H
��������R �����(��� ���$��$�$ $�����*����� �����( v w � ����������� Q��F
�����7 %�#��� � ����*����� $�������* uq � ���Q �%$��������� �������� ������
� ������ �������* ���$��$�( �����( $�������* v w � ��$'� �����������
$�������*�

���������� ��$'�� ����*����� $�������* u ��* ����� ���$R&�� ����u

ẏ = Jy + bu, v!,w

�� y ∈ Rn B ����� M�#��(� �����(� � �����*��(� ����� $�������* b B
�&�����(�q ��#������� n× 1{ �����*���* �����J� �����( J ��� �&������*
Q�������� ���������* M���� ���� vHLw ��#������� n× n�

t$�� ��� �'�����q '�� �� ��Q�� Q�������( ����� �����J( J ���'�R�
�&�����(� ��%�����(� '������ ����� ������'�� ������#$��* ������ ��*
$���&��* ��������J�� �������* �#$������ ����(  � �(*������ ���$��$�F
��� �����J( MI q ��� ��� ��$'�� �&������� Q��������� M���( �����J( ��*
���������F����*Q��(� ��� ��%�����(� '��� ��%$� ��������� �#$'��*q �� �
����� ����J���������� ���������

���*���q '�� ��� �#�������� �����J( S ��* �������� �����( ���� v w ���F
�*����� $�������* ���� ������ v!,w %$�� �������������� ����� v w ��� �����
�����(� x �����( v w � Q������� %�#�� S #����� x = Sy�

t$�� �'�����q '�� ������ v!,w ��������R $�����*��� ����� ��#%Q�� ��F
�$�q '�� �����J� $�����*����� ������� o!pq � ������ ��$'� VJ = M ���� vLwq
������� �# n ������ �#������(� ����%J�� B J����'���� J��'�� ����Q��R&��
������ b� �� K�� �#��'��q �������� ����  q '�� ��* ��� ��#��'�(� ��%�����(�
'��� λi �� �����( �λi � #��'�� ����� �����J( VJ ���Q�( ����*���* ���%���F
'���� ��������*� ���������$R&�� ��%�����(� '���� � ����q � ���$ ���(  q
��#��Q��q ��� ������'���* ��������� ��Q���� ��%�������� '���� ����� ����F
Jq '�� � %$�� ��������� ��* �����( v!,w �#F#� ��������� ��%�����* � ������
$�����*������

t�� ����q ��# ������'��� ��������� ��� ��%�����(� '��� ����( ��F
��Jq �� ���� Q�������� �����J� J ���� vHLw ������� ������ �# Q�������(� ��F
��� Ji(λi)q ��#��'�(� ��%�����(� '��� λiq ��#������� ki B ���%���'���� ����F
����� ����� ��%�����(� '���� ����� ���$'��q '�� �# $�����* ������ $�����*F
����� �����( v!,w � ����(  ��%������ �(������ �������

�λi = δi = ki ��* ��� i = 1, . . . , σ.
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� K��q � ���$ v  wq ��#��Q�� ������q ��� ���( K����( ��� %����� b(i) *��*R��*
��$��(���

I���'������ �������q '�� �����J� MI �# ����������* vHGw �����J( M *�F
�*��* %��'��F������������ � ��(��Q���(�� ����������(��q ���������� ��F
$������� M���( %������ Piq $ �����(� �����( ��������� �����*� �# bmi−1+1 �= 0q
�� #��'��*mi−1 �����*R��* �� M���$��� v"w �q �����������q ���� �����J�MI

���Q ��(��Q����*� ��� K��� ��Q�( ���( �����J Pi � Ji ����$���$R&�q ���
M$��J�� ��������� �� ����� � �� Q �����J Iiq �� � � �%&� %��'��F����������(
�����J( ���Q ����$���$R&�u

JMI =MIJ.

�����q ����#���* #���$ �����(� y =MIzq ������� �����$ v!,w � ���$

ż = Jz + beu, v!"w

��

be =M−1
I b =

⎛⎜⎝ e
(k1)
1...

e
(kσ)
1

⎞⎟⎠ .
s��� e(ki)

1 B ���( ����'�( �����( ��#������� ki � ��� ����� be ����#��'��
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