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���%��� �$&��������* �)��� #���'� Z�$���B��$����* � ��#�(���� �F
���������R �#$'����� � o"z Np� �����* �����* *��*��* ��#����� K��� ��������F
���q ��������$ � #���'$ ������������ ����*��* $������� � ��#�$&��� ����
����q � ����'� �� ��%�� ��$��� �������q � �� ����%��( ������'��* �� ���Q����
��'� ��#�(�� �����������

�$��� −∞ < a < b < +∞� �� ���#� [a, b] �������������* #���'� Z�$��� B
��$����* � $�������� � ��#�$&��� ���$R&�� ����u

Lu(x) ≡ −(p(x)u′(x))′ + q(x)u(x) = λg(x, u(x)) +Bv(x) +Dw(x), x ∈ (a, b), v w

u(a) = u(b) = 0. vHw

s��� p ∈ C1,α([a, b])q q ∈ C0,α([a, b]) v0 < α � 1w{ λ B ����Q�����(� �������{
M$��J�* g : (a, b) × R → R �$����#�J����� �#�����q ��* ��'�� ��� x ∈ (a, b)
�'�� g(x, ·) ��� �� R ��#�(�( ������ ������ ����q g(x, u) ∈ [g−(x, u), g+(x, u)]
��* �R%��� u ∈ Rq g−(x, u) = lim

η→u
g(x, η)q g+(x, u) = lim

η→u
g(x, η) � |g(x, u)| � β(x) ��*

�R%��� u ∈ Rq �� β ∈ Lq((a, b))q q > 1{ ������� B : U → Lq((a, b)) �����(� � ����F
��'��(�q U B %������� ������������ $��������q M$��J�* v(x) � $������� v w
����� ���� $�������*q $������� v ∈ Uad ⊂ U q Uad B ���Q���� ��� ���$����(�
$�������� ��* �����( v wq vHw{ ������� D : W → Lq((a, b)) �����(� � ������'�F
�(�q W B %������� ������������ ��#�$&���q M$��J�* w(x) � $������� v w �����
���� ��#�$&��*q ��#�$&�� w ∈W �

���$�����*q '�� ��* ������(� v ∈ Uadq w ∈W $ #���'� v wq vHw ��%� �� �)F
���q ��%� ��� ��� %�� ������ �)��*q �� � ��#��Q� ����$�*��(� ��$'�� o Gp�

�� ����������	�� ���?��
��� ��* ������)�� ����$Q���� ����%$��* ��F
�$R& ��������

I � �  �  �  � �   � D���_+))/? �+@+)0+? #���'� v wq vHw ��� M���������F
�(� $�������� v � ��#�$&��� w ��#(����* M$��J�* u ∈ W 2

q ((a, b))
⋂ ◦
W 1

q ((a, b))q
$��������*R&�* ��* ��'�� ��� x ∈ (a, b) ���R'��R

Lu(x)−Bv(x) −Dw(x) ∈ λ[g−(x, u(x)), g+(x, u(x))].

I�����q '�� ������� �%�%&����� �)��* ��* $������� � ��#�(��(��
���������*�� ����� �������� ��* ��������(� #���' o Lp�

�$��� M$��J�������� ������������ X = H1
◦ ((a, b))q � M$��J�����(

J1(u) =
1

2

b∫
a

p(x)(u′(x))2dx+
1

2

b∫
a

q(x)u2(x)dx, J2(u) =

b∫
a

dx

u(x)∫
0

g(x, s)ds.

������� �%&�� �#$������ �# ��%��( o+p � #���' v wq vHw ��� ����$ � �$F
&��������� �)����

������
 �� 4-�.X �/<�)+)/ �+Z-`_0+ -���0Cu
1) �-_+�.�-+. γ > 0
 ZC ,�.����� J1(u) � γ||u||2 ZC `���� u ∈ X {
2) ZC <�J.0 ��+E x ∈ (a, b) �<���+Z0�/ ���.)�@+)0C g(x, 0) = 0 0 |g(x, u)| �

β(x) ZC `���� u ∈ R
 �Z+ β ∈ Lq((a, b))
 q > 1{
3) )��Z+.�C u0 ∈ X
 ZC ,�.����� J2(u0) > 0{
4) �<+��.�� B : U → Lq((a, b)) 0)+�)/� 0 ����)0J+))/�
 <���.��)�.�� -<���[

+)0� U ��)�E���
 ?)�b+�.�� Z�<-�.0?/E -<���+)0� Uad ⊂ U )+<-�.�{
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5) �<+��.�� D :W → Lq((a, b)) 0)+�)/� 0 ����)0J+))/�
 <���.��)�.�� ��A?-[
_+)0� W ��)�E����

6��Z� ZC `�/E v ∈ Uad
 w ∈ W �-_+�.�-+. ����_+))�+ �+@+)0+ ����?�.�0[
��+?�� A�Z�J0 (1)
 (2)�

� � � � # � �  � � � � � �� �����  ����#(����* �����J����(� �������
I�� �������* � ������ �(������* $������ ����(  �# ��%��( o+p� Y(������
$������  wq Hw ����(  �# o+p � #���'�� �� ��%�����( #��'��* ��* $�������
K������'����� ���� � ��#�(��(�� ���������*�� $��������� � ��%�� o ,p� ��*
#���'� v wq vHw ���� $�����* �����*R��* �������'��� X�����* Nwq Gw ����(  �# o+p
�����'�( $�����*� +wq Nw ����#(����� ����(� �� ���(� �(�����( $�����*
 wq Hwq Nwq Gw ����(  �# o+p� ��K���$ ��* �R%(� $�������* v ∈ Uad � ��#�$&��*
w ∈ W �$&���$� �%�%&��� �)�� ���������$R&�� ����������� $������*q
� #��'��q � ������ #���'� v wq vHw� �����  ����#����

��� ����Q�� w(x) ≡ 0q �� � ����R'�� ��#�$&�� w �# $������* v w�
I � �  �  �  � �  H� X���*��'���* ���� (v̂, û) ��#(����* Z�<-�.0?�� <����

t-<���+)0+ a ���.�C)0+u ��* �����( v wq vHwq ��� v̂ ∈ Uadq � û B �%�%&���
�)�� #���'� v wq vHw ��� v = v̂�

�� ���Q��� D ��� ���$����(� ��� |$������� B �����*��} ��* ����F
�( v wq vHw ������� M$��J�* ���������

J(v, u) = ||u − u0||lZ + δ||v||μU , v!w

�� Z B M$��J�������� %������� ������������q � ������ ������������ X ���F
�(��� ���Q��{ u0 ∈ Z{ lq δq μ B ����Q�����( �����*��({ || · ||Y B ����� � ���F
�������� Y � V������* #���'� � ����Q���� ���( (w, z) ∈ D �����q '��

J(w, z) = inf
D
J(v, u). v+w

I � �  �  �  � �  !� ���� (w, z) ∈ Dq $��������*R&�* v+wq ��#(����*
�<.0?�X)���

����� �%��#��q �������������* ���Q ������ � �$&��������� �)��* #���'�
������������ $�������* v+w� ��� ���� ���$R&�* ������

������
 �� 4-�.X �/<�)+)/ -���0C .+��+?/ c 0 Z�<�)0.+X)� <���.��)[
�.�� -<���+)0� U �+5+,�0�)�+
 ?)�b+�.�� Z�<-�.0?/E -<���+)0� Uad ⊂ U ��[
�� A�?,)-.�
 <���.��)�.�� X )+<�+�/�)� �,�Z/��+.�C � <���.��)�.�� Z 0A (3)�
6��Z� ZC `���� v ∈ Uad �-_+�.�-+. ����_+))�+ �+@+)0+ A�Z�J0 (1)
 (2)
 ?)�[
b+�.�� D ��+E Z�<-�.0?/E <�� t-<���+)0+ a ���.�C)0+u ZC �0�.+?/ (1)
 (2)
)+<-�.� 0 ���� A�?,)-.�
 A�Z�J� �<.0?�X)��� -<���+)0C (4) 0?++. �+@+)0+�

� � � � # � �  � � � � � �� ����� H ����#(����* ���Q �����J����(� �������
I�� �������* � ������ �(������* $������ ����(  �# ��%��( o p� Y(������
$������  wq Hw ����� ����( ��* ���������$R&�� K������'���� ����(� #���'
� ��#�(��(�� ���������*�� $��������� � ��%�� o ,p� ��� ���'����� �()q ��*
#���'� v wq vHw K�� $�����* �����*R��* �������'��� X����� !w ����(  �# o p
�����'�� $�����*� ����  q H ������ ��%��(� ����� �%��#��q �� $�����* ���F
�(  �# o p �(�����(q �����$ ���������� $���Q��� ������ ����(q � #��'��q
� ����#(����� ����(� ����� H ����#����

��* v ∈ Uad �%�#��'�� '�# V v ���Q���� �%�%&��(� �)��� #���'� v wq
vHw� V��������� ���Q ���$R&�* ������

������
 �� 4-�.X �/<�)+)/ -���0C .+��+?/ ^ 0 Z�<�)0.+X)� <��+Z���[
.+X)��.X {vn} ⊂ Uad ���� �E�Z0.�C , v � U � 6��Z�
 +�0 un ∈ V vn
 .� 0A <��+Z�[
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��.+X)��.0 {un} ?�b)� �/Z+0.X <�Z<��+Z���.+X)��.X {unk
}
 ,�.���C �0X)�

�E�Z0.�C , u ∈ V v � X1
 �Z+ X1 a )+,�.���+ �+_+�.�+))�+ ��)�E��� <���.��)�.��

� ,�.���+ <���.��)�.�� X ,�?<�,.)� ��b+)�� ��0 V v ���.�0. 0A +Z0)�.�+))��
5-),Y00 u
 .� un → u � X1�

� � � � # � �  � � � � � �� Y���$ �����'����� $������ ����( H �# ��%��( o p
� ����#(����� ����( ��� ���� $���Q��� ����( H �# o pq � �����������q
� ���������� $���Q��� ����( !� ����� ! ����#����

�� �����!����� Y ��'��� �����Q��* $���������(� ���� ����������
�������(� ������ �������'���� ����� �����)���� ���(��(� �'��� ��Q�F
����� Q������� v��� o "q Hypw�

I�������* #���'� �����)���� ��� ���

−u′′ = ωg(x, u(x)), x ∈ (0, 1), vNw

u(0) = u(1) = 0, vGw

�� ������� ω > 0 B #�����������q � ����������

g(x, u) =

{ −1, ��� u < x− 1,
0, ��� u � x− 1.

�������'��� #���'� vNwq vGw %(�� �)�� � o "p�
Y��� � ����$R #���'$ $������� � ��#�$&��� ��� ����$R #���'$

−u′′ = ωg(x, u(x)) +Bv(x) +Dw(x), x ∈ (0, 1), vLw

u(0) = u(1) = 0, v,w

�� ������� B : U → Lq((0, 1)) �����(� � ������'��(�q U B �M������� %�F
������ ������������ $��������q q > 1{ $������� v ∈ Uad ⊂ U { Uad B ���Q����
��� ���$����(� $�������� ��* �����( vLwq v,w ��$��� � ���%� #����$��{ ���F
��������� H1◦ ((0, 1)) ����(��� ���Q�� � ������������ Z �# v!w{ �����������F
����� {vn} ⊂ Uad ���%� �������* � v � U { ������� D : W → Lq((0, 1)) �����(�
� ������'��(�q W B %������� ������������ ��#�$&���q ��#�$&�� w ∈ W �

��* #���'� vLwq v,w �(�����( $�����* ����  z! ������ ������� ��K���$
$���Q���* ����#���(� ���� ���������( ��* ��������� #���'� �����)����
� $�������� � ��#�$&����

��� ����Q�� B = −D � ����( ��Q��������$ �������$ Iq �� � Bv = vq
Dw = −w� I������ I �����(� � ������'��(�� Y o "p $���������q '�� ����� �#
�)��� #���'� vNwq vGw ��� ω � 8 *��*��* M$��J�*

u0(x) =

{(
1− 1

x0

)
x, ��� 0 � x � x0,

ω
2

(
x− x0 +

2
ω

)
(x− 1), ��� x0 � x � 1,

� ������� x0 = 1
2 + 1

2

√
1− 8

ω � �������� ���$R&$R #���'$u ��� ����� �����*����

��#�$&��� w > 0 ����� ���� �����*��� $������� v ∈ [0, w]q '��%( �)��
������ #���'� vLwq v,w ��� B = −D = I �������*�� �����$� M$��J�����$ J(u, v) =
J1 + δ0J2q ��

J1 =

1∫
0

(u(x) − u0(x))
2dx, J2 = v2, δ0 � 0.
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Y K��� #���' ��%�����* ���� %(�� �(�����(� I��������� $������� �$F
&���$� ��* �R%��� �����J�������� δ0� ��� ��Q��� �����*���� v ∈ [0, w] �)��
#���'� vLwq v,w � B = −D = I ����* M���$���

u(x) =

⎧⎨⎩
w−v
2 x(x − x1) +

(
1− 1

x1

)
x, ��� 0 � x � x1,

w−v+ω
2

(
x− x1 +

2
w−v+ω

)
(x − 1), ��� x1 � x � 1.

s��� x1 = 1
2

(
1 + w−v

ω

)
+ 1

2

√(
1 + w−v

ω

)2 − 8
ω q 0 � w � 2�

�� ���$�� �#�%��Q�� ���Q���� ��#��Q�(� ������� (J1, J2)q �����Q��(�
��� ��#��'�(� ���$����(� $�������*� v ∈ [0, w]q ��������� ��* ω = 9 � w =
0.125�

���D>�=� �����F��.� D��C���* ,)��-������!

V ��'�� #���* ��$������������� #���'� ������#�J�� J1 � J2 ��Q�(� ��#��QF
�(� ����� �������� �� ������ ��������$ �%� M$��J������ �(�$��(q �� ��Q��
�����F���������� $������� ��Q�� ����� ��� �������� δ0 � 0 ������#�J��
������� ���%���J�� J1 + δ0J2q ������* � ��� J(u, v)�
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