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�������� ������ Y ���%��Q�
� '�����$R ��F
��
�����
������� yt �� �
���$ ����
��)�� ���������q 
��� ��* �����
����$R&
�
��������'��� M���( δ2f (k0) �����
����� �(��Q
��


δ2f (k0) = min
f∈Y

k−1∑
i=0

(f(i)− yi)
2,

����� �����$� ��
��� ����
��*q ��� ��� δ2f (k0) B ����Q��
���� ���
�
�
���* ����F
����'��* M�����

��������'��* ����
)����� ����������J�� '������� ����
�����
������� yt ���F
�#������� �
���
���� M$��J�
� f(t) �� ���$�����(� $#��� y0, y1, . . . , yk−1 �(��F
Q�
��* M���$��� v wq � ��������'��* ����
)����� 

 ���
���� ����������J�� ��
�
� Q
 $#��� B M���$���

δ2l (k0) =

k−1∑
i=0

(a · i+ b− yi)
2. vHw

Y �%&
� ��$'�
 ����������J�����F�J
��'�(� ����
��� ��Q�� �M���$��������
��
�$R&�� �%��#��� �$���

δ2(k0) = δ2lf (k0) = δ2l (k0)− δ2f (k0) .

t$�
� ��������q '�� �%��#� K�
�
��� yk−1 ��� ��#�������* yt �#�
����* � ���
�F
���� �� �
���
��(�q 
��� ��* ���$�����(� $#��� y0, y1, . . . , yk−1 �����
����� �
��F
�
����� δ2(k0) � 0q � ��* ��%��� $#��� y1, y2, . . . , ykq �����$�(� �� ���� )�� �����
�F
����� ������q �
���
���* ����������J�* ����� ��'�

 ���
����q �� 
� δ2(k0) > 0q ���F
'
q � �
������ ����
�����
������ ��������'
����� �����#�� 
��������� ���
����
��������� ��* ��$'������ ���J
��� ξ = ξ(t, ω) � ��������� ��#�����R&
� ���
�����F

� yt %$�
�

τ = min{t | δ2(k0) > 0},
��� ������� ���
���
��* �����
#� H0 � �������
��* ����
��������* �����
#� H1�
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��* �%���$Q
��* �������� �
�
���� ���M��� � ��'��
 SS2CF����� ��Q�� ��F
����#����� '
�(�
 ���� ����������J�����F�J
��'�(� ����
��
�u ����%���'
���
q
K�����
�J�����(
q ������M��'
���
 � �������
�J�����(
 o ,p�

�� Z�
��
������ T���� �
�
 ������	�� 
����	���
$�����6�$����6
��� 	��������� ������#$* �
��� ����
��)�� ���������q �('����� ��KMM�J�
�F
�( a, b ���
���� M$��J�� f(x) = ax + bq �����������$R&
� ���$�����(
 $#�(
y0, y1, . . . , yk−1� ��* K���� ����
� �������(� �����$� M$��J�� ��$� �
�
�
��(�u

fl(a, b) =

k−1∑
i=0

(a · i+ b− yi)
2.

�������*
� � �$�R 

 '����(
 ����#����(
 �� �
�
�
��(� a, bu

∂fl
∂a

= 2a

k−1∑
i=0

i2 + 2b

k−1∑
i=0

i− 2

k−1∑
i=0

i · yi,

∂fl
∂b

= 2a

k−1∑
i=0

i+ 2b

k−1∑
i=0

1− 2

k−1∑
i=0

yi

� �
)�� �����
����$R&$R ����
�$ ���
��(� $����
���⎧⎪⎨⎪⎩
k(k − 1)(2k − 1)

6
· a+ k(k − 1)

2
· b = y1 + 2y2 + . . .+ (k − 1)yk−1,

k(k − 1)

2
· a+ k · b = y0 + y1 + y2 + . . .+ yk−1.

���$'��q '��

a =
6

k(k2 − 1)

k−1∑
i=0

(2i+ 1− k)yi, b =
2

k(k + 1)

k−1∑
i=0

(2k − 1− 3i)yi. v!w

������#$* M���$�( vHw � v!wq ��Q�� �(������ � *���� ���
 ���
��(
 ������F
�����$R&�
 M$��J�� ��* ��
�q '
�(�
� � �*�� ���$�����(� $#����

��* $#��� y0, y1, y2 ���
���* �����������$R&�* M$��J�* ��

� ���

ax+ b =
1

6

(
3y2 · x+ (2y1 − y2)

)
.

�����

δ2l (30) =

2∑
i=0

(
3y2 · i+ (2y1 − y2)

6
− yi

)2

=
1

6

(
y2 − 2y1

)2
. v+w

�������'�� ��* $#��� y0, y1, y2, y3 �������q '��

δ2l (40) =
1

10

(
7y21 + 7y22 + 3y23 − 2y1(2y2 + y3)− 8y2y3

)
, vNw

� ��* $#��� y0, y1, y2, y3, y4 B

δ2l (50) =
1

10

(
7y21 + 8y22 + 7y23 + 4y24 − 2y1(2y2 + y3)− 4y2(y3 + y4)− 8y3y4

)
. vGw

� %��&� �
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V ����&�R �
���� ����
��)�� ��������� �('����� ��KMM�J�
��( c, d ��*
�
������ ����%���'
���� M$��J�� cx2 + dq �����������$R&
� $#�( y0, y1, . . . , yk−1�
����
� �������(� �����$� M$��J�� ��$� �
�
�
��(�u

fq(c, d) =

k−1∑
i=0

((c · i2 + d)− yi)
2.

Y('����� '����(
 ����#����(
u

∂fq
∂c

= 2c

k−1∑
i=0

i4 + 2d

k−1∑
i=0

i2 − 2

k−1∑
i=0

i2 · yi,

∂fq
∂d

= 2c

k−1∑
i=0

i2 + 2d

k−1∑
i=0

1− 2

k−1∑
i=0

yi,

�������*
� �� � �$�R � �
)�� ����
�$ �# ��$� ���
��(� $����
��� �������
����
�
�#�
���(� c, du⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

k(k − 1)(2k − 1)(3k2 − 3k − 1)

30
· c+ k(k − 1)(2k − 1)

6
· d =

k−1∑
i=1

i2 · yi ,

k(k − 1)(2k − 1)

6
· c+ k · d =

k−1∑
i=0

yi ,

c =
30

k(k − 1)(2k − 1)(8k2 − 3k − 11)

k−1∑
i=0

(6i2 − (k − 1)(2k − 1))yi, vLw

d =
6

k(8k2 − 3k − 11)

k−1∑
i=0

(3k(k − 1)− 1− 5i2)yi. v,w

������#$* M���$�( vLw � v,wq ��Q�� �(������ � *���� ���
 �
����(
 ����%���F
'
���
 v%
# ���
����� '�
��w �����������$R&�
 M$��J�� ��* ���$�����(� $#����
Y('����� ��������'�(
 ����
)����� ��* ���q � #��
�q $'��(��* �����
����$R&�

����
)����� ���
���� ����������J�� v��� M���$�( v+wzvGwwq �(��)
� � *���� ���

����%���'
���
 ����������J�����F�J
��'�(
 ����
��� δ2lq �� ��
�q '
�(�
� � �*��
���$�����(� $#����

��* $#��� y0, y1, y2 ���$'�� ���
�����

cx2 + d =
2

52

(
(7y2 − 2y1) · x2 + (12y1 − 3y2)

)
.

����� �������q '��

δ2q(30) =

2∑
i=0

(
2

52

(
(7y2 − 2y1 · i2) + (12y1 − 3y2)

)
− yi

)2

=
1

26

(
y2 − 4y1

)2
.

V�
�����
����q

δ2lq(30) = δ2l (30)− δ2q(30) =
1

39

(
2y21 − 14y2y1 + 5y22

)
.
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�������'�� ��* $#��� y0, y1, y2, y3 ���$'��q '��

δ2q(40) =
1

98

(
61y21 + 73y22 + 13y23 − 44y1y2 + 6y1y3 − 60y2y3

)
,

δ2lq(40) = δ2l (40)− δ2q(40) =
1

245

(
19y21 − 11y22 + 41y23 + 12y1y2 − 64y1y3 − 46y2y3

)
,

� ��* $#��� y0, y1, y2, y3, y4 B

δ2q(50) =
1

870

(
571y21 + 676y22 + 651y23 + 196y24 − 2y1(224y2 + 99y3 − 76y4)−

− 288y2y3 − 148y2y4 − 648y3y4

)
,

δ2lq(50) = δ2l (50)− δ2q(50) =
1

435

(
19y21 + 10y22 − 21y23 + 76y24 +

+2y1(25y2 + 6y3 − 38y4)− 10y2(3y3 + 10y4)− 24y3y4

)
.

#� [����	���
$�����6�$������� 	������� � ���
$���
�
���� 	�UT6
T�$����
��� �������� ����������J�����F�J
��'�(
 ����
��� ��* ��
� �������
�
���
��(� M$��J��u K�����
�J�����(� B pex + qq ������M��'
���� B g ln(x +
1) + h � �������
���� B w arctanx + v� Y �%&
� ��$'�
 ��* K��� M$��J�� ��KMF
M�J�
��( �����
����$R&�� ��������'�(� M��� *��*R��* ����J�������(�� '��F
����� ��K���$ � ����'�
 �� ����%���'
���� ����������J�����F�J
��'�(� ���F
�
��
� ��KMM�J�
��( K�����
�J�����(�q ������M��'
���� � �������
�J�����(�
����������J�����F�J
��'�(� ����
��
� ��Q�� �('������ ������ ���%��Q
����

�
��� #��
����q '�� ��
 ��� �����������$R&�
 M$��J�� ��
R� ��������$R
���$��$�$ �������
���� �
�#�
���(� ��KMM�J�
����u αϕ(x) + β� ������#$* �
���
����
��)�� ���������q �('����� ��KMM�J�
��( α � β�

����
� �������(� �����$� M$��J�� ��$� �
�
�
��(�u

f(α, β) =

k−1∑
i=0

(αϕ(i) + β − yi)
2.

V��'��� �('����� '����(
 ����#����(
 M$��J�� f(α, β) � �������*
� �� � �$�Ru

∂f

∂α
= 2

k−1∑
i=0

ϕ(i)(αϕ(i) + β − yi),

∂fe
∂β

= 2

k−1∑
i=0

(αϕ(i) + β − yi),⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
α ·

k−1∑
i=0

ϕ(i)2 + β ·
k−1∑
i=0

ϕ(i) =

k−1∑
i=1

ϕ(i)yi,

α ·
k−1∑
i=0

ϕ(i) + kβ =

k−1∑
i=1

yi.
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s��
� �
)�� ����
�$ ���
��(� $����
��� �������
���� �
�#�
���(� α � βu

α =
k ·∑k−1

i=1 ϕ(i)yi −
∑k−1

i=0 ϕ(i) ·
∑k−1

i=1 yi

k ·∑k−1
i=0 ϕ(i)

2 −
(∑k−1

i=0 ϕ(i)
)2 , v"w

β =

∑k−1
i=1 yi ·

∑k−1
i=0 ϕ(i)

2 −∑k−1
i=0 ϕ(i) ·

∑k−1
i=1 ϕ(i)yi

k ·∑k−1
i=0 ϕ(i)

2 −
(∑k−1

i=0 ϕ(i)
)2 . v yw

��������'��* ����
)����� ����������J�� ���$�����(� $#��� � �����
 K����F

�
�J�����(� M$��J�� ���� pex + q ����� δ2e(k0) =

k−1∑
i=0

(pei + q − yi)
2.

������#$* M���$�( v"w � v ywq ���$'��q '��

p =
k ·∑k−1

i=1 e
iyi −

∑k−1
i=0 e

i ·∑k−1
i=1 yi

k ·∑k−1
i=0 e

2i −
(∑k−1

i=0 e
i
)2 ,

q =

∑k−1
i=1 yi ·

∑k−1
i=0 e

2i −∑k−1
i=0 e

i ·∑k−1
i=1 e

iyi

k ·∑k−1
i=0 e

2i −
(∑k−1

i=0 e
i
)2 .

�������'�� ������
��R ����%���'
���� ����������J�����F�J
��'�(� ����
F
��
� �('����� ��KMM�J�
��( ��������'�(� M��� ��* K�����
�J�����(�q ������MF
��'
���� � �������
�J�����(� ����
��
��

��* K�����
�J�������� ����
��* �� ��
� $#��� y0, y1, y2 �������q '��

δ2e(30) � 0.6224y21 − 0.33476y1y2 + 0.045015y22,

δ2le(30) = δ2l (30)− δ2e(30) � 0.044302y21 − 0.33191y1y2 + 0.12165y22,

�� ���$�����(� $#��� y0, y1, y2, y3 B

δ2e(40) � 0.6344y21 + 0.749y22 + y1 (−0.5186y2 + 0.05939y3)− 0.4549y2y3 + 0.0735y23,

δ2le(40) = δ2l (40)− δ2e(40) � 0.06563y21 − 0.04925y22 +

+ y1 (0.1186y2 − 0.2594y3)− 0.3451y2y3 + 0.2265y23

� ��* $#��� y0, y1, y2, y3, y4 B

δ2e(50) � 0.694y21 + 0.752y22 + 0.796y23 + y2 (−0.371y3 − 0.02968y4) +

+ y1 (−0.543y2 − 0.357y3 + 0.1474y4)− 0.511y3y4 + 0.0904y24,

δ2le(50) = δ2l (50)− δ2e(50) � 0.00556y21 + 0.0483y22 − 0.0957y23 +

+ y2 (−0.02895y3 − 0.370y4)+y1 (0.1428y2 + 0.1572y3 − 0.1474y4)−0.2890y3y4+0.3096y24.

��������'��* ����
)����� ����������J�� ���$�����(� $#��� � �����
 ����F

��M��'
���� M$��J�� ���� g ln(x+ 1) + h ����� δ2n(k0) =

k−1∑
i=0

(g ln(i+ 1) + h− yi)
2.
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������#$* M���$�( v"w � v ywq ���$'��q '��

g =
k ·∑k−1

i=1 ln(i+ 1)yi −
∑k−1

i=0 ln(i+ 1) ·∑k−1
i=1 yi

k ·∑k−1
i=0 ln2(i+ 1)−

(∑k−1
i=0 ln(i+ 1)

)2 ,

h =

∑k−1
i=1 yi ·

∑k−1
i=0 ln2(i+ 1)−∑k−1

i=0 ln(i+ 1) ·∑k−1
i=1 ln(i + 1)yi

k ·∑k−1
i=0 ln2(i+ 1)−

(∑k−1
i=0 ln(i+ 1)

)2 .

��* $#��� y0, y1, y2 �����
����( ���
�����

δ2n(30) � 0.65177y21 − 0.82244y1y2 + 0.25945y22,

δ2ln(30) = δ2l (30)− δ2n(30) � 0.0148974y21 + 0.155775y1y2 − 0.092785y22,

��* $#��� y0, y1, y2, y3 B

δ2n(40) � 0.74052y21+0.66471y22+ y1 (−0.44314y2 − 0.38934y3)− 0.83197y2y3+0.42699y23,

δ2ln(40) = δ2l (40)− δ2n(40) � −0.040523y21 + 0.035294y22 +

+ y1 (0.043138y2 + 0.18934y3) + 0.031966y2y3 − 0.12699y23

� ��* $#��� y0, y1, y2, y3, y4 B

δ2n(50) � 0.75674y21 + 0.78767y22 + 0.68619y23 + 0.53691y24 +

+ y2 (−0.47491y3 − 0.51389y4) + y1 (−0.35382y2 − 0.25967y3 − 0.18664y4)− 0.74609y3y4,

δ2ln(50) = δ2l (50)− δ2n(50) � −0.056743y21 + 0.0123264y22 + 0.0138145y23 − 0.136906y24+

+ y2 (0.074911y3 + 0.113895y4)+y1 (−0.046182y2 + 0.059668y3 + 0.18664y4)−0.053914y3y4.

��������'��* ����
)����� ����������J�� ���$�����(� $#��� � �����
 M$��F

J�� ���� f(x) = w arctanx+ v ����� δ2a(k0) =

k−1∑
i=0

(w arctan i+ v − yi)
2.

������#$* M���$�( v"w � v ywq ���$'��q '��

w =
k ·∑k−1

i=1 arctan i · yi −
∑k−1

i=0 arctan i ·∑k−1
i=1 yi

k ·∑k−1
i=0 arctan2 i−

(∑k−1
i=0 arctan i

)2 ,

v =

∑k−1
i=1 yi ·

∑k−1
i=0 arctan2 i−∑k−1

i=0 arctan i ·∑k−1
i=1 arctan i · yi

k ·∑k−1
i=0 arctan2 i−

(∑k−1
i=0 arctan i

)2 .

��* $#��� y0, y1, y2 �������q '��

δ2a(30) � 0.62985y21 − 0.89361y1y2 + 0.31696y22,

δ2la(30) = δ2l (30)− δ2a(30) � 0.036820y21 + 0.226946y1y2 − 0.150292y22,

��* ���$�����(� $#��� y0, y1, y2, y3 B

δ2a(40) � 0.75y21 + 0.63932y22 + y1 (−0.5y2 − 0.5y3)− 0.81898y2y3 + 0.52017y23,

δ2la(40) = δ2l (40)− δ2a(40) � −0.05y21 + 0.06068y22 +

+ y1 (0.1y2 + 0.3y3) + 0.01898y2y3 − 0.22017y23
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� ��* $#��� y0, y1, y2, y3, y4 B

δ2a(50) � 0.79001y21 + 0.76095y22 + 0.69185y23 + y2 (−0.52998y3 − 0.55804y4) +

+ y1 (−0.36049y2 − 0.33425y3 − 0.32005y4)− 0.66300y3y4 + 0.64011y24,

δ2la(50) = δ2l (50)− δ2a(50) � −0.090007y21 + 0.039054y22 + 0.0081498y23 − 0.24011y24 +

+ y2 (0.129980y3 + 0.15804y4) +

+ y1 (−0.039511y2 + 0.134249y3 + 0.32005y4)− 0.136998y3y4.
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