
��� �����	� � %��&� �
"�� 
!&�3�)��, 4�� 4��&��� ��C(!4��&����� E.E/� �� ��� ���� E


�� /2�	�

B ������� $����
���� ������$�� �
 �
�
	��� ��������� �
�����������
�
	���
���� U������� � �
"����� � ?�����

�� �� (���)��1
 �� �� *���)+),�2
 �� 1� *-./��,0�3
 3� 4� 2���)0,3

1 �����	
 � !"#!$%�&' $(%#)�!%�* ���' #�&* !%&� � 
 �!� � 3&�($(+ �(%%&'%��, � ) !�-&,+
��BEB�+ �����	
 � !"#!$+ #3� 
(3&� <�&? %��,+ E�

2 �( ���' #? "�(	��#?��' - ��! �( ��(	�(!%�($( C3(��
��( ��(	4(!%��, ���) 4&, &4 �& �)4&!�3� �3(�� �(* �%�($( �(x;� �� �� �#;� -(*��
�(%%&'%��, � ) !�-&,+ ��1.0B+ �����	
 � !"#!$+ 5��(*%��, ��"+ �1K�

3 �����	
 � !"#!$%�&' $(%#)�!%�* ���' #�&* !%&� �+ �(%%&'%��, � ) !�-&,+
���./0+ �����	
 � !"#!$+ �&* !%&� �%��, ��"�+ 12�

��� ������	
���� ����>�� �� :�
 C���>�>=� �� ��
 CD@���=�� 8� E�
 F���>�= G� ?�

p !��*��� -���������� ������-�� �� "������� ��������� ������������* ������������ I�&
������ ! ��G����� �()C���� ## $������ %����&'����()� ��� � )��!��������� '��������*
����������� +�,��������� '��-���. )���!����*� 	�	/� 0� ��� $.�� 	� %� ��1�=2�
344567##89:�9;<#���	�/=#�����#65>?���	�	/�	�2

'���-�� ������������ I������� J�HK �(������ �*��� �����)B���!@ ��D!��*AB�"
������*�� � � ! ��G����� �()C����� '�������� ������������* ������������ I����&
��� J'E�HK ���()�� ��G���* D���C� !����-����� � ��C������* �� ��������� ������&
�������@  �� ! ��C���!� ��������� ��F�� (.�� ������D�!��� -���������* ������-�*@
������* ! ����������!� q�(� � ����.!����* �(�(B���.� ������� �� r������)� $ ��&
(��� ����D��� I!��A-�* ��������� ������������* �H ! D�!�������� �� D������� ���&
�. ������ �� �����)� ���"�F����* �)��(���jq��(���� ��F�) 'E�H � ���������
���������A ����� ����* ��  ������C����� �������@ C�� I,,����!�� ��* �����B���*
��D�������� �()C�AB�� !.(����� $ �� F� !���* I�� ���!���� � )")�G���A ,)��-��
������ ! )���!�*" ��G���� � �()C���* �� ���-��������

������� ����7 ����-�� ������������ I�������@ ������������� ������������ I�&
������@ -���������* ������-�*@ �(�(B����� �������@ ��G����� �()C�����

�� ��������� ����J�� ������������ K������� v
rw ��* ��������(� ������F
��� ���*������ *��*��* ����� �# KMM�����(� ������ �%��%���� ����(� � ��F
)����� �%$'���� ��� ���'�� ����������Q��� K���� ����J���q |��%������ ��(�F
���� ���� ��������� � ������������ K�������q ������* %(�7 %( �����������
���M��������7 � �� ���(� �%��'����7 �� ��������'��$R �J��$} � ��%����
o q Hp� �� � �� ������* ����(�(� ������ � �(%�� �������(� ����(� v� ��� '��F
� J�������(� �������w ��* �������* |��������#���������} ���������� ������F
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����)� �#$�����( ����$�*��� ��#��Q�� �� ��������� �(%���� oLp � ����
�� ����� ���������(� �)�R&�� ������ o,p� Y �� Q ���* �������� �����$���
���Q��* ��#������� B ���� �����(� �������� v^><6;<58/ c20526/61 ]6789=<= B
^c]w B ������'� � ������#������ �#F#� ���Q����� ���'�� ��%�����(� #��'���
��* %���)�� ��#������� o"p� Y �����*&� ��%�� ���������* �J���� K���RJ�R

r ��� �#������ $������ ����� ����J�� � ����������� �%�� L�� ����� �
�(����*� M$��J�R ��$�*����q �%��'���R&�� �)�� �����J������ #���'� ��
����������� ��������(� �(%���� �# ���������*�

�� ����
���	
 �
�
��� �$��� �#����� �%$'�R&�* �(%���� �� ���*��������
����������� B ⊆ {x ⊂ {Cm

n },F,P}q �� x ⊂ {Cm
n } B ���Q���� ��#��Q�(� ����F

��� �(%���� �# ��'����* Cm
n { F B �����F���%��{ P B ����'��� ����������

Y��� ���J�$�$ �%$'��* �������� $�����R o yp

Y ≡ A(X) ∀A : Rm×n → Rn×1,

�� A ⊂ B B �����(� ������� �� ���*�������� ����������� B{ X ∈ Rm×n B
������ �%$'�R&�� ����(� ��* n ��%�R���� � m ���#�����{ Y ∈ Nk×1 B �����
������ ��* ��J������

���������� ���%��#����� v���%��Q��w T q ��$&����*R& �������#�J�R
K������� �%$'�R&� �(%���� X ⊂ {xi × xj}i∈n,j∈m u

T : X → H(X), X ∈ RN×M , N M, v w

#��� H(X) �
∑

i∈n,j∈m

pi,j(x) log pi,j(x) #���� ��������� ��������� 
r ������F

����� ���$���� X : {x}n,mi=1,j=1�
������ $����� � v w N  M �%�#��'��q '�� ����'���� ���#����� �������

���) ����'���� ��%�R���� ��* �(%�����
V������� ����J��$ ������������ �������q

∀pi,j(x) ∈ unif(x, σ2
x) : H(X) → max .

��� �#������ ��������� J��������� ����J�� ��
rq ������ �����*q ��Q�
���'��*���* ����#�������$ #����$ ���������* o  p� ��K���$ �J��� K���� �����F
����* 
r #���� ������� v�������( ���������*q �� �����J(wq �� �����(�
�( ������#��$� ��#��'�( �J����� |�%$'��* �� ��J�����} o Hp�

�� W���'$�� �W � ������
����� �������� ��* ����#�������� �������F
��* p̃(x) ���� M q ���%& �����*q #�����* �� ����������$u

M(x1, x2, . . . , x) = ϕ−1

{
1

n

n∑
k=1

ϕ(xk)

}
,

�� ϕ B ����(���* ������ ���������* M$��J�*{ ϕ1 B M$��J�*q �%�����* � ϕ�
��������$ �� ���*�������� ����������� #����� ���Q���� �#���������(� ��'�
x ⊂ {Cm

n }q �� ���� �%�%&��� ���� ����������� �� ���%��Q��* � ��������F
��� K���������(� �����������

I��  �  �  � � � ��������� ���������* p(x) : X → X ∀x ∈ X � �%�%&�F

�(� ������ v���� �� �����$ B Hölder meanw M�
Hel
=

(
1

mn

m∑
j=1

n∑
i=1

x�ij

)�−1

��*
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� ∈ (−∞,+∞) � � ∈ Z � ����������� K���������(� ���������� T : X → H(X)
��� M$��J�*

H(X) = T (x|M�) ∀x ∼ p(x).

������#$* �����J����� ��'�����q $���Q���q '�� #���� ���������� ���F
��� M� ��#���*� �����'� ������ ���������* H(·)q ��� ������� �����(� ��F
�����

A : C(�){X → Y } −→ min ∀� ∈ (−∞,+∞),

�� C(�) B M$��J�* ����� ��* �������� A�
������
� ��0 p(x) B <�.)��.X ���<�+Z++)0C �/���,0

(x11, . . . , x1m, . . . , xn1, . . . , xnm) ⊆ X

� ����_+))/? ��+Z)0? <� =+XZ+�- M� ∀� ⊂ {(−∞,+∞) ∨ Z}q .��Z� ���<�+Z++)0+
?�,�0?�X)�� l).��<00 H(X) ⇔ T {p(x)} ∀X ∈ Rn×m �-Z+. -Z��+.���C.X -��[
�0` {

sup{H(X)} �→−∞−−−−→ p(x),

inf{H(X)} �→+∞−−−−→ max[Gp(x)],

�� Gp(·) B ���<�+Z++)0+ =0�����
� � � � # � �  � � � � � �� ����#�������� ����( ��$&����*��* �� ����$

���Q���� ������Q�� t�� �����%�� K��� ������ ������ � ��%���� o  q  !p� ���F
������� �������� �(%���'�� ��������� p∗(X) : {xi}ni=1 ∀x ∈ X � s������
M$��J�R ������'��* ϕ(x) ��* $�����* �(%���'���� ���������* p∗(X)u

• ��������$ X ∈ Rq ��Q�� ����#��� �$&�������� K�����'����� ������

M def
= E[X�] ∀� ∈ Q �#������ ������ ����� ‖M‖�∈(−∞,+∞){

• ����J�� �����������* ���������* p∗(X) ��#���*� $���������q '��

p∗(X |M�∈(−∞,+∞))u
∑
i∈R

p∗(xi) = 1.

���� ∃H{p∗(X)} ⇔ p∗(xi) ∀X ∈ Rq ����� �����J( ���������� p∗(x) � ������F
���R H{p∗(X)} ≡ H[·] ��Q�� �������� ���

sup[p∗(x1, . . . , xn)]
n→+∞−−−−−→ H(x) :

{
‖M‖l=∞ −→M ∨

∑
p∗(x) =

∑
x∈R

H(x) = 1

}
,

inf[p∗(x1, . . . , xn)]
n→−∞−−−−−→ H(x) :

{
‖M‖l=−∞ −→M ∨

∑
p∗(x) =

∑
x∈R

H(x) = 1

}
,

#���M ∼ E[(x−Ex)] B �������� �����'��� ���� #��'�� �������'�����
�Q�����* E�

Y ����������� � �������� ��Q�� $��������� K������R

H(p1, . . . , pn) ∼ H(x|p∗(x))
��* M$��J�� ���������* p∗ ⊆ {p1, . . . , pn}� ����J�� ������$�� $��#(���q '��

∀{p1, . . . , pn} ∈ Rq H(p1, . . . , pn|pi �= 0)
def
= −

n∑
i=1

pilnpi(x).
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��* �#����(� ������'��� ϕξ=2(x) ���'��$ K������� ��* ���Q���� {p1, . . . , pn}
�# v w �����*� �� ����$ ���Q���� ������Q� v_7T>76T<76 0:81<58</>=w o  p ���
M$��J�R ����

L(x, λ) = f(x) +
∑
ξ

λξϕξ(x), vHw

�� λ = (λ1, . . . λξ) B ���Q���� ������Q�{ ϕξ⇔Σ(x) =
n∑

i=1

xi − 1 B ������'��

�������� ����J��$ �����������* ��������� ���*������{ ϕξ⇔�(x) = E[(x − Ex)] −
M =

n∑
i=1

(xi −M)pi(x)−M B ������'�� �� $�����R �$&��������* K�����'�����

������ M := E[X�]�
��������� ������'��* ϕξ⇔Σ(x) � ϕξ⇔�(x) � �(��Q�� vHw � #����)��� $���F

��*�� λξ=1 ⇔ λΣ � λξ=2 ⇔ λ�q ��� $������

L(p1, . . . , pn, λ
Σ, λ�) = H(p1, . . . , pn)+λΣ

[
n∑

i=1

pi(x) − 1

]
+ λ�

[
n∑

i=1

(xi −M)pi(x) −M
]
.

V������� �����$ �# n $������� � �������*� � �$�R '����( ����#����(u⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∂
∂p1

L(p1, . . . , pn, λ
Σ, λ�) = −(ln p1 + 1) + λΣ + λ�(x1 −M) = 0,

. . .
∂

∂pn
L(p1, . . . , pn, λ

Σ, λ�) = −(ln pn + 1) + λΣ + λ�(xn −M) = 0,

1 =
n∑

i=1

pi(x),

M def
=

n∑
i=1

(xi −M)pi(x).

v!w

����� ��#����� �Q�$ ���(� � iF� �(��Q��*�� � ����� $������� v!wu

pi = p1e
λ�

(xi − x1). v+w

I%x����� v+w � $������ ��* �$��( ��������� ���*������ p ∈ Pnu⎧⎨⎩ pi = p1e
λ�(xi−x1),

1 =
n∑

i=1

p1e
λ�(xi−x1) = p1e

−λ�x1

n∑
i=1

eλ
�xi .

vNw

�# �������� �(��Q��* � ����� $������� vNw ������� pi � ���� �����������
� ���� �(��Q�� vNw ���$'��q '��

pi
eλ

�x1

n∑
i=1

eλ�xi

eλ
�(xi−x1) =

eλ
�x1

n∑
i=1

eλ�xi

. vGw

�# $������� v!w ��* '����(� ����#����(� ∂
∂pi

L ��� pi = e[λ
Σ+λγλ�(xi−M−1)]q ��F

���� �������*� � �(��Q��R vGw� Y ���� �������q '��

e[λ
Σ−λ�M−1] =

(
n∑

i=1

eλ
�xi

)−1

.
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I��R�� ��� $������
n∑

i=1

eλ
�xi = e[1−λΣ−λ�M ]. vLw

Y������#$��* �(��Q��� ��* K��J��� �# �����( $������� v!w � ���������
����� ���'��( pi(x) #��'��* �# vGwu

M=

n∑
i=1

(xi−M)pi(x)=

n∑
i=1

(xi−M)eλ
�xi

(
n∑

i=1

eλ
�xi

)−1

=

(
n∑

i=1

(xi −M)eλ
�xi

)(∑
eλ

�xi

)−1

.

��������$ � ������ '���� �������� �(��Q��*
n∑

i=1

eλ
�xi �= 0 � ���$ ����q '�� xk > 0q

���$'�� �������� (
n∑

i=1

(xi −M)eλ
�xi

)
−M

n∑
i=1

eλ
�xi

n∑
i=1

eλ�xi

= 0,

���$�� �(����q '��
n∑

i=1

[(xi −M)−M] eλ
�xi = 0. v,w

����� �%��#��q ����'������ �����$ $������� �# vGwzv,w ��Q�� #������� ��F
�$R&�� �%��#��u ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

n∑
i=1

eλ
�xi = e[1−λΣ−λ�M ],

pi = eλ
�xi(

n∑
i=1

eλ
�xi)−1,

n∑
i=1

[(xi −M)−M ] eλ
�xi = 0.

v"w

���������� ������ �(��Q�� �# v"w� ��* ��� ����J�����(� λ�− ��Q��
����#���q '��

{xi|M,M} : λ�− �→ Ø ∀xi ∈ R.

Y �� Q ���* �$&���$� �)�� ��* {xi|M,M} : λ�+ �→ λ�+� ��� K��� �(����*��*
$����� ⎧⎨⎩ M+∞ : sup

{
λ�+|
(
M

g.m.∼ M
)}

p→∞−−−→ k

M−∞ : inf
{
λ�+|
(
Mγ

g.m.∼ M
)}

p→∞−−−→ 0,
v yw

��
g.m.∼ B ���������� �%�%&����$ �����${ k ∈ (0, 1) B ������� ������F

���* ��%%�� �������� �����$ �(��Q��R� ��* ������� �(��Q��* v yw ���
lim

λ�
+→0

pi(x) ≡ 1q ���R�� �%�%&/��� $����� ��������� � ���

{
sup {H(x|M−∞)} MaxEnt−−−−−→ p∗(x)q p ∈ (0, 1),

inf {H(x|M+∞)} MaxEnt−−−−−→ max[Gp∗(x)] ∀p ⊆ P.
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����� �%��#��q M$��J�* H(x) ��* ‖M‖�→−∞ �������* � �(%���'���$ ������F
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