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��J�������$ $������Rq ��������*R&�$ ��%�� $����� �����$�� M$��J������
���������� r���$ $������R � ��%���������R $��������*� ���Q�( ����(���
��MM��J��$��* ����������* ��������*� ��* �)��* ������� $������* � o p
������#�����* '�����(� ����q %�#��$R&���* �� ����������J�� ������� M$��J��
�  ����#����(� ���%���'����� ����������� �#F#� $���'��* �('����������
����)����� � ������ ����� �������� oHp ����� ������ ���������* ������'���
��������(� ��* ������ �)��* � �(����� �����R ��'������ Y �����*&� ��F
%�� ��* ����Q���* �����$�� M$��J������ ��������� �������������* ���� ���F
J� o!p � ����#(����*q ��� � �� ����&�R ��Q� %(�� �)�� #���'� � %�� �%&�
����������

��%��� ��� ���$R&$R ���$��$�$� Y �� H ���������* �������'���* �����F
����� #���'�� Y �� ! �%�$Q����* ������� ����� ���J� � �������������� #�F
��'q �(������* ������ ��* ����Q���* ��KMM�J����� ��#��Q��*q �%�$Q��R��*
������( ����������q ����(����* %�� �%&�* ���������� #���'� � ����* ���� 
�)��*� Y �� + ���������( '�����( �����(� s���R'�����( �(���( �����(
� �� N�
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�
�� � �������
������ ��������� �$��� ��%������ ��*F
#��� ������� ��� #�����(� �$���� ���q '��%( ���������  ������������ � $'���
���M� �������� %(�� ������)�� t# ������'��* �%&����� �'�����*q '�� ��F
'�����* ��'�� ��������* � ��'�� ���������q � ���'��* ��� ���������( (l, 0)�
�����������*q '�� ���'��� ����'���� ���������q ��%$R&���* ��* ��������F
���� ����J( ����( �$��q *��*��* �����*����q � �� �������� � ��$&� ��'�
������������ ��$&����*��* �# ��'������� �$���� �� $Q �������$ $'����$ ����F
��� Y���*��* ���$R&� �%�#��'��*u β(x, y) B M$��J�* � ����(��(�� '����(��
����#����(��q ������* ����#(��� J�$ $������ ����J( ����( �$�� � ��'� (x, y)q
α = const B J�� ��������q ������*&��* �� ����J$ ����( �$�� v�� ��'������ ��'F
��wq �%x�� ���������(� ���������q ��%�����(� ��* $������ ����J( ����(
�������

�$��� y : R → R B ����#������* ����(��� ��MM��J��$��* M$��J�*q $��F
������*R&�* $�����*�

y(0) = y(l) = 0.

�R%$R ���$R ����$R %$�� ��#(���� ���$������� V�������� ������������ �$��q
�����*���� M$��J�� y(x)q �(��Q���* � ����&�R ������������ M$��J������

I(y) =

l∫
0

α

√
1 + y′2(x)

x∫
0

√
1 + y′2(ξ) dξ dx+

l∫
0

β(x, y)

√
1 + y′2(x) dx, v w

�����(� ��Q�� $�������� � ����&�R ���$R&� ���(�
����
� IC <��0A��X)�� 5-),Y00 f(x) ∈ C[0, l] �<���+Z0�� ���+)�.��

l∫
0

f(x)

x∫
0

f(ξ) dξ dx =
1

2

⎛⎝ l∫
0

f(x) dx

⎞⎠2

.

����� �%��#��q M$��J����� v w ��Q� %(�� #������ � ���

I(y) =
α

2

⎛⎝ l∫
0

√
1 + y′2(x) dx

⎞⎠2

+

l∫
0

β(x, y)

√
1 + y′2(x) dx. vHw
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Y �������Q���q '�� �$&���$� ���Q�( ����(��� ��MM��J��$��* ���$F
�����* �����* y∗(x)q �������*R&�* �����$� M$��J�����$ vHwq ��Q� %(�� ���$'��
o+zLp ��%������ $����� �����$���

������
� IC .��� J.��/ Z�<-�.0?�C ,�0��C y∗(x) ∈ C2[0, l] Z��.��C� ?0[
)0?-? 5-),Y0�)�- vHw
 )+��E�Z0?�
 J.��/ �)� -Z��+.���C� ���+)�.�-

y′′∗ (x)
1 + y′∗

2(x)

(
α

l∫
0

√
1 + y′∗

2(x) dx+ β(x, y∗(x))
)

+

+ y′∗(x)
∂β(x, y∗(x))

∂x
− ∂β(x, y∗(x))

∂y
= 0.

v!w

Y o p %(� �����Q� '�����(� ���� �)��* ��������MM��J��������
$������* v!wq ��������(� �� �������������� ����������J�� ����(� ����#����(�
������� M$��J��� Y ������ ��%�� �������������* ���� ������q � ��%$R&�� �F
)��* $������* v!w�

�� ���������� ��� ��!������ ��"����� ������� ������ ���'�� ��R
����� ���J� � �%&� ��� o!pq � ��� �������#��$�  ��* �����$��� #���'��

���������� #���'$ ������#�J�� M$��J������

I(y) =

l∫
0

F (x, y, y′) dx,

�� F B ����(���* M$��J�* ����� ���$�����q � y ∈ C1[0, l] ��� $������

y(0) = y(l) = 0. v+w

�$���
φ(x, a1, . . . , an), n = 1, 2, . . . , vNw

���������������� nF��������'���� ������ M$��J��q ��Q�� �# �����(� )��
���(�$&�� #� �'� ��%�����* �������������� ��������q � ��� ��� #��'��*�
��������� �(�����( $�����* v+w� ��* ��Q���� ������� ��Q�� ��������� #���'$
������#�J�� M$��J�� n ���$�����

I(a1, . . . , an) =

l∫
0

F (x, φ(x, a1, . . . , an), φ
′(x, a1, . . . , an)) dx, vGw

������* �������* � �)��R �����( $�������

∂I

∂ai
= 0, i = 1, . . . , n. vLw

I%�#��'�� a1, . . . , an ���������(� ��%�� ���������q � yn = φ(x, a1, . . . , an) B ����F
�����$R&$R M$��J�R �������� Y ���$ ���)����* ������ ���$����(� M$��J��
� ������ n ���������������� {I(yn)}∞n=1 *��*��* ��������� $%(��R&�u

I(y1) � I(y2) � . . . .

� %��&� �
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���� ���Q���� M$��J��q �%��#$R&�� ������������$R �����$ ������ vNwq
*��*��* �����(� � ���Q��� M$��J�� �# C1[0, l]q ��* �����(� �(�����( $�����*
v+w v��� oHq ,pwq �� ���$'��q '��

lim
n→∞ I(an) = I(y∗), v,w

�� y∗ B M$��J�*q �������*R&�* �����$� M$��J�����$ I� �����������q �$���
�R%$R ����(��� ��MM��J��$�$R M$��J�R yq �������$R �� [0, l] � �%��F
&�R&$R�* � �$�� �� ���J�� K���� ���#��q ��Q�� ����� $����� ��'�� ����������F
������ � ���� ������������ C1[0, l] M$��J��q �������Q�&� �����$ �# �������
����� ��* �R%��� δ > 0 ��Q�� ����%���� n � y∗n = φ(x, a∗1, . . . , a

∗
n) ���q '��%( %(��

���������� ���������
‖y∗ − y∗n‖C1[0,l] � δ.

Y������� ����(������ F ��* �R%��� ε > 0 ������* δ > 0 ����q '�� ���

‖y∗ − y∗n‖C1[0,l] � δ

�(����*��* ���������
I(y∗n)− I(y∗) � ε.

����� �%��#��q ��* �R%��� ε > 0 ���� J��'�� ��������

I(y∗) � I(yn) � I(y∗n) � I(y∗) + ε,

���$�� � ���$ ����#��������� �(%��� ε ���$� v,w�
I����*�� �� ����$ Y��)������ �% ����������J�� �����������'���� ���F

��'����q ��Q�� ����#���q '�� ��%$���$ �������$ ���������q � ���Q �����'�(�
$�����*� v+w %$�� $��������*��q � '��������q ������

φ(x, a1, . . . , an) =
n∑

k=1

ak sin
πk

l
x, n = 1, 2, . . . .

�$��� n B M����������� '����� Y��� �%�#��'�� ��* ������ ��KMM�J��F
��� a = (a1, . . . , an)

T q � ���Q ����#����(� M$��J�� φu

φx(x, a) =
∂φ(x, a)

∂x
=

n∑
k=1

ak
πk

l
cos

πk

l
x,

φak
(x, a) =

∂φ(x, a)

∂ak
= sin

πk

l
x, φxak

(x, a) =
∂2φ(x, a)

∂x∂ak
=
πk

l
cos

πk

l
x, k = 1, . . . , n.

O$��J����� vGw ��* �(%������ �����( M$��J�� #���)��* ���$R&�� �%��#��u

I(a) =
α

2

⎛⎝ l∫
0

√
1 + φ2x(x, a) dx

⎞⎠2 + l∫
0

β(x, φ(x, a))
√

1 + φ2x(x, a) dx,
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� $�����* K�����$�� vLw ���$��* � ����� ������(� ���%���'���� $�������
����������� a1, . . . , an

∂I(a)

∂ak
= α

⎛⎝ l∫
0

√
1 + φ2x(x, a) dx

⎞⎠ l∫
0

φxak
(x, a)φx(x, a)√
1 + φ2x(x, a)

dx +

+

l∫
0

∂β(x, φ(x, a))

∂y
φxak

(x, a)
√

1 + φ2x(x, a) dx +

+

l∫
0

β(x, φ(x, a))
φxak

(x, a)φx(x, a)√
1 + φ2x(x, a)

dx = 0, k = 1, . . . , n.

����* �)�� a = (a1, . . . , an)
T K��� �����(q ���$'�� ���%��Q��� �)��

φx(x, a) �������� #���'��
������������(� ������ ��#���*� �������� ���%��Q��� �)�� � ��* #�F

��'�q �M���$���������� � %�� �%&� ���q � ����� ��* ���$�J��q ����� J��
�������� α � *��*��* �����*����q � �#��*��* �� ��'�� � ��'� � ���$ ��#��'�(�
$������ ������������� �������q �� ����(� ��$���� ��* ��������� ������ ��Q�
����%������* ���) ����'���� ���������q '� �� %��������� ��������� Y K���
��$'� ��* �(%������ �����( M$��J�� ���������(� M$��J����� ��������� %$��
���� ���

I(a) =

l∫
0

α(x, φ(x, a))
√

1 + φ2x(x, a)

x∫
0

√
1 + φ2ξ(ξ, a) dξ dx +

+

l∫
0

β(x, φ(x, a))
√

1 + φ2x(x, a) dx,

'�� �������� � ���$R&� ����� ������(� ���%���'���� $������� ��* ����F
�� a1, . . . , anu

∂I(a)

∂ak
=

l∫
0

∂α(x, φ(x, a))

∂y
φxak

(x, a)
√

1 + φ2x(x, a)

x∫
0

√
1 + φ2ξ(ξ, a) dξ dx +

+

l∫
0

α(x, φ(x, a))
φxak

(x, a)φx(x, a)√
1 + φ2x(x, a)

x∫
0

√
1 + φ2ξ(ξ, a) dξ dx +

+

l∫
0

α(x, φ(x, a))
√

1 + φ2x(x, a)

x∫
0

φξak
(ξ, a)φξ(ξ, a)√
1 + φ2ξ(ξ, a)

dξ dx +

+

l∫
0

∂β(x, φ(x, a))

∂y
φxak

(x, a)
√

1 + φ2x(x, a) dx +

+

l∫
0

β(x, φ(x, a))
φxak

(x, a)φx(x, a)√
1 + φ2x(x, a)

dx = 0, k = 1, . . . , n.
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s����� �����Jq '�� ��� ��$��(� �����'�(� $�����*� ��Q�� ����������
�����$ M$��J��

φ(x, a1, . . . , an) = y(0) +
y(l)− y(0)

l
x+

n∑
k=1

ak sin
πk

l
x, n = 1, 2, . . . . v"w

Y K��� ��$'� � �������(� �() ����$Q���*� �#�����* ��)� �(��Q�� ��*
φx(x, a)u

φx(x, a) =
y(l)− y(0)

l
+

n∑
k=1

ak
πk

l
cos

πk

l
x,

�������� Q �������* %# �#������
I�����q '�� ���� ���J� *��*��* ��&�(� �����$����� �)��* �������F

�(� #���'q �����(� ������#$��* ���Q����� ����������� o"z Hp�
#� ������� � �������
� ��
���
$���
������ �� ���������� #���'$q � ������� α = 0.1q l = 1q β(x, y) = 1+sin5x ·sin yq

� �����'�( $�����* ��R� ��� y(0) = 0q y(l) = 1� ��* $��%���� ������*��* �#$��F
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