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Введение

На сегодняшний день учеными-биологами обнаружено и описано боль-
шое количество различных видов вирусов. Инфекционные заболевания, вы-
зываемые вирусами, остаются одной из главных проблем современного ми-
ра. По оценкам ВОЗ [25], только вспышки гриппа приводят к 500 тысячам
смертей по всему миру. Однако помимо гриппа в человеческой популяции
циркулирует множество других вирусов (коронавирусы, туберкулёз, малярия,
корь и др.), каждый из которых в той или иной мере оказывает влияние на
экономику государств и предприятий. Например, из-за пандемии COVID-19
многим организациям и образовательным учреждениям пришлось перейти на
дистанционный или смешанный режим работы, что могло привести к допол-
нительным финансовым затратам для предприятий. Поэтому одной важной
задачей систем здравоохранения является разработка эффективных страте-
гий по борьбе с распространением вирусов, а также поиск способов контроля
количества инфицированных. В связи с этим в современном мире возника-
ют, как задачи моделирования эпидемических процессов, так и задачи поиска
оптимальных и эффективных стратегий, позволяющих снизить ущерб от эпи-
демий и пандемий.

Для решения первой задачи в настоящей работе используются актуаль-
ные варианты управляемых компартментных эпидемических модели. Совре-
менные исследования показывают, что такие модели могут использоваться
для оценки числа зараженных и выздоровевших в популяции. За основу были
взяты модели [11], которые учитывают циркуляцию сразу нескольких видов
вирусов в популяции, а группа инфицированных подразделяется на несколько
подгрупп. В рамках текущего научного исследования изучаемые модели бы-
ли дополнены возможностью управления числом связей между субъектами
модели. Для полученной задачи на данный момент критерии оптимальности
решения ещё не получены. Именно поэтому для поставленной задачи был
выбран алгоритм поиска эффективных управлений - управление с прогнози-
рованием модели (Model Predictive Control, УПМ).

Использование метода управления с прогнозированием модели позво-
ляет решить вторую из поставленных задач, а именно разработку стратегий
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по снижению распространения вируса. Сегодня УПМ успешно применяет-
ся в управлении технологическими процессами, однако по мнению автора,
его концепции также применимы и к эпидемическим процессам. Согласно
различным исследованиям, метод показал высокую эффективность в зада-
чах автоматизации химических, энергетических и производственных процес-
сов. Главным преимуществом метода является создание собственных моде-
лей прогнозирования процесса, благодаря которым полученные управляю-
щие сигналы являются эффективными на протяжении интервала времени,
превышающем интервал времени управления. По этой причине, контролле-
ры, использующие метод управления с прогнозированием модели устойчивы
шумам и могут адаптироваться к изменениям процесса.

Выпускная квалификационная работа имеет следующую структуру. В
главе 1 рассматриваются основные эпидемические модели распространения
вирусов, как задачи оптимального управления. В этой же главе проводит-
ся линеаризация данных моделей, которая необходима при поиске решения
MPC-контроллером, а также модификация параметра отвечающего за интен-
сивность заражения. Во второй главе описан алгоритм метода управления с
прогнозированием модели и представлен пример прогнозирования линейной
системы. Глава 3 посвящена компьютерному моделированию описанных за-
дач, а также реализации метода с помощью MPC-контроллеров доступных в
языке программирования Matlab. В рамках главы 4 проводится серия числен-
ных экспериментов, в ходе которой определяется эффективность полученных
решений, а также определяются эффективные управления и траекториимоди-
фицированных задач. В заключении формулируются выводы о применимости
данного подхода, а также проводится анализ результатов исследования.

Обзор литературы

Можно выделить четыре группы источников, на которые опирается дан-
ное исследование:

1. научные статьи и доклады, посвященные моделям распространения ви-
русов и связанным с ними задачам;
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2. научные публикации с применением УПМ в задачах поиска эффектив-
ных управлений;

3. сайты, занимающиеся сбором статистики количества заражений и вы-
здоровлений;

4. документация языков программирования Matlab и Scilab.

Первые статьи в области эпидемического моделирования с использова-
нием компартментных моделей появились ещё в 1920-х годах [14]. Гораздо
позднее эти модели были модифицированы и стали изучаться как системы с
управлением [15]. После этого были получены необходимые условия опти-
мальности с помощью принципа максимума Понтрягина для задач с несколь-
кими вирусами [10, 11]. После пандемии COVID-19, вызванной вирусом
SARS-CoV-2, появилось множество статистической информации [23, 24, 25],
которая была использована для улучшения имеющихся эпидемических мо-
делей [2, 9]. В ходе изучения статистических данных удалось обнаружить,
что число контактов и частота заражений в значительной степени зависит
от мер, вводимых государствами. По этой причине было принято решение
внести модификацию в изучаемые модели, добавив возможность управления
количеством контактов.

Для решения сформулированной задачи был выбран метод управления
с прогнозированием модели. УПМ был предложен в 1950-х годах амери-
канским математиком Ричардом Беллманом при разработке оптимального
управления динамическими системами. Более подробно метод был изложен
в научных статьях 1980-х годов [4, 5, 7, 16]. Изначально подход применялся
в обрабатывающей и добывающей промышленности [6, 17]. Благодаря раз-
витию методов компьютерного моделирования и нейронных сетей [18, 21],
УМП стал успешно применяться и для более сложных задач [13, 20], таких
как управление транспортными средствами [1] и роботами [1], менеджмен-
том электрических сетей [19], а также для контроля сложных химических
процессов [3].

Управление с прогнозированием модели реализовано на разных язы-
ках программирования, но наиболее популярными считаются библиотеки для
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Matlab и Python. В языке программированияMatlab метод реализуется с помо-
щью объекта MPC-контроллер. На сайте компании MathWorks представлено
множество примеров реализации УПМ [22], с параллельным и последова-
тельным подключением нескольких MPC-контроллеров. Для долгосрочного
планирования в эпидемических задач были использованы последовательно
подключенные контроллеры MPC.

Постановка задачи

Целью данной научно-исследовательской работы является создание па-
кета программ, который применяя метод управления с прогнозированием
модели (УПМ), находит эффективные решения эпидемических задач. Разра-
ботанный комплекс программ может быть использован для снижения ущерба,
связанного с распространением инфекционных заболеваний. Для достижения
поставленной цели были решены следующие задачи:

1) изучены современные исследования в области эпидемических моделей
и применения метода УПМ;

2) собрана информация о случаях заражения и выздоровления в период
эпидемии COVID-19;

3) описаны математические модели эпидемических процессов и сформу-
лированы соответствующие им задачи оптимального управления;

4) проведена модификация изученных моделей, путём ввода возможности
управления числом контактов в популяции;

5) разработана компьютерная программа, которая находит эффективное
управление в сформулированных задачах с помощью прогнозирования
модели; и разработана программа поиска решения методом УПМ;

6) выявлены основные преимущества и недостатки подхода УПМ.
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Глава 1. Эпидемические модели

Эпидемические модели – это математические модели, которые приме-
няются при анализе распространения инфекционных заболеваний в популя-
циях. Компартментные эпидемические модели основаны на представлении
популяции в виде нескольких компартментов (групп), каждый из которых
соответствует определённой категории индивидов. Такие модели позволяют
понять, как быстро распространяется заболевание, а также с помощью каких
мер можно снизить распространение вируса.

1.1 Модель SIIR

SIIR (Susceptible-Infected-Recovered)модель – двухвируснаямодель эпи-
демии [11], в которой популяция разделяется на четыре группы:

N(t) = nS(t) + nI1(t) + nI2(t) + nR(t), t ∈ [t0, T ]. (1)

Здесь N(t) – общая численность популяции, nS(t) – число восприимчивых,
nI1(t) – число инфицированных вирусом V1, nI2(t) – число инфицированных
вирусом V2, а nR(t) – число выздоровевших. Отрезок [t0, T ] – временной
интервал, на котором рассматривается эпидемический процесс. Восприим-
чивые – это группа людей, которые могут заболеть в будущем, но сейчас
не заражены. Инфицированные – индивиды, которые на текущий момент
времени являются носителями одного из вирусов. Выздоровевшие – группа
людей, которые уже была заражены, но выздоровели и имеют иммунитет к
повторному заражению. Пусть S(t), I1(t), I2(t), R(t) – доли восприимчивых,
инфицированных и выздоровевших в популяции. То есть

S(t) =
nS(t)

N(t)
; I1(t) =

nI1(t)

N(t)
; I2(t) =

nI2(t)

N(t)
; R(t) =

nR(t)

N(t)
.

Тогда вместо равенства (1) можно записать эквивалентное равенство:

1 = S(t) + I1(t) + I2(t) +R(t), t ∈ [t0, T ].
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Рис. 1: Схема модели SIIR

На рисунке 1 представлена модель SIIR с двумя вирусами. Для данной
модели справедливо следующее допущение: если представитель популяции
заразился одним из вирусов, то другим вирусом он заразиться не может.
Изменение состояний системы SIIR описывается следующей системой диф-
ференциальных уравнений:

Ṡ(t) = −δ1S(t)I1(t)− δ2S(t)I2(t),

İ1(t) = (δ1S(t)− σ1 − u1)I1(t),

İ2(t) = (δ2S(t)− σ2 − u2)I2(t),

Ṙ(t) = (σ1 + u1)I1(t) + (σ2 + u2)I2(t).

(2)

где δi – интенсивность заражения вирусом Vi, а σi – интенсивность выздоров-
ления, i = 1, 2. Интенсивность заражения δi представляет собой обобщенный
параметр и является произведением среднего числа контактов l на вероят-
ность передачи вируса при данном количестве контакте δi0:

δi = lδi0.

В качестве сокращения числа инфицированных в городской популяции
обычно применяют медицинское лечение. Эти меры профилактики можно
интерпретировать как функции управления u = (u1, u2), где ui - доля ин-
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фицированных, находящихся на интенсивном лечении. При этом функции
управления должны принадлежать U – множеству допустимых управлений,
которое является подмножеством кусочно-непрерывных функций и удовле-
творяет условию:

0 ≤ ui ≤ umax < 1, i = 1, 2.

Общие затраты, связанные с вирусом можно представить как сумму
fi(Ii) – экономического ущерба от заболевания индивидов и hi(ui)) – сто-
имости мер, направленных на снижение числа заболевших, i = 1, 2. Также
предполагается, что существует экономический доход g(R) связанный с вы-
здоровлениеминфицированных.По смыслу задачифункции f ,h, g – неубыва-
ющие, к тому же будем считать, что они дифференцируемы. Тогда суммарные
затраты на отрезке [t0, T ] определяются как:

T∫
t0

[f1(I1(t)) + f2(I2(t))− g(R(t)) + h1(u1(t)) + h2(u2(t))] dt → min
u∈U

(3)

Важно отметить, что в моделях SIIR по истечении определенного ко-
личества времени процесс эпидемии обычно заканчивается, из-за того, что
согласно системе (2) доля восприимчивых S(t) является невозрастающей
функцией.

1.2 Модель SIIRS

Модели SIIR, рассмотренные в предыдущем разделе, лучше всего под-
ходят для описания эпидемических процессов, в которых вирусы мутируют
медленно. Из-за малого числа мутаций, индивиды могут приобрести имму-
нитет к вирусу на всю жизнь. Однако существуют вирусы, которые мутиру-
ют быстро, и для них были разработаны модели SIIRS (Susceptible-Infected-
Recovered-Susceptible) (см. рис. 2), учитывающие снижение иммунитета в по-
пуляции с течением времени.

Система дифференциальных уравнений, с помощью которой описыва-
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ется динамика изменения состояний, имеет вид:

Ṡ(t) = γR(t)− δ1S(t)I1(t)− δ2S(t)I2(t),

İ1(t) = (δ1S(t)− σ1 − u1)I1(t),

İ2(t) = (δ2S(t)− σ2 − u2)I2(t),

Ṙ(t) = (σ1 + u1)I1(t) + (σ2 + u2)I2(t)− γR(t).

(4)

Здесь параметры δi, σi, i = 1, 2, как и в модели SIIR, отвечают за интенсив-
ность заражения и выздоровления, ui – доля инфицированных, находящихся
на медикаментозном лечении, а γ – интенсивность снижения иммунитета у
представителей популяции. Целевой функционал для таких задач ничем не
отличается от (3).

Рис. 2: Схема модели SIIRS

Заметим, что из-за постепенного снижения иммунитета процесс эпи-
демии в задаче SIIRS может продолжаться бесконечно. По этой причине при
решении задач (3-4) необходимо выбирать большие значения для T . Однако в
таком случае существует риск (в связи с высокой частотой мутаций у вирусов)
того, что параметры модели перестанут быть актуальными. Именно поэтому
при решении таких задач могут оказаться эффективными методы, которые
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могут адаптироваться к изменениям процесса, благодаря прогнозированию
его поведения.

1.3 Модель SWIIRS

В 2020 году, была предложена модель SWIIRS (Susceptible-Warned-
Infected-Recovered-Susceptible) [12], которая позволяет учитывать информи-
рованность граждан об эпидемии. В данной модели популяция подразделя-
ется на пять групп, вместо четырёх. Дополнительная группа индивидов W
– предупрежденные (см. рис. 3). Такой подход позволяет точнее описывать
процессы эпидемии в крупных странах, поскольку скорость распространения
вируса зачастую зависит не только от характеристик самого вируса, но и от
поведения представителей популяции.

Рис. 3: Схема модели SWIIRS

Изменения популяционных групп для управляемой модели SWIIRS
описываются системой из пяти дифференциальных уравнений:
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

Ṡ(t) = γR(t)− δS1 S(t)I1(t)− δS2 S(t)I2(t)− (ηW (t) + u3)S(t),

Ẇ (t) = (ηW (t) + u3)S(t)− (δW1 I1(t) + δW2 I2(t) + σ3)W (t),

İ1(t) = (δS1 S(t) + δW1 W (t)− σ1 − u1)I1(t),

İ2(t) = (δS2 S(t) + δW2 W (t)− σ2 − u2)I2(t),

Ṙ(t) = (σ1 + u1)I1(t) + (σ2 + u2)I2(t) + σ3W (t)− γR(t).

(5)

В системе (5) константы δSi и δWi описывают интенсивность зараже-
ния для групп S и W соответственно, а σi – интенсивность выздоровления
i = 1, 2. Значение σ3 отвечает за вероятность того, что осведомленный ин-
дивид приобретёт иммунитет к вирусам (например обратится в медицинское
учреждение за вакциной). Интенсивность снижения иммунитета описывается
с помощью γ. За информирование (предупреждение) представителей попу-
ляции отвечают два параметра:

1) u3 – доля восприимчивых индивидов, информируемых через средства
массовой информации;

2) η – вероятность информирования восприимчивого индивида при обще-
нии с предупрежденным.

1.4 Линеаризация задачи SIIR

В современных программных пакетах управление с прогнозированием
модели реализуется для нелинейных управляемых систем с помощью про-
межуточного решения вспомогательной задачи линеаризации. Опишем алго-
ритм линеаризации задачи SIIR. Рассмотрим задачу оптимального управле-
ния (2-3). Предположим, что начальные состояния для всех состояний S(t0),
I1(t0), I2(t0), R(t0) и управление u(t0) известны. Обозначим за

12



SIIRt0 =


S0

I01
I02
R0

; u0 = u(t0). (6)

Разобьём исходный отрезок времени [t0, T ] на k равных частей. Тогда
целевой функционал (3) может быть записан как:

J =
T∫
t0

[f1(I1(t)) + f2(I2(t))− g(R(t)) + h1(u1(t)) + h2(u2(t))]dt =

= J1 + . . .+ Jk, где

Ji =
ti∫

ti−1

[f1(I1(t)) + f2(I2(t))− g(R(t)) + h1(u1(t)) + h2(u2(t))]dt,

здесь ti = iT
k , i = 1, k.

Очевидно, что min
u∈U

J1 + min
u∈U

J2 + ... + min
u∈U

Jk ≤ min
u∈U

J . Тогда вместо
исходной задачи (2-3) можно рассматривать k задач с целевой функцией
вида:

Ji → min
u∈U

. (7)

Начальные условия для первой задачи соответствуют (6), а для каждой
последующей определяются итеративно подстановкой найденного решения.
То есть

SI1I2R(ti) =


S(ti)

I1(ti)

I2(ti)

R(ti)

 =


Si

I i1
I i2
Ri

 , ui = u(ti), i = 1, k − номер итерации.

Для удобства переобозначим


S

I1

I2

R

 как вектор x =


x1

x2

x3

x4

. Система
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(2) также справедлива и для начальных условий, значит

ẋi1 = f1(x
i, ui, t) = −(δ1x

i
2 + δ2x

i
3)x

i
1;

ẋi2 = f2(x
i, ui, t) = (δ1x

i
1 − σ1 − ui1)x

i
2;

ẋi3 = f3(x
i, ui, t) = (δ2x

i
1 − σ2 − ui2)x

i
3;

ẋi4 = f4(x
i, ui, t) = (σ1 + ui1)x

i
2 + (σ2 + ui2)x

i
3.

(8)

Рассмотрим некоторое возмущение этой системы:

1) x̃(t) = xi(t) + ∆x(t), где ∆x(t) – вектор возмущений состояния;

2) ũ(t) = ui(t) + ∆u(t), где ∆u(t) – вектор возмущений управления;

Тогда получаем, что ẋi(t) + ∆ẋ(t) = f(x̃, ũ, t). Правые части системы
(8) можно разложить в ряд Тейлора:

ẋi(t) + ∆ẋ(t) =

= f(xi(t), ui(t), t) + df
dx

∣∣∣∣
xi,ui

∆x(t) + df
du

∣∣∣∣
xi,ui

∆u(t) +O((∆x)2, (∆u)2).
(9)

Здесь O((∆x)2, (∆u)2) – остаточный член погрешности второго порядка ма-
лости. Из формулы (9) вычтем (8) и получим, что

∆ẋ(t) =
df

dx

∣∣∣∣
xi,ui︸ ︷︷ ︸

Ai(t)

∆x(t) +
df

du

∣∣∣∣
xi,ui︸ ︷︷ ︸

Bi(t)

∆u(t).

Полученная система дифференциальных уравнений является линейной. До-
полнительно можно вывести расчётные формулы для матриц Ai(t) и Bi(t):

Ai(t) =


−(δ1x

i
2 + δ2x

i
3) −δ1x

i
1 −δ2x

i
1 0

δ1x
i
2 δ1x

i
1 − σ1 − ui1 0 0

δ2x
i
3 0 δ2x

i
1 − σ2 − ui2 0

0 σ1 + ui1 σ2 + ui2 0

 ,
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Bi(t) =


0 0

−xi2 0

0 −xi3
xi2 xi3

 .

Пару (x, u) будемназывать приближеннымрешением, если оно является
решением задачи с линейной динамической системой. Пусть пара (x∗, u∗) –
точное решение задачи (2,7), тогда обозначим за ошибку в решении величину
εi, которая определяется формулой:

εi = |Ji(x, u)− Ji(x
∗, u∗)|.

При k → ∞ получаем:

lim
k→∞

ẋi = Aix+Biu => lim
k→∞

(x, u) = (x∗, u∗) => lim
k→∞

εi = 0.

Это означает, что чем больше количество интервалов, на которое раз-
бивается исходный отрезок времени, тем точнее получаемое решение. Лине-
аризация моделей SIIRS и SWIIRS проводится аналогичным образом.

1.5 Управляемый параметр скорости заражения

Рассмотрим модель (1) с одним вирусом Ii и пусть pi – вероятность пе-
редачи вируса Vi от заболевшего индивида к восприимчивому при единичном
контакте, а l – среднее число контактов индивида (с другими представителями
популяции) за единицу времени. Рассмотрим случайный контакт восприим-
чивого индивида. Заражение вирусом произойдёт только в том случае, если
одновременно произошли два события: контакт был с зараженным индивидом
и вирус передался при контакте.

Определим два несовместных события:

• событие A – при l контактах между восприимчивым и случайными
представителями популяции произойдёт заражение вирусом Vi;

• событие B – при аналогичном количестве контактов заражение не слу-
чится.
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Рис. 4: Граф исходов в модели SIR

Очевидно, что события A и B образуют полную группу событий (см.
рис. 4), тогда

p(A) + p(B) = 1. (10)

При этом событие B произойдёт только в том случае, если при каждом из l
контактов заражения не произойдёт. Иными словами

p(B) =

(
1− pi

Ii(t)

N

)l

. (11)

Из соотношений (10) и (11) получаем, что вероятность передачи вируса вос-
приимчивому индивиду при l контактах с инфицированными может быть
определена как:

p(A) = 1−
(
1− pi

Ii(t)

N

)l

.

Эту же формулу можно получить и другим способом. Вероятность события
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A представима как:

p(A) = pi
Ii(t)
N +

(
1− pi

Ii(t)
N

)
pi

Ii(t)
N +

(
1− pi

Ii(t)
N

)2

pi
Ii(t)
N +

...+
(
1− pi

Ii(t)
N

)l

pi
Ii(t)
N =

pi
Ii(t)

N

[(
1−pi

Ii(t)

N

)l

−1

]
−pi

Ii(t)

N

=

= 1−
(
1− pi

Ii(t)
N

)l

.

(12)

Полученную вероятность p(A) будем называть модифицированным парамет-
ром заражения и обозначать δ̃i(Ii(t), l).

Переобозначим ui (интенсивное лечение вируса Vi) как ui1. Введём два
вида управления в полученную систему: изоляция инфицированных индиви-
дов и снижение числа контактов во всей системе. Пусть ui2 – доля изолирован-
ных инфицированных, а ul – доля контактов, которые удалось предотвратить,
с помощью снижения мобильности индивидов во всей популяции. В таком
случае получаем, что

δ̃i(Ii(t), l, u2, u3) =

(
1− pi

Ii(t)

N
(1− ui2)

)l(1−ul)

,

где 0 ≤ ui2, ul ≤ 1. Тогда система дифференциальных уравнений соответ-
ствующей одновирусной задачи SIR примет вид:

Ṡ(t) = −δiS(t)Ii(t),

İi(t) =
(
1− pi

Ii(t)
N (1− ui2)

)l(1−ul)

S(t)− (σ1 + ui1)Ii(t),

Ṙ(t) = (σ1 + ui1)I1(t).

Если провести преобразования, аналогичные (12), для двухвирусной
модели SIIR то расчётные формулы управляемых параметров заражения бу-
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дут иметь вид:

δ̃i(I1(t), I2(t), l, u12, u22, ul) =

=
pi

Ii(t)

N (1−ui2
)

[
(1−p1

I1(t)
N (1−u12

)−p2
I2(t)
N (1−u22

))
l(1−ul)−1

]
−p1

I1(t)
N (1−u12

)−p2
I2(t)
N (1−u22

)
,

где i = 1, 2. Если подставить полученные параметры в систему (2), то диффе-
ренциальные уравнения примут следующий вид:

Ṡ(t) = −δ1S(t)I1(t)− δ2S(t)I2(t),

İ1(t) = δ̃1(I1(t), I2(t), l, u12, u22, ul)S(t)− (σ1 + u1)I1(t),

İ2(t) = δ̃2(I1(t), I2(t), l, u12, u22, ul)S(t)− (σ2 + u2)I2(t),

Ṙ(t) = (σ1 + u1)I1(t) + (σ2 + u2)I2(t).

Для введенных управлений необходимо также определить функции за-
трат. Пусть h12(u12, I1), h22(u22, I2), hl(ul) – некоторые неубывающие функции
соответствующие затратам на управления u12, u22 и ul. Тогда функционал (3)
принимает вид:

J̃ =
T∫
0

f1(I1(t)) + f2(I2(t))− g(R(t)) + hl(ul(t)) + h11(u11(t))+

+h12(u12(t) + h21(u21(t)) + h22(u22(t)dt.
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Глава 2. Управление с прогнозированием модели

Управление с прогнозированиеммодели (Model PredictiveControl,MPC) –
это комплекс методов поиска эффективных управлений, основанных на про-
гнозировании модели. Основная идея УПМ состоит в том, чтобы оценить
будущее поведение управляемой системы на конечном интервале времени
и вычислить эффективный управляющий сигнал, который с учётом ограни-
чений на систему, минимизирует заданный целевой функционал. Алгоритм
метода управление с прогнозированием модели включает в себя следующие
шаги:

1. Построение модели объекта или процесса с использований технологий
математического и компьютерного моделирования;

2. Определение основных целей, которых необходимо достичь посред-
ством управления, выбор горизонта прогнозирования;

3. Построение прогноза траектории процесса под воздействием управля-
ющего сигнала;

4. Поиск эффективного управляющего сигнала с учётом всего комплекса
ограничений, наложенных на управляющие и фазовые переменные;

5. Выбор горизонта управления, на котором применяется найденное эф-
фективное управление;

6. Измерение фактических состояний процесса в конечный момент гори-
зонта управления, которые принимаются за новые начальные условия;

7. Сдвиг горизонта прогнозирования на величину горизонта управления
и повторение пунктов 3-6.

2.1 Построение УМП для линейных систем

Рассмотримлинейнуюуправляемуюинаблюдаемуюконечно-разностную
систему:

x(t+ 1) = Ax(t) +Bu(t), u ∈ U,

y(t) = Cx(t).
(13)
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Необходимо найти такое управление u(t), которое доставляет минимум сле-
дующему функционалу:

J(u) =
t+N∑
τ=t+1

[
(y(τ))2 + r(u(τ)− u(τ − 1)2)

]
→ min, (14)

где r > 0 – весовой коэффициент, отражающий стоимость смены управления.
Прогнозные значения для задачи (13-14) определяются формулой:

y = Gx(t) +Hv + Fu(t), где

x(t), u(t) – известные текущие состояния и управления системы,

y =


y(t+ 1)

y(t+ 2)

...

y(t+N)

 – прогноз модели,

v =


v(t+ 1)

v(t+ 2)

...

v(t+N)

 – планируемые управляющие сигналы,

H =


0 0 ... 0

CB 0 ... 0

... ... ... ...

CAN−2B CAN−3B ... 0

 =


h(1) 0 ... 0

h(2) h(1) ... 0

... ... ... ...

h(N) h(N − 1) ... h(1)

,

G =


CA

CA2

...

CAN

 , F =


h(2)

h(3)

...

h(N + 1)

.

Тогда получаем задачу квадратичного программирования:

J(u) = yTy + r
(
vTDTDv

)
→ min

yT = Gx(t) +Hv + Fu(t), v ∈ U,
(15)

20



где

D =


1 −1 0 ... 0

0 1 −1 ... 0

... ... ... ... ...

0 0 0 ... 0

 .

Решение полученной задачи производится с помощью стандартных ме-
тодов решения задач квадратичного программирования. Пусть

v∗ =


v∗(t+ 1)

v∗(t+ 2)

...

v∗(t+N)


решение задачи (15), тогда v∗(t + 1) будем называть эффективным управле-
нием для исходной системы (13) на интервале [t, t + 1], полученным с помо-
щью метода УПМ. После применения управления получим начальные данные
x(t+1) и u(t+1) для составления следующего прогноза и поиска эффектив-
ного управления на интервале [t+ 1, t+ 2].
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Глава 3. Реализация УПМ в Matlab

3.1 Моделирование эпидемических задач

Для применения УПМ к моделям, описанным в главе 1, их необходимо
представить в виде функций языка Matlab. Программный код для каждой мо-
дели состоит из 4 блоков. Описание блоков программного кода представлено
в таблице 1..

Таблица 1: Структура компьютерной эпидемической модели

Название Описание

Блок 1. Параметры

в этой части программного кода задаются харак-
теристики вирусов и системы, такие как сред-
нее число контактов, вероятность заразиться при
единичном контакте и скорость выздоровления.

Блок 2. Инициализация
состояний и управле-
ний

предназначен для объявления всех переменных
состояния и управления.

Блок 3. Вспомогатель-
ные вычисления

в данном блоке производится подсчёт промежу-
точных значений, которые могут неоднократно
использоваться в других программных блоках

Блок 4. Уравнения со-
стояний

здесь описывается система дифференциальных
уравнений, которая и определяет тип компарт-
ментной модели

Также в виде функцийMatlab были программно описаны целевые функ-
ционалы (см. лист. 2). Такое представление моделей и функционалов значи-
тельно упрощает настройку MPC-контроллера.

1 function J = SIIR_Cost(X,U,e,data)

2 T = data.PredictionHorizon;

3 U1 = U(1:T,1);

4 U2 = U(1:T,2);

5 U3 = U(1:T,3);
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6 U4 = U(1:T,4);

7 U5 = U(1:T,5);

8 X2 = X(2:T+1,2);

9 X3 = X(2:T+1,3);

10 X4 = X(2:T+1,4);

11 J = 5*sum(U1.^2) + 10* sum(U2.^2) + 8*(sum(dot(U3,X2))) + 8*( sum(dot(U4,X3)

)) + 8*( sum(U5.^2)) + 10*( sum(X2)) + 20*( sum(X3));

12 end

Листинг 1: Целевой функционал в виде функции Matlab

3.2 Подключение MPC-контроллера

После того, как элементы исследуемой задачи были описаны средства-
ми языка программирования Matlab необходимо выполнить настройку MPC-
контроллера, который и будет выполнять поиск эффективных управлений,
решая вспомогательные задачи описанные в главах 1 и 2. Ознакомиться с
программным кодом можно в приложении 1. Описание разделов программ-
ного кода представлено в таблице 2.

Таблица 2: Структура компьютерной эпидемической модели

Название Описание

Блок 1. Начальные дан-
ные

предназначен для ввода исходных данных задачи
таких как: интервал времени, на котором реша-
ется задача и начальное состояние системы. Так-
же в этом блоке определяется необходимое ко-
личество последовательно подключённых MPC-
контроллеров, которые будут задействованы в
процессе решения.

Блок 2. SIIR без управ-
ления

здесь вычисляются траектории состояний при от-
сутствии управляющих воздействий. Эти траек-
тории позволяют оценить насколько сильно уда-
лось изменить процесс.

Блок 3.1 Создание
MPC-контроллера

в блоке создаётся подходящий для данной моде-
ли MPC-контроллер

23



Блок 3.2. Временные
характеристики

вычисление значений для горизонта прогнози-
рования и управления, а также шага MPC-
контроллера

Блок 3.3. Настройка
MPC-контроллера

в этой части программного кода производится
подключение эпидемической модели и функци-
онала к MPC-контроллеру

Блок 3.4. Ограничения
на переменные

здесь объявляются основные ограничения на пе-
ременные состояний и управлений

Блок 3.5. Тест на ошиб-
ки

в данном блок проводится проверка MPC-
контроллера с помощью функции validatFcns на
наличие ошибок в параметрах

Блок 3.6. Поиск реше-
ния

если ошибки не выявлены в предыдущем блоке,
то здесь определяются эффективные управления
и состояния. Результаты вычислений записыва-
ются в массив

Блок 4. Графический
вывод

используется для настройки графического выво-
да, а также подсчёта значений целевого функ-
ционала и выгоды, которой удалось достичь при
использовании эффективных управлений
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Глава 4. Вычислительные эксперименты

В данном разделе приведены результаты численных экспериментов, ко-
торые были использованы для оценки получаемых решений.

4.1 Эксперимент 1

В ходе эксперимента 1 рассматривалась модель SIIR с фиксированной
интенсивностью заражения. Данные для этого эксперимента были взяты из
статьи Optimal Control of Heterogeneous Mutating Viruses [10]. В таблице 3
представлены значения параметров, которые использовались в процессе си-
муляции.

Таблица 3: Параметры эксперимента 1

Параметр Значение Описание
Характеристики вируса

δ1 0.4 интенсивность заражения вирусом V1

δ2 0.5 интенсивность заражения вирусом V2

σ1 0.001 интенсивность выздоровления от вируса V1

σ2 0.002 интенсивность выздоровления от вируса V2

Параметры функционала затрат
f1(I1) 5I1 ущерб от количества заболевших вирусом V1

f2(I2) 6I2 ущерб от количества заболевших вирусом V2

g(R) 0.1R доход от выздоровления
h1(u1) 15u21 стоимость управления u1
h2(u2)) 10u22 стоимость управления u2

Начальные данные системы
S(0) 0.50 доля восприимчивых
I1(0) 0.32 доля инфицированных вирусом V1

I2(0) 0.32 доля инфицированных вирусом V1

R(0) 0.00 доля иммунных к обоим вирусам
Параметры контроллера

k 1 количество контроллеров
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Ts 0.5 шаг контроллера
PH 90 горизонт прогнозирования
CH 90 горизонт управления

После проведения компьютерной симуляции было получено решение
сформулированной задачи, а также найдены значения функционала (см. рис.
5).

Рис. 5: Управление и затраты для эксперимента 1

Эффективными оказались стратегии которые за первые три дня эпи-
демии возрастают до значений u1 = 0.26 и u2 = 0.24, а после убывают к
нулю. Полученные управляющие сигналы по виду напоминают непрерывные
управления, представленные в экспериментах статьи. Значение функционала
в управляемом случае составило ≈ 41.6, а в неуправляемом ≈ 227.51. Таким
образом, выгода от использования управления составляет≈ 185.91 условных
единиц, что чуть меньше, чем от использования оптимального управления
≈ 189.17.

На рисунке 6 представлены состояния популяции в управляемом и
не управляемом случаях. Можно заметить, что использование управления,
найденного с помощью MPC, существенно снижает число заражений. Так в
неуправляемом случае максимальная доля числа заболевших I1max

= 0.594,
I2max

= 0.386, а в случае применения эффективного управления I1max
= 0.32,

I2max
= 0.18, что соответствует начальной доле инфицированных в популя-

ции.
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Рис. 6: Управление и затраты для эксперимента 1

Таким образом, эксперимент 1 показал, что разработанный пакет про-
грамм позволяет находит близкие к оптимальным решения классических за-
дач SIIR и может быть использован как альтернатива классическим методам
оптимального управления.

4.2 Эксперимент 2

Так как программная реализация метода УПМ показала неплохую точ-
ность для стандартных задач, то эксперимент 2 был проведён с использова-
нием модифицированной модели SIIRS (с управляемой интенсивностью за-
ражения). Данные для эксперимента были взяты с таких ресурсов как World
Health Organization, OurWorld in Data иWorldometer. Параметры эксперимен-
та представлены в таблице 4.

Таблица 4: Параметры эксперимента 2

Параметр Значение Описание
Характеристики вируса и системы

δ1 0.256 вероятность заражения вирусом V1 при еди-
ничном контакте

δ2 0.517 вероятность заражения вирусом V2 при еди-
ничном контакте

σ1 0.025 интенсивность выздоровления от вируса V1

σ2 0.007 интенсивность выздоровления от вируса V2

γ 1/120 ≈ 0.0083 интенсивность снижения иммунитета
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l 30, среднее число контактов в популяции
Параметры функционала затрат

f1(I1) 135I1 ущерб от количества заболевших вирусом V1

f2(I2) 135I2 ущерб от количества заболевших вирусом V2

g(R) 0 доход от выздоровления
h11(u11) 192(u11)

2 стоимость лечения u11
h12(u12, I1) 94u12I1 стоимость изоляции u12 инфицированных I1
h21(u21) 192(u21)

2 стоимость лечения u21
h22(u22I2) 94u22I2 стоимость изоляции u22 инфицированных I2
hl(ul 94(ul)

2 стоимость ограничения мобильности попу-
ляции ul

Начальные данные системы
S(0) 0.50 доля восприимчивых
I1(0) 0.32 доля инфицированных вирусом V1

I2(0) 0.32 доля инфицированных вирусом V1

R(0) 0.00 доля иммунных к обоим вирусам
Параметры контроллера

k 1 количество контроллеров
Ts 0.5 шаг контроллера
PH 45 горизонт прогнозирования
CH 30 горизонт управления

В ходе запуска программы компьютерной симуляции были получены
эффективные управления для сформулированной задачи (см. рис. 7, 8). Мож-
но заметить, что лечение особей для обоих вирусов принимает максимальное
значение начиная с t = 1 и снижается для вируса V1 после t = 21, а для виру-
са V1 после t = 18. При этом для V1 производится изолирование небольшой
доли ((u12 = 0.1) инфицированных в период [5, 8], и после t = 15 управле-
ние u12 снова включается достигая максимального значения и отключается
после t = 24. Для V2 максимальное изолирование инфицированных прово-
дится в периоды [0, 4], [5, 8], [12, 21], а также частичное изолирование в [9, 11],
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[29, 30]. Снижение общего числа контактов оказалось наиболее эффективным
в период [15, 25].

Рис. 7: Лечение и изоляция в эксперименте 2

Рис. 8: Общее управление и затраты в эксперименте 2

Используя эффективные стратегии (см. рис. 9) удалось снизить мак-
симальную долю инфицированных вирусом V2 с 0.6 до 0.3, однако доля за-
болевших вирусом V1 возросла с 0.34 до 0.38, это связано с тем, что из-за
часть индивидов (30% популяции), которые не заразились вирусом V2 (из-за
введенных мер), смогли заразиться вирусом V1. Также, можно заметить, что
начиная с t = 15 доля инфицированных обоими вирусами не превышает 1%.

Для задач с модифицированным параметром заражения на данный мо-
мент не найдены условия оптимальности, поэтому единственным способом
оценки качества решения является экономия затрат, которую обеспечивает
построенное эффективное управление. По этой причине для данного экспе-
римента были посчитаны значения целевого функционала и общее управле-
ние для двух вирусов (см. рис. 9). С помощью совокупности всех управляю-
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Рис. 9: Эпидемические процессы эксперимента 2

щих воздействий удалось значительно снизить значение целевого функцио-
нала 33286 до 11180. Таким образом, выгода от использования эффективного
управления составила 22106 единиц.

4.3 Эксперимент 3

Для эксперимента 3 была взята модель SWIIRS, а основной задачей яв-
лялось построение долгосрочных стратегий (T ≥ 90), с помощью нескольких
MPC-контроллеров. Значения параметров эксперимента доступны в таблице
5.

Таблица 5: Параметры эксперимента 3

Параметр Значение Описание
Характеристики вируса

δS1 0.25 интенсивность заражения вирусом V1 воспри-
имчивых

δS2 0.3 интенсивность заражения вирусом V2 воспри-
имчивых

δW1 0.2 интенсивность заражения вирусом V1 преду-
прежденных

δW2 0.25 интенсивность заражения вирусом V2 преду-
прежденных

σ1 0.3 интенсивность выздоровления от вируса V1

σ2 0.4 интенсивность выздоровления от вируса V2

30



σ3 0.3 вероятность вакцинации предупрежденных
γ 0.3 интенсивность снижения иммунитета
η 0.15 интенсивность передачи информации о вирусе

Параметры функционала затрат
f1(I1) 30I1 ущерб от количества заболевших вирусом V1

f2(I2) 40I2 ущерб от количества заболевших вирусом V2

g(R) 0 доход от выздоровления
h1(u1) 20u21 стоимость управления u1
h2(u2)) 25u22 стоимость управления u2
h3(u3)) 10u23 стоимость управления u3

Начальные данные системы
S(0) 0.9 доля восприимчивых
W (0) 0.00 доля предупрежденных
I1(0) 0.08 доля инфицированных вирусом V1

I2(0) 0.02 доля инфицированных вирусом V2

R(0) 0.00 доля иммунных к обоим вирусам
Параметры контроллера

k 3 количество контроллеров
Ts 0.5 шаг контроллера
PH 45 горизонт прогнозирования
CH 30 горизонт управления

Рис. 10: Эпидемические процессы эксперимента 3
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На рисунках 10, 11 представлены результаты эксперимента 3. На графи-
ках эффективных управлений видно, что в случае подключения нескольких
MPC-контроллеров, существует импульсы (точки переключения) в управле-
нии. Они связаны с тем, что происходит пересчёт модели прогноза на новый
интервал прогнозирования. Можно заметить, что начиная с третьего контрол-
лера (t = 60) построенные управления имеют схожую структуру. Это отра-
жается как на поведении процесса, так и на поведение функции суммарных
затрат (они становится периодичными).

Рис. 11: Эффективные управления и затраты в эксперименте 3

Благодаря применению эффективного управления удалось значительно
снизить значение целевого функционала: с 2918.8 до 177.8. Таким образом,
выгода от применения управления составила 2748 единиц.
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Заключение

В данной выпускной квалификационной работе было проведено иссле-
дование о применимости метода управления с прогнозированием модели для
решения задачи SIIR с двумя вирусами и её модификаций. Помимо извест-
ных вариаций моделей SIIR, описанных в других научных исследованиях,
была предложена и описана собственная модель с контролируемой интенсив-
ностью заражения. Также в работе были представлены алгоритмы решения
вспомогательных задач, такие как линеаризация модели, построение прогноз-
ных значений, поиск эффективных управлений. После этого был подробно
описан процесс компьютерного моделирования задач SIIR и применение к
ним УПМ. Для подтверждения теоретических результатов и оценки эффек-
тивности метода была проведена серия экспериментов, которая показала, что
решения, полученные с использованием метода УПМ близки к оптимальным
(получаемым с помощью принципа максимума) и значительно сокращают
затраты в изучаемых задачах. Метод показал высокую эффективность неза-
висимо от типа задачи и интервала времени. Таким образом, УПМможет быть
использован как альтернатива имеющимся методам управления в эпидеми-
ческих задачах. Однако стоит помнить, что в процессе вычисления, метод
использует численные алгоритмы, что не позволяет использовать метод для
поиска точных оптимальных решений. Таким образом, поставленная цель
исследования была успешно выполнена.
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[1] Alcalá E. LPV-MPC Control for Autonomous Vehicles / E. Alcalá, V. Puig,
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Приложение 1

1 clc

2 clear all

3

4 % Model Predictive Control

5

6 %-------------------------------------------------------------------------

7 % Case 1: Initial data

8 %-------------------------------------------------------------------------

9

10 T = 45;

11 n = 90;

12 k = 1;

13 x_i = [0.5; 0.32; 0.18; 0.00];

14 u_i = [0; 0];

15 seq_x = x_i;

16 seq_u = u_i;

17

18

19 %-------------------------------------------------------------------------

20 % Case 2: SIIR model without control

21 %-------------------------------------------------------------------------

22 time = linspace(0,T,n+1);

23 sol = ode45(@(t, x) stn_SIIR_process(x, [0.0, 0.0]), ...

24 [0 T], ...

25 x_i , ...

26 []);

27 uncon_x = deval(sol ,time);

28

29 %-------------------------------------------------------------------------

30 % Case 3: Controllers sequence

31 %-------------------------------------------------------------------------

32 for i = 1:k

33 %---------------------------------------------------------------------

34 % Case 3.1: Create new MPC Controller

35 %---------------------------------------------------------------------

36 nx = length(x_i);

37 ny = length(x_i);

38 nu = length(u_i);

39 nlobj = nlmpc(nx,ny ,nu);

40

41 %---------------------------------------------------------------------

42 % Case 3.2: Define time parameters

43 %---------------------------------------------------------------------

44 Ts = T/n;
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45 CH = n/k;

46 PH = CH;

47

48 %---------------------------------------------------------------------

49 % Case 3.3: Setup MPC controller

50 %---------------------------------------------------------------------

51 nlobj.Ts = Ts;

52 nlobj.PredictionHorizon = PH;

53 nlobj.ControlHorizon = CH;

54

55 nlobj.Model.StateFcn = ’stn_SIIR_process ’;

56 nlobj.Model.OutputFcn = @(x,u) [x(1); x(2); x(3); x(4)];

57

58 nlobj.Optimization.CustomCostFcn = ’stn_SIIR_Cost ’;

59 nlobj.Optimization.ReplaceStandardCost = true;

60 % nlobj.Optimization.CustomEqConFcn = @(X,U,data) sum(sum(X)) = 1;

61

62 %---------------------------------------------------------------------

63 % Case 3.4: Constraints for variables

64 %---------------------------------------------------------------------

65 for ct = 1:nx

66 nlobj.States(ct).Min = 0;

67 nlobj.States(ct).Max = 1;

68 end

69

70 for ct = 1:nu

71 nlobj.MV(ct).Min = 0;

72 nlobj.MV(ct).Max = 1;

73 end

74

75 %---------------------------------------------------------------------

76 % Case 3.5: Error test

77 %---------------------------------------------------------------------

78 x_0 = x_i;

79 u_0 = u_i;

80 validateFcns(nlobj ,x_0 ,u_0);

81

82 %---------------------------------------------------------------------

83 % Case 3.6: Find the solution

84 %---------------------------------------------------------------------

85 [~,~,info] = nlmpcmove(nlobj ,x_0 ,u_0);

86

87 seq_x = cat(2, seq_x , transpose(info.Xopt (2:CH+1,:)));

88 seq_u = cat(2, seq_u , transpose(info.MVopt (2:CH+1,:)));

89 x_i = [info.Xopt(CH+1,1); info.Xopt(CH+1,2); info.Xopt(CH+1,3); info.

Xopt(CH+1,4)];
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90 u_i = [info.MVopt(CH ,1); info.MVopt(CH ,2)];

91 end

92

93 %-------------------------------------------------------------------------

94 % Case 4: Graphical output

95 %-------------------------------------------------------------------------

96 colors = validatecolor ({’#0072BD’, ’#D95319 ’, ’#EDB120 ’, ’#7E2F8E ’, ’

#008000 ’},’multiple ’);

97 tiledlayout (2,2)

98

99 %-------------------------------------------------------------------------

100 % Case 4.1: State Graph

101 %-------------------------------------------------------------------------

102 nexttile

103 p1 = plot(time , seq_x);

104

105 for ct = 1:nx

106 p1(ct).LineWidth = 1.8;

107 p1(ct).Color = colors(ct ,:);

108 end

109 legend(’S’,’I_1’,’I_2’,’R’)

110 title(’Controled epidemic process ’)

111

112 hold on

113

114 nexttile

115 p2 = plot(time , uncon_x);

116 for ct = 1:nx

117 p2(ct).LineWidth = 1.8;

118 p2(ct).Color = colors(ct ,:);

119 end

120

121 legend(’S’,’I_1’,’I_2’,’R’)

122 title(’Uncontrolled epidemic process ’)

123

124 %-------------------------------------------------------------------------

125 % Case 4.2: Control Graph

126 %-------------------------------------------------------------------------

127 nexttile

128 p3 = plot(time , seq_u (:,1:CH*k+1));

129 p3(2).Color = ’#77 AC30’;

130 for ct = 1:2

131 p3(ct).LineWidth = 1.8;

132 end

133 legend(’u_1 - medication V_1’,’u_2 - medication V_2’)

134 title(’Effective control ’)
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135

136 %-------------------------------------------------------------------------

137 % Case 4.3: Costs Graph

138 %-------------------------------------------------------------------------

139 costs = zeros(2,n+1);

140 for i = 2:n+1

141 tdata.PredictionHorizon = 1;

142 costs(1,i) = stn_SIIR_Cost(transpose(uncon_x(:,i-1:i)), transpose(

zeros(5,i)), 0, tdata) * Ts;

143 costs(2,i) = stn_SIIR_Cost(transpose(seq_x(:,i-1:i)), transpose(seq_u

(:,i-1:i)), 0, tdata) * Ts;

144 end

145

146 nexttile

147 p4 = plot(time , costs);

148 p4(1).LineStyle = ’:’;

149 p4(2).Color = ’#77 AC30’;

150 for ct = 1:2

151 p4(ct).LineWidth = 1.8;

152 end

153 legend(’J (uncontrolled case)’,’J (controlled case)’)

154 title(’Costs per time’)

155

156 sim_data.PredictionHorizon = n;

157 stand_cost = stn_SIIR_Cost(transpose(uncon_x), transpose(zeros(5,n)), 0,

sim_data)* Ts

158 eff_cost = stn_SIIR_Cost(transpose(seq_x), transpose(seq_u (:,2:n+1)), 0,

sim_data)* Ts

159 profit = stand_cost - eff_cost

Листинг 2: Программный код эксперимента 1

1 clc

2 clear all

3

4 % Model Predictive Control

5

6 %-------------------------------------------------------------------------

7 % Case 1: Initial data

8 %-------------------------------------------------------------------------

9

10 T = 30;

11 n = 60;

12 k = 1;

13 x_i = [0.8; 0.13; 0.07; 0.00];

14 u_i = [0.0; 0.0; 0.0; 0.0; 0.0];

15 seq_x = x_i;
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16 seq_u = u_i;

17

18

19 %-------------------------------------------------------------------------

20 % Case 2: SIIR model without control

21 %-------------------------------------------------------------------------

22 time = linspace(0,T,n+1);

23 sol = ode45(@(t, x) SIIRS_process(x, u_i), ...

24 [0 T], ...

25 x_i , ...

26 []);

27 uncon_x = deval(sol ,time);

28

29 %-------------------------------------------------------------------------

30 % Case 3: Controllers sequence

31 %-------------------------------------------------------------------------

32 for i = 1:k

33 %---------------------------------------------------------------------

34 % Case 3.1: Create new MPC Controller

35 %---------------------------------------------------------------------

36 nx = length(x_i);

37 ny = length(x_i);

38 nu = length(u_i);

39 nlobj = nlmpc(nx,ny ,nu);

40

41 %---------------------------------------------------------------------

42 % Case 3.2: Define time parameters

43 %---------------------------------------------------------------------

44 Ts = T/n;

45 CH = n/k;

46 PH = 1.5*CH;

47

48 %---------------------------------------------------------------------

49 % Case 3.3: Setup MPC controller

50 %---------------------------------------------------------------------

51 nlobj.Ts = Ts;

52 nlobj.PredictionHorizon = PH;

53 nlobj.ControlHorizon = CH;

54

55 nlobj.Model.StateFcn = ’SIIRS_process ’;

56 nlobj.Model.OutputFcn = @(x,u) [x(1); x(2); x(3); x(4)];

57

58 nlobj.Optimization.CustomCostFcn = ’SIIRS_Cost ’;

59 nlobj.Optimization.ReplaceStandardCost = true;

60 % nlobj.Optimization.CustomEqConFcn = @(X,U,data) sum(sum(X)) = 1;

61
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62 %---------------------------------------------------------------------

63 % Case 3.4: Constraints for variables

64 %---------------------------------------------------------------------

65 for ct = 1:nx

66 nlobj.States(ct).Min = 0;

67 nlobj.States(ct).Max = 1;

68 end

69

70 for ct = 1:nu

71 nlobj.MV(ct).Min = 0;

72 nlobj.MV(ct).Max = 0.25;

73 end

74

75 nlobj.MV(3).Max = 0.25;

76 nlobj.MV(4).Max = 0.25;

77 nlobj.MV(5).Max = 0.2;

78

79 %---------------------------------------------------------------------

80 % Case 3.5: Error test

81 %---------------------------------------------------------------------

82 x_0 = x_i;

83 u_0 = u_i;

84 validateFcns(nlobj ,x_0 ,u_0);

85

86 %---------------------------------------------------------------------

87 % Case 3.6: Find the solution

88 %---------------------------------------------------------------------

89 [~,~,info] = nlmpcmove(nlobj ,x_0 ,u_0);

90

91 seq_x = cat(2, seq_x , transpose(info.Xopt (2:CH+1,:)));

92 seq_u = cat(2, seq_u , transpose(info.MVopt (2:CH+1,:)));

93 x_i = [info.Xopt(CH+1,1); info.Xopt(CH+1,2); info.Xopt(CH+1,3); info.

Xopt(CH+1,4)];

94 u_i = [info.MVopt(CH ,1); info.MVopt(CH ,2); info.MVopt(CH ,3); info.

MVopt(CH ,4); info.MVopt(CH ,5)];

95 end

96

97 %-------------------------------------------------------------------------

98 % Case 4: Graphical output

99 %-------------------------------------------------------------------------

100 colors = validatecolor ({’#0072BD’, ’#D95319 ’, ’#EDB120 ’, ’#7E2F8E ’, ’

#008000 ’},’multiple ’);

101 tiledlayout (3,2)

102

103 %-------------------------------------------------------------------------

104 % Case 4.1: State Graph
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105 %-------------------------------------------------------------------------

106 nexttile

107 p1 = plot(time , seq_x);

108

109 for ct = 1:nx

110 p1(ct).LineWidth = 1.8;

111 p1(ct).Color = colors(ct ,:);

112 end

113 legend(’S’,’I_1’,’I_2’,’R’)

114 title(’Controled epidemic process ’)

115

116 hold on

117

118 nexttile

119 p2 = plot(time , uncon_x);

120 for ct = 1:nx

121 p2(ct).LineWidth = 1.8;

122 p2(ct).Color = colors(ct ,:);

123 end

124

125 legend(’S’,’I_1’,’I_2’,’R’)

126 title(’Uncontrolled epidemic process ’)

127

128 %-------------------------------------------------------------------------

129 % Case 4.2: Control Graph

130 %-------------------------------------------------------------------------

131 nexttile

132 p3 = plot(time , seq_u ([1,3],1:CH*k+1));

133 p3(2).Color = ’#77 AC30’;

134 for ct = 1:2

135 p3(ct).LineWidth = 1.8;

136 end

137 legend(’u_1_1 - medication V_1’,’u_1_2 - isolation V_1’)

138 title(’Effective control V_1’)

139

140 nexttile

141 p4 = plot(time , seq_u ([2,4],1:CH*k+1));

142 p4(2).Color = ’#77 AC30’;

143 for ct = 1:2

144 p4(ct).LineWidth = 1.8;

145 end

146 legend(’u_2_1 - medication V_2’,’u_2_2 - isolation V_2’)

147 title(’Effective control V_2’)

148

149 nexttile

150 p5 = plot(time , seq_u (5,1:CH*k+1));
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151 p5(1).Color = ’green ’;

152 p5(1).LineWidth = 1.8;

153 legend(’u_l - percentage of eliminated contacts ’)

154 title(’General effective control ’)

155

156 %-------------------------------------------------------------------------

157 % Case 4.3: Costs Graph

158 %-------------------------------------------------------------------------

159 costs = zeros(2,n+1);

160 for i = 2:n+1

161 tdata.PredictionHorizon = 1;

162 costs(1,i) = SIIRS_Cost(transpose(uncon_x(:,i-1:i)), transpose(zeros

(5,i)), 0, tdata) * Ts;

163 costs(2,i) = SIIRS_Cost(transpose(seq_x(:,i-1:i)), transpose(seq_u(:,i

-1:i)), 0, tdata) * Ts;

164 end

165

166 nexttile

167 p4 = plot(time , costs);

168 p4(1).LineStyle = ’:’;

169 p4(2).Color = ’#77 AC30’;

170 for ct = 1:2

171 p4(ct).LineWidth = 1.8;

172 end

173 legend(’J (uncontrolled case)’,’J (controlled case)’)

174 title(’Costs per time’)

175

176 sim_data.PredictionHorizon = n;

177 stand_cost = SIIRS_Cost(transpose(uncon_x), transpose(zeros(5,n)), 0,

sim_data)* Ts

178 eff_cost = SIIRS_Cost(transpose(seq_x), transpose(seq_u (:,2:n+1)), 0,

sim_data)* Ts

179 profit = stand_cost - eff_cost

Листинг 3: Программный код эксперимента 2

1 clc

2 clear all

3

4 % Model Predictive Control

5

6 %-------------------------------------------------------------------------

7 % Case 1: Initial data

8 %-------------------------------------------------------------------------

9

10 T = 120;

11 n = 240;
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12 k = 6;

13 x_i = [0.85; 0.0; 0.11; 0.04; 0.00];

14 u_i = [0.0; 0.0; 0.0];

15 seq_x = x_i;

16 seq_u = u_i;

17

18

19 %-------------------------------------------------------------------------

20 % Case 2: SIIR model without control

21 %-------------------------------------------------------------------------

22 time = linspace(0,T,n+1);

23 sol = ode45(@(t, x) SWIIRS_process(x, u_i), ...

24 [0 T], ...

25 x_i , ...

26 []);

27 uncon_x = deval(sol ,time);

28

29 %-------------------------------------------------------------------------

30 % Case 3: Controllers sequence

31 %-------------------------------------------------------------------------

32 for i = 1:k

33 %---------------------------------------------------------------------

34 % Case 3.1: Create new MPC Controller

35 %---------------------------------------------------------------------

36 nx = length(x_i);

37 ny = length(x_i);

38 nu = length(u_i);

39 nlobj = nlmpc(nx,ny ,nu);

40

41 %---------------------------------------------------------------------

42 % Case 3.2: Define time parameters

43 %---------------------------------------------------------------------

44 Ts = T/n;

45 CH = n/k;

46 PH = 1.5*CH;

47

48 %---------------------------------------------------------------------

49 % Case 3.3: Setup MPC controller

50 %---------------------------------------------------------------------

51 nlobj.Ts = Ts;

52 nlobj.PredictionHorizon = PH;

53 nlobj.ControlHorizon = CH;

54

55 nlobj.Model.StateFcn = ’SWIIRS_process ’;

56 nlobj.Model.OutputFcn = @(x,u) [x(1); x(2); x(3); x(4); x(5)];

57
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58 nlobj.Optimization.CustomCostFcn = ’SWIIRS_Cost ’;

59 nlobj.Optimization.ReplaceStandardCost = true;

60 % nlobj.Optimization.CustomEqConFcn = @(X,U,data) sum(sum(X)) = 1;

61

62 %---------------------------------------------------------------------

63 % Case 3.4: Constraints for variables

64 %---------------------------------------------------------------------

65 for ct = 1:nx

66 nlobj.States(ct).Min = 0;

67 nlobj.States(ct).Max = 1;

68 end

69

70 for ct = 1:nu

71 nlobj.MV(ct).Min = 0;

72 nlobj.MV(ct).Max = 0.25;

73 end

74

75 %---------------------------------------------------------------------

76 % Case 3.5: Error test

77 %---------------------------------------------------------------------

78 x_0 = x_i;

79 u_0 = u_i;

80 validateFcns(nlobj ,x_0 ,u_0);

81

82 %---------------------------------------------------------------------

83 % Case 3.6: Find the solution

84 %---------------------------------------------------------------------

85 [~,~,info] = nlmpcmove(nlobj ,x_0 ,u_0);

86

87 seq_x = cat(2, seq_x , transpose(info.Xopt (2:CH+1,:)));

88 seq_u = cat(2, seq_u , transpose(info.MVopt (2:CH+1,:)));

89 x_i = [info.Xopt(CH+1,1); info.Xopt(CH+1,2); info.Xopt(CH+1,3); info.

Xopt(CH+1,4); info.Xopt(CH+1,5)];

90 u_i = [info.MVopt(CH ,1); info.MVopt(CH ,2); info.MVopt(CH ,3)];

91 end

92

93 %-------------------------------------------------------------------------

94 % Case 4: Graphical output

95 %-------------------------------------------------------------------------

96 colors = validatecolor ({’#0072BD’, ’#D95319 ’, ’#EDB120 ’, ’#7E2F8E ’, ’

#008000 ’},’multiple ’);

97 tiledlayout (2,2)

98

99 %-------------------------------------------------------------------------

100 % Case 4.1: State Graph

101 %-------------------------------------------------------------------------
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102 nexttile

103 p1 = plot(time , seq_x);

104

105 for ct = 1:nx

106 p1(ct).LineWidth = 1.8;

107 p1(ct).Color = colors(ct ,:);

108 end

109 legend(’S’,’W’,’I_1’,’I_2’,’R’)

110 title(’Controled epidemic process ’)

111

112 hold on

113

114 nexttile

115 p2 = plot(time , uncon_x);

116 for ct = 1:nx

117 p2(ct).LineWidth = 1.8;

118 p2(ct).Color = colors(ct ,:);

119 end

120

121 legend(’S’,’W’,’I_1’,’I_2’,’R’)

122 title(’Uncontrolled epidemic process ’)

123

124 %-------------------------------------------------------------------------

125 % Case 4.2: Control Graph

126 %-------------------------------------------------------------------------

127 nexttile

128 p3 = plot(time , seq_u (:,1:CH*k+1));

129 p3(2).Color = ’#77 AC30’;

130 for ct = 1:3

131 p3(ct).LineWidth = 1.8;

132 end

133 legend(’u_1 - medication V_1’,’u_2 - isolation V_1’, ’u_3 - informing ’)

134 title(’Effective control ’)

135

136 %-------------------------------------------------------------------------

137 % Case 4.3: Costs Graph

138 %-------------------------------------------------------------------------

139 costs = zeros(2,n+1);

140 for i = 2:n+1

141 tdata.PredictionHorizon = 1;

142 costs(1,i) = SWIIRS_Cost(transpose(uncon_x(:,i-1:i)), transpose(zeros

(5,i)), 0, tdata) * Ts;

143 costs(2,i) = SWIIRS_Cost(transpose(seq_x(:,i-1:i)), transpose(seq_u(:,

i-1:i)), 0, tdata) * Ts;

144 end

145
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146 nexttile

147 p4 = plot(time , costs);

148 p4(1).LineStyle = ’:’;

149 p4(2).Color = ’#77 AC30’;

150 for ct = 1:2

151 p4(ct).LineWidth = 1.8;

152 end

153 legend(’J (uncontrolled case)’,’J (controlled case)’)

154 title(’Costs per time’)

155

156 sim_data.PredictionHorizon = n;

157 stand_cost = SWIIRS_Cost(transpose(uncon_x), transpose(zeros(5,n)), 0,

sim_data)* Ts

158 eff_cost = SWIIRS_Cost(transpose(seq_x), transpose(seq_u (:,2:n+1)), 0,

sim_data)* Ts

159 profit = stand_cost - eff_cost

Листинг 4: Программный код эксперимента 3
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