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Введение

Приобретение и владение некоторыми дефицитными ресурсами явля-

ется достаточно затратным делом, в следствии чего потребители могут

рассматривать вариант кооперирования для совместного использования

ресурса. Однако при таком решении естественно возникает вопрос о де-

леже данного ресурса и затрат на него между участниками. Решение

данной проблемы и является основной задачей теории кооперативных

игр. Одним из подходов к решению задачи о распределении ресурсов

является задание игры в виде характеристической функции.

Данная работа посвящена изучению би-кооперативных игр и поиску

их решения. Би-кооперативные игры являются расширением класса ко-

оперативных игр, а главным различием между ними является то, что в

би-кооперативной игре возможны два варианта участия: позитивный и

негативный. Если значение характеристической функции увеличивается

при добавлении некоторого игрока, то такого игрока называют позитив-

ным, если уменьшается — негативным.

Понятие би-кооперативных игр впервые было приведено в статье

«Bicooperative games» Bilbao J. M.[1], а затем в статье «A value for bi-

cooperative games» Labreuche C., Grabisch M. M.[2] приводилось решение

би-кооперативной игры в виде вектора Шепли. В данной работе будет

рассматриваться концепция решения кооперативных игр, являющаяся

обобщением N-ядра — [0,1]-N-ядро. Оно было определено в работе «Об

одном обобщении N-ядра в кооперативных играх» Тарашниной С. И.,

Смирновой Н. В. [3] и интересно тем, что использует понятия конструк-

тивной и блокирующей сил коалиции. Однако, в отличие от упрощенного

модифицированного N-ядра (SM-ядра), введенного в [9] и учитывающе-
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го данные силы коалиций в равной степени, рассматриваемое в данной

работе решение позволяет учитывать конструктивную и блокирующую

силы коалиций в произвольном соотношении.

Первая глава данной работы посвящена основным понятиям и опреде-

лениям кооперативных игр, а также определению [0,1]-N-ядра для них.

Во второй главе вводится понятие би-кооперативной игры и определяет-

ся [0,1]-N-ядро для би-кооперативных игр. В третьей главе приводятся

примеры би-кооперативных игр, для которых применятся алгоритм на-

хождения [0,1]-N-ядра.
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Постановка задачи

Целью данной работы является реализация алгоритма нахождения

[0,1]-N-ядра для би-кооперативных игр. Для выполнения поставленной

цели необходимо решить ряд задач:

• Изучить понятие би-кооперативной игры.

• Изучить понятие [0,1]-N-ядра для кооперативных игр.

• Модифицировать [0,1]-N-ядро для би-кооперативной игры.

• Изучить алгоритм построения [0,1]-N-ядра для кооперативной игры.

• Найти решения для примеров би-кооперативной игры.
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Обзор литературы

Для выполнения данной работы была изучена научная, учебно-

методическая литература и публикации из научных изданий.

Основные понятия, определения и решения кооперативных ТП-игр

были изучены с помощью книг «Теория игр», авторов Петросян Л. А.,

Зенкевич Н. А., Шевкопляс Е. В. [5] и книги «Game Theory: a multi-

leveled approach», Peters H. [6].

Для изучения би-кооперативных игр главным образом была использо-

вана статья авторов Labreuche C. и Grabisch M «A value for bi-cooperative

games» [2]. В данной публикации также также представлен пример ис-

пользования би-кооперативной игры для решения задачи распределения

расходов на строительство трубопровода. Также была прочитана ста-

тья «Bicooperative games» автора Bilbao J. M.[1], а для ознакомления с

другими решениями би-кооперативных игр были изучены статьи «The

core and the Weber set for bicooperative games» [10] и «The selectope for

bicooperative games» [11] авторов Bilbao J. M., Jimenez N., Lopez J. J.

Для ознакомления с концепцией решения [0,1]-N-ядра была исполь-

зована работа Смирновой Н. В. и Тарашниной С. И. «Об одном обобще-

нии N-ядра в кооперативных играх» [3]. Статья «Геометрические свой-

ства [0,1]-N-ядра в кооперативных ТП-играх», Смирнова Н. В., Тараш-

нина С. И. [4] была рассмотрена для изучения основных свойств данного

решения. Для более детального изучения решений, учитывающих кон-

структивную и блокирующую силы были изучены публикации Смир-

новой Н. В. и Тарашниной С. И. «Constructive and blocking powers in

some applications» [7] и «Properties of solutions of cooperative games with

transferable utilities» [8].
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Глава 1. [0,1]-N-ядро для кооперативной ТП-игры

1.1. Основные понятия и определения

Для того, чтобы ввести формальное определение [0,1]-N-ядра для би-

кооперативной игры, необходимо ввести основные понятия, определения

и решения кооперативной игры.

Определение 1.1. [6] Кооперативной игрой с трансферабельными по-

лезностями называется пара (N, v), где

N = {1, . . . , n}, n ∈ N — конечное непустое множество игроков;

v : 2N → R — функция, ставящая в соответствие каждой коалиции

S ⊆ N число v(S), такая что v(∅) = 0.

Функция v называется характеристической функцией, а v(S) — вы-

игрышем коалиции S.

Определение 1.2. [5] Вектор α = (α1, . . . , αn), удовлетворяющий усло-

виям:

αi ⩾ v({i}), i ∈ N,
n∑

i=1

αi = v(N),

где v({i}) — значение характеристической функции для одноэлементной

коалиции {i}, называется дележом.

Обозначим через GN множество всех игр (N, v). Предположим, что

игроки сформировали максимальную коалицию N . Основной задачей

кооперативной теории игр является выбор оптимального распределения

суммарного выигрыша v(N) между всеми игроками.

Определим множество допустимых векторов выигрышей в игре (N, v)
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следующим образом [3]:

X∗(N, v) = {x ∈ RN : x(N) ≤ v(N)},

где x(S) =
∑
i∈S

xi, S ⊆ N .

Определение 1.3. [3] Множеством эффективно-рациональных векто-

ров выигрышей в игре (N, v) называется множество:

X0(N, v) = {x ∈ RN : x(N) = v(N)}.

Определение 1.4. [3] Множеством дележей X(N, v) в игре (N, v)

называется множество эффективно-рациональных векторов выигрышей,

удовлетворяющих условию индивидуальной рациональности, т.е. множе-

ство векторов x ∈ X0(N, v), для которых выполняется xi ≥ v({i}) для

всех i ∈ N.

Определение 1.5. [3] Решением на множестве игр GN называется

отображение f : GN → X∗(N, v), которое каждой игре (N, v) ∈ GN ста-

вит в соответсвие подмножество f(N, v) множества X∗(N, v).

Наиболее известными концепциями решений для кооперативных ТП-

игр являются вектор Шепли, С-ядро и N-ядро. Перейдем к более подроб-

ному рассмотрению понятия [0,1]-N-ядра, которое относится к классу

эксцессоподобных решений и связано с понятием N-ядра.

Определение 1.6. [4] Эксцессом e(x, v, S) коалиции S ⊆ N коопера-

тивной игры (N, v) для произвольного x ∈ X0(N, v) будем называть

величину, которая определяется по правилу

e(x, v, S) = x(S)− v(S).

Определение 1.7. [3] N -ядром относительно множества X ⊂ X0(N, v)

называется множество векторов x ∈ X:

N (X) = {x ∈ X : θ(e(x, v, S)S⊆N) ⪰lex θ(e(y, v, S)S⊆N) для ∀y ∈ X},
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где θ(e(x, v, S))S⊆N — вектор эксцессов всех коалиций S ⊆ N для век-

тора x, расположенных в порядке невозрастания.

N (X) называется N-ядром игры (N, v) и обозначается через N , если

X = X(N, v). Если X = X0(N, v), то N (X0) называется пред-N-ядром

игры (N, v) и обозначается через PN .
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1.2. Определение [0,1]-N-ядра

Новое решение является интересным тем, что оцениваются с двух сто-

рон возможности коалиции S в игре (N, v). Во-первых, коалиция S ⊆ N

обладает конструктивной силой, так как гарантированно обеспечивает

себе выигрыш v(S). А во-вторых, обладает блокирующей силой, кото-

рую характеризует величина v∗(S) = v(N) − v(N\S), которую следует

понимать как вклад коалиции S во все сообщество игроков N . Наиболее

известные концепции решения учитывают только конструктивную силу

коалиции S, например такие, как N-ядро и C-ядро. А в отличие от SM-

ядра, которое учитывает конструктивную и блокирующую силы в равной

мере, [0,1]-N-ядро учитывает данные силы в произвольном соотношении.

Определение 1.8. [3] Будем называть (N, v∗) двойственной игрой к

данной игре (N, v), если ее характеристическая функция v∗ задается по

правилу

v∗(S) = v(N)− v(N\S), S ⊆ N

Определение 1.9. [3] α-эксцессом коалиции S ⊆ N относительно x ∈

X0(N, v) для фиксированного α ∈ [0, 1] будем называть величину

eα(x, v, S) = αe(x, v, S) + (1− α)e(x, v∗, S).

Определение 1.10. [3] Для фиксированного α ∈ [0, 1] α-N-ядром

относительно множества X0(N, v) является множество векторов x ∈

X0(N, v):

N α(X0) = {x ∈ X0(N, v) : θ(eα(x, v, S)S⊆N) ⪰lex θ(e
α(y, v, S)S⊆N)

для ∀y ∈ X0(N, v)},

где θ(eα(x, v, S)S⊆N) — вектор эксцессов, расположенных в невозрастаю-

щем порядке.
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Определение 1.11. [3] [0,1]-N-ядром игры (N, v) на множестве X0(N, v)

называется множество всех α-N-ядер игры (N, v) для всех α ∈ [0, 1], т.е.:

N (X0) =
⋃

α∈[0,1]

N α(X0).

Можно заметить, что [0,1]-N-ядро является множеством точек, опи-

сываемых с помощью параметра α ∈ [0; 1], который является весом,

учитывающим конструктивную силу коалиции в решении. Также сто-

ит отметить, что на произвольном классе игр данное решение содержит

в себе такие решеиния как пред-N-ядро и SM-ядро при α = 1 и α = 0.5

соответственно, а на классе супераддитивных игр трех лиц содержит в

себе и вектор Шепли. [3].
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Глава 2. [0,1]-N-ядро для би-кооперативной игры

Перейдем к рассмотрению понятия би-кооперативной игры. Би-

кооперативные игры отличаются от классических кооперативных игр

тем, что добавляется второй вариант участия в игре, когда при добавле-

нии игрока в коалицию значение характеристической функции не увели-

чивается, а уменьшается. Таким образом характеристическая функция

будет зависеть от пары коалиций, каждая из которых представляет со-

бой объединение игроков с одним или другим вариантом поведения.

Определение 1.12. [2] Введем Q(N) = {(S, T ) | S, T ⊆ N, S ∩ T =

∅} — множество пар непересекающихся коалиций. Би-кооперативной

игрой будем называть пару (N, v) с конечным множеством игроков

N = {1, . . . , n} и характеристической функцией v : Q(N) → R, для

которой v(∅, ∅) = 0, а v(S, T ) — это выигрыш парной коалиции (S, T ),

где S — коалиция, состоящая из позитивных игроков, T — коалиция

негативных игроков, а остальные игроки не принимают участия.

Игрока i будем называть позитивным, если для любой коалиции

(S, T ) ∈ Q(N\{i}) :

v(S ∪ {i}, T ) ≥ v(S, T ).

Игрока i будем называть негативным, если для любой коалиции

(S, T ) ∈ Q(N\{i}) :

v(S, T ∪ {i}) ≤ v(S, T ).

В отличие от обычной кооперативной игры, где в итоге рассматри-

вается ситуация объединения всех игроков в максимальную коалицию,

здесь необязательно, чтобы все игроки выбрали позитивный вариант уча-

стия. Обозначим через S множество игроков, которые в итоге выбрали
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позитивный вариант участия, а через T множество игроков, которые вы-

брали негативный вариант участия. Остальнве игроки N\(S∪T ) решили

не принимать участие.

Для K ⊆ (S ∪ T ) введем:

V (K) = v(S ∩K,T ∩K). (1)

Определение 1.13. Для би-кооперативной игры (N, v) эксцессом коа-

лиции (S, T ) будем называть:

eS,T (x, V,K) = V (K)− x(K), при K ⊆ (S ∪ T ) (2)

где x(K) =
∑
i∈K

xi (K ⊆ (S ∪ T )).

Определение 1.14. (N, v∗) будем называть двойственной игрой для

би-кооперативной игры (N, v), если

V ∗(K) = V (N)− V (N\K), (3)

где V (N\K) = v(S ∩ (N\K), T ∩ (N\K)) = v(S\K,T\K),

V (N) = v(N ∩ S,N ∩ T ) = v(S, T ).

Определение 1.15. α-эксцессом парной коалиции (S, T ) для би-

кооперативной игры (N, v) относительно x ∈ X0(N, v) для фиксирован-

ного α ∈ [0, 1] будем называть величину

eα(x, V,K) = αe(x, V,K) + (1− α)e(x, V ∗, K).

Определение 1.16. Для фиксированного α ∈ [0, 1] α-N-ядром би-коопе-

ративной игры (N, v) относительно множества X0(N, v) является множе-

ство векторов x ∈ X0(N, v):

N α(X0) = {x ∈ X0(N, v) : θ(eα(x, V,K)K⊆(S∪T )) ⪯lex θ(e
α(y, V,K)K⊆(S∪T ))

для ∀y ∈ X0(N, v)},
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где θ(eα(x, V,K)K⊆(S∪T )) — вектор α-эксцессов, расположенных в невоз-

растающем порядке.

Определение 1.17. [0,1]-N-ядром би-кооперативной игры (N, v) на мно-

жестве X0(N, v) называется множество всех α-N-ядер игры (N, v) для

всех α ∈ [0, 1], т.е.:

N (X0) =
⋃

α∈[0,1]

N α(X0).
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Глава 3. Построение [0,1]-N-ядра для

би-кооперативной игры

3.1. Алгоритм

Приведем описание алгоритма для нахождения [0,1]-N-ядра для би-

кооперативной игры, основанного на процедуре поиска произвольного

α-N-ядра, разработанной Смирновой Н.В. Данная процедура позволяет

за конечное число шагов найти α-N-ядро для любого α ∈ R, тем самым

позволяя найти [0,1]-N-ядро, объединив множество α-N-ядер для всех

α ∈ [0; 1].

Предположим, что игроки объединились в парную коалицию (S, T ),

где S — это множество игроков, выбравших позитивный вариант уча-

стия, а T — негативный.

Шаг 0. Для каждого K ⊂ S∪T вычислить значения V (K), V ∗(K),∆(K) =

V ∗(K)− V (K). Зафиксировать набор D1, в который войдут коали-

ции L: min
K

∆(K) = ∆(L).

Шаг 1 (Построение первого характеристического множества).

Выберем из набора D1 сбалансированный поднабор D′
1 (возможно,

совпадающий с D1). Проверим ранг системы векторов {eK ′ : K ′ ∈

D′
1} ∪ eS∪T . Возможны следующие случаи:

1a Если ранг системы равен n = |S ∪ T |, то D′
1 ∪ S ∪ T фор-

мирует характеристическое множество для α-N -ядра игры

(N, v) для любого фиксированного α ∈ (α1,+∞). Выберем

из набора {eK ′ : K ′ ∈ D′
1} ∪ eS∪T ЛНЗ систему векторов

{eS∪T , eK1
, . . . , eKn−1

} и зафиксируем коалиции {S ∪ T ,K1, . . . , Kn−1},
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с которыми соотносится ЛНЗ система векторов. Тогда решаем

систему вида относительно x (система имеет единственное ре-

шение): 

eα(x, V, S ∪ T ) = 0

eα(x, V,K1) = eα(x, V,K2),

...

eα(x, V,K1) = eα(x, V,Kn−1).

(4)

1b Если ранг системы меньше n, то D′
1 ∪ S ∪ T входит в харак-

теристическое множество для α-N -ядра игры (N, v) для любо-

го фиксированного α ∈ (α1,+∞), но характеристическое мно-

жество нужно достроить. Зафиксируем набор D2, в который

войдут коалиции L со следующим по минимальности ∆(K):

min
K∈2S∪T \{S∪T∪∅∪D1}

∆(K) = ∆(L). Если ранг системы {eK : K ∈

D1 ∪ D2} ∪ eS∪T больше ранга системы {eS∪T , eK1
, . . . , eKn−1

},

то есть ранг увеличился, то выберем из набора D2 поднабор D′
2

(возможно, совпадающий с D2), так чтобы D′
1∪D′

2 было сбалан-

сированным набором. Зафиксируем в наборе S ∪ T ∪D′
1∪D′

2 ко-

алиции {S ∪ T ,K
(1)
1 , . . . , K

(1)
i1
, K

(2)
1 , . . . , K

(2)
i2
}, K(1)

j ∈ D′
1, K

(2)
k ∈

D′
2, j = 1, . . . , i1, k = 1, . . . , i2, c которыми соотносится ЛНЗ

система векторов {eS∪T , eK(1)
1
, . . . , e

K
(1)
i1

, e
K

(2)
1
, . . . , e

K
(2)
i2

}.

Если ранг этой системы меньше n, то повторяем действия пунк-

та 1b пока не будет сформирована система

{eS∪T , eK(1)
1
, . . . , e

K
(1)
i1

, e
K

(2)
1
, . . . , e

K
(2)
i2

, e
K

(3)
1
, . . . , e

K
(3)
i3

, . . . , e
K

(j)
1
, . . . , e

K
(j)
ij

},

ранг которой равен n, любой набор
k⋃

i=1

D′
i, k = 1, . . . , j, сбалан-

сирован.

Если ранг Rank({eK : K ∈ S ∪ T ∪ D′
1 ∪ D′

2}) = Rank({eK :

16



K ∈ S ∪ T ∪ D′
1}), то строим новое множество D2, в который

войдут коалиции L со следующим по минимальности ∆(K):

min
K∈2S∪T \{S∪T∪∅∪D1∪D2}

∆(K) = ∆(L).

Результатом пункта будет набор

S ∪ T ,K
(1)
1 , . . . , K

(1)
i1︸ ︷︷ ︸

D′
1

, K
(2)
1 , . . . , K

(2)
i2︸ ︷︷ ︸

D′
2

, K
(3)
1 , . . . , K

(3)
i3︸ ︷︷ ︸

D′
3

, . . . , K
(j)
1 , . . . , K

(j)
ij︸ ︷︷ ︸

D′
j

,

в котором

– любой набор
k⋃

i=1

D′
i, k = 1, . . . , j, сбалансирован;

– Rank({eL : L ∈ S ∪ T ∪ D′
1 ∪ . . . ∪ D′

i}) >

> Rank(
{
eL : L ∈ S ∪ T ∪ D′

1 ∪ . . . ∪ D′
i−1

}
).

– Rn = Span

{
eL : L ∈

j⋃
i=1

D′
i

}
.

Тогда система вида

eα(x, V, S ∪ T ) = 0,

eα(x, V,K
(1)
1 ) = . . . = eα(x, V,K

(1)
i1
),

...

eα(x, V,K
(j)
1 ) = . . . = eα(x, V,K

(j)
ij
).

(5)

имеет единственное решение x = να1 , являющееся α-N -ядром

игры (N, v) для любого фиксированного α ∈ (α1,+∞). Множе-

ство F1 = S ∪ T ∪ D′
1 ∪ . . . ∪ D′

j является характеристическим

множеством для любого α-N -ядра игры (N, v) на этом интер-

вале значений α.

Для того, чтобы найти оценку на α1, переходим к шагу 2.

Шаг 2 (Нахождение точки изменения характеристического

множества). Подставим x = να1 во все α-эксцессы: найдем eα(x, V,K)

для любого K ⊂ S ∪ T — получим линейные функции, зависящие
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от переменной α. Для сохранения сбалансированности набора, про-

верим условия упорядоченности эксцессов

eα(x, V,K
(1)
1 ) ≤ eα(x, V,K

(2)
1 ),

eα(x, V,K
(2)
1 ) ≤ eα(x, V,K

(3)
1 ),

...

eα(x, V,K
(j−1)
1 ) ≤ eα(x, V,K

(j)
1 ).

(6)

Для оставшихся K /∈ S ∪ T ∪ D′
1 ∪ . . . ∪ D′

j выполняем проверку

eα(x, V,K
(i)
1 ) ≤ eα(x, V,K) для eK ∈ Span{eL : L ∈ D′

1 ∪ . . . ∪ D′
i};

и eK /∈ Span{eL : L ∈ D′
1 ∪ . . . ∪ D′

i−1}
(7)

Из неравенств (6) и (7) получаем решение α ≥ α1 с числовым зна-

чением α1. Подставим α1 в неравенства (6) и (7) и зафиксируем те

наборы коалиций {L1, L2, . . . , Lk} из (7), для которых неравенства

становятся равенствами. Получим для α = α1 новое характеристи-

чесоке множество

F̂1 = S ∪ T ∪ D′
1 ∪ . . . ∪ D′

j ∪ {L1, L2, . . . , Lk},

расширенное относительно F1. Выберем из F̂1 сбалансированный

набор

F2 = S ∪ T ∪ D2
1 ∪ D2

2 ∪ . . . ∪ D2
j2
,

удовлетворяющий условиям

• любой набор
k⋃

i=1

D2
i , k = 1, . . . , j2, сбалансирован;

• Rank(
{
eL : L ∈ S ∪ T ∪ D2

1 ∪ . . . ∪ D2
i

}
) >

> Rank(
{
eL : L ∈ S ∪ T ∪ D2

1 ∪ . . . ∪ D2
i−1

}
).

• Rn = Span

{
eL : L ∈

j2⋃
i=1

D2
i

}
.
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Решаем преобразованную систему (5), которая имеет единственное

решение x = να2 , являющееся α-N -ядром игры (N, v) для любого

фиксированного α ∈ (α2, α1). Множество F2 является характери-

стическим множеством для любого α-N -ядра игры (N, v) на этом

интервале значений α. Для нахождения оценки на α повторяем Шаг

2, в котором системы неравенств (6) и (7) преобразованы для набора

F2.

Окончание процедуры. Результатом процедуры являются наборы ха-

рактеристических множеств и соответсвующих α-N -ядер игры

(N, v) с указанием промежутка значений α ∈ [αi, αi+1]. Без задания

конкретного значения α будут построены все α-N -ядра игры (N, v).

Для построения [0,1]-N-ядра достаточно перестать повторять шаг 2,

как только найдено αi ≤ 0.
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3.2. Пример игры трех игроков

Применим алгоритм построения [0,1]-N-ядра для примера, сформули-

рованного в статье [2].

Рис. 1: Игра с тремя полями и колодцем.

Рассмотрим три участка земли и один источник воды, расположение

которых показано на Рис. 1. Размеры участка первого игрока — 10 еди-

ниц длины в высоту и 5 единиц в ширину. Участки второго и третьего

игрока равны и являются квадратами со стороной, равной 5 единиц дли-

ны. Так как вода является важным ресурсом, а скважина находится на

внешней стороне участка 1, то, чтобы обеспечить водой участки 2 и 3,

необходимо проведение трубопровода вдоль границ участков.

Стоимость выкопать колодец равняется 1. Прокладка труб стоит 1

за единицу длины. Возможны 4 ситуации, в зависимости от того, какие

игроки нуждаются в воде (Рис. 2).

20



a) b)

c) d)

Рис. 2: Четыре возможных способа проведения трубопровода: Случай a (стоимость

затрат = 1); Случай b (стоимость = 11); Случай c (стоимость = 11); Случай d (сто-

имость = 16).

Рис. 3: Случай e (стоимость = 6)

Стоимость прокладки труб до участков 2 и 3 довольно высока. Воз-

можным вариантом снизить затраты на проведение трубопровода явля-

ется проведение труб через участок 1 (Рис. 3).

Так как проведение труб через участок игрока 1 будет доставлять

ему некоторые неудобства, он в праве выбирать, давать ли разрешение

на проведение трубопровода через его участок. Таким образом, игроку

1 необходимо проанализировать оба варианта участия для того, чтобы

21



принять решение.

Характеристическая функция игры будет иметь следующий вид:

v(∅, ∅) = 0,

v({1}, ∅) = v(∅, {1}) = 1 (Случай a),

v({2}, ∅) = v({3}, ∅) = v({1, 2}, ∅) = v({1, 3}, ∅) = 11 (Случай b, c),

v({2, 3}, ∅) = v({1, 2, 3}, ∅) = 16 (Случай d),

v({2}, {1}) = v({3}, {1}) = v({2, 3}, {1}) = 6 (Случай e).

1) Рассмотрим случай, когда игрок 1 является позитивным игро-

ком, то есть не разрешает проведение труб через свой участок. Тогда

(S, T ) = ({1, 2, 3}, ∅), а общая стоимость трубопровода будет равняться

16, то есть v(S, T ) = 16. Для построения [0,1]-N-ядра рассмотрим сле-

дующие K : {1}, {2}, {3}, {1, 2}, {1, 3}, {2, 3}. Найдем значения функции

V (K) по формуле (1):

V (1) = 1,

V (2) = 11,

V (3) = 11,

V (1, 2) = 11,

V (1, 3) = 11,

V (2, 3) = 16.

Найдем двойственные функции игры, вычисленные по формуле (3):

V ∗(1) = v({1, 2, 3}, ∅)− v({2, 3}, ∅) = 16− 16 = 0,

V ∗(2) = v({1, 2, 3}, ∅)− v({1, 3}, ∅) = 16− 11 = 5,

V ∗(3) = v({1, 2, 3}, ∅)− v({1, 2}, ∅) = 16− 11 = 5,

V ∗(1, 2) = v({1, 2, 3}, ∅)− v({3}, ∅) = 16− 11 = 5,

V ∗(1, 3) = v({1, 2, 3}, ∅)− v({2}, ∅) = 16− 11 = 5,

V ∗(2, 3) = v({1, 2, 3}, ∅)− v({1}, ∅) = 16− 1 = 15.
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Преобразуем выражение для нахождения α-эксцесса:

eα(x, V,K) = αe(x, V,K) + (1− α)e(x, V ∗, K) =

=α(x(K)− V (K)) + (1− α)(x(K)− V ∗(K)) =

=αx− αV + x− V ∗ − αx+ αV ∗ = x− (αV + (1− α)V ∗).

Найдем α-эксцесс для каждого K:

eα(1) = x1 − (α + (1− α)0) = x1 − α,

eα(2) = x2 − (11α + (1− α)5) = x2 − 5− 6α,

eα(3) = x3 − (11α + (1− α)5) = x3 − 5− 6α,

eα(1, 2) = x1 + x2 − (11α + (1− α)5) = x1 + x2 − 5− 6α,

eα(1, 3) = x1 + x3 − (11α + (1− α)5) = x1 + x3 − 5− 6α,

eα(2, 3) = x2 + x3 − (16α + (1− α)15) = x2 + x3 − 15− α.

Для каждого K посчитаем ∆(K) = V ∗(K)− V (K):

∆(1) = 0− 1 = −1,

∆(2) = 5− 11 = −6,

∆(3) = 5− 11 = −6,

∆(1, 2) = 5− 11 = −6,

∆(1, 3) = 5− 11 = −6,

∆(2, 3) = 15− 16 = −1.

min∆(K) = −6. Отбираем коалиции {2}, {3}, {1, 2}, {1, 3}. Получаем

первый сбалансированный набор R1 = ({2}, {1, 3}; {3}, {1, 2}).

Система будет иметь вид:
x2 − 5− 6α = x1 + x3 − 5− 6α,

x3 − 5− 6α = x1 + x2 − 5− 6α,

x1 + x2 + x3 = 16.

Решив данную систему, получим: x1 = 0; x2 = 8; x3 = 8. Вычислим

α-эксцессы относительно данного решения:
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eα(1) = −α,

eα(2) = eα(1, 3) = 3− 6α,

eα(3) = eα(1, 2) = 3− 6α,

eα(2, 3) = 1− α.

Решаем следующую систему неравенств:
3− 6α ≤ −α,

3− 6α ≤ 1− α,

Находим, что α ≥ 0.6. Таким образом нашли решение для первого

интервала для α: при α ∈ [0.6; 1] x = (0; 8; 8). Добавляем коалицию

K = {1} в набор R1.

Рассмотрим теперь сбалансированный набор R2 = ({1}, {2}, {3}). Си-

стема будет иметь вид:
x1 − α = x2 − 5− 6α,

x1 − α = x3 − 5− 6α,

x1 + x2 + x3 = 16.

Решив данную систему, получим: x1 = 2− 10
3 α; x2 = 7+ 5

3α; x3 = 7+ 5
3α.

Вычислим α-эксцессы относительно данного решения:

eα(1) = eα(2) = eα(3) = 2− 13
3 α,

eα(1, 2) = 4− 23
3 α,

eα(1, 3) = 4− 23
3 α,

eα(2, 3) = −1 + 7
3α.

Решаем следующую систему неравенств:
2− 13

3 α ≤ 4− 23
3 α,

2− 13
3 α ≤ −1 + 7

3α,
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Находим, что α ≥ 0.45 и α ≤ 0.6. Добавляем коалицию {2, 3}. Полу-

чаем сбалансированный набор R3 = ({1}, {2, 3}; {2}, {3}). Система будет

иметь вид: 
x1 − α = x2 + x3 − 15− α,

x2 − 5− 6α = x3 − 5− 6α,

x1 + x2 + x3 = 16.

Решив данную систему, получим: x1 = 0.5; x2 = 7.75; x3 = 7.75.

Вычислим α-эксцессы относительно данного решения:

eα(1) = eα(2, 3) = 0.5− α,

eα(2) = eα(3) = 2.75− 6α,

eα(1, 2) = eα(1, 3) = 3.25− 6α.

Решаем следующую систему неравенств:
0.5− α ≤ 2.75− 6α,

2.75− 6α ≤ 3.25− 6α,

Находим, что α ≥ 0.45. Значит, [0,1]-N-ядро данной игры, когда игрок

1 выбирает позитивный вариант участия, будет иметь вид:

α ∈ [0; 0.45) =⇒ x = (0.5; 7.75; 7.75),

α ∈ [0.45; 0.6) =⇒ x = (2− 10
3 α; 7 +

5
3α; 7 +

5
3α),

α ∈ [0.6; 1] =⇒ x = (0; 8; 8).

2) Теперь рассмотрим вариант, когда игрок 1 принимает негативный

вариант участия, то есть разрешает провести трубы через свой участок.

Тогда (S, T ) = ({2, 3}, {1}), а v(S, T ) = 6.

Значения функции V (K):

V (1) = 1,

V (2) = 11,

25



V (3) = 11,

V (1, 2) = 6,

V (1, 3) = 6,

V (2, 3) = 16.

Найдем двойственные функции игры:

V ∗(1) = v({2, 3}, {1})− v({2, 3}, ∅) = 6− 16 = −10,

V ∗(2) = v({2, 3}, {1})− v({3}, {1}) = 6− 6 = 0,

V ∗(3) = v({2, 3}, {1})− v({2}, {1}) = 6− 6 = 0,

V ∗(2, 1) = v({2, 3}, {1})− v({3}, ∅) = 6− 11 = −5,

V ∗(3, 1) = v({2, 3}, {1})− v({2}, ∅) = 6− 11 = −5,

V ∗(2, 3) = v({2, 3}, {1})− v(∅, {1}) = 6− 1 = 5.

Найдем α-эксцесс для каждого K:

eα(1) = x1 − (α− 10(1− α)) = x1 + 10− 11α,

eα(2) = x2 − 11α,

eα(3) = x3 − 11α,

eα(1, 2) = x1 + x2 − (6α− 5(1− α)) = x1 + x2 + 5− 11α,

eα(1, 3) = x1 + x3 − (6α− 5(1− α)5) = x1 + x3 + 5− 11α,

eα(2, 3) = x2 + x3 − (16α + 5(1− α)) = x2 + x3 − 5− 11α.

Для каждого K посчитаем ∆(K) = V ∗(K)− V (K):

∆(1) = −10− 1 = −11,

∆(2) = 0− 11 = −11,

∆(3) = 0− 11 = −11,

∆(1, 2) = −5− 6 = −11,

∆(1, 3) = −5− 6 = −11,

∆(2, 3) = 5− 16 = −11.

min∆(K) = −11. Рассмотрим сбалансированный набор R1 = ({1}, {2}, {3}).
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Система будет иметь вид:
x1 + 10− 11α = x2 − 11α,

x2 − 11α = x3 − 11α,

x1 + x2 + x3 = 6.

Решив данную систему, получим: x1 = −14
3 ; x2 =

16
3 ; x3 =

16
3 . Вычислим

α-эксцессы относительно данного решения:

eα(1) = eα(2) = eα(3) = 16
3 − 11α,

eα(1, 2) = eα(1, 3) = 17
3 − 11α,

eα(2, 3) = 17
3 − 11α.

Получаем следующее неравенство:

16

3
− 11α ≤ 17

3
− 11α.

Находим, что α может принимать любые значения. [0,1]-N-ядро дан-

ной игры, когда игрок 1 выбирает негативный вариант участия, будет

состоять только из одного вектора решений:

α ∈ [0; 1] =⇒ x = (−14
3 ;

16
3 ;

16
3 ).

Полученные решения для двух вариантов игры представим в виде

таблицы:

Варианты

участия игро-

ков, (S, T )

Интервалы

значений

для α

Векторы решения x = (x1;x2;x3)

({1, 2, 3}, ∅) [0; 0.45) (0.5; 7.75; 7.75)

[0.45; 0.6) (2− 3.33α; 7 + 1.67α; 7 + 1.67α)

[0.6; 1] (0; 8; 8)

({2, 3}, {1}) [0; 1] (−4.67; 5.33; 5.33)
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3.3. Пример игры четырех игроков

Рис. 4: Четыре поля и два источника воды

Рассмотрим пример с четырьмя участками земли. В данной игре есть

две скважины: одна на границе поля первого фермера, а другая на зна-

чительном расстоянии от всех полей. Игрокам 2, 3 и 4 нужна вода, но

первому игроку нет. Поэтому первый игрок стоит перед выбором: он

может либо согласиться на проведение труб с дискомфортом для себя,

что означает негативный тип участия, либо отказаться сотрудничать с

другими игроками, и тогда им необходимо будет искать более затратные

пути проведения воды до своих полей. В зависимости от решения перво-

го игрока, у второго игрока также появляется выбор: либо трубы будут

проложены по границе его поля, что означает позитивное участие, либо

он соглашается на проведение труб через свое поле с дискомфортом для

себя.

В случае, когда 1 соглашается на прокладку труб через свое поле, но

второй игрок отказывается, то возможны следующие четыре ситуации,
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представленные на рисунке 5:

a) b)

c) d)

Рис. 5: Возможные способы проведения труб: Вариант a (цена = 5); Вариант b (цена

= 17); Вариант c (цена = 17); Вариант d (цена = 23)

Рисунок 6 демонстрирует единственный вариант, когда и 1, и 2 игроки

соглашаются на проведение трубопровода через свои участки земли:

Рис. 6: Вариант e (стоимость = 11)

Если игрок 1 отказывается от сотрудничества с другими игроками, то

остальные игроки используют источник воды, находящийся на большом
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расстоянии от их полей:

a) b)

Рис. 7: Вариант a (цена = 19); Вариант b (цена = 25)

Характеристическая функция игры будет иметь следующий вид:

v(∅, ∅) = v(∅, {1}) = 0,

v({2}, {1}) = v(∅, {1, 2}) = 5,

v({2}, ∅) = v(∅, {2}) = v({3}, ∅) = v({3, 2}, ∅) = v({3}, {2}) = 19,

v({4}, ∅) = v({3, 4}, ∅) = v({3, 4}, {2}) = v({2, 4}, ∅) = v({4}, {2}) =

= v({2, 3, 4}, ∅) = 25,

v({3}, {1}) = v({4}, {1}) = v({2, 3}, {1}) = v({2, 4}, {1}) = 17,

v({3, 4}, {1}) = v({2, 3, 4}, {1}) = 23,

v({3}, {1, 2}) = v({4}, {1, 2}) = v({3, 4}, {1, 2}) = 11.

Будем искать [0,1]-N-ядро для трех вариантов участия игроков в игре.

1) Рассмотрим первый случай, когда игрок 1 соглашается на прове-

дение трубопровода через свой поле, а игрок 2 – нет. В данном случае

(S, T ) = ({2, 3, 4}, {1}), v(S, T ) = 23.

Значения функции V (K):

V (1) = 0,

V (2) = 19,

V (3) = 19,

V (4) = 25,
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V (1, 2) = 5,

V (1, 3) = 17,

V (1, 4) = 17,

V (2, 3) = 19,

V (2, 4) = 25,

V (3, 4) = 25,

V (1, 2, 3) = 17,

V (1, 2, 4) = 17,

V (1, 3, 4) = 23,

V (2, 3, 4) = 25.

Найдем значения двойственной функции:

V ∗(1) = v({2, 3, 4}, {1})− v({2, 3, 4}, ∅) = 23− 25 = −2,

V ∗(2) = v({2, 3, 4}, {1})− v({3, 4}, {1}) = 23− 23 = 0,

V ∗(3) = v({2, 3, 4}, {1})− v({2, 4}, {1}) = 23− 17 = 6,

V ∗(4) = v({2, 3, 4}, {1})− v({2, 3}, {1}) = 23− 17 = 6,

V ∗(1, 2) = v({2, 3, 4}, {1})− v({3, 4}, ∅) = 23− 25 = −2,

V ∗(1, 3) = v({2, 3, 4}, {1})− v({2, 4}, ∅) = 23− 25 = −2,

V ∗(1, 4) = v({2, 3, 4}, {1})− v({2, 3}, ∅) = 23− 19 = 4,

V ∗(2, 4) = v({2, 3, 4}, {1})− v({3}, {1}) = 23− 17 = 6,

V ∗(2, 3) = v({2, 3, 4}, {1})− v({4}, {1}) = 23− 17 = 6,

V ∗(3, 4) = v({2, 3, 4}, {1})− v({2}, {1}) = 23− 5 = 18,

V ∗(1, 2, 3) = v({2, 3, 4}, {1})− v({4}, ∅) = 23− 25 = −2,

V ∗(1, 2, 4) = v({2, 3, 4}, {1})− v({3}, ∅) = 23− 19 = 4,

V ∗(1, 3, 4) = v({2, 3, 4}, {1})− v({2}, ∅) = 23− 19 = 4

V ∗(2, 3, 4) = v({2, 3, 4}, {1})− v(∅, {1}) = 23− 0 = 23,.

α-эксцессы для каждого K:

31



eα(1) = x1 + 2− 2α,

eα(2) = x2 − 19α,

eα(3) = x3 − 6− 13α,

eα(4) = x4 − 6− 19α,

eα(1, 2) = x1 + x2 + 2− 7α,

eα(1, 3) = x1 + x3 + 2− 19α,

eα(1, 4) = x1 + x4 − 4− 13α,

eα(2, 3) = x2 + x3 − 6− 13α,

eα(2, 4) = x2 + x4 − 6− 19α,

eα(3, 4) = x3 + x4 − 18− 7α,

eα(1, 2, 3) = x1 + x2 + x3 + 2− 19α,

eα(1, 2, 4) = x1 + x2 + x4 − 4− 13α,

eα(1, 3, 4) = x1 + x3 + x4 − 4− 19α,

eα(2, 3, 4) = x2 + x3 + x4 − 23− 2α.

Приведем вычисления только для тех сбалансированных наборов, си-

стемы уравнений и неравенств для которых имели решение и на которых

интервал для α входит в отрезок [0, 1].

Для сбалансированного набора R1 = ({2}, {4}, {1, 3}; {3}, {1, 4}) си-

стема будет иметь вид:

x2 − 19α = x4 − 6− 19α,

x2 − 19α = x1 + x3 + 2− 19α,

x3 − 6− 13α = x1 + x4 − 4− 13α,

x1 + x2 + x3 + x4 = 23.

Решив данную систему, получим: x1 = −5; x2 =
19
3 ; x3 =

28
3 ; x4 =

37
3 .
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Вычислим α-эксцессы относительно данного решения:

eα(2) = eα(4) = eα(1, 3) = 19
3 − 19α,

eα(3) = eα(1, 4) = 10
3 − 13α,

eα(1) = −3− 2α,

eα(1, 2) = 10
3 − 7α,

eα(2, 3) = 29
3 − 13α,

eα(2, 4) = 38
3 − 19α,

eα(3, 4) = 11
3 − 7α,

eα(1, 2, 3) = 38
3 − 19α,

eα(1, 2, 4) = 29
3 − 13α,

eα(1, 3, 4) = 38
3 − 19α,

eα(2, 3, 4) = 5− 2α.

Решаем следующую систему неравенств:

19
3 − 19α ≤ 10

3 − 13α,

10
3 − 13α ≤ −3− 2α,

10
3 − 13α ≤ 10

3 − 7α,

10
3 − 13α ≤ 29

3 − 13α,

19
3 − 19α ≤ 38

3 − 19α,

10
3 − 13α ≤ 11

3 − 7α,

10
3 − 13α ≤ 5− 2α.

Находим, что α ≥ 19
33 . Таким образом нашли решение для первого

интервала для α: при α ∈ [193 ; 1] x = (−5; 193 ;
28
3 ;

37
3 ). Добавляем коалицию

{1} в предыдущий набор R1 и из него выбираем сбалансированный набор
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R2 = ({2}, {4}, {1, 3}; {1}, {3}). Система уравнений будет иметь вид:



x2 − 19α = x4 − 6− 19α,

x2 − 19α = x1 + x3 + 2− 19α,

x3 − 6− 13α = x1 + 2− 2α,

x1 + x2 + x3 + x4 = 23.

Решив данную систему, получим: x1 = −11
6 − 11

2 α; x2 = 19
3 ; x3 =

37
6 + 11

2 α; x4 =
37
3 . Вычислим α-эксцессы относительно данного решения:

eα(2) = eα(4) = eα(1, 3) = 19
3 − 19α,

eα(1) = eα(3) = 1
6 −

15
2 α,

eα(1, 2) = 13
2 − 25

2 α,

eα(1, 4) = 13
2 − 37

2 α,

eα(2, 3) = 13
2 − 15

2 α,

eα(2, 4) = 38
3 − 19α,

eα(3, 4) = 1
2 −

3
2α,

eα(1, 2, 3) = 38
3 − 19α,

eα(1, 2, 4) = 77
6 − 37

2 α,

eα(1, 3, 4) = 38
3 − 19α,

eα(2, 3, 4) = 11
6 + 7

2α.
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Решаем следующую систему неравенств:

19
3 − 19α ≤ 1

6 −
15
2 α,

1
6 −

15
2 α ≤ 13

2 − 25
2 α,

1
6 −

15
2 α ≤ 13

2 − 37
2 α,

1
6 −

15
2 α ≤ 13

2 − 15
2 α,

19
3 − 19α ≤ 38

3 − 19α,

1
6 −

15
2 α ≤ 1

2 −
3
2α,

1
6 −

15
2 α ≤ 77

6 − 37
2 α,

1
6 −

15
2 α ≤ 11

6 + 7
2α.

Находим, что α ≥ 37
69 и α ≤ 19

33 . Новые коалиции не добавляются.

Выбираем сбалансированный набор R3 = ({1}, {2}, {3}, {4}). Система

уравнений будет иметь вид:

x1 + 2− 2α = x2 − 19α,

x2 − 19α = x36 − 13α,

x2 − 19α = x4 − 6− 19α,

x1 + x2 + x3 + x4 = 23.

Решив данную систему, получим: x1 = 5
4 −

45
4 α; x2 = 13

4 + 23
4 α; x3 =

37
4 − 1

4α; x4 = 37
4 + 23

4 α. Вычислим α-эксцессы относительно данного

решения:

eα(1) = eα(2) = eα(3) = eα(4) = 13
4 − 53

4 α,

eα(1, 2) = 13
2 − 25

2 α,

eα(1, 3) = 25
2 − 61

2 α,

eα(1, 4) = 13
2 − 37

2 α,
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eα(2, 3) = 13
2 − 15

2 α,

eα(2, 4) = 13
2 − 15

2 α,

eα(3, 4) = 1
2 −

3
2α,

eα(1, 2, 3) = 63
4 − 99

4 α,

eα(1, 2, 4) = 39
4 − 51

4 α,

eα(1, 3, 4) = 63
4 − 99

4 α,

eα(2, 3, 4) = −5
4 +

37
4 α.

Решаем следующую систему неравенств:

13
4 − 53

4 α ≤ 13
2 − 25

2 α,

13
4 − 53

4 α ≤ 25
2 − 61

2 α,

13
4 − 53

4 α ≤ 13
2 − 37

2 α,

13
4 − 53

4 α ≤ 13
2 − 15

2 α,

13
4 − 53

4 α ≤ 1
2 −

3
2α,

13
4 − 53

4 α ≤ 63
4 − 99

4 α,

13
4 − 53

4 α ≤ 39
4 − 51

4 α,

13
4 − 53

4 α ≤ −5
4 +

37
4 α.

Находим, что α ≥ 11
47 и α ≤ 37

69 . Добавляем коалицию {3, 4} в преды-

дущий набор R3 и из него выбираем сбалансированный набор R4 =

({1}, {2}, {3, 4}; {3}, {4}). Система уравнений будет иметь вид:

x1 + 2− 2α = x2 − 19α,

x2 − 19α = x3 + x4 − 18− 7α,

x3 − 6− 13α = x4 − 6− 19α,

x1 + x2 + x3 + x4 = 23.
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Решив данную систему, получим: x1 = 1
3 −

22
3 α; x2 = 7

3 +
29
3 α; x3 =

61
6 − 25

6 α; x4 = 61
6 + 11

6 α. Вычислим α-эксцессы относительно данного

решения:

eα(1) = eα(2) = eα(3, 4) = 7
3 −

28
3 α,

eα(3) = eα(4) = 25
6 − 103

6 α,

eα(1, 2) = 14
3 − 14

3 α,

eα(1, 3) = 25
2 − 61

2 α,

eα(1, 4) = 13
2 − 37

2 α,

eα(2, 3) = 13
2 − 15

2 α,

eα(2, 4) = 13
2 − 15

2 α,

eα(1, 2, 3) = 89
6 − 125

6 α,

eα(1, 2, 4) = 53
6 − 53

6 α,

eα(1, 3, 4) = 50
3 − 86

3 α,

eα(2, 3, 4) = −1
3 +

16
3 α.
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Решаем следующую систему неравенств:

7
3 −

28
3 α ≤ 25

6 − 103
6 α,

7
3 −

28
3 α ≤ 14

3 − 14
3 α,

25
6 − 103

6 α ≤ 25
2 − 61

2 α,

25
6 − 103

6 α ≤ 13
2 − 37

2 α,

25
6 − 103

6 α ≤ 13
2 − 15

2 α,

25
6 − 103

6 α ≤ 89
6 − 125

6 α,

25
6 − 103

6 α ≤ 53
6 − 53

6 α,

7
3 −

28
3 α ≤ 50

3 − 86
3 α,

7
3 −

28
3 α ≤ −1

3 +
16
3 α.

Находим, что α ≥ 2
11 и α ≤ 11

47 . Добавляем коалицию {2, 3, 4} в

предыдущий набор R4 и из него выбираем сбалансированный набор

R5 = ({1}, {2, 3, 4}; {2}, {3, 4}; {3}, {4}). Система уравнений будет иметь

вид: 

x1 + 2− 2α = x2 + x3 + x4 − 23− 2α,

x2 − 19α = x3 + x4 − 18− 7α,

x3 − 6− 13α = x4 − 6− 19α,

x1 + x2 + x3 + x4 = 23.

Решив данную систему, получим: x1 = −1; x2 = 3 + 6α; x3 =

10.5−6α; x4 = 10.5. Вычислим α-эксцессы относительно данного реше-

ния:

eα(1) = eα(2, 3, 4) = 1− 2α,

eα(2) = eα(3, 4) = 3− 13α,

eα(3) = eα(4) = 4.5− 19α,
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eα(1, 2) = 4− α,

eα(1, 3) = 11.5− 25α,

eα(1, 4) = 5.5− 13α,

eα(2, 3) = 7.5− 13α,

eα(2, 4) = 7.5− 13α,

eα(1, 2, 3) = 14.5− 19α,

eα(1, 2, 4) = 8.5− 7α,

eα(1, 3, 4) = 16− 25α.

Решаем следующую систему неравенств:

1− 2α ≤ 3− 13α,

3− 13α ≤ 4.5− 19α,

3− 13α ≤ 4− α,

4.5− 19α ≤ 11.5− 25α,

4.5− 19α ≤ 5.5− 13α,

4.5− 19α ≤ 7.5− 13α,

4.5− 19α ≤ 14.5− 19α,

4.5− 19α ≤ 8.5− 7α,

3− 13α ≤ 16− 25α.

Находим, что α ≥ − 1
12 и α ≤ 2

11 . Тогда [0,1]-N-ядро данной игры, когда

игрок 1 выбирает негативный вариант участия, а игрок 2 позитивный,

будет иметь вид:

α ∈ [0; 2
11 ] =⇒ x = (−1; 3 + 6α; 10.5− 6α; 10.5),

α ∈ ( 2
11 ;

11
47) =⇒ x = (13 −

22
3 α;

7
3 +

29
3 α;

61
6 − 25

6 α;
61
6 + 11

6 α),
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α ∈ (1147 ;
37
69) =⇒ x = (54 −

45
4 α;

13
4 + 23

4 α;
37
4 − 1

4α;
37
4 + 23

4 α),

α ∈ (3769 ;
19
33) =⇒ x = (−11

6 − 11
2 α;

19
3 ;

37
6 + 11

2 α;
37
3 ),

α ∈ [1933 ; 1] =⇒ x = (−5; 193 ;
28
3 ,

37
3 ).

2) Рассмотрим теперь вариант, когда и игрок 1, и игрок 2 соглашаются

на проведение трубопровода через свои поля. В данном случае (S, T ) =

({3, 4}, {1, 2}), v(S, T ) = 11.

Опустим вычисления для данного случая. [0,1]-N-ядро данной игры,

когда игрок 1 и игрок 2 выбирают негативный вариант участия, будет

иметь вид:

α ∈ [0; 13) =⇒ x = (−7; 43 − 2α; 253 − 2α; 253 + 4α),

α ∈ [13 ;
1
2) =⇒ x = (−15

3 − 6α;−2
3 + 4α; 253 − 2α; 253 + 4α),

α ∈ [12 ; 1] =⇒ x = (−11 + 6α; 13 + 2α; 283 − 4α; 373 − 4α).

3) В том случае, если игрок 1 отказывается от сотрудничества с

другими игроками, получаем игру трех лиц. В этом случае (S, T ) =

({2, 3, 4}, ∅), v(S, T ) = 25. [0,1]-N-ядро будет состоять из одного век-

тора решений:

α ∈ [0; 1] =⇒ x = (0; 193 ;
19
3 ;

37
3 ).

Полученные решения для трех вариантов игры представим в виде

таблицы:
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Варианты

участия игро-

ков, (S, T )

Интервалы

значений

для α

Векторы решения x = (x1;x2;x3;x4)

({2, 3, 4}, {1}) [0; 2
11
) (−1; 3 + 6α; 10.5− 6α; 10.5)

[ 2
11
; 11
47
) (0.33− 7.33α; 2.33 + 9.67α; 10.17− 4.17α;

10.17 + 1.83α)

[11
47
; 37
69
) (1.25− 11.25α; 3.25 + 5.75α; 9.25− 0.25α;

9.25 + 5.75α)

[37
69
; 19
33
) (−1.33− 5.5α; 6.33; 6.17 + 5.5α; 12.33)

[19
33
; 1] (−5; 6.33; 9.33; 12.33)

({3, 4}, {1, 2}) [0; 1
3
) (−7; 1.33− 2α; 8.33− 2α; 8.33 + 4α)

[1
3
; 1
2
) (−5− 6α; 0.67 + 4α; 8.33− 2α; 8.33 + 4α)

[1
2
; 1] (−11 + 6α; 0.33 + 2α; 9.33− 4α; 12.33− 4α)

({2, 3, 4}, ∅) [0; 1] (0; 6.33; 6.33; 12.33)

41



Заключение

В данной работе были выполнены все поставленные задачи. Были изу-

чены основные понятия и определения би-кооперативных игр. Было рас-

смотрено понятие [0,1]-N-ядра и изучен алгоритм его построения.

В Главе 2 [0,1]-N-ядро было впервые модифицировано для би-

кооперативных игр.

В Главе 3 был представлен алгоритм построения [0,1]-N-ядра для би-

кооперативной игры и применен для примеров би-кооперативных игр

для трех и для четырех игроков. Были найдены решения для различ-

ных соотношений конструктивной и блокирующих сил коалиции. Выбор

конкретного параметра α остается за игроками.
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