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Введение

Данная работа является результатом четырехлетнего труда и представ-
ляет собой объединение нескольких самостоятельных научных исследований
- четырех курсовых работ, которые я сдавал в конце каждого периода обу-
чения на математико-механическом факультете СПбГУ со второго по пятый
курсы. По результатам каждой главы написана отдельная статья и сделаны
ряд докладов на международных и всероссийских конференциях.

Основной целью работы являлось решение нескольких механических
задач: сравнение численного и аналитического решений при расчете дефор-
мации фермы, колебаний неоднородной ребристой пластины, расчет дефор-
мации композитной пластины под действием поверхностного заряда с ис-
пользованием обоих методов исследования, задача о столкновении гиперско-
ростных частиц о пластины щита Уиппла, располагаемых на космических
аппаратах. Численное решение рассмотренных задач выполнялось методом
конечных элементов в программном комплексе Ansys. Вычисление матема-
тических выражений, полученных в ходе аналитических решений – в пропри-
етарной системе компьютерной алгебры Wolfram Mathematica.

В современной промышленности, а также в авиационно-космическом
машиностроении для облегчения массы основной конструкции часто исполь-
зуются тонкостенные элементы. В связи с этим обстоятельством, сразу встает
вопрос о деформациях и возможном повреждении таких элементов при неиз-
бежных столкновениях с внешними объектами. Поэтому, несомненно, весьма
актуальными являются задачи, посвященные исследованиям деформаций и
механизму разрушения тонких пластин (оболочек). Важная роль в решении
таких задач отдается численному моделированию [9] – [16], [19], [26]. Од-
нако, для проверки достоверности полученных численных результатов, если
это становится возможным, рекомендуется проводить аналитические, иногда
приближенные, расчеты [18], [27]. В данной работе в ряде задач (Главы 1 и
2) удалось получить аналитическое решение и провести сравнение аналити-
ческих и численных результатов.

Большее внимание в работе уделяется исследованиям деформации пла-
стин, так как пластины играют важную роль в современном мире, они при-
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меняются во многих отраслях (строительстве, авиастроении, кораблестрое-
нии, ядерной, космической и многих других), часто являясь частью других
конструкций: крыло самолета, обшивка здания, палуба и бортовые стенки ко-
рабля, стенки вагона. При этом все чаще отдается предпочтение неоднород-
ным пластинам, которые обладают особыми свойствами и лучше подходят в
определенных задачах. Широко используются композитные и армированные
пластины, которые уже нельзя описывать однородной теорией. Неоднород-
ные пластины – малоизученный объект в современной науке. Полная теория,
которая бы описывала напряжения и деформации в таких телах не была раз-
работана.

Непрекращающееся технологическое развитие ставит перед исследова-
телями все более сложные задачи. Решение таких задач должно основываться
на новых, еще не созданных, теориях и применять все достижения математи-
ческого аппарата. Для прикладных задач наиболее часто прибегают к числен-
ному решению, как наиболее простому с точки зрения исследователя, но при
этом, обладающему хорошей точностью. Одним из таких способов численно-
го решения являются метод конечных элементов (FEM) и метод сглаженных
частиц (SPH). Несмотря на высокую надежность таких решений, аналити-
ческие подходы все еще играют важную роль в решении любой задачи. Для
решения прикладных задач лучше использовать оба метода исследования.

Глава 1. Фермы

1.1 Введение

Первая рассмотренная задача - это сравнение аналитического и чис-
ленного результатов при расчете усилий и деформаций, возникающих при
нагружении фермы. Ферма (фр. ferme, от лат. firmus – прочный) – стержневая
система в строительной механике, остающаяся геометрически неизменяемой
после замены ее жестких узлов шарнирными. Отличительной чертой такой
конструкции является то, что в элементах фермы возникают только уси-
лия растяжения-сжатия. Сама ферма состоит из прямолинейных стержней,
при этом нагрузка прикладывается только в узлах, в которых соединяются
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стержни. Эта глава призвана показать на наглядном примере обоснованность
использования метода конечных элементов при решении самых разных за-
дач. В ней были получены аналитические результаты для всех компонентов
усилий и проведено повторное решение поставленной задачи с использова-
нием программного комплекса ANSYS. Приведено сравнение аналитических
и численных результатов.

1.2 Постановка

Рассматривалась ферменная конструкция (Рис. 1), состоящая из 7 оди-
наковых стержней и 5 шарниров. За P и Q обозначены внешние нагрузки,
приложенные в узлах IV и V, в узле I – шарнирно –неподвижная опора, в узле
V – подвижный шарнир. Требовалось рассчитать усилия растяжения-сжатия
в каждом стержне и определить силы реакции связей в узлах I и V.

Рис. 1: Рассматриваемая ферменная конструкция.

1.3 Аналитический расчет

Прежде чем приступить к решению поставленной задачи, было необхо-
димо убедиться, что она является статически разрешимой. При нашей поста-
новке это действительно так:

• Количество неизвестных сил реакций связи не больше 3.

• У фермы отсутствуют «лишние» стержни.
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• Стержни не испытывают изгибов.

Задача решалась методом вырезания узлов. Метод вырезания узлов за-
ключается в последовательном рассмотрении условий равновесия сил, сходя-
щихся в каждом из узлов фермы. В нашем случае на каждый узел действовала
плоская система сходящихся сил. В дальнейшем, вводятся проекции сил на
оси Ox и Oy.

Рассмотрим уравнение равновесия в каждом узле, силы реакции связей
в узлах I и V обозначим за XA, YA и YB.

узел I : XA + F1 + F2 · cos 60◦ = 0,

YA + F2 · sin 60◦ = 0,

узел II : F4 + F3 · cos 60◦ − F2 · cos 60◦ = 0,

− F2 · sin 60◦ − F3 · sin 60◦ = 0,

узел III : −F1 − F3 · cos 60◦ + F5 · cos 60◦ + F6 = 0,

F3 · sin 60◦ + F5 · sin 60◦ = 0,

узел IV : −F4 − F5 · cos 60◦ + F7 · cos 60◦ = 0,

− P − F5 · sin 60◦ − F7 · sin 60◦ = 0,

узел V : −F6 − F7 · cos 60◦ +Q = 0,

YB + F7 · sin 60◦ = 0.

Решая полученную систему, найдем соотношения для неизвестных сил

F1 = Q+
P

4
√
3
, F2 = − P

2
√
3
, F3 = −F2 = −F4 = −F5, (1)

F6 = Q+

√
3

4
· P, F7 = 3 · F5, XA = −Q, YA =

1

4
P, YB =

3

4
P. (2)

Продольное растяжение (сжатие) стержня состоит в увеличении (умень-
шении) длины стержня под действием внешней силы F . Такая деформация
приводит к возникновению в стержне упругих сил, которые принято харак-
теризовать напряжением σ = F/S, где S — площадь поперечного сечения
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стержня.
В рассматриваемой системе сечение круглое, поэтому S = π · r2. От-

носительное продольное растяжение обозначим ε = l0/l , тогда с учетом
закона Гука: ε = σ/E, где E – модуль Юнга, окончательная формула для
определения изменения длины стержней примет вид:

∆l =
l0 · F
S · E

. (3)

Согласно формулам 1, 2 и 3 были получены следующие значения изме-
нений длин стержней (в метрах):

∆l1 = 118.04 · 10−7 (растягивается) ;
∆l2 = 139.46 · 10−7 (сжимается);
∆l3 = 139.46 · 10−7 (растягивается) ;
∆l4 = 139.46 · 10−7 (сжимается) ;
∆l5 = 139.46 · 10−7 (сжимается) ;
∆l6 = 257.49 · 10−7 (растягивается) ;
∆l7 = 418.37 · 10−7 (сжимается).

1.4 Численные вычисления

При численном решении предполагалось, что все стержни имеют оди-
наковую длину (l = 10 м), модуль упругости Юнга (E = 2.07 · 1011 Па) и
площадь поперечного сечения (S = 10−3 м2). Величины внешних нагрузок в
узлах IV и V рассматриваемой фермы P = 1000 H, Q = 100 H. На рисунке
2 представлена деформация фермы под действием приложенных нагрузок,
выведенная с многократным увеличением прогибов для улучшения визуали-
зационной картины.

1.5 Сравнение результатов

Полученные аналитические результаты проверялись повторным реше-
нием данной задачи в программном комплексе ANSYS. Для более наглядного
сравнения аналитического и численного решения результаты были объедине-
ны в Таблицу 1. В ней приведены численные значения сил, возникающих в
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Рис. 2: Деформация фермы под действием приложенных нагрузок.

стержнях рассматриваемой фермы, а также значения сил реакции связей в
узлах I и V. В узле I найдена суммарная реакция RA.

Таблица 1: Сравнение аналитических и численных результатов.

Номер Усилие Аналит. формулы Метод конечных
стержня (1) — (2), Н элементов, ANSYS, Н

1 F1 244.337 244.34
2 F2 - 288.675 - 288.676
3 F3 288.675 288.676
4 F4 - 288.675 - 288.676
5 F5 - 288.675 - 288.676
6 F6 533.012 533.01
7 F7 - 866.025 -866.025

узел I RA 269.26 269.26
узел V YB 750 750

Сравнение численных и аналитических расчетов, полученных по фор-
мулам (1) — (2) показывает достаточно хорошее совпадение результатов.
Максимальная относительная погрешность составляет 2%. Это позволяет
убедиться, что метод конечных элементов хорошо подходит для расчета
подобных стержневых систем, а значит можно ожидать хорошей точности
решения и для других задач.
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Глава 2. Колебание армированной пластины

2.1 Введение

Задачи на исследование колебаний и устойчивости армированных пла-
стин чаще всего решаются в различных программных комплексах: либо мето-
дом конечных элементов [14], либо методом граничных элементов [20], [24],
[7]. Ряд частных случаев анизотропных пластин и оболочек решен аналити-
чески [8], [18], [27], [19]. В статье [17] было получено осредненное диффе-
ренциальное уравнение прогиба неоднородной пластины, которая была ар-
мирована параллельно расположенными волокнистыми полосками. В данной
главе при исследовании колебаний неоднородной пластины с периодически
изменяющимися параметрами (свойства материала, толщина) применялись
оба метода решения. Были получены уравнение колебаний такой пластины
и значения ее частот колебаний. Основанные на полученных аналитических
формулах, алгоритмы и программы позволяют рассчитывать различные виды
армированных пластин. Примеры таких пластин представлены на Рисунках
(3)–(6).

Рис. 3: Вариант армированной пла-
стины.

Рис. 4: Вариант армированной пла-
стины.

2.2 Основные уравнения и предположения

Рассмотрим квадратную пластину длины L. Пластина имеет перемен-
ную толщинуh, причем ее толщинамала по сравнению с ее размерами h

L < 0.1.
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Рис. 5: Вариант армированной пла-
стины.

Рис. 6: Вариант армированной пла-
стины.

Принимая за исходную срединную поверхность пластины, введем декартову
систему координат Oxyz, как показано на Рис. 7.

x

y
z

O

Рис. 7: Пластина переменной толщины.

Выпишем условия равновесия сил и моментов ([17]):

∂Qx

∂x
+

∂Qy

∂y
= −λw,

∂Mxx

∂x
+

∂Mxy

∂y
+Qx = 0, (4)

∂Mxy

∂x
+

∂Myy

∂y
+Qy = 0, λ = hρω2. (5)

Здесь введены следующие обозначения для изгибающихMx,My и крутящих
Mxy моментов:

Mxx = awxx + bwyy, Myy = bwxx + awyy, Mxy = (a− b)wxy. (6)
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Величина a называется жесткостью единицы длины пластины

a =
Eh3

12(1− µ2)
,

где E — модуль Юнга, µ — коэффициент Пуассона, b = µ · a.

2.3 Аналитическое решение

При решении применялся метод многих масштабов, который был опи-
сан в ([1], [2]). Он заключается в том, что наряду с переменной x вводится,
так называемая, быстро меняющаяся переменная ξ = x/ε, где ε — ширина
шага (полосы), и каждая из неизвестных функций, зависящая от переменных
x, y, формально станет зависящей и от переменной ξ.

Параметр ε в случае, когда полосы имеют разнуюширину, определяется
по формуле ε =

n∑
k=1

lk, где lk - безразмерная ширина (см. Формулу (22)) k - ой
полосы.

Асимптотическое разложение для функции, описывающей поперечный
прогиб w, представим в виде ряда

w = w0(x, y) +
n∑

k=1

(wk, Nk) · εk,

где скобки означают скалярное произведение векторов, а вектора wk имеют
вид:

w1 = (w0x, w0y, 0, 0, 0) ,

w2 = (w0xx, w0xy, w0yy, 0, 0) ,

w3 — вектор, составленный из третьих производных функцииw0, не выписан
в явномвиде, т.к. далее не используется. ВектораNk такжеимеютразмерность
5. Учитывая правило дифференцирования сложной функции

df

dx
=

∂f

∂x
+

1

ε

∂f

∂ξ
,

d2f

dx2
=

(
∂

∂x
+

1

ε

∂

∂ξ

)2

· f,
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выпишем следующие выражения:

wxx = ε−1(w1, N1ξ,ξ) + (w2, I1 + 2N1,ξ +N2,ξξ)+

+ ε(w3, N1 + 2N2,ξ +N3,ξξ) + ε2(w4, N2 + 2N3,ξ +N4,ξξ),

wyy = (w2, I3) + ε(w3, AN1) + ε2(w4, AN2) + · · · ,
wxy = (w2, I2) + ε(w3, B(N2ξ +N1)) + ε2(w4, B(N2 +N3,ξ)) + · · · .

Здесь A,B — матрицы из 0 и 1, Ik — единичный вектор размерности 5, k - я
координата которого равна единице, а остальные координаты нули.

Mxx = aε−1 · (w1, N1,ξξ) + ε0 · (w2, a(I1 + 2N1,ξ +N2,ξξ) + bI3)+

+ ε(w3, a(N1 + 2N2,ξ +N3,ξξ) + b(w3, AN1))+

+ ε2(w4, a(N2 + 2N3,ξ +N4,ξξ) + bAN2).

Разложение Qx и Qy по ε:

Qx = −ε−2 · ∂M0xx

∂ξ
− ε−1 ·

(
∂M1xx

∂ξ
+

∂M0xx

∂x

)
−

+ ε0 ·
(
∂M2xx

ξ
+

∂M1xx

∂x
+

∂M0xy

∂y

)
,

Qy = −ε−1 ·
(
∂M0xy

∂ξ
+

∂M0yy

∂y

)
− ε0 ·

(
∂M1xy

∂ξ
+

∂M1yy

∂y
+

∂M0xy

∂x

)
−

− ε ·
(
∂M2xy

∂ξ
+

∂M2yy

∂y
+

∂M1xy

∂x

)
.

Подставляемвсе вышеперечисленные выражения в уравнения (4),(5),(6),
в результате получим:

при ε−3 :
∂Q0x

∂ξ
= 0, (7)

при ε−2 :
∂Q1x

∂ξ
+

∂Q0x

∂x
= 0, (8)

при ε−1 :
∂Q2x

∂ξ
+

∂Q1x

∂x
+

∂Q0y

∂y
= 0,

при ε0 :
∂Q3x

∂ξ
+

∂Q2x

∂x
+

∂Q1y

∂y
+ · · · = 0. (9)
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Предполагается, чтоNk – периодическиефункции, поэтому осреднение
уравнения (9) дает: ∫ 1

0

(
∂Q2x

∂x
+

∂Q1y

∂y
+ · · ·

)
dξ = 0,

а если учесть, чтоQ2x иQ1y, выраженные через моменты, содержат производ-
ные по ξ, то получаем следующее уравнение:∫ 1

0

(
∂2M1xx

∂x2
+

∂2M1yy

∂y2
+ 2

∂2M0xy

∂x∂y
+ · · · − q

)
dξ = 0. (10)

Нетрудно доказать, что для того, чтобы удовлетворить уравнению (7), нужно
взять N1 = 0, тогда уравнение (8) запишем в виде

∂2M1xx

∂ξ2
= 0.

Обозначим выражение

a(I1 +N2ξξ) + bI3 = C, или с учетом того, что
∫ 1

0

N2ξξdξ = 0,

окончательно получим

C =
I3
∫ 1

0 µ dξ + I1 · (l1 + l2)∫ 1

0 a−1dξ
.

Здесь l1 и l2 — ширина первой и второй полосы пластины, соответственно.
Тогда

M1xx = (w2, a(I1 +N2,ξξ) + bI3) = (C,w2), (11)

M1yy = (w2, b(I1 +N2,ξξ) + aI3) = (w2, b(C − bI3)/a+ aI3),

M0xy = (w2, I2). (12)

Таким образом, уравнение (10) с учетом выражений (11)–(12) примет вид:

Kw0xxxx + Lw0xxyy +Mw0yyyy = −λ0w. (13)
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Уравнение (13) является осредненным дифференциальным уравнением в
частных производных четвертого порядка относительно прогиба пластины
w. Если постоянный вектор C записать в виде:

C = C1 · I1 + C3 · I3,

то коэффициенты осредненного уравнения колебаний (13) примут следую-
щий вид:

K =

∫ 1

0

C1dξ, L =

∫ 1

0

(
b

a
· C1 + C3 + 2 · (a− b)

)
dξ, (14)

M =

∫ 1

0

(
b

a
· C3 −

b2

a
+ a

)
dξ, λ0 =

∫ 1

0

λdξ. (15)

Уравнение (13) с учетом (14)–(15) решалось методом Бубнова-Галеркина, при
этом нулевое приближение в случае жесткой заделки имело вид

w0(x, y) = A · x2(x− 1)2 · y2(y − 1)2, (16)

а в случае шарнирного опирания краев пластины

w0(x, y) = A · sin(x · π) sin(y · π). (17)

Отметим, что формулы (16)–(17) выписаны для безразмерных переменных x

и y. Связь безразмерных координат x и y с размерными x̂ и ŷ осуществляется
по формулам x = x̂/L, y = ŷ/L.

Значение для первой частоты колебаний получается умножением урав-
нения (13) на первую форму колебаний с последующим интегрированием по
области пластины. Окончательно, формула для вычисления частотного пара-
метра λ примет вид:

– для жесткой заделки краев пластины:

λ =
(
504 ·K · b4 + 144 · L · a2 · b2 + 504 ·M · a4

)
/(a4 · b4), (18)
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– для шарнирного закрепления:

λ = π4
(
K · b4 + L · a2 · b2 +M · a4

)
/(a4 · b4). (19)

Для перевода безразмерного частотного параметра λ в стандартные единицы
измерения частот периодических процессов (Герцы) используется формула:

ω = (λ/ϱaver)
0.5/(2 · π). (20)

В выражении (20) введено обозначение ϱaver, которое представляет собой
среднюю плотность на единицу площади. Связь осредненной плотности ϱaver
с объемными (кг/м3) плотностями полос ρ1 и ρ2 приведена в формуле (21),
получающейся при интегрировании инерционного члена по ξ.

ϱaver = ρ1 · h1 · l1 + ρ2 · h2 · l2. (21)

Безразмерные ширины полос l1 и l2 связаны с размерными ширинами l̂1 и l̂2

соотношением (22) так, чтобы l1 + l2 = 1.

l1 =
l̂1(

l̂1 + l̂2

) , l2 =
l̂2(

l̂1 + l̂2

) . (22)

2.4 Численное решение

Для проверки достоверности полученных формул и возможности их
дальнейшего применения при расчете колебаний армированных пластин, бы-
ли численно решены следующие задачи. Исследовались квадратные пластины
имеющие форму, представленную на Рисунке 3. Они состояли из нескольких
полос (см. первый столбец Таблицы 2), каждая из которых, в свою очередь,
была составлена из двух мини-полосок с различными свойствами материа-
ла. Таким образом, целая пластина представляла собой последовательность
полос, которые периодически повторяются.

В эксперименте исследовалась квадратная пластина со стороной 1 метр.
В программном комплексе ANSYS была создана математическая модель
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неоднородной по толщине пластины. Эта модель разбивалась на 1764 (42×42)
оболочечных элементов shell63. Толщина первой мини-полоски - 0.01 м, а вто-
рой - 0.005 м, общее количество составных полос было равно 7.

В пятом столбце Таблицы 2 представлены значения частот колебаний
пластины, полученные по асимптотическим формулам (18)–(19). Процеду-
ра подстановки выражений (11)–(12) в (13) и решение этого уравнения ме-
тодом Бубнова-Галеркина осуществлялись в пакете прикладных программ
Mathematica 8. В шестом столбце представлены значения частот колеба-
ний пластины, полученные численным методом конечных элементов в пакете
ANSYS.

Таблица 2: Частоты колебаний армированной пластины.

Гранич- Материал Ширины мини- Асимптотичес- Метод конеч-
ные полос, м кие формулы ных элементов

условия (18)–(19), Гц ANSYS, Гц
ЖЗ Сталь l1 = 2/42, l2 = 4/42 57.265 56.830
ШР Сталь l1 = 2/42, l2 = 4/42 31.864 32.020
ЖЗ Сталь l1 = 3/42, l2 = 3/42 62.356 61.653
ШР Сталь l1 = 3/42, l2 = 3/42 34.721 34.804
ЖЗ Титан l1 = 2/42, l2 = 4/42 53.659 53.236
ШР Титан l1 = 2/42, l2 = 4/42 29.834 29.977
ЖЗ Титан l1 = 3/42, l2 = 3/42 58.424 57.746
ШР Титан l1 = 3/42, l2 = 3/42 32.503 32.577
ЖЗ Титан l1 = 4/42, l2 = 2/42 62.821 62.083
ШР Титан l1 = 4/42, l2 = 2/42 34.985 34.960

На основе данных, представленных в таблице 2 можно сделать вывод,
что относительная погрешность расчетов не превышает 3%. Это показывает
достоверность приведенных формул.
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Глава 3. Деформация космического паруса

3.1 Введение

Большинство космических аппаратов используют реактивную тягу для
перемещения, однако в настоящее время широко обсуждаются альтернатив-
ные способы реализации космических путешествий. Одним из таких способов
является солнечный парус, представленный Фридрихом Артуровичем Цанд-
лером. В литературе (например, [22], [13]) активно обсуждается применение
таких идей. Среди них можно выделить:

• Создание космических аппаратов, оснащенных обширными космиче-
скими парусами – тончайшими полимерными пленками.

• Замена энергии реактивныхдвигателей космического аппарата бесплат-
ной, экологически чистой механической энергией светового давления
солнечных лучей.

• Использование солнечного паруса, движущегося по околоземной орби-
те, как космического осветителя. В этих исследованиях предполагается,
что космический парус будет отражать солнечный свет с помощью зер-
кал – прожекторов, которые будут ночью освещать большие города и
заполярные регионы.

• Применение космического паруса для транспортировки радиоактивных
отходов с Земли и «захоронения» их в Солнечной короне.

• Исследование изменений свойств пленочных парусов (степень эрозии
поверхности, изменение коэффициентов отражения, распределения по-
верхностного заряда) при их старении и их влияние на динамику полета.

Уже решено множество задач, касающихся траектории полета такого кос-
мического аппарата и управления им при различных условиях, в частности
исследовано влияние тени Земли. Однако сравнительно мало изучены вопро-
сы влияния различных факторов в открытом космосе на работоспособность
космических парусов [23].
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Тела, находящиеся в космической плазме приобретают электрический
заряд, который зависит от величины потока солнечного излучения, плотно-
сти и температуры плазмы и электрофизических характеристик тела, то есть
от своего положения и ориентации в процессе движения. В работах [9] [29]
[16] был рассмотрен такой процесс зарядки, однако в них не учитывалась
частичная проницаемость пленки для заряженных частиц [12]. В работе [30]
рассматривалось влияние такого заряда на космический парус при перелетах
Земля-Марс и Земля-Юпитер. Было показано, что при сохранении поверх-
ностью паруса своей формы, заряд практически не влияет на движение. Од-
нако, заряженный парус может деформироваться, что приведет к изменению
эффективной площади его поверхности. В данной главе приводятся оценки
такой деформации.

Рис. 8: Разбиение оболочки на элементы.
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3.2 Моделирование

В качестве модели космического паруса были рассмотрены пластины
различных радиусов - 50, 150, 300 и 500 метров. Пластины состояли из ком-
позитного материала, а именно двух слоев алюминия и слоя майлара – пленки
на основе синтетического полиэфирного волокна. Толщина слоев была раз-
личной, для алюминия она была выбрана 20 микрон, для майлара – 200, итого-
вая толщина пластины равнялась 240 микрон. Плотность заряда, равномерно
распределенного по нижней и верхней поверхности пластины, обозначим за
σ1 и σ2. Наборы распределения поверхностных плотностей зарядов рассмат-
ривались для двух случаев: вблизи Солнца и вблизи Земли, для удобства они
оформлены в Таблицу 3.

Таблица 3: Плотности распределения поверхностного заряда (в Кл/м2)

На верхней поверхности На нижней поверхности
Вблизи Солнца σ1 = 1.1507 ∗ 10−9 σ2 = 2.7941 ∗ 10−12

Вблизи Земли σ1 = 1.719 ∗ 10−10 σ2 = 3.41278 ∗ 10−13

Было сделано предположение, что поскольку рассматриваемые пласти-
ны круглые и задача симметричная, то они будут деформироваться как части
сферы. В таком случае справедлива формула для поверхностной силы [34]:

T = 2π · k0 · σ2
i ·R, i = 1, 2,

где постоянная k0 = 9 · 109 м2/Кл2·Н, а R— радиус кривизны поверхности (в
метрах).

Расчеты производились в двух программах комплекса ANSYS с раз-
личным подходом к моделированию граничных условий. Первый вариант был
выполнен в ANSYS Mechanical APDL, второй в ANSYS Workbench. В обоих
случаях пластина аппроксимировалась оболочечным элементом и разбива-
лась, в среднем, на 7000 элементов (Рис. 8). Процесс вычисления состоял
из нескольких этапов: задание начального радиуса кривизны пластины, вы-
числение по нему поверхностной нагрузки, расчет деформации пластины
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и вычисление радиуса кривизны деформированного паруса. Итерационный
процесс повторялся до тех пор, пока конечный радиус кривизны не станет
равным начальному.

При компьютерном моделировании в программе APDL был выбран
трехслойный восьми узловой элемент SHELL91. Для создания нужных гра-
ничных условий, то есть свободных краев пластины вводилось дополнитель-
ное кольцо малой жесткости (Рис. 9). Внешний радиус кольца выбирался в
десятки раз больше внутреннего, чтобы исключить какое-либо влияние на
края рассматриваемой пластины. Такой подход позволил с высокой точно-
стью создать эффект невесомости.

Рис. 9:Моделирование невесомости в APDL.

Расчеты в Workbench были основаны на использовании широких воз-
можностей данной программы. Во первых, в подпрограмме ACP(Pre) был спе-
циально создан необходимый композитный материал. Во вторых Workbench
позволяет рассчитывать незакрепленные объекты при выборе специальной
настройки Weak Spring. В этом случае ANSYS сам закрепляет необходимые
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элементы при помощи пружины заданной жесткости. Была задана минималь-
ная возможная жесткость пружины равная 10−9 Н/м.

3.3 Результаты

Результаты исследований приведены в Табл. 4 и 5. При увеличении
радиуса рассматриваемой пластины увеличивается радиус кривизны и мак-
симальные прогибы, результирующий радиус кривизны вблизи Солнца ока-
зался величиной порядка 50000 м. Полученные значения указывают на то,
что заряд, находящийся на поверхности космического парусе, оказывает на
него незначительное воздействие, т.е. деформации поверхности незначитель-
ные. Отметим, что расчеты, основанные на втором способе моделирования
невесомости, показывают намного меньший прогиб, чем расчеты через введе-
ние дополнительного кольца малой жесткости. Этому можно дать несколько
объяснений, во-первых, при закреплении с помощью мягких пружин мы не
можем влиять на то, какие именно элементы будут закреплены. Во-вторых,
минимальная жесткость пружин ограничена, что достаточно существенно для
нашей задачи. С моей точки зрения, дополнительное кольцо обеспечивает бо-
лее правдоподобные прогибы пластины.

Таблица 4: Результаты расчетов при моделировании пластины методом APDL

Радиус пластины, м
Максимальный прогиб, м

в окрестности Солнца в окрестности Земли
50 0.012 0.002
150 0.11 0.016
300 0.44 0.065
500 1.21 0.18
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Таблица 5: Результаты расчетов при моделировании пластины методом Workbench

Радиус пластины, м
Максимальный прогиб, м

в окрестности Солнца в окрестности Земли
50 0.0033 0.0005
150 0.0029 0.00036
300 0.001 0.00015
500 0.0008 0.00007

Рис. 10: Деформация пластины радиуса 300м.
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Глава 4. Щит Уиппла

4.1 Введение

Космический мусор стал серьезной проблемой для современной де-
ятельности человека в космосе, и по мере дальнейшего освоения космоса
количество этого мусора будет только нарастать. В 2021 году было установ-
лено, что суммарно на орбитах Земли находится 130 миллионов объектов,
размера от 0.1 до 1 см. [31]. При столкновении частиц даже такого разме-
ра с космическим аппаратом на скорости превышающей 4-7 км в секунду
может произойти разрушение обшивки, а, как следствие, разгерметизация,
что приведёт к повреждениям дорогостоящего оборудования. Источниками
такого вида мусора могут быть: отработавшие ступени ракет, ракетное топ-
ливо, осколки спутников. Для защиты космических аппаратов от подобных
воздействий применяется щит Уиппла [28]. Щит Уиппла представляет собой
один или несколько тонких экранов, расположенных на некотором удалении
от основной стенки космического аппарата (КА). Такая конструкция позво-
ляет, если не разрушить, то, по крайней мере, рассеять опасные космические
объекты от корпуса КА.

Методы компьютерного моделирования соударения маленьких частиц
на сверхскоростях с такимщитом разнообразны и включают в себя SPHметод
[10], [5], [4], метод дискретных элементов [3], [21] и метод конечных элемен-
тов [6]. SPH метод (метод гидродинамики сглаженных частиц) – бессеточный
лагранжевый метод, он успешно применяется для получения смещения и де-
формации не только для низкоскоростных (100-1000 м/с), но и как показано
в [11], [26], для высокоскоростных воздействий. В [15] было показано, что на
скоростях 240−750м/с разрушение алюминия имеет локально-кинетическую
природу.

Мною был смоделирован высокоскоростной удар (4190 м/с) малой алю-
миниевой частицы (119.7 мг) параболической формы о первый экран щита
Уиппла и произведена оценка опасности такого воздействия для последую-
щих экранов и самого космического аппарата.Моделирование производилось
методом гидродинамики сглаженных частиц. Данный метод хорошо показал
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себя в других подобных работах. В частности, в [25] рассматривались воздей-
ствия на защитные экраны частиц другой геометрии. Расчёты производились
в ANSYS/LS-DYNA.

4.2 Моделирование задачивпрограммномкомплексеANSYS/LS-
DYNA

Для корректного расчета удара, сначала необходимо было выполнить
проверку параметровмоделирования. Для этого было выполнено тестовоемо-
делирование эксперимента, поставленного Fa-wei Ke и соавторами [11]. Рас-
сматривался случай соударения алюминиевой (Al-1100) сферы радиуса 5.01
мм о тонкий алюминиевый (Al-6061-T6) экран, толщины 1 мм, со скоростью
4190 м/с. При этом экран закреплялся фиксирующим кольцом. Наилучшее
совпадение с экспериментом удалось достичь, используя следующие пара-
метры: для моделирования сферы использовались 33000 частиц, в качестве
модели материала применялась модель Джонсона-Кука, уравнение состояние
задавалось в форме Ми-Грюнайзена. Необходимые коэффициенты подбира-
лись, основываясь на различных работах других авторов. На Рисунках 12 и
13 представлены облака осколков в моменты времени 16 и 24 микросекунды.
Результаты хорошо соотносятся с экспериментальными данными, отношения
длин облаков осколков к их максимальному диаметру при моделировании
получились 1.58 для 16 микросекунд и 1.58 для 24 мкс. Из тенеграмм, полу-
ченных в ходе эксперимента эти отношения были 1.53 и 1.59 соответственно.
Погрешность тестового моделирования относительно эксперимента не пре-
вышает 3.5%.

После того, как была подтверждена корректность начальных парамет-
ров, моделировался высокоскоростной удар твёрдого параболоида вращения
с начальной скоростью V = 4190 м/с о тонкий экран, толщиной 1 мм из
Al-6061-T6. Размеры этого параболоида и 3D вид установки (без фиксирую-
щего кольца) перед ударом представлены на Рисунке 15. Его размеры были
выбраны таким образом, чтобы количество частиц и, соответственно, масса
были сравнимы с показателями сферы, рассмотренной прежде. При расчёте
параболоида была введена 41000 частиц, итоговая масса тела была 119.7 мг,
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Рис. 11: Постановка задачи при проверки параметров моделирования.

Рис. 12: Облака осколков в момент времени 16 мкс после удара; а) эксперимент Fa-wei Ke и
соавторов; б) численное моделирование.

Рис. 13: Облака осколков в момент времени 24 мкс после удара; а) эксперимент Fa-wei Ke и
соавторов; б) численное моделирование.
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для сферы было использовано 33000 частиц, а ее вес был 183 мг.

Рис. 14: Постановка задачи при расчете удара параболоида вращения.

Рис. 15: Сравнение параболоида и сферы.
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На Рисунке 16 представлены формы облаков осколков в моменты вре-
мени t = 0, t = 1.7 мкс, t = 3.4 мкс, и t = 5.5 мкс. В момент 5.5 мкс
скорость овальных облаков сравнялась со скоростью центральной «пикооб-
разной» части, которая расположена на оси удара. Это приводит к более
быстрой эволюции овальных частей, по сравнению с центральной. Вычислим
массу «пикообразной» части облака осколков. На Рисунке 17 выделены ча-
стицы из которых состоит центральная часть, было насчитано 34188 частиц,
тогда масса пики равна (в миллиграммах):

188

33000
· 34188 = 190.

Диаграмма 18 даёт представление о распределении частиц пики по ско-
ростям от 400 м/с до 3300 м/с. Отметим, что диаграмма указывает на то, что
некоторые частицы центральной части облака первоначально были частью
ударника. После 6 мкс, заметно, что движение частиц стабилизируется, ко-
лебания скоростей уменьшаются и, в конечном счете, сходят на нет - кривые
скоростей частиц практически параллельны оси х.

На основанииполученныхрезультатов численныхрасчетов, можноутвер-
ждать, что нормальный удар параболоида вращения о пластину опасен не
только для первого экрана щита Уиппла, но и для второго (Рис. 17). Ос-
новная угроза исходит от пикообразной части облака, так как полуоблака
содержат в несколько раз меньше частиц (Рис. 19) и столкновение со вторым
экраном происходит на некоторой области, а не точечно.

Для дальнейшего изучения удара параболоида вращения о тонкий экран
разобьём облако осколков на 3 скоростные зоны: зона медленной скорости,
средней и высокой. Первая и вторая зоны обе находится вблизи оси удара
(Рис. 20, 22).

Областью с низкой скоростью считалась область, скорость частиц в
которой находится в диапазоне от 0 до 500-600 м/с. Частицы в такой об-
ласти рассредоточены и поэтому не представляют угрозы целостности щита
Уиппла. График 23 показывает, что скорости частиц в области средней скоро-
сти не превышают 2 км/с. Согласно [33], такие частицы также не представляют
серьезной угрозы ввиду малой массы частиц. В этой работе утверждается, что
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Рис. 16: Эволюция облака осколков после удара параболоида вращения о тонкий алюминие-
вый экран.

существует предельная скорость соударения ударника о барьер, при превы-
шении снарядом этой скорости, деформация сопровождается текучестью.

Зона высокой скорости содержит частицы со скоростями 1700-3300 м/с,
и расположена вблизи оси удара, она является самой удаленной от барьера
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Рис. 17: Подсчет частиц в выделенной области в момент времени 10.6 мкс.

Рис. 18: Групповая диаграмма скоростей частиц внутри «пики».

(Рис. 24). Высота прямоугольника, содержащего эту область была вычислена
и оказалось равно порядка 1.5 мм.
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Рис. 19: Частицы верхнего полуоблака.

Рис. 20: Частицы из зоны медленной скорости при 10 мкс после удара.

4.3 Вывод

В данной главе был исследован прямой высокоскоростной удар парабо-
лоида вращения о тонкий алюминиевый экран. Такой удар, безусловно, опасен
для последующего экранащита, а также, при малом количестве экранов, и для
самого космического аппарата. Основную угрозу несет концентрация массы
осколков вдоль оси удара. Вмаломобъеме сосредоточенамасса, сопоставимая
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Рис. 21: Скоростная диаграмма медленной зоны облака осколков.

Рис. 22: Частицы из зоны средней скорости при 10 мкс после удара.

с исходной массой ударника, при этом частицы обладают скоростью сравни-
мой с первоначальной. Можно предположить, что с увеличением скорости
ударника, будут иметь место схожие процессы на более ранних стадиях.
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Рис. 23: Скоростная диаграмма средней скоростной зоны облака осколков.

Рис. 24: Частицы из зоны высокой скорости при 10 мкс после удара.
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Рис. 25: Скоростная диаграмма высоко-скоростной зоны облака осколков.
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Заключение

В первой главе работы был проведен сравнительный анализ деформа-
ции ферменной конструкции с использованием как аналитических, так и чис-
ленных методов. Он показал хорошее совпадение результатов, полученных
разными подходами. Во второй главе были исследованы деформации пла-
стин при различных граничных условиях, был разработан метод аналити-
ческого подсчета частот колебаний неоднородных пластин с периодически
изменяющимися параметрами. Третья и четвертая главы были посвящены
исследованиям деформаций круглых композитных пластин под действием
поверхностного заряда, а также защищенности космических аппаратов от
мелкого высоко-скоростного космического мусора. Все эти задачи исследо-
вались численными методами, при этом активно применялся аналитический
подход. Полученные результаты свидетельствуют о том, что аналитические и
численные расчеты должны проводиться в связке друг с другом, подтверждая
достоверность исследований.
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