
Îòçûâ íàó÷íîãî ðóêîâîäèòåëÿ î ìàãèñòåðñêîé äèññåðòàöèè

Ìèøóëîâè÷à Àðñåíèÿ Àëåêñàíäðîâè÷à

"Óñðåäíåíèå ìíîãîìåðíûõ ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé

ñ ïåðèîäè÷åñêèìè êîýôôèöèåíòàìè íà êðàþ ëàêóíû:

îïåðàòîðíûå îöåíêè ïðè ó÷åòå êîððåêòîðà�

Ìàãèñòåðñêàÿ äèññåðòàöèÿ À. À. Ìèøóëîâè÷à îòíîñèòñÿ ê òåîðèè
óñðåäíåíèÿ (ãîìîãåíèçàöèè), êîòîðàÿ èçó÷àåò äèôôåðåíöèàëüíûå
îïåðàòîðû ñ ïåðèîäè÷åñêèìè áûñòðî îñöèëëèðóþùèìè êîýôôèöèåíòàìè.
Ðàáîòà îïèðàåòñÿ íà òåîðåòèêî-îïåðàòîðíûé ïîäõîä ê òåîðèè óñðåäíåíèÿ.

Â L2(Rd) ðàññìàòðèâàåòñÿ ñàìîñîïðÿæåííûé äèôôåðåíöèàëüíûé
îïåðàòîð

Aε = D∗g(x/ε)D+ ε−2p(x/ε), ε > 0.

Ìàòðèöà-ôóíêöèÿ g(x) ïðåäïîëàãàåòñÿ îãðàíè÷åííîé, ðàâíîìåðíî
ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé è ïåðèîäè÷åñêîé ñ ðåøåòêîé ïåðèîäîâ Zd.
Âåùåñòâåííûé ïîòåíöèàë p(x) òàêæå ñ÷èòàåòñÿ ïåðèîäè÷åñêèì. Ïóñòü

A = A1 = D∗g(x)D+ p(x).

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íèæíèé êðàé ñïåêòðà îïåðàòîðà A åñòü òî÷êà
λ0 = 0; â ýòîì ñëó÷àå îïåðàòîð A äîïóñêàåò óäîáíóþ ôàêòîðèçàöèþ.

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ñïåêòð îïåðàòîðà A ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì
çàìêíóòûõ îòðåçêîâ [νs, µs] (ñïåêòðàëüíûõ çîí):

σ(A) =
⋃
s∈N

[νs, µs].

Çîíû ìîãóò ïåðåêðûâàòüñÿ. Ìåæäó çîíàìè ìîãóò îòêðûâàòüñÿ ëàêóíû.
(Ñîãëàñíî ãèïîòåçå Áåòå�Çîììåðôåëüäà, â ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå ÷èñëî
ëàêóí êîíå÷íî.) Ðàññìîòðèì çîíó [νs+1, µs+1], òàêóþ ÷òî ëàêóíà
(µs, νs+1) íåïóñòà. Îáîçíà÷èì λ− = µs, λ+ = νs+1. Òîãäà òî÷êà λ+
ÿâëÿåòñÿ ïðàâûì êðàåì ëàêóíû (λ−, λ+). Äëÿ îïåðàòîðà Aε ýòîò êðàé
ïåðåéäåò â òî÷êó ε−2λ+.

Ïóñòü EAε [ε
−2λ+,∞) � ñïåêòðàëüíûé ïðîåêòîð îïåðàòîðà Aε

äëÿ ïîëóîñè [ε−2λ+,∞). Â ðàáîòå Àðñåíèÿ Ìèøóëîâè÷à èçó÷àåòñÿ
àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ïðè ìàëîì ε ïîëóãðóïïû îïåðàòîðà Aε,
ñðåçàííîé ñïåêòðàëüíûì ïðîåêòîðîì EAε [ε

−2λ+,∞), òî åñòü ïîâåäåíèå
îïåðàòîðà e−tAεEAε [ε

−2λ+,∞), t > 0. Ðeçóëüòàò ôîðìóëèðóåòñÿ â
òåðìèíàõ ñïåêòðàëüíûõ õàðàêòåðèñòèê îïeðàòîðà A âáëèçè òî÷êè λ+.

Íóæíî ðàññìîòðåòü ñåìåéñòâî îïåðàòîðîâ A(ξ) = D∗g(x)D + p(x)
íà ÿ÷åéêå (0, 1)d ñ ξ-êâàçèïåðèîäè÷åñêèìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè.
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×åðåç El(ξ), l ∈ N, îáîçíà÷èì ïîñëåäîâàòåëüíûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ
îïåðàòîðà A(ξ) (çîííûå ôóíêöèè).

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî êðàé ëàêóíû λ+ óñòðîåí ðåãóëÿðíî. Ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî òî÷êà λ+ ÿâëÿåòñÿ ìèíèìóìîì òîëüêî îäíîé çîííîé
ôóíêöèè Es+1(ξ); ìèíèìóì äîñòèãàåòñÿ ëèøü â êîíå÷íîì ÷èñëå òî÷åê
ξ1, . . . , ξm; êàæäàÿ òî÷êà ξj åñòü òî÷êà íåâûðîæäåííîãî ìèíèìóìà
ôóíêöèè Es+1(ξ) =: E(ξ). Òîãäà

E(ξ) = λ+ + bj(ξ − ξj) +O(|ξ − ξj |3), |ξ − ξj | → 0, j = 1, . . . ,m.

Çäåñü bj � ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûå ôîðìû. Íîðìèðîâàííóþ
ñîáñòâåííóþ ôóíêöèþ îïåðàòîðà A(ξ), îòâå÷àþùóþ ñîáñòâåííîìó
çíà÷åíèþ Es+1(ξ), îáîçíà÷èì ÷åðåç ψs+1(x, ξ) =: ψ(x, ξ). Ïîëîæèì

ψj(x) := ψ(x, ξj), j = 1, . . . ,m.

Ïåðâûé îñíîâíîé ðåçóëüòàò: ïîêàçàíî, ÷òî ïðè ôèêñèðîâàííîì
t > 0 è ε → 0 îïåðàòîð e−tAεEAε [ε

−2λ+,∞) ïðèáëèæàåòñÿ ïî
îïåðàòîðíîé íîðìå â L2(Rd) ñóììîé îïåðàòîðîâ e−tλ+/ε

2
[ψεj ]e

−tbj(D)[ψεj ],
j = 1, . . . ,m. Çäåñü [ψεj ] � îïåðàòîð óìíîæåíèÿ íà ôóíêöèþ ψεj (x) :=
ψj(x/ε). Óñòàíîâëåíà îöåíêà ïîãðåøíîñòè∥∥∥e−tAεEAε [ε

−2λ+,∞)− e−tλ+/ε2
m∑
j=1

[ψεj ]e
−tbj(D)[ψεj ]

∥∥∥ ≤ Ce−tλ+/ε2 ε√
t+ ε2

.

Ïîðÿäîê ïîãðåøíîñòè O(ε) (ïî ìîäóëþ ìíîæèòåëÿ e−tλ+/ε
2
) �

òî÷íûé. Âòîðîé ðåçóëüòàò: íàéäåíà àïïðîêñèìàöèÿ îïåðàòîðà
e−tAεEAε [ε

−2λ+,∞) ïðè ó÷åòå êîððåêòîðà ñ ïîãðåøíîñòüþ O(ε2) (ïî
ìîäóëþ ìíîæèòåëÿ e−tλ+/ε

2
).

Ðåçóëüòàòû ïðèìåíÿþòñÿ ê èññëåäîâàíèþ ïîâåäåíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è
Êîøè

∂tuε(x, t) = −(Aεuε)(x, t) + e−tλ+/ε
2
Fε(x, t), x ∈ Rd, t ∈ (0, T ),

uε(x, 0) = fε(x), x ∈ Rd,

ãäå
fε = EAε [ε

−2λ+,∞)f, f ∈ L2(Rd),
Fε(·, t) = EAε [ε

−2λ+,∞)F (·, t), F ∈ Lp((0, T );L2(Rd)).

Ìåòîä îñíîâàí íà ïðèìåíåíèè ðàçëîæåíèÿ Ôëîêå äëÿ îïåðàòîðà
A è èñïîëüçîâàíèè ñïåêòðàëüíûõ ñâîéñòâ ýëëèïòè÷åñêîãî îïåðàòîðà ñ
ïåðèîäè÷åñêèìè êîýôôèöèåíòàìè.
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Ïî ðåçóëüòàòàì ðàáîòû îïóáëèêîâàíà ñòàòüÿ
À. À. Ìèøóëîâè÷, Óñðåäíåíèå ìíîãîìåðíûõ ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ
ïåðèîäè÷åñêèìè êîýôôèöèåíòàìè íà êðàþ âíóòðåííåé ëàêóíû, Çàïèñêè
íàó÷íûõ ñåìèíàðîâ ÏÎÌÈ 516 (2022), 135�175.

Â ìàãèñòåðñêîé äèññåðòàöèè À. À. Ìèøóëîâè÷à ïîëó÷åíû íîâûå
ñîäåðæàòåëüíûå ðåçóëüòàòû, ïðåäñòàâëÿþùèå èíòåðåñ äëÿ òåîðèè
óñðåäíåíèÿ. Àðñåíèé ðàáîòàåò ìíîãî è óâëå÷åííî, ñ èíòåðåñîì è
èíèöèàòèâîé. Îñâîèë ðàçíîîáðàçíûå ìåòîäû ñïåêòðàëüíîé òåîðèè
îïåðàòîðîâ è òåîðèè óñðåäíåíèÿ.

Àðñåíèé Ìèøóëîâè÷ çàíèìàëñÿ è äðóãîé çàäà÷åé íà áëèçêóþ òåìó.
Ðåçóëüòàòû îïóáëèêîâàíû â ñòàòüå
À. À. Ìèøóëîâè÷, Â. À. Ñëîóù, Ò. À. Ñóñëèíà, Óñðåäíåíèå îäíîìåðíîãî
ïåðèîäè÷åñêîãî ýëëèïòè÷åñêîãî îïåðàòîðà íà êðàþ ñïåêòðàëüíîé

ëàêóíû: îïåðàòîðíûå îöåíêè â ýíåðãåòè÷åñêîé íîðìå, Çàïèñêè íàó÷íûõ
ñåìèíàðîâ ÏÎÌÈ 519 (2022), 114�151.

Â ýòîé ñòàòüå ïîëó÷åíî ïðèáëèæåíèå äëÿ ðåçîëüâåíòû îäíîìåðíîãî
îïåðàòîðà Aε âáëèçè êðàÿ âíóòðåííåé ëàêóíû â �ýíåðãåòè÷åñêîé� íîðìå.

Àðñåíèé Ìèøóëîâè÷ ÿâëÿåòñÿ èñïîëíèòåëåì ïî ïðîåêòó �Àêòóàëüíûå
ïðîáëåìû òåîðèè ïåðèîäè÷åñêèõ è êâàçèïåðèîäè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ�,
ïîääåðæàííîìó ÐÍÔ (ðóêîâîäèòåëü Ò. À. Ñóñëèíà, 2022�2024). Îí
óñïåøíî âûñòóïèë ñ äîêëàäîì íà �Øåñòîé ìîëîäåæíîé êîíôåðåíöèè
ïî òåîðèè âåðîÿòíîñòåé è ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêå� â äåêàáðå 2022
ãîäà. Óñïåõè Àðñåíèÿ Ìèøóëîâè÷à îòìå÷åíû ñòèïåíäèåé èìåíè
Î.À. Ëàäûæåíñêîé Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îáùåñòâà çà
2022/2023 ó÷åáíûé ãîä.

Ñ÷èòàþ, ÷òî Àðñåíèé Ìèøóëîâè÷ ñôîðìèðîâàëñÿ êàê ñïîñîáíûé
ìîëîäîé èññëåäîâàòåëü ñ õîðîøåé ïåðñïåêòèâîé.

Íàó÷íûé ðóêîâîäèòåëü,
ïðîôåññîð Ò. À. Ñóñëèíà

23.05.2023
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