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Введение

Целью данной работы является разработка последовательных стратегий, которые приводят к

эффективной оптимизации неизвестной функции при единственном предположении, что она имеет ко-

нечную константу Липшица. Сначала определяются достаточные условия непротиворечивости общих

последовательных алгоритмов и формулируется их ожидаемая минимальная эффективность. Затем

анализируется алгоритм LIPO, который предполагает, что константа Липшица известна. Также пред-

ставлена адаптивная версия этого алгоритма, когда константа Липшица неизвестна и её необходимо

оценивать в процессе оптимизации. Наконец, предложен и проанализирован новый алгоритм, где так-

же неизвестна константа Липшица, но изменена стратегия принятия решения для выбора следующей

точки вычисления.
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Обзор литературы

С быстрым развитием компьютерных технологий высокоточное моделирование стало незаме-

нимым инструментом в современных отраслевых приложениях, которое может эффективно сократить

бюджет проектирования и принести более высокие экономические выгоды [1], [2], [3], [4]. В то же время,

когда требования к точности постоянно возрастают, вычислительные затраты на анализ моделирова-

ния могут стать огромными, что вызовет трудности в разработке методов оптимизации [5], [6], [7],

[8]. Кроме того, многие реальные приложения, такие как управление, планирование, логистика, про-

ектирование структур и распознавание образов, включают в себя дискретную оптимизацию [9], [10],

[11] и времязатратный анализ моделирования [12]. Таким образом, дискретные и ресурсоемкие задачи

глобальной оптимизации являются сложными и в последние годы начинают привлекать все больше

внимания [13].

Для задач дискретной оптимизации алгоритм Branch and Bound (BB), который рекурсивно

делит множество решений и оценивает граничные значения, может найти оптимальную комбинацию

этих дискретных значений [14]. Например, процедуру этого алгоритма использовали для планирова-

ния нескольких проектов с ограниченными ресурсами [15], а его модификация применялась для выбо-

ра оптимальных подмножеств признаков в приложениях распознавания образов [16]. Однако данный

алгоритм является неподходящим для задач глобальной оптимизации, требующих больших вычисли-

тельных ресурсов, потому что он строит упрощенную задачу, глобальный оптимум которой должен

быть найден для определения нижней границы, из-за чего возникнет множество вызовов дорогостоя-

щих функций, особенно для мультимодальных задач.

Алгоритм Variable Neighborhood Search (VNS ) является эффективным инструментом для гло-

бальных задач комбинаторной оптимизации [17]. VNS может систематически исследовать возможные

соседние структуры для определения локальных оптимумов, а затем находить глобальный оптимум с

помощью возмущения. Алгоритм широко применяется в различных областях, таких как искусствен-

ный интеллект, кластерный анализ, планирование и т. д. [18], [19], [20]. VNS был в первую очередь

разработан для задач целочисленной оптимизации с ограничениями на блоки, но его нельзя напрямую

использовать для нелинейных задач с ограничениями.

Nonsmooth Optimization by Mesh Adaptive Direct Search (NOMAD) была разработана для задач

оптимизации, требующих больших вычислительных ресурсов, и задач оптимизации «черного ящика»

[21]. NOMAD — это метод оптимизации без производных, который применим для областей непре-

рывного, целочисленного и смешанного проектирования. Кроме того, NOMAD хорошо справляется

с задачами нелинейной оптимизации с ограничениями, что делает его пригодным для большинства

реальных приложений. Тем не менее, нет обширных численных исследований возможностей NOMAD

в решении задач оптимизации, требующих значительных вычислительных ресурсов. Стоит отметить,

что в актуальной на сегодняшний день литературе существует другой тип алгоритмов для решения

дискретных задач и задач глобальной оптимизации методом «черного ящика», а именно эволюционные

стратегии [22], [23], [24]. Как правило, алгоритмы, основанные на эволюции, вдохновлены каким-либо

природным явлением и могут генерировать популяцию в каждом цикле для случайного поиска в про-

ектном пространстве. С обновленной популяцией и многократной оценкой целевой функции можно

постепенно получать многообещающие решения.
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Большинство этих дискретных метаэвристических алгоритмов применялись в реальных при-

ложениях. Например, был предложен алгоритм роя дискретных частиц – Discrete Particle Swarm

Optimization (DPSO-PDM ) для обнаружения сообщества в сложной сети [25]. DPSO-PDM переопре-

деляет скорость и положение частиц и добавляет эволюционную операцию дискретизации, чтобы из-

бежать попадания в локальные оптимумы.

Для облегченного проектирования больших стальных рам под фактической нагрузкой был

разработан дискретный алгоритм, основанный на эхолокации летучих мышей [26]. В процессе оптими-

зации элементы рамы были выбраны из дискретного набора стальных профилей, чтобы сформировать

оптимальную конструкцию с учетом ограничений по прочности и перемещению.

Не так давно в работе [27] представили и сравнили два вдохновленных космологией алгоритма:

Improved Black Hole (IBH ) и Multiverse (IMV ), и применили их для дискретной оптимизации размеров

структур. Были использованы три типа корпусов, включая стальные каркасы, стальные рамы и желе-

зобетонные рамы, чтобы продемонстрировать их высокую эффективность. Хотя эти вышеприведенные

метаэвристические алгоритмы могут эффективно решать проблемы «черного ящика» и дискретной

глобальной оптимизации, они чрезмерно зависят от оценок функций, что может вызвать непосильную

вычислительную нагрузку для трудоемких моделей [28], [29].

Оптимизация с помощью суррогатных моделей (SAO) сыграла важную роль в инженерных

приложениях, основанных на имитационном моделировании, поскольку она довольно эффективна для

вычислительно ресурсоемких задач [30], [31], [32]. Методы суррогатного моделирования, такие как

Kriging [33], Radial Basis Functions [34], Polynomial Response Surface [35] могут эффективно органи-

зовать полученные данные для прогнозирования потенциальных решений, значительно уменьшая ко-

личество дорогостоящих оценок функций [36]. Однако большая часть существующей литературы по

данному вопросу делает акцент на методах непрерывной области проектирования и редко сосредота-

чивается на дискретных случаях.

Существует большое количество алгоритмов, основанных на различных эвристиках, которые

были введены для решения проблемы глобальной оптимизации, таких как генетические алгоритмы

[37], методы на основе моделей (например, Density Estimation или Discriminant Analysis [38]) или Байе-

совская оптимизация [39]. В данной работе мы сосредоточимся на подходе к глобальной оптимизации,

предполагая гладкость неизвестной функции. Этот подход основан на простом наблюдении, что во

многих приложениях система демонстрирует некоторую регулярность по отношению ко входным дан-

ным. В частности, использование константы Липшица, впервые предложенное в основополагающих

работах [40], [41], инициировало активное направление исследований и сыграло важную роль в разра-

ботке многих эффективных алгоритмов глобальной оптимизации, таких как DIRECT [42], Multilevel

Coordinate Search [43] или Simultaneous Optimistic Optimization [44]. Свойства сходимости методов гло-

бальной оптимизации были развиты в работах [45], [46] при предположениях о локальной гладкости,

но, насколько известно, такие свойства не рассматривались в случае, когда указана только глобальная

гладкость функции. Интересен также вопрос, насколько глобальные предположения о регулярности,

которые в некотором смысле покрывают локальные, могут улучшить сходимость последних.

В данной работе решаются следующие вопросы:

1. найти ограничения и наилучшую производительность, которые могут быть достигнуты любым
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алгоритмом над классом липшецевых функций;

2. разработать эффективный оптимальный алгоритм для этого класса задач.

Вклад текущей работы по отношению вышеупомянутых составляет следующие выкладки. Во-

первых, здесь представлен новый алгоритм глобальной оптимизации, который использует глобальную

гладкость функции и показывает хорошую производительность в тестах для оптимизации. Во-вторых,

показано, что данный алгоритм может достигать более высоких скоростей сходимости на глобаль-

но гладких задачах, чем ранее известные методы, которые используют только локальную гладкость

функции.
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Постановка задачи

Пусть X ⊂ R𝑑 – не пустое, компактное и выпуклое множество, и пусть 𝑓 : X→ R – неизвестная

функция, которая допускает максимум только во входной области X. Цель глобальной оптимизации

– найти такую точку 𝑥*, что

𝑥* ∈ argmax
𝑥∈X

𝑓(𝑥)

с минимальный количеством вычислений функции. Стандартный алгоритм включает в себя после-

довательную процедуру, которая начинается с вычисления функции 𝑓(𝑋1) в начальной точке 𝑋1, и

затем на каждом шаге 𝑡 ≥ 1 выбирается точка 𝑋𝑡+1 ∈ X, на основании предыдущих вычислений

(𝑋1, 𝑓(𝑋1)), . . . , (𝑋𝑡, 𝑓(𝑋𝑡)), в которой вычисляется значение неизвестной функции 𝑓(𝑋𝑡+1). После 𝑛

итераций алгоритм возвращает точку 𝑋�̂�𝑛
, где �̂�𝑛 ∈ arg min

𝑖=1...𝑛
𝑓(𝑋𝑖), которая имеет наибольшее значе-

ние 𝑓 . Эффективность алгоритма оценивается по разнице между глобальным максимумом функции и

наибольшим полученным значением 𝑓 :

max
𝑥∈X

𝑓(𝑥)− max
𝑖=1...𝑛

𝑓(𝑋𝑖).

В анализе, представленном в данной работе, учитывается, что количество точек 𝑛 не явля-

ется фиксированным, и что функция 𝑓 детерминирована. Более того, предположение о неизвестной

функции 𝑓 на протяжении всей работы состоит в том, что она имеет конечную константу Липшица:

∃𝑘 ≥ 0 : |𝑓(𝑥)− 𝑓(𝑥′)| ≤ 𝑘 · ‖𝑥− 𝑥′‖2, ∀(𝑥, 𝑥′) ∈ X2.

Прежде чем приступить к анализу, стоит отметить, что аналогичная постановка задачи изу-

чалась в работах [46] и [47], а также в [45] и [48] рассматривали зашумленные значения 𝑓 .
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1 Глобальная оптимизация липшицевых функций

Для каждого 𝑥 = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑑) ∈ R𝑑 введем следующие обозначения.

Стандартная 𝑙2-норма:

‖𝑥‖2 =

(︃
𝑑∑︁

𝑖=1

𝑥2
𝑖

)︃− 1
2

.

Шар с центром в точке 𝑥 и радиуса 𝑟 > 0:

𝐵(𝑥, 𝑟) =
{︀
𝑥′ ∈ R𝑑 : ‖𝑥− 𝑥′‖2 ≤ 𝑟

}︀
.

Для любого ограниченного множества X ⊂ R𝑑 определим его радиус

𝑟𝑎𝑑(X) = max {𝑟 > 0 : ∃𝑥 ∈ X|𝐵(𝑥, 𝑟) ⊆ X} ,

его диаметр

𝑑𝑖𝑎𝑚(X) = max
(𝑥,𝑥′)∈X2

‖𝑥− 𝑥′‖2,

а также его объем как 𝜇(X), где 𝜇(·) есть мера Лебега.

Вдобавок,

𝐿𝑖𝑝(𝑘) = {𝑓 : X→ R : ‖𝑓(𝑥)− 𝑓(𝑥′)‖ ≤ 𝑘 · ‖𝑥− 𝑥′‖2,∀(𝑥, 𝑥′) ∈ X2}

обозначает класс 𝑘-липшицевых функций, определенных на X, а⋃︁
𝑘≥0

𝐿𝑖𝑝(𝑘)

обозначает множество липшицевых непрерывных функций.

U(X) – равномерное распределение в ограниченной области X; B(𝑝) – распределение Бернулли

параметра 𝑝; I{·} – индикаторная функция, принимающая значения из {0, 1} и обозначение 𝑋 ∼ P

означает, что случайное значение 𝑋 имеет распределение P.

Чтобы разработать эффективные методы, сначала исследуем наилучшую производительность,

которая может быть достигнута любым алгоритмом в классе липшицевых функций. Поэтому сначала

опишем рассматриваемые здесь последовательные процедуры и соответствующее понятие согласован-

ности в смысле глобальной оптимизации.

Определение 1.1. Класс алгоритмов оптимизации 𝒜, который содержит все алгоритмы 𝐴 =

{𝐴𝑡}𝑡≥1, может быть описан следующим образом:

1. Распределение 𝐴1, принимающее значение из X и позволяющее сгенерировать первую точку

вычисления, то есть 𝑋1 ∼ 𝐴1;

2. Бесконечный набор параметрических распределений {𝐴𝑡}𝑡≥2, принимающих значения из X и

основанных на предыдущих вычислениях, определяют итерационный цикл, то есть

𝑋𝑡+1|𝑋1, . . . , 𝑋𝑡 ∼ 𝐴𝑡+1((𝑋1, 𝑓(𝑋1)), . . . , (𝑋𝑡, 𝑓(𝑋𝑡)))

Отметим, что данный класс алгоритмов также содержит детерминированные методы, в кото-

рых распределение {𝐴𝑡}𝑡≥1 вырождено.
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Определение 1.2. Алгоритм 𝐴 глобальной оптимизации называется согласованным на множестве

F вещественных функций, допускающих максимум во входной области тогда и только тогда, когда

∀𝑓 ∈ F, max
𝑖=1...𝑛

𝑓(𝑋𝑖)
𝑝−→ max

𝑥∈X
𝑓(𝑥),

где 𝑋1, . . . , 𝑋𝑛 обозначают последовательность 𝑛 точек последовательности, сгенерированной алго-

ритмом 𝐴 для функции 𝑓 .

Теперь исследуем минимальные условия, при которых согласованный метод достигает асимпто-

тической сходимости. Ожидается, что алгоритм глобальной оптимизации должен быть согласованным,

по крайней мере, для класса липшицевых функций, и следующий результат выявляет необходимое и

достаточное условие для этого случая.

Утверждение 1.1. Алгоритм 𝐴 глобальной оптимизации согласуется на множестве липшицевых

функций тогда и только тогда, когда

∀𝑓 ∈
⋃︁
𝑘≥0

𝐿𝑖𝑝(𝑘), sup
𝑥∈X

min
𝑖=1...𝑛

‖𝑋𝑖 − 𝑥‖2
𝑝−→ 0.

Доказательство. (Достаточность) Пусть 𝐴 – алгоритм глобальной оптимизации, для которого вы-

полняется сходимость из условия. Возьмем 𝜖 > 0, любую функцию 𝑓 ∈
⋃︀

𝑘≥0 𝐿𝑖𝑝(𝑘) и пусть X𝜖 = {𝑥 ∈

X : 𝑓(𝑥) ≥ max𝑥∈X 𝑓(𝑥)−𝜖} будет соответствующим набором линий уровня. Так как X𝜖 не пусто, тогда

обязательно существуют такой 𝑥𝜖 ∈ X и такой 𝑟𝜖 > 0, что 𝐵(𝑥𝜖, 𝑟𝜖) ∩ X ⊆ X𝜖. Таким образом, если

𝑋1, . . . , 𝑋𝑛 обозначают последовательность из 𝑛 точек, сгенерированная алгоритмом 𝐴 для функции

𝑓 , непосредственно получим из сходимости по вероятности следующее:

P
(︂
max
𝑥∈X

𝑓(𝑥)− max
𝑖=1...𝑛

𝑓(𝑋𝑖) > 𝜖

)︂
= P

(︃
𝑛⋂︁

𝑖=1

{𝑋𝑖 /∈ X𝜖}

)︃

≤ P

(︃
𝑛⋂︁

𝑖=1

{𝑋𝑖 /∈ 𝐵(𝑥𝜖, 𝑟𝜖)}

)︃
= P

(︁
min

𝑖=1...𝑛
‖𝑋𝑖 − 𝑥𝜖‖2 ≥ 𝑟𝜖

)︁
≤ P

(︂
sup
𝑥∈X

min
𝑖=1...𝑛

‖𝑋𝑖 − 𝑥‖2
)︂
−−−−→
𝑛→∞

0.

(Необходимость) Пусть 𝐴 – алгоритм глобальной оптимизации, согласующийся со множе-

ством липшицевых функций, и предположим, что существует некоторая функция 𝑓* ∈
⋃︀

𝑘≥0 𝐿𝑖𝑝(𝑘)

такая, что

sup
𝑥∈X

min
𝑖=1...𝑛

‖𝑥−𝑋𝑖‖2 ̸
𝑝−→ 0.

Доказательство необходимости проводится в 2 шага: на первом покажем, что существует шар 𝐵(𝑐*, 𝜖)

для некоторого 𝑐* ∈ X, в который почти никогда не попадет алгоритм, а на втором построим функцию

из множества липшицевых, которая допускает максимум в этом шаре.

Первый шаг. Пусть {𝑋𝑖}𝑖∈N – последовательность наблюдений, сгенерированная алгоритмом

𝐴 для функции 𝑓 . Сначала рассмотрим, что для любого 𝜖 > 0 ряд 𝑛 ∈ N ↦−→ P(sup
𝑥∈X

min
𝑖=1...𝑛

‖𝑥−𝑋𝑖‖2 > 𝜖)

не возрастает и, согласно условию, подразумевается, что

∃𝜖1, 𝜖2 > 0 : ∀𝑛 ∈ N, P
(︂
sup
𝑥∈X

min
𝑖=1...𝑛

‖𝑥−𝑋𝑖‖2 > 𝜖1

)︂
> 𝜖2. (*)
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Рассмотрим теперь последовательность 𝑐1, . . . , 𝑐𝑁1 , 𝑁1 = 𝒩𝜖1(X) точек из X, определенных

𝜖1-уровнем, и предположим, что

∀𝑐 ∈ {𝑐1, . . . , 𝑐𝑁1
},∃𝑛𝑐 ∈ N : P

(︃
𝑛𝑐⋂︁
𝑖=1

{𝑋𝑖 /∈ 𝐵(𝑐, 𝜖1) ∪X}

)︃
≤ 𝜖2

2𝑁1

или если 𝑁2 = max
𝑐∈{𝑐1,...,𝑐𝑁1}

𝑛𝑐:

∀𝑐 ∈ {𝑐1, . . . , 𝑐𝑁1
}, P

(︃
𝑁2⋂︁
𝑖=1

{𝑋𝑖 /∈ 𝐵(𝑐, 𝜖) ∩X}

)︃
≤ 𝜖2

2𝑁1
.

Однако, так как 𝑐1, . . . , 𝑐𝑁1 определяют 𝜖1-уровень X, то это означает следующее:

P
(︂
sup
𝑥∈X

min
𝑖=1...𝑁2

‖𝑥−𝑋𝑖‖2 ≤ 𝜖1

)︂
≥ P

⎛⎝𝑁1⋂︁
𝑗=1

𝑁2⋃︁
𝑖=1

{𝑋𝑖 ∈ 𝐵(𝑐𝑗 , 𝜖1) ∩X}

⎞⎠
= 1− P

⎛⎝𝑁1⋃︁
𝑗=1

𝑁2⋂︁
𝑖=1

{𝑋𝑖 /∈ 𝐵(𝑐𝑗 , 𝜖1) ∩X}

⎞⎠
≥ 1−

𝑁1∑︁
𝑗=1

P

(︃
𝑁2⋂︁
𝑖=1

{𝑋𝑖 /∈ 𝐵(𝑐𝑗 , 𝜖) ∩X}

)︃

≥ 1−𝑁1 ×
𝜖2
2𝑁1

= 1− 𝜖2
2

что противоречит условию (*). Следовательно, имеем

∃𝑐* ∈ {𝑐1, . . . , 𝑐𝑁𝜖
} : ∀𝑛 ∈ N, P

(︃
𝑛⋂︁

𝑖=1

{𝑋𝑖 /∈ 𝐵(𝑐*, 𝜖1) ∩X}

)︃
≥ 𝜖2

2𝑁1

Второй шаг. Основываясь на центре 𝑐* ∈ X, можно представить функцию 𝑓 : X ↦−→ R,

определенную для всех 𝑥 ∈ X, следующим образом:

𝑓(𝑥) =

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑓*(𝑥) + 3

(︁
1− ‖𝑐*−𝑥‖2

𝜖1

)︁
×
(︂
max
𝑥∈X

𝑓*(𝑥)−min
𝑥∈X

𝑓*(𝑥)

)︂
, если 𝑥 ∈ 𝐵(𝑐*, 𝜖1)

𝑓*(𝑥), иначе,

которая является липшицевой и имеет максимум в шаре 𝐵(𝑐*, 𝜖1). Однако, так как 𝑓 и 𝑓* могут не

отличаться в области X/𝐵(𝑐*, 𝜖1), для 𝑛 ∈ N имеем:

P
(︂
max
𝑥∈X

𝑓(𝑥)− max
𝑖=1...𝑛

𝑓(𝑋 ′
𝑖) > max

𝑥∈X
𝑓(𝑥)

)︂
≥ P

(︃
𝑛⋂︁

𝑖=1

{𝑋 ′
𝑖 /∈ 𝐵(𝑐, 𝜖2) ∩X}

)︃

= P

(︃
𝑛⋂︁

𝑖=1

{𝑋𝑖 /∈ 𝐵(𝑐, 𝜖2) ∩X}

)︃
≥ 𝜖2

2𝑁1
> 0,

где 𝑋 ′
1, . . . , 𝑋

′
𝑛 обозначает последовательность точек вычислений, сгенерированная алгоритмом 𝐴 для

функции 𝑓 .
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Таким образом, данный вывод показывает, что существует такая функция 𝑓 ∈
⋃︀

𝑘≥0 𝐿𝑖𝑝(𝑘),

что для нее не выполняется сходимость:

max
𝑖=1...𝑛

𝑓(𝑋 ′
𝑖) ̸

𝑝−→ max
𝑥∈X

𝑓(𝑥).

Однако это противоречит определению 1.2 согласованности алгоритма на множестве липшицевых

функций. Следовательно, условие

sup
𝑥∈X

min
𝑖=1...𝑛

‖𝑋𝑖 − 𝑥‖2
𝑝−→ 0,∀𝑓 ∈

⋃︁
𝑘≥0

𝐿𝑖𝑝(𝑘)

является необходимым.

Далее, исследуем наилучшую производительность, которая может быть достигнута любым ал-

горитмом с конечным числом вычислений функции. Начнем с утверждения о том, что любой алгоритм

может в любое время понести сколь угодно большие потери по классу липшицевых функций.

Утверждение 1.2. Рассмотрим алгоритм глобальной оптимизации 𝐴. Для произвольной констан-

ты 𝐶 > 0, любого 𝑛 ∈ N и 𝛿 ∈ (0, 1), существует функция 𝑓 ∈
⋃︀

𝑘≥0 𝐿𝑖𝑝(𝑘), зависящая только от

(𝐴,𝐶, 𝑛, 𝛿), для которой с вероятностью не меньшей 1− 𝛿 имеем

𝐶 ≤ max
𝑥∈X

𝑓(𝑥)− max
𝑖=1...𝑛

𝑓(𝑋𝑖).

Доказательство. Данное доказательство основано на аргументах доказательства Теоремы 1 из [49].

Выберем любой алгоритм 𝐴 ∈ 𝒜 и константу 𝐶 > 0, зафиксируем 𝑛 ∈ N и 𝛿 ∈ (0, 1) и установим

𝑛𝛿 = ⌈(𝑛/𝛿)1/𝑑⌉. По определению радиуса 𝑟𝑎𝑑(X) знаем, что существует некоторая точка 𝑥 ∈ X та-

кая, что 𝑥 + [0, 2𝑟𝑎𝑑(X)/
√
𝑑]𝑑 ⊆ X. Тогда можно определить для всех 𝐼 ∈ {1, . . . , 𝑛𝛿}𝑑 центры 𝑐𝐼

гиперкубов 𝐻𝐼 , у которых стороны равны 𝐷 = 2𝑟𝑎𝑑(X)/(
√
𝑑𝑁𝛿) и которые покрывают X, то есть⋃︀

𝐼 𝐻𝐼 = 𝑥+ [0, 2𝑟𝑎𝑑(X)/
√
𝑑]𝑑 ⊆ X. Теперь пусть 𝑋1, . . . , 𝑋𝑛 есть последовательность 𝑛 точек вычисле-

ний, сгенерированная алгоритмом 𝐴 для константной функции 𝑓0 : 𝑥 ∈ X ↦→ 0 и определим для всех 𝐼

событие

𝐸𝐼 =

𝑛⋂︁
𝑖=1

{𝑋𝑖 /∈ 𝐼𝑛𝑡(𝐻𝐼)}.

Так как внутренние части 𝑁𝑑
𝛿 гиперкубов не пересекаются, то из этого следует

𝑁𝑑
𝛿 ×max

𝐼
P(𝐸𝐼) ≥

∑︁
𝐼

P(𝐸𝐼) = E

[︃∑︁
𝐼

I{𝐸𝐼}

]︃
≥ 𝑁𝑑

𝛿 − 𝑛

Следовательно, существует 𝐼*, зависящее только от 𝐴, которое максимизирует вероятность

выше:

P(𝐸𝐼*) ≥
𝑁𝑛

𝛿 − 𝑛

𝑁𝑛
𝛿

= 1− 𝑛

⌈(𝑛/𝛿)1/𝑑⌉𝑑
≥ 1− 𝛿

Теперь, используя центр 𝑐𝐼* гиперкуба 𝐻𝐼* , можем представить функцию 𝑓 ∈
⋃︀

𝑘≥0 𝐿𝑖𝑝(𝑘),

определенную для всех 𝑥 ∈ X, следующим образом

𝑓(𝑥) =

⎧⎪⎨⎪⎩𝐶 × (1− 2‖𝑐𝐼* − 𝑥‖2/𝐷), если ‖𝑐𝐼* − 𝑥‖2 ≤ 𝐷/2

0, иначе.
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Однако, так как функции 𝑓 и 𝑓0 могут различаться в пространстве X/𝐻𝐼* , тогда имеем:

P
(︂
max
𝑥∈X

𝑓(𝑥)− max
𝑖=1...𝑛

𝑓(𝑋 ′
𝑖) ≥ 𝐶

)︂
≥ P

(︃
𝑛⋂︁

𝑖=1

{𝑋 ′
𝑖 /∈ 𝐼𝑛𝑡(𝐻𝐼*)}

)︃
= P(𝐸𝐼*) ≥ 1− 𝛿,

где 𝑋 ′
1, . . . , 𝑋

′
𝑛 обозначает последовательность точек вычисления, сгенерированная алгоритмом 𝐴 для

функции 𝑓 . Полученное выражение доказывает справедливость изначального утверждения.

Этот результат может быть не слишком удивительным, поскольку класс липшицевых функций

включает функции с конечными, но сколь угодно большими вариациями. При рассмотрении подкласса

функций с фиксированной константой Липшица появляется возможность получить оценки за конечное

время на минимаксную скорость сходимости.

Следующее утверждение показывает сходимость метода случайного поиска, которое будет по-

лезным для дальнейших рассуждений.

Утверждение 1.3. Пусть X ⊂ R𝑑 непустое, компактное и выпуклое множество и пусть 𝑓 ∈ 𝐿𝑖𝑝(𝑘)

будет 𝑘-липшицевой функцией, определенной на множестве X для некоторого 𝑘 ≥ 0. Тогда для любого

𝑛 ∈ N и любой 𝛿 ∈ (0, 1) имеем с вероятностью по крайней мере 1− 𝛿 следующее неравенство:

max
𝑥∈X

𝑓(𝑥)− max
𝑖=1...𝑛

𝑓(𝑋𝑖) ≤ 𝑘 · 𝑑𝑖𝑎𝑚(X) ·
(︂
𝑙𝑛(1/𝛿)

𝑛

)︂(1/𝑑)

,

где 𝑋1, . . . , 𝑋𝑛 обозначают последовательность 𝑛 независимых случайных величин из равномерного

распределения (𝑋 ∼ U(X)).

Доказательство. Выберем любой 𝑛 ∈ N и любую 𝛿 ∈ (0, 1), и пусть 𝜖 = 𝑘 · 𝑑𝑖𝑎𝑚(X) · (𝑙𝑛(1/𝛿)/𝑛)1/𝑑

есть значение верхней границы и X𝜖 = {𝑥 ∈ X : 𝑓(𝑥) ≥ max
𝑥∈X

𝑓(𝑥)− 𝜖} соответствующая линия уровня.

Поскольку утверждение тривиально при 𝑛 ≤ 𝑙𝑛(1/𝛿), рассмотрим 𝑛 > 𝑙𝑛(1/𝛿). Заметим теперь, что так

как 𝑓 ∈ 𝐿𝑖𝑝(𝑘), то для любого 𝑥* ∈ argmax
𝑥∈X

имеем X∩𝐵(𝑥*, 𝜖/𝑘) ⊆ X𝜖 и |𝑓(𝑥)−𝑓(𝑥*)| ≤ 𝑘 ·‖𝑥−𝑥*‖2 = 𝜖

для любого 𝑥 ∈ 𝐵(𝑥*, 𝜖/𝑘) ∩X. Таким образом, выбрав любой 𝑥* ∈ argmax
𝑥∈X

𝑓(𝑥), получаем:

P
(︂

max
𝑖=1...𝑛

𝑓(𝑋𝑖) ≥ max
𝑥∈X

𝑓(𝑥)− 𝜖

)︂
= P

(︃
𝑛⋃︁

𝑖=1

{𝑋𝑖 ∈ X𝜖}

)︃
= 1− P (𝑋1 /∈ X𝜖)

≥ 1− P (𝑋1 /∈ X ∩𝐵(𝑥*, 𝜖/𝑘))
𝑛

= 1−

(︃
1−

(︂
𝜇(X ∩𝐵(𝑥*, 𝜖/𝑘))

𝜇(X)

)︂𝑑
)︃𝑛

≥ 1−

(︃
1−

(︂
𝜖

𝑘 · 𝑑𝑖𝑎𝑚(X)

)︂𝑑
)︃𝑛

= 1−
(︂
1− 𝑙𝑛(1/𝛿)

𝑛

)︂𝑛

≥ 1− 𝛿.

Утверждение 1.4 (Адаптированно из [49]). Для любой константы Липшица 𝑘 ≥ 0 и любого 𝑛 ∈ N

справедливо следующее неравенство:

𝑐1 · 𝑘 · 𝑛− 1
𝑑 ≤ inf

𝐴∈𝒜
sup

𝑓∈𝐿𝑖𝑝(𝑘)

E
[︂
max
𝑥∈X

𝑓(𝑥)− max
𝑖=1...𝑛

𝑓(𝑋𝑖)

]︂
≤ 𝑐2 · 𝑘 · 𝑛− 1

𝑑 ,
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где 𝑐1 = 𝑟𝑎𝑑(X)/(8
√
𝑑), 𝑐2 = 𝑑𝑖𝑎𝑚(X) × 𝑑! и математическое ожидание принимает последователь-

ность 𝑋1, . . . , 𝑋𝑛 точек вычислений, сгенерированная алгоритмом 𝐴 для функции 𝑓 .

Доказательство. (Нижняя граница). Возьмем любое число 𝑛 ∈ N и пусть имеется величина 𝐷 =

2𝑟𝑎𝑑(X)/(
√
𝑑⌈(2𝑛)1/𝑑⌉). Можно легко показать, воспроизведя шаги из Утверждения 1.2 и приняв 𝛿

равной 1/2, что для любого алгоритма глобальной оптимизации 𝐴 существует функция 𝑓𝐴 ∈ 𝐿𝑖𝑝(𝑘),

определенная как

𝑓𝐴(𝑥) =

⎧⎪⎨⎪⎩𝑘𝐷
2 − 𝑘 · ‖𝑐𝐴 − 𝑥‖2, если ‖𝑐𝐴 − 𝑥‖2 ≤ 𝐷/2

0, иначе

для некоторого центра 𝑐𝐴 ∈ X, зависящего только от выбора алгоритма, для которого имеем:

P
(︂
max
𝑥∈X

𝑓𝐴(𝑥)− max
𝑖=1...𝑛

𝑓𝐴(𝑋𝑖) ≥ 𝑘 · 𝐷
2

)︂
≥ 1

2
,

где 𝑋1, . . . , 𝑋𝑛 есть последовательность точек вычисления, сгенерированная алгоритмом 𝐴 для функ-

ции 𝑓𝐴. Поэтому, используя определение точной верхней границы и неравенство Маркова, имеем, что

для любого 𝐴 ∈ 𝒜

sup
𝑓∈𝐿𝑖𝑝(𝑘)

E
[︂
max
𝑥∈X

𝑓(𝑥)− max
𝑖=1...𝑛

𝑓(𝑋𝑖)

]︂
≥ E

[︂
max
𝑥∈X

𝑓𝐴(𝑥)− max
𝑖=1...𝑛

𝑓𝐴(𝑋𝑖)

]︂
≥ 𝑘𝐷

2
× P

(︂
max
𝑥∈X

𝑓𝐴(𝑥)− max
𝑖=1...𝑛

𝑓𝐴(𝑋𝑖) ≥ 𝑘 · 𝐷
2

)︂
≥ 𝑘 · 𝑟𝑎𝑑(X)

8
√
𝑑
· 𝑛− 1

𝑑 .

Поскольку данное неравенство справедливо для любого алгоритма 𝐴, доказательство суще-

ствования нижней границы завершено.

(Верхняя граница). Последовательно используя следующие факты:

1. точная нижняя граница минимаксных потерь, понесенных всеми алгоритмами, есть оценка верх-

ней границы потерь алгоритма случайного поиска;

2. для любой случайной положительной величины выполняется:

E [𝑋] =

∞∫︁
𝑡=0

P(𝑋 ≥ 𝑡)𝑑𝑡;

3. Утверждение 1.3,

а также, введя переменную 𝑢 = 𝑛(𝑡/𝑑𝑖𝑎𝑚(X))1/𝑑, получаем:

inf
𝐴∈𝒜

sup
𝑓∈𝐿𝑖𝑝(𝑘)

E
[︂
max
𝑥∈X

𝑓(𝑥)− max
𝑖=1...𝑛

𝑓(𝑋𝑖)

]︂
≤ sup

𝑓∈𝐿𝑖𝑝(𝑘)

E
[︂
max
𝑥∈X

𝑓(𝑥)− max
𝑖=1...𝑛

𝑓(𝑋 ′
𝑖)

]︂

≤
∞∫︁
0

𝑒𝑥𝑝
{︁
−𝑛(𝑡/𝑘 · 𝑑𝑖𝑎𝑚(X))1/𝑑

}︁
𝑑𝑡

= 𝑘 · 𝑑𝑖𝑎𝑚(X) · 𝑛−𝑑 · 𝑑 ·
∞∫︁
0

𝑢𝑑−1𝑒−𝑢𝑑𝑢

= 𝑘 · 𝑑𝑖𝑎𝑚(X) · 𝑛−𝑑 · 𝑑 · Γ(𝑑),
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где 𝑋 ′
1, . . . , 𝑋

′
𝑛 обозначают последовательность 𝑛 независимых наблюдений из нормального распре-

деления, и Γ(·) есть гамма-функция. Вспоминая, что Γ(𝑑) = (𝑑 − 1)! для любого 𝑑 ∈ N, завершаем

доказательство.

Данная минимаксная скорость сходимости порядка Θ(𝑛−1/𝑑) все ещё может быть достигнута

любым методом с оптимальной скоростью покрытия порядка 𝑂(𝑛−1/𝑑). Поскольку

E
[︂
max
𝑥∈X

𝑓(𝑥)− max
𝑖=1...𝑛

𝑓(𝑋𝑖)

]︂
≤ 𝑘 × E

[︂
sup
𝑥∈X

min
𝑖=1...𝑛

‖𝑥−𝑋𝑖‖2
]︂

для любой 𝑓 ∈ 𝐿𝑖𝑝(𝑘), то оптимальная скорость покрытия обязательно повлечет за собой минимаксную

эффективность. Однако, как видно из доказательства Утверждения 1.4, функции, построенные для

доказательства предельной оценки, представляют собой всплески, которые почти постоянны всюду и

не предоставляют большой интерес с практической точки зрения.

Данные теоретические знания позволяют далее спроектировать и проанализировать следую-

щие алгоритмы:

1. Алгоритм с фиксированной константой Липшица 𝑘 ≥ 0, который обеспечивает минимаксную

эффективность, а также предоставляет экспоненциально убывающую скорость схождения для

большого подмножества функций;

2. Алгоритм, который не требует знаний константы Липшица и обеспечивает производительность,

сравнимую с алгоритмом, где эта константа известна;

3. Алгоритм с неизвестной константой, но сходящийся значительно быстрее.
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2 Оптимизация с фиксированной константой Липшица

В данном разделе рассматривается проблема оптимизации неизвестной функции 𝑓 , для которой из-

вестно 𝑓 ∈ 𝐿𝑖𝑝(𝑘) и дана константа 𝑘 ≥ 0.

2.1 Алгоритм

Входными данными алгоритма LIPO [50] являются число 𝑛 вычислений неизвестной функции, кон-

станта Липшица 𝑘 ≥ 0, область определения X и сама неизвестная функция 𝑓 ∈ 𝐿𝑖𝑝(𝑘). На каждой

итерации 𝑡 ≥ 1 выбирается случайная величина 𝑋𝑡+1 из равномерного распределения из области опре-

деления X, и алгоритм решает, вычислять значение функции в этой точки или нет. В самом деле, он

вычисляет значение в точке 𝑋𝑡+1 тогда и только тогда, когда значение верхней границы возможных

значений, вычисленное в этой точке и оценено на основе предыдущих значений, по крайней мере, не

ниже значения наилучшей наблюдаемой оценки max
𝑖=1...𝑡

𝑓(𝑋𝑖), то есть:

𝑈𝐵 : 𝑥→ min
𝑖=1...𝑡

𝑓(𝑋𝑖) + 𝑘 · ‖𝑥−𝑋𝑖‖2

Псевдокод алгоритма представлен ниже.

Algorithm 1 𝐿𝐼𝑃𝑂(𝑛, 𝑘,X, 𝑓)

1. Initialization:

Let 𝑋1 ∼ U(X)

Evaluate 𝑓(𝑋1), 𝑡← 1

2. Iterations:

while 𝑡 < 𝑛 do

Let 𝑋𝑡+1 ∼ U(X)

if min
𝑖=1...𝑡

(𝑓(𝑋𝑖) + 𝑘 · ‖𝑋𝑡+1 −𝑋𝑖‖2) ≥ max
𝑖=1...𝑡

𝑓(𝑋𝑖) then

Evaluate 𝑓(𝑋𝑡+1), 𝑡← 𝑡+ 1

end if

end while

3. Output:

Return 𝑋�̂�𝑛
, where �̂�𝑛 ∈ arg max

𝑖=1...𝑛
𝑓(𝑋𝑖)

Более формально, механизм, лежащий в основе правила принятия решений, можно объяснить

с помощью активного подмножества согласованных функций, которые рассматривались при активном

обучении ([51] или [52]).

Определение 2.1. Активное подмножество 𝑘-липшицевых функций, согласующееся с неизвестной

функцией 𝑓 и выборкой (𝑋1, 𝑓(𝑋1)), . . . , (𝑋𝑡, 𝑓(𝑋𝑡)) для 𝑡 ≥ 1, определяется как

ℱ𝑘,𝑡 := {𝑔 ∈ 𝐿𝑖𝑝(𝑘) : ∀𝑖 ∈ {1 . . . 𝑡}, 𝑔(𝑋𝑖) = 𝑓(𝑋𝑖)}

Действительно, из этого определения можно восстановить подмножество точек, которые могут

фактически максимизировать целевую функцию 𝑓 .
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Определение 2.2. Используя те же обозначения из Определения 2.1, обозначим подмножество

потенциальных точек максимума, оцененных для любой выборки 𝑡 ≥ 1 вычислений с константой

𝑘 ≥ 0, следующим образом:

X𝑘,𝑡 :=

{︂
𝑥 ∈ X : ∃𝑔 ∈ ℱ𝑘,𝑡|𝑥 ∈ argmax

𝑥∈X
𝑔(𝑥)

}︂
.

Теперь можно установить эквивалентность с правилом принятия решения алгоритма LIPO

Лемма 1. Если X𝑘,𝑡 определяет множество потенциальных точек максимума (из Определения 2.2),

то имеет место следующее соответствие:

𝑥 ∈ X𝑘,𝑡 ⇔ min
𝑖=1...𝑡

𝑓(𝑋𝑖) + 𝑘 · ‖𝑥−𝑋𝑖‖2 ≥ max
𝑖=1...𝑡

𝑓(𝑋𝑖).

Доказательство. Доказательство необходимости является следствием Определения 2.2. Замечая, что

функция

𝑓 : 𝑥 ↦→ min( max
𝑖=1...𝑡

𝑓(𝑋𝑖), min
𝑖=1...𝑡

𝑓(𝑋𝑖) + 𝑘 · ‖𝑥−𝑋𝑖‖2)

принадлежит ℱ𝑘,𝑡 и что

argmax
𝑥∈X

𝑓(𝑥) =
{︁
𝑥 ∈ X : min

𝑖=1...𝑡
𝑓(𝑋𝑖) + 𝑘 · ‖𝑥−𝑋𝑖‖2 ≥ max

𝑖=1...𝑡
𝑓(𝑋𝑖)

}︁
,

получаем доказательство достаточности.

Из Леммы 1 следует, что алгоритм оценивает функцию только в точках, которые ещё могут

быть точками максимума неизвестной функции.

Замечание 1. Вполне вероятно, что алгоритм LIPO может быть распространён на условия с за-

шумлёнными значениями функции, адаптировав идеи, развитые в [51] и [52]. Точнее, когда рассмат-

ривается выборка (𝑋1, 𝑌1), . . . , (𝑋𝑛, 𝑌𝑛), 𝑛 ≥ 1 зашумлённых значений, где 𝑌𝑖 = 𝑓𝑋𝑖+𝜎𝜖𝑖 и 𝜖𝑖 ∼ 𝒩 (0, 1),

у которых эмпирическая среднеквадратичная ошибка

𝑅𝑛(𝑓) :=
1

𝑛

𝑛∑︁
𝑖=1

(𝑓(𝑋𝑖)− 𝑌𝑖)
2 =

𝜎2

𝑛

𝑛∑︁
𝑖=1

𝜖2𝑖 ,

вычисленная для 𝑓 , распределена по закону 𝜒2, тогда существует возможный подход, состоящий в

использовании ослабленной версии активного подмножества из Определения 2.1

ℱ𝑘,𝛿,𝑡 :=

{︂
𝑔 ∈ 𝐿𝑖𝑝(𝑘) : 𝑅𝑛(𝑔) ≤

𝜎2

𝑛
· 𝜒2

1−𝛿,𝑛

}︂
,

где 𝜒2
1−𝛿,𝑛 обозначает распределение 𝜒2 с квантилем 1− 𝛿 и с 𝑛 степенями свободы.

Замечание 2. Важно отметить, что предложенная схема оптимизации может быть легко рас-

ширена на большее число классов глобально и локально гладких функций путём небольшого изменения

правила принятия решения. Например, пусть

ℱ𝑙 = {𝑓 : X→ R|𝑥* уникально и ∀𝑥 ∈ X, 𝑓(𝑥*)− 𝑓(𝑥) ≤ 𝑙(𝑥*, 𝑥)}

определяет множество функций, которые являются локально гладкими около их максимумов по

отношению к данной метрике 𝑙 : X × X → R+, тогда из прямого вывода Леммы 1 следует, что

правило принятия решений в точке 𝑋𝑡+1 будет просто заключаться в проверке условия

max
𝑖=1...𝑡

𝑓(𝑋𝑖) ≤ min
𝑖=1...𝑡

𝑓(𝑋𝑖) + 𝑙(𝑋𝑡+1, 𝑋𝑖).

Однако, поскольку целью данной работы является построение быстрого алгоритма для липшицевых

функций, приведём результаты сходимости только для указанного варианта алгоритма.
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2.2 Анализ сходимости

Начнём с приведения свойства согласованности алгоритма

Утверждение 2.1. Рассмотрим алгоритм LIPO с фиксированной константой 𝑘 ≥ 0. Для 𝑓 ∈ 𝐿𝑖𝑝(𝑘)

и 𝑛 ∈ N имеем, что ∀𝑦 ∈ R,

P
(︁
max
𝑖=1...𝑛

𝑓(𝑋𝑖) ≥ 𝑦
)︁
≥ P

(︁
max
𝑖=1...𝑛

𝑓(𝑋 ′
𝑖) ≥ 𝑦

)︁
,

где 𝑋1, . . . , 𝑋𝑛 есть последовать 𝑛 точек, сгенерированных алгоритмом LIPO и 𝑋 ′
1, . . . , 𝑋

′
𝑛 – после-

довательность из 𝑛 независимых, равномерно распределенных величин из X.

Доказательство данного утверждения приводится в [53]. Основываясь на данном результате,

можно легко получить за конечное время первую оценку разности между значением истинного мак-

симума и его аппроксимацией.

Утверждение 2.2. Для любой константы Липшица 𝑘 ≥ 0, алгоритм LIPO с параметром 𝑘 согла-

суется на множестве 𝑘-липшицевых функций, то есть

∀𝑓 ∈ 𝐿𝑖𝑝(𝑘), max
𝑖=1...𝑛

𝑓(𝑋𝑖)
𝑝−→ max

𝑥∈X
𝑓(𝑥).

Доказательство. Для любой функции 𝑓 ∈ 𝐿𝑖𝑝(𝑘) выберем 𝑛 ∈ N, 𝜖 > 0 и пусть

X𝜖 =

{︂
𝑥 ∈ X : 𝑓(𝑥) ≥ max

𝑥∈X
𝑓(𝑥)− 𝜖

}︂
соответствующая линия уровня. Обозначая 𝑋 ′

1, . . . , 𝑋
′
𝑛 последовательность 𝑛 случайных равномерно

распределенных величин из X и замечая, что 𝜇(X𝜖) > 0, получаем из Утверждения 2.1:

P
(︂
max
𝑥∈X

𝑓(𝑥)− max
𝑖=1...𝑛

𝑓(𝑋𝑖) > 𝜖

)︂
≤ P

(︂
max
𝑥∈X

𝑓(𝑥)− max
𝑖=1...𝑛

𝑓(𝑋 ′
𝑖) > 𝜖

)︂
= P

(︃
𝑛⋂︁

𝑖=1

{𝑋 ′
𝑖 /∈ X𝜖}

)︃

≤
(︂
1− 𝜇(X𝜖)

𝜇(X)

)︂𝑛

−−−−→
𝑛→∞

0.

Следующие результаты показывают, что значение наивысшей оценки, наблюдаемой алгорит-

мом, всегда не ниже значения случайного поиска.

Следствие 1 (Верхняя граница). Для любой функции 𝑓 ∈ 𝐿𝑖𝑝(𝑘), любого 𝑛 ∈ N и 𝛿 ∈ (0, 1) имеем

верхнюю границу (по крайней мере, с вероятностью 1− 𝛿):

max
𝑥∈X

𝑓(𝑥)− max
𝑖=1...𝑛

𝑓(𝑋𝑖) ≤ 𝑘 · 𝑑𝑖𝑎𝑚(X) ·
(︂
𝑙𝑛(1/𝛿)

𝑛

)︂1/𝑑

.

Данное следствие является обобщением из Утверждений 2.1 и 1.3. Это верхняя граница, пока-

зывающая минимаксную оптимальность данного алгоритма, однако не показывает какого-либо улуч-

шения по сравнению со случайным поиском, и её нельзя значительно улучшить без каких-либо допол-

нительных предположений, как показано ниже.
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Утверждение 2.3 (Нижняя граница). Для любого 𝑛 ∈ N и 𝛿 ∈ (0, 1) существует функция 𝑓 ∈ 𝐿𝑖𝑝(𝑘),

зависящая только от 𝑛 и 𝛿, для которой с вероятностью 1− 𝛿 имеем:

𝑘 · 𝑟𝑎𝑑(X) ·
(︂
𝛿

𝑛

)︂ 1
𝑑

≤ max
𝑥∈X

𝑓(𝑥)− max
𝑖=1...𝑛

𝑓(𝑋𝑖).

Доказательство. Положим 𝛿 ∈ (0, 1), 𝑛 ∈ N и пусть 𝑟𝛿,𝑛 = 𝑟𝑎𝑑(X)(𝛿/𝑛)1/𝑑 будет значение нижней

границы, деленное на 𝑘. Так как 𝑟𝑎𝑑(X) > 0, то обязательно существует точка 𝑥* ∈ X такая, что

𝐵(𝑥*, 𝑟𝑎𝑑(X)) ⊆ X. На основе этой точки, можно представить функцию 𝑓 ∈ 𝐿𝑖𝑝(𝑘), определенную для

всех 𝑥 ∈ X, следующим образом:

𝑓 =

⎧⎪⎨⎪⎩𝑘 · 𝑟𝛿,𝑛 − 𝑘 · ‖𝑥− 𝑥*‖2, если 𝑥 ∈ 𝐵(𝑥*, 𝑟𝛿,𝑛)

0, иначе.

Обозначая теперь 𝑋1, . . . , 𝑋𝑛 ∼ U(X) последовательность 𝑛 точек вычисления, сгенерирован-

ная алгоритмом LIPO с параметром 𝑘 для функции 𝑓 , имеем

P
(︂
max
𝑥∈X

𝑓(𝑥)− max
𝑖=1...𝑛

𝑓(𝑋𝑖) ≥ 𝑘 · 𝑟𝛿,𝑛
)︂
≥ P

(︃
𝑛⋂︁

𝑖=1

{𝑋𝑖 /∈ 𝐵(𝑥*, 𝑟𝛿,𝑛)}

)︃
= [P (𝑋1 /∈ 𝐵(𝑥*, 𝑟𝛿,𝑛))×

𝑛−1∏︁
𝑖=1

P

(︃
𝑋𝑖+1 /∈ 𝐵(𝑥*, 𝑟𝛿,𝑛)|

𝑖⋂︁
𝑡=1

{𝑋𝑡 /∈ 𝐵(𝑥*, 𝑟𝛿,𝑛)}

)︃]︃

=

(︂
1− 𝜇(𝐵(𝑥*, 𝑟𝛿,𝑛)) ∩X

𝜇(X)

)︂𝑛

≥

(︃
1−

(︂
𝑟𝛿,𝑛

𝑟𝑎𝑑(X)

)︂𝑑
)︃𝑛

=

(︂
1− 𝛿

𝑛

)︂𝑛

≥ 1− 𝛿

Таким образом, в данном разделе был описан алгоритм LIPO, а также установлена сходимость

этого алгоритма.
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3 Оптимизация с неизвестной константой Липшица

В данном разделе рассматривается проблема оптимизации любой неизвестной функции 𝑓 в классе⋃︀
𝑘≥0

𝐿𝑖𝑝(𝑘)

3.1 Алгоритм

Алгоритм AdaLIPO [50] является расширением LIPO, которое включает оценку константы Липшица

и принимает в качестве входных данных параметр 𝑝 ∈ (0, 1) и неубывающую последовательность кон-

стант Липшица 𝑘𝑖∈Z, которая определяет сетку R+ (то есть ∀𝑥 > 0,∃𝑖 ∈ Z : 𝑘𝑖 ≤ 𝑥 ≤ 𝑘𝑖+1). Алгоритм

инициализируется константой Липшица 𝑘1 равной 0 и случайным образом чередуется между двумя

отдельными фазами: поиск и эксплуатация. Так, на шаге 𝑡 < 𝑛 выбирается случайная величина из

распределения Бернулли 𝐵𝑡+1 с параметром 𝑝, которая определяет фазу алгоритма. Если 𝐵𝑡+1 = 1,

то алгоритм исследует пространство, оценивая функцию в случайной точке из равномерного распре-

деления. В противном случае, если 𝐵𝑡+1 = 0, то алгоритм использует предыдущие оценки, выполняя

итерацию алгоритма LIPO с наименьшей константой Липшица последовательности 𝑘𝑡, связанной с

подмножеством липшицевых функций, которое, вероятно, содержит 𝑓 . После выполнения итерации

оценка константы Липшица обновляется.

Algorithm 2 𝐴𝑑𝑎𝐿𝐼𝑃𝑂(𝑛, 𝑝, 𝑘𝑖∈Z,X, 𝑓)

1. Initialization:

Let 𝑋1 ∼ 𝑈(X)

Evaluate 𝑓(𝑋1), 𝑡← 1, 𝑘1 ← 0

2. Iterations:

while 𝑡 < 𝑛 do

Let 𝐵𝑡+1 ∼ B(𝑝)

if 𝐵𝑡+1 = 1 then (Exploration)

Let 𝑋𝑡+1 ∼ U(X)

else if 𝐵𝑡+1 = 0 then (Exploitation)

Let 𝑋𝑡+1 ∼ U(X�̂�𝑡,𝑡
)

end if

Evaluate 𝑓(𝑋𝑡+1), 𝑡← 𝑡+ 1

Let 𝑘𝑡 := inf

{︂
𝑘𝑖∈Z : max

𝑖 ̸=𝑗

|𝑓(𝑋𝑖)−𝑓(𝑋𝑗)|
‖𝑋𝑖−𝑋𝑗‖2

}︂
≤ 𝑘𝑖

end while

3. Output:

Return 𝑋�̂�𝑛 , where �̂�𝑛 ∈ arg max
𝑖=1...𝑛

𝑓(𝑋𝑖)

Замечание 3. Можно рассматривать несколько последовательностей констант Липшица различ-

ной формы, таких как 𝑘𝑖 = |𝑖|𝑠𝑔𝑛(𝑖), 𝑙𝑛(1 + |𝑖|𝑠𝑔𝑛(𝑖)) или (1 + 𝛼)𝑖 для некоторого 𝛼 > 0. Следует

отметить, что вычисление оценки с данными последовательностями не вызывает трудностей.

Например, для 𝑘𝑖 = (1 + 𝛼)𝑖 имеем 𝑘𝑡 = (𝑎+ 𝛼)𝑖𝑡 , где

𝑖𝑡 =

⌈︂
𝑙𝑛(max�̸�=𝑗 |𝑓(𝑋𝑗)− 𝑓(𝑋𝑖)|/‖𝑋𝑗 −𝑋𝑖‖2)

𝑙𝑛(1 + 𝛼)

⌉︂
.
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Замечание 4. Из-за универсальности алгоритма любая оценка константы Липшица, предложенная

в [54] или [55], также может рассматриваться для реализации алгоритма. Однако, поскольку для

анализа требуется, чтобы оценка была непротиворечивой, будем рассматривать только ту предло-

женную оценку, которая обладает таким свойством.

3.2 Анализ сходимости

Прежде чем приступить к анализу алгоритма, мы сначала обеспечим контроль над оценкой константы

Липшица на основе выборки случайных оценок, которые будут полезны для анализа его производи-

тельности. Точнее, следующий результат иллюстрирует цель использования дискретизации константы

Липшица вместо грубой оценки максимального наклона, показывая, что с учетом этой оценки неболь-

шое подмножество функций, содержащих неизвестную функцию, может быть найдено за конечное

время.

Утверждение 3.1. Пусть 𝑓 ∈
⋃︀
𝑘≥0

𝐿𝑖𝑝(𝑘) – любая непостоянная Липшицева функция. Тогда, если 𝑘𝑡

есть оценка константы Липшица в алгоритме AdaLIPO, вычисленная любой возрастающей последо-

вательностью 𝑘𝑖∈Z ∈ R+ с выборкой (𝑋1, 𝑓(𝑋1)), . . . , (𝑋𝑡, 𝑓(𝑋𝑡)) для 𝑡 ≥ 2 вычислений, где 𝑋1, . . . , 𝑋𝑡

– случайные равномерно распределённые величины из X, имеем:

P(𝑓 ∈ 𝐿𝑖𝑝(𝑘𝑡)) ≥ 1− (1− Γ(𝑓, 𝑘𝑖*−1))
⌊𝑡/2⌋,

где

Γ(𝑓, 𝑘𝑖*−1) := P
(︂
|𝑓(𝑋1)− 𝑓(𝑋2)|
‖𝑋1 −𝑋2‖2

> 𝑘𝑖*−1

)︂
> 0,

𝑖* = min {𝑖 ∈ Z : 𝑓 ∈ 𝐿𝑖𝑝(𝑘𝑖)} .

Доказательство. Для 𝑡 ≥ 2 рассмотрим любую непостоянную функцию 𝑓 ∈
⋃︀

𝑘≥0 𝐿𝑖𝑝(𝑘) и пусть

𝑖* = min{𝑖 ∈ Z : 𝑓 ∈ 𝐿𝑖𝑝(𝑘𝑖)}. Для доказательства декоррелируем выборку и используем тот факт,

что (𝑋1, 𝑋⌊𝑡/2⌋+1), . . . , (𝑋⌊𝑡/2⌋, 𝑋2⌊𝑡/2⌋) формирует последовательность ⌊𝑡/2⌋ независимых и одинаково

распределенных пар величин (𝑋,𝑋 ′) ∼ U(X×X):

P
(︁
𝑓 ∈ 𝐿𝑖𝑝(𝑘𝑡)

)︁
= P

⎛⎝ 𝑡⋃︁
𝑖 ̸=𝑗

{|𝑓(𝑋𝑖)− 𝑓(𝑋𝑗)| > 𝑘𝑖*−1 · ‖𝑋𝑖 −𝑋𝑗‖2}

⎞⎠
≥ P

⎛⎝⌊𝑡/2⌋⋃︁
𝑖=1

{|𝑓(𝑋𝑖)− 𝑓(𝑋⌊𝑡/2⌋+𝑖)| > 𝑘𝑖*−1 · ‖𝑋𝑖 −𝑋⌊𝑡/2⌋+𝑖‖2}

⎞⎠
= 1− P

(︂
|𝑓(𝑋1)− 𝑓(𝑋2)|
‖𝑋1 −𝑋2‖2

≤ 𝑘𝑖*−1

)︂⌊𝑡/2⌋

= 1− (1− Γ(𝑓, 𝑘𝑖*−1))
⌊𝑡/2⌋

.

Осталось показать, что Γ(𝑓, 𝑘𝑖*−1) > 0. Заметим, что 𝑓 ∈ 𝐿𝑖𝑝(𝑘𝑖*), и функция 𝐹 : (𝑥, 𝑥′) ↦→

|𝑓(𝑥)− 𝑓(𝑥′)| − 𝑘𝑖*−1 · ‖𝑥− 𝑥′‖2 является непрерывной. Однако, так как 𝑓 /∈ 𝐿𝑖𝑝(𝑘𝑖*−1), мы знаем, что

существует некоторая пара (𝑥1, 𝑥2) ∈ X×X такая, что 𝐹 (𝑥1, 𝑥2) > 0. Следовательно, из непрерывности

функции 𝐹 обязательно существует некоторый 𝜖 > 0 такой, что:

∀(𝑥, 𝑥′) ∈ 𝐵(𝑥1, 𝜖) ∩X×𝐵(𝑥2, 𝜖) ∩X, 𝐹 (𝑥, 𝑥′) > 0.
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Данные результаты позволяют нам проанализировать алгоритм AdaLIPO. Этот метод во мно-

гом повторяет выводы предыдущего (может, за исключением точности границ сходимости), так как

использует схожие идею и реализацию. Так, доказательство согласованности алгоритма AdaLIPO по-

вторяет доказательство Утверждения 1.1 для общего случая. Отличием будет являться верхняя гра-

ница сходимости.

Утверждение 3.2 (Верхняя граница). Рассмотрим алгоритм AdaLIPO с параметром 𝑝 ∈ (0, 1) и

последовательностью констант Липшица 𝑘, которая определяет сетку R+. Для любой непостоян-

ной функции 𝑓 ∈
⋃︀

𝑘≥0 𝐿𝑖𝑝(𝑘), любого 𝑛 ∈ N и 𝛿 ∈ (0, 1), имеем, по крайней мере, с вероятностью

1− 𝛿 следующую оценку:

max
𝑥∈X

𝑓(𝑥)−max 𝑓(𝑋𝑖) ≤ 𝑘𝑖* · 𝑑𝑖𝑎𝑚(X) ·
(︂
5

𝑝
+

2𝑙𝑛(𝛿/3)

𝑝𝑙𝑛(1− Γ(𝑓, 𝑘𝑖*−1))

)︂1/𝑑

·
(︂
𝑙𝑛(3/𝛿)

𝑛

)︂1/𝑑

,

где Γ(𝑓, 𝑘𝑖*−1) и 𝑖* определены в Утверждении 3.1.

Доказательство. Пусть 𝛿 ∈ (0, 1) и примем

𝑁1 = 2 +

⌈︂
2

𝑙𝑒𝑛(𝛿/3)

𝑙𝑛(1− Γ(𝑓, 𝑘𝑖*−1))

⌉︂
,

𝑁2 =

⎡⎢⎢⎢
(︃√︀

𝑙𝑛(3/𝛿)/2 + 4𝑁1𝑝−
√︀
𝑙𝑛(3/𝛿)/2

2𝑝

)︃2
⎤⎥⎥⎥ .

Для любого 𝑛 > 𝑁2 докажем теорему в три шага:

Первый шаг. При известных 𝑁1 и 𝑁2 неравенство Хёфдинга гарантирует, что

P

(︃
𝑁2∑︁
𝑖=1

𝐵𝑖 > 𝑁1

)︃
≥ 1− 𝛿

3
.

То есть, мы знаем, что после 𝑁2 итераций с вероятностью 1−𝛿/3 получим 𝑁1 случайных и равномерно

распределенных точек вычисления из X.

Второй шаг. Используя Утверждение 3.1 и первые 𝑁1 точек вычисления, которые выбраны

независимо и равномерно из X, получаем, что после 𝑁2 итераций и события {
𝑁2∑︀
𝑖=1

𝐵𝑖 ≥ 𝑁1} константа

Липшица 𝑘𝑖* оценивается с вероятностью 1− 𝛿/3, то есть

P

(︃
∀𝑡 ≥ 𝑁2 + 1, 𝑘𝑡 = 𝑘𝑖* |

𝑁2∑︁
𝑖=1

𝐵𝑖 ≥ 𝑁1

)︃
≥ 1− 𝛿

3

Третий шаг. Наконец, так как оценка константы Липшица 𝑘𝑡 удовлетворяет 𝑓 ∈ 𝐿𝑖𝑝(𝑘𝑡) для

всех 𝑡 ≥ 𝑁2 + 1 в событии выше, можно легко показать, воспроизведя шаги доказательства Утвер-

ждения 2.1, что в зависимости от события {∀𝑡 ≥ 𝑁2 + 1, 𝑘𝑡 = 𝑘𝑖*} ∩ {
𝑁2∑︀
𝑖=1

𝐵𝑖 ≥ 𝑁1} алгоритм всегда

будет быстрее, чем случайный поиск с 𝑛−𝑁2 независимых значений 𝑋 ′ ∼ U(X). Поэтому, используя

Утверждение 1.3 и следующие элементарные неравенства:

⌈𝑥⌉ ≤ 𝑥+ 1;

⌊𝑥⌋ ≥ 𝑥− 1;

√
𝑥+ 𝑦 −

√
𝑥 ≤ √𝑦,
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а также учитывая, что 𝑁2 < 𝑛, мы получаем с вероятностью по меньшей мере (1− 𝛿/3)3:

max
𝑥∈X

𝑓(𝑥)− max
𝑖=1...𝑛

𝑓(𝑋𝑖) ≤ 𝑘𝑖* · 𝑑𝑖𝑎𝑚(X) ·
(︂
𝑙𝑛(3/𝛿)

𝑛−𝑁2

)︂1/𝑑

= 𝑘𝑖* · 𝑑𝑖𝑎𝑚(X) ·
(︂

𝑛

𝑛−𝑁2

)︂1/𝑑

·
(︂
𝑙𝑛(3/𝛿)

𝑛

)︂1/𝑑

≤ 𝑘𝑖* · 𝑑𝑖𝑎𝑚(X) · (1 +𝑁2)
1/𝑑 ·

(︂
𝑙𝑛(3/𝛿)

𝑛

)︂1/𝑑

≤ 𝑘𝑖* · 𝑑𝑖𝑎𝑚(X) ·
(︂
5

𝑝
+

2𝑙𝑛(𝛿/3)

𝑝 · 𝑙𝑛(1− Γ(𝑓, 𝑘𝑖*−1))

)︂1/𝑑

·
(︂
𝑙𝑛(3/𝛿)

𝑛

)︂1/𝑑

.

Этот результат также распространяется на случай, когда 𝑛 ≤ 𝑁2, отметив, что граница пре-

вышает 𝑘𝑖* · 𝑑𝑖𝑎𝑚(X) и, следовательно, доказательство тривиально.

Таким образом, был произведен анализ сходимости алгоритма AdaLIPO.
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4 Модификация метода оптимизации с неизвестной константой

Липшица

4.1 Алгоритм

Алгоритм имеет схожую идею с AdaLIPO, однако вместо максимально возможной оценки используется

вероятность улучшения значения неизвестной функции. Данный подход вдохновлен одной из функций

выбора в Байесовской оптимизации: Probability of Improvement (poi). В самом деле, на шаге 𝑡 < 𝑛 метод

вычисляет значение в точке с наибольшей вероятностью улучшения 𝑝𝑜𝑖:

𝑝𝑜𝑖 =
𝑓𝑚𝑖𝑛 − max

𝑖=1...𝑡
𝑓(𝑋𝑖)

𝑓𝑚𝑎𝑥 − 𝑓𝑚𝑖𝑛
,

где

𝑓𝑚𝑖𝑛 = min
𝑖=1...𝑡

(𝑓(𝑋𝑖) + 𝑘𝑡 · ‖𝑋𝑡+1 −𝑋𝑖‖2),

𝑓𝑚𝑎𝑥 = max
𝑖=1...𝑡

(𝑓(𝑋𝑖)− 𝑘𝑡 · ‖𝑋𝑡+1 −𝑋𝑖‖2).

Algorithm 3 mod_adaLIPO (𝑛, 𝑝, 𝑘𝑖∈ZX, 𝑓)

1. Initialization:

Let 𝑋1 ∼ 𝑈(X)

Evaluate 𝑓(𝑋1), 𝑡← 1, 𝑘1 ← 0

2. Iterations:

while 𝑡 < 𝑛 do

Let 𝑋𝑡+1 ∼ U(X), 𝑝𝑜𝑖𝑚𝑎𝑥 ← 0

Evaluate 𝑓𝑚𝑖𝑛 = min
𝑖=1...𝑡

(𝑓(𝑋𝑖) + 𝑘𝑡 · ‖𝑋𝑡+1 −𝑋𝑖‖2)

Evaluate 𝑓𝑚𝑎𝑥 = max
𝑖=1...𝑡

(𝑓(𝑋𝑖)− 𝑘𝑡 · ‖𝑋𝑡+1 −𝑋𝑖‖2)

if 𝑓𝑚𝑖𝑛 > max
𝑖=1...𝑡

𝑓(𝑋𝑖) then

𝑝𝑜𝑖 =
𝑓𝑚𝑖𝑛− max

𝑖=1...𝑡
𝑓(𝑋𝑖)

𝑓𝑚𝑎𝑥−𝑓𝑚𝑖𝑛

end if

if 𝑝𝑜𝑖 > 𝑝𝑜𝑖𝑚𝑎𝑥 then

𝑝𝑜𝑖𝑚𝑎𝑥 = 𝑝𝑜𝑖

Evaluate 𝑓(𝑋𝑡+1), 𝑡← 𝑡+ 1

end if

Let 𝑘𝑡 := inf

{︂
𝑘𝑖∈Z : max

𝑖 ̸=𝑗

|𝑓(𝑋𝑖)−𝑓(𝑋𝑗)|
‖𝑋𝑖−𝑋𝑗‖2

}︂
≤ 𝑘𝑖

end while

3. Output:

Return 𝑋�̂�𝑛
, where �̂�𝑛 ∈ arg max

𝑖=1...𝑛
𝑓(𝑋𝑖)

Данный алгоритм имеет схожую структуру с алгоритмами LIPO и AdaLIPO, поэтому на основе

Утверждений 1.3 и 1.1 алгоритм является согласованным. Поиск границы сходимости алгоритма не

тривиален, поэтому данный вопрос остается на будущее изучение метода.
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5 Результаты

Здесь представлено сравнение модифицированного алгоритма AdaLIPO (mod_adaLIPO) с его исход-

ной версией (adaLIPO), алгоритмом LIPO (LIPO), а также со следующими известными методами в

области решения задач глобальной оптимизации:

• Байесовская оптимизация [39] с различными функциями выбора:

– «Ожидаемое улучшение» (Expected Improvement) – BO_ei ;

– «Вероятность улучшения» (Probability of Improvement) – BO_poi ;

– «Верхняя граница доверительного интервала» (Upper Confidence Bound) – BO_ucb.

Данный метод использует распределение по функциям с различными параметрами для постро-

ения суррогатной модели неизвестной функции. Параметры распределения оцениваются в про-

цессе оптимизации.

• Эволюционный алгоритм CMA-ES [56]. Он выбирает следующие точки вычисления в соответ-

ствии с многомерным нормальным распределением со средним вектором и ковариационной мат-

рицей, вычисленными на основе предыдущих значений – CMA-ES .

• Случайный поиск, который представляет случайное покрытие области поиска точками из равно-

мерного распределения – Random_Search .

Данные для сравнения эффективности алгоритмов были получены из реальной задачи по-

крытия базовых станций сотовой связи. Таким образом, имеется 8 различных датасетов (input2-8 ), в

каждом из которых имеется следующее число задач:

input2 input3 input4 input5 input6 input7 input8 input9 Σ

4688 5000 5000 4841 4629 4705 4398 3769 37030

Каждый алгоритм запускался на каждом датасете для каждой задачи 51 раз и выполнял 50

итераций, получая невязки (𝐹𝑚𝑎𝑥 − 𝐹𝑖, 𝑖 = 1 . . . 50) на всех итерациях. После, по каждой задаче

искалось медианное решение данной проблемы, и, наконец, все решения задач в датасете суммиро-

вались. Для более наглядного изменения значений по итерациям был взят 𝑙𝑜𝑔10 с обратным знаком.

Результаты представлены на графиках ниже для каждого датасета. По оси абсцисс отложен значение

логарифма невязки (− log10
50∑︀
𝑖=1

(𝐹𝑚𝑎𝑥 − 𝐹𝑖))
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Заключение и выводы

В данной работе был представлен новый эффективный алгоритм глобальной оптимизации,

основанный на оценке константы Липшица неизвестной функции. Этот алгоритм является модифика-

цией метода AdaLIPO с измененной стратегией принятия решения, а также сравнивался по эффектив-

ности с алгоритмом, упомянутым выше, идейным «предком» - LIPO, и методами, которые являются

классическими в области решения проблемы глобальной оптимизации, – CMA-ES и Байесовская оп-

тимизация.

Результаты показывают, что представленный алгоритм для тестовых данных всегда работает

лучше, чем Байесовская оптимизация и AdaLIPO, и в 6 из 8 случаях лучше, чем CMA-ES. Данные

показатели говорят о стабильной эффективности для рассматриваемого класса задач и меньшем пороге

сходимости, чем у алгоритмов, поставленных ему в сравнение.

Тем не менее, анализ алгоритма не завершен с аналитической точки зрения, так как доказана

лишь его сходимость.
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