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Обозначения и сокращения

• N,Z,R — множества натуральных, целых и вещественных чисел со-
ответственно,

• Rn×n — множество вещественных матриц размерности n× n,

• Rn×1 — множество вещественных векторов-столбцов размерности n,

• R1×n — множество вещественных векторов-строчек размерности n,

• N⩾k — множество натуральных чисел вида {k, k + 1, k + 2, . . . },

• ⌈x⌉ — верхняя целая часть числа x, т. е. единственное число n ∈ Z
такое, что x ⩽ n < x+ 1,

• ⌊x⌋ — нижняя целая часть числа x, т. е. единственное число n ∈ Z
такое, что x− 1 < n ⩽ x,

• через {Ai,j}Ni,j=1 обозначается блочная матрица размерности nN×nN,
где блоки Ai,j – матрицы размерности n× n,

• En×n, 0n×n — единичная и нулевая матрицы размерности n× n,

• PC
(
[a, b],Rn

)
— множество кусочно-непрерывных функций (т.е. непре-

рывных функций, за исключением конечного числа точек, в которых
имеются разрывы первого рода), заданных на отрезке [a, b], и дей-
ствующих в пространство Rn,

• ∥φ∥H = sup
θ∈[−H,0]

∥φ(θ)∥ — sup-норма функции φ ∈ PC
(
[−H, 0],Rn

)
,

• λmin(A) — наименьшее собственное число симметричной матрицы A.
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Введение

Cистемы с запаздыванием находят широкое применение в экономике,
биологии, сложных системах [1], [2].

При моделировании динамики некоторого процесса одной из важных
задач является исследование устойчивости получившейся динамической
системы. В частности, для систем с запаздыванием, это позволяет сказать,
можно ли пренебречь запаздыванием с точки зрения устойчивости дан-
ной системы. Поэтому представляет интерес поиск критериев, например,
экспоненциальной устойчивости, которые позволяют определить, будет ли
система экспоненциально устойчива при наличии заданных запаздываний.

В данной работе исследуется класс линейных систем с запаздывани-
ем. В этом случае традиционный подход, применяющийся для линейных
систем без запаздывания, основанный на нахождении собственных чисел
системы, не всегда является эффективным, в силу бесконечного их коли-
чества для линейных систем с запаздыванием. Вместо этого, можно ис-
пользовать обобщение метода Ляпунова, основанного на построении мат-
рицы Ляпунова и исследовании на положительную определенность квад-
ратичных функционалов с заданной отрицательно-определенной производ-
ной для анализа устойчивости системы. Еще одним преимуществом данно-
го подхода является то, что с помощью построенных функционалов мож-
но практически бесплатно получить оценки робастной устойчивости систе-
мы, построить оценки скорости убывания решений, а так же использовать
функционалы для построения стабилизирующего управления системы [3].
Однако проверка положительной определенности квадратичных функци-
оналов является нетривиальной задачей. В данной работе мы решаем эту
проблему и предлагаем новый подход для исследования устойчивости ли-
нейных систем с запаздыванием на основе матрицы Ляпунова.
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Постановка задачи

Основной целью данной работы является разработка конструктив-
ных условий, гарантирующих положительную определенность квадратич-
ного функционала v0.

Кроме того, вторая задача в работе рассматривает вопрос практи-
ческого применения полученных условий для исследования устойчивости
системы (1.1) и сравнение с существующими в литературе условиями, раз-
работанными другими авторами.
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Обзор литературы

Труд [4] дает основы теории дифференциальных систем с запаздыва-
нием.

Для исследования устойчивости систем с запаздыванием крайне по-
лезен метод D-разбиений [5]. С помощью него строятся кривые, называю-
щиеся линиями D-разбиения, которые делят всю область параметров си-
стемы на области параметров экспоненциальной устойчивости и неустой-
чивости системы.

Подход, использующийся инженерами для исследования устойчиво-
сти системы (1.1), заключается в нахождении корней характеристического
уравнения

det

(
sEn×n −

m∑
i=0

e−s(ih))Ai

)
= 0

с использованием методов аналитической или численной алгебры. Такой
подход применим, когда запаздывание системы рассматривается как пара-
метр. Для систем небольшой размерности существуют аналитические ме-
тоды, позволяющие найти максимальное значение запаздывания, при ко-
тором система устойчива. Для систем большой размерности используют-
ся численные методы, такие как тесты на постоянность матриц (constant-
matrix tests [6]) или методы, основанные на исследовании пучков матриц
(matrix-pencil techniques [7]).

Для получения необходимых и достаточных условий устойчивости
систем с конкретными значениями запаздываний используется другой под-
ход, который является обобщением второго метода Ляпунова для систем
без запаздывания и называется методом функционалов Ляпунова – Красов-
ского. Для того чтобы система была экспоненциально устойчива, в этом
методе требуется отыскать положительно определенный функционал с от-
рицательно определенной производной вдоль решений системы.

Во многих работах функционал задается в параметрическом виде.
Вид функционала подбирается произвольно, но так, чтобы функционал
был положительно определенным. Затем исследуется, при каких парамет-
рах системы производная функционала отрицательно определена. Такой

6



подход приводит к решению системы линейных матричных неравенств и
позволяет получить достаточные условия экспоненциальной устойчивости
системы [8].

С другой стороны, можно рассмотреть функционалы Ляпунова – Кра-
совского с заданной производной. По определению, это функционалы, ко-
торые имеют отрицательно определенную производную вдоль решений си-
стемы. При таком подходе взятые функционалы нужно исследовать на по-
ложительную определенность. Отличительной особенностью этого спосо-
ба, является то, что функционалы Ляпунова – Красовского не выбираются
произвольно, а определяются из самой системы. Это позволяет получать
необходимые и достаточные условия экспоненциальной устойчивости.

Структура функционалов Ляпунова – Красовского была предложена
в работе [9]. В дальнейшем, в работах [10], [11] она получила развитие,
и приняла окончательный современный вид в работе [12]. Работа [3] дает
основы теории функционалов с заданной производной.

Однако проблема этого метода заключается в том, что трудно най-
ти конструктивные условия положительной определенности функционалов
Ляпунова – Красовского.

В работах [13], [14] начался поиск конструктивных условий, которые
могут быть использованы для проверки положительной определенности
таких функционалов. В работе [15] он привел к способу проверки положи-
тельной определенности, который состоит в анализе положительной опре-
деленности матрицы. Этот метод позволяет выполнить проверку за конеч-
ное число математических операций. Однако размерность матрицы, полу-
чаемой при использовании этого метода, экспоненциально растет при росте
параметров системы, что затрудняет его применение на практике.

Работа [15] основана на аппроксимации значений исследуемого функ-
ционала при помощи фундаментальной матрицы системы. В работе [16]
идея аппроксимации функционала была продолжена с использованием по-
линомов Лежандра. Полученные условия также основываются на проверке
положительной определенности некоторой матрицы. За счет высокой ско-
рости сходимости ряда из полиномов Лежандра к аппроксимируемой функ-
ции размерность получаемой матрицы невероятно мала и практически не
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зависит от параметров системы. Однако вычисление элементов матрицы
является трудоемким и существенно замедляет время работы алгоритма.
Благодаря работам [15] и [16] стало ясно, что можно использовать различ-
ные способы приближения значений функционала, при условии быстрой
скорости сходимости и простоты вида получаемой матрицы. С этой точки
зрения самый простой вид матрицы уже получен в работе [15].

Наша текущая работа берет начальную идею из работ [17], [18], [19],
где значения квадратичного функционала аппроксимировались при помо-
щи процедуры кусочно-линейной дискретизации ядер функционала, в от-
личие от дискретизации его аргумента в работах [15], [16]. В данной работе
мы развиваем далее идею кусочно-линейной дискретизации функциона-
ла, а также пробуем другие процедуры дискретизации, такие как кусочно-
постоянная дискретизация. Отметим, что попытки применения других про-
цедур дискретизации так же осуществлялись в работе [20].
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Глава 1. Основные понятия

В данной главе представим основные определения и вспомогательные
рассуждения и утверждения, на которые мы будем опираться.

В данной работе рассматривается система вида

ẋ(t) = A0x(t) + A1x(t− h) + · · ·+ Amx(t−mh), t ⩾ 0, (1.1)

где m ⩾ 1 – число запаздываний в системе, A0, A1, . . . , An ∈ Rn×n – посто-
янные матрицы и 0 < h < · · · < mh =: H – значения запаздываний.

Запаздывания вида

ih, i = 0, . . .m

называются кратными, а сама система (1.1) – системой с кратными запаз-
дываниями. Запаздывание h называется базовым запаздыванием.

Функцию φ будем называть начальной, если она принадлежит мно-
жеству PC([−H, 0],Rn).

Решение системы (1.1) будем обозначать через x(t, φ), где φ – некото-
рая начальная функция. По определению решение системы удовлетворяет
условиям

ẋ(t, φ) = A0x(t, φ) + A1x(t− h, φ) + · · ·+ Amx(t−mh,φ), t ⩾ 0,

x(t, φ) = φ(t), t ∈ [−H, 0].

Система (1.1) называется экспоненциально устойчивой если для лю-
бых начальных функций φ выполнено неравенство

∥x(t, φ)∥ ⩽ γe−σt ∥φ∥H ,

где γ ⩾ 1, σ > 0 – некоторые вещественные числа.
Возьмем матрицу A ∈ Rn×n. Будем называть ее положительно опре-

деленной, если для любого ненулевого вектора x ∈ Rn выполнено неравен-
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ство
xTAx > 0.

Будем называть A неотрицательно определенной, если для любого вектора
x ∈ Rn выполнено неравенство

xTAx ⩾ 0.

Возьмем произвольную симметричную положительно определенную
матрицу W ∈ Rn×n. Непрерывная матричная функция U(τ), τ ∈ [−H,H],

называется матрицей Ляпунова системы (1.1), ассоциированной с матри-
цей W, если она является решением дифференциального уравнения

U ′(τ) =
m∑
j=0

U(τ − jh)Aj, τ ⩾ 0, (1.2)

с граничными условиями

U(−τ) = UT (τ), τ ⩾ 0, (1.3)
m∑
j=0

(
UT (jh)Aj + AT

j U(jh)
)
= −W. (1.4)

В нашей работе рассматривается функционал

v0 : PC([−h, 0],Rn) → R,

v0(φ) := φT (0)U(0)φ(0) + 2φT (0)
n∑

i=1

∫ 0

−ih

U(−ih− θ)Aiφ(θ)dθ+

+
n∑

i=1

n∑
j=1

∫ 0

−ih

∫ 0

−jh

φT (θ1)A
T
i U(θ1 − θ2 + ih− jh)Ajφ(θ2)dθ2dθ1,

зависящий от матрицы U .
Свойство (1.2) называется динамическим свойством матрицы Ляпу-

нова. В динамическом свойстве в точке τ := 0 под U ′(τ) понимается од-
носторонняя производная U ′(+0). Первая производная матрицы Ляпунова
U ′ дифференцируема во всех точках множества [−H, 0) ∪ (0, H]. В нуле у
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нее существуют односторонние производные

U ′(+0) :=
m∑
j=0

U(−jh)Aj,

U ′(−0) :=
m∑
j=0

AT
j U(jh).

Таким образом, значение U ′(+0) можно вычислить, воспользовавшись ди-
намическим свойством. Значение U ′(−0) можно вычислить, воспользовав-
шись свойством (1.3) и динамическим свойством, откуда

U ′(τ) = (UT (−τ))′ = −(U ′(−τ))T = −

(
m∑
j=0

U(−τ − jh)Aj

)T

=

= −
m∑
j=0

AT
j U(τ + jh), τ ⩽ 0.

Значение разности между значениями производных в точке разрыва равно

U ′(+0)− U ′(−0) = −W,

которое можно вычислить воспользовавшись свойством (1.4). Вообще го-
воря, по индукции можно показать, что у производных высшего порядка
функции U точки разрыва находятся среди точек

ih, i = −m, . . . ,m.

Но это свойство выполняется только для систем с кратными запаздыва-
ниями. Для систем с произвольными запаздываниями описание множе-
ства точек разрыва является довольно сложной задачей, и это множество
содержит счетное число точек. В нашей работе для получения хорошей
оценки погрешности процедуры дискретизации необходимо, чтобы на каж-
дом отрезке дискретизации соответствующая производная функции U бы-
ла непрерывной. Поскольку в процедуре дискретизации можно построить
только конечное число отрезков, мы рассматриваем только случай системы
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с кратными запаздываниями. Процедура дискретизации фундаментально
неспособна охватить случай произвольных запаздываний, и это еще одна
причина того, почему вычисление матрицы Ляпунова для линейной систе-
мы с произвольными запаздываниями, в отличие от кратных, считается
NP−трудной задачей [6].

Матрица W определяет граничные условия системы и не для всех
систем (1.1) для любой матрицы W у системы (1.2) с граничными услови-
ями (1.3)-(1.4) будет существовать решение или оно будет единственным.

Система (1.1) удовлетворяет условию Ляпунова тогда и только то-
гда, когда для любой матрицы W у системы (1.2) с граничными условиями
(1.3)-(1.4) существует единственное решение.

Для систем с одним запаздываниями условие Ляпунова эквивалентно
условию det(N) ̸= 0 [3], где

N :=

[
AT

0 ⊗ En×n + En×n ⊗ AT
0 AT

1 ⊗ En×n

En2×n2 0n2×n2

]
+

+

[
En×n ⊗ AT

1 0n2×n2

0n2×n2 −En2×n2

]
exp(hM),

M :=

[
AT

0 ⊗ En×n AT
1 ⊗ En×n

−En×n ⊗ AT
1 −En×n ⊗ AT

0

]
.

Также если для системы (1.1) выполняется условие Ляпунова, то для любой
симметричной положительно определенной матрицыW матрицу Ляпунова
в случае одного запаздывания можно непосредственно вычислить в любой
точке по формуле [3]

U(τ) := unvec

([
En2×n2 0n2×n2

]
exp(τM)N−1

[
−vec(En×n)

vec(0n×n)

])
, τ ⩾ 0,

U(τ) := UT (−τ), τ < 0.

Предположим, что для системы (1.1) выполняется условие Ляпунова. Тогда
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рассмотрим функционал

v0 : PC([−h, 0],Rn) → R,

v0(φ) := φT (0)U(0)φ(0) + 2φT (0)
n∑

i=1

∫ 0

−ih

U(−ih− θ)Aiφ(θ)dθ+

+
n∑

i=1

n∑
j=1

∫ 0

−ih

∫ 0

−jh

φT (θ1)A
T
i U(θ1 − θ2 + ih− jh)Ajφ(θ2)dθ2dθ1.

Для дальнейшей дискретизации представим его в виде

v0(φ) = φT (0)U(0)φ(0) + 2φT (0)

∫ 0

−H

Q(s)φ(s)ds (1.5)

+

∫ 0

−H

∫ 0

−H

φT (s1)R(s1, s2)φ(s2)ds2ds1,

где ядра функционала Q и R равны

Q : [−H, 0] → Rn×n,

Q(s) =
m∑
j=1

χj(s)U
T (jh+ s)Aj, s ∈ [−H, 0], (1.6)

R : [−H, 0]× [−H, 0] → Rn×n,

R(s1, s2) =
m∑
i=1

m∑
j=1

χi(s1)χj(s2) (1.7)

× AT
i U((i− j)h+ s1 − s2)Aj, s1, s2 ∈ [−H, 0],

и

χj(s) =

1, s ∈ [−jh, 0]

0, s ∈ [−H,−jh).

Введем обозначение xt : [−H, 0] → Rn, xt(s) := x(t+ s).
Функционал v0 является представителем семейства функционалов

Ляпунова – Красовского. Это означает, что производная функционала вдоль
решений системы отрицательно определена. В частности, у функционала

13



v0 производная равна [3]

dv0(xt)

dt
= −xT (t, φ)Wx(t, φ), t ⩾ 0, (1.8)

где x(t, φ) – произвольное решение системы.
Благодаря этому, данные функционалы можно использовать в усло-

вии теоремы Красовского, т. е. теоремы 1.8 [3], для получения необходимых
и достаточных условий экспоненциальной устойчивости систем с запазды-
ванием. В частности, для функционала v0 справедливо следующее утвер-
ждение.

Теорема 1.1. Система ẋ(t) = A0x(t)+ · · ·+Amx(t−mh) экспоненциально
устойчива тогда и только тогда, когда удовлетворяет условию Ляпунова
и для всех начальных функций φ ∈ PC[−H, 0],Rn] выполнено

v0(φ) ⩾ 0. (1.9)

Приведем набор вспомогательных математические теорем.

Теорема 1.2. [21] Пусть X, Y – конечные множества и пусть f : X ×
Y → R – функция. Тогда

∑
x∈X

∑
y∈Y

f(x, y)

 =
∑

(x,y)∈X×Y

f(x, y) =

=
∑

(y,x)∈Y×X

f(x, y) =
∑
y∈Y

(∑
x∈X

f(x, y)

)
.

Теорема 1.3. [21] Пусть a < b - вещественные числа и пусть f : [a, b] →
R – интегрируемая по Риману функция. Обозначим F : [a, b] → R функ-
цию

F (x) :=

∫
[a,x]

f(s)ds.

Тогда функция F непрерывна. Более того, если x0 ∈ [a, b] – точка непре-
рывности функции f , то F дифференцируема в x0 и F ′(x0) = f(x0).
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Теорема 1.4. [21] Пусть дан отрезок [a, b] и пусть F,G : [a, b] → R –
дифференцируемые функции на отрезке [a, b] такие, что F ′, G′ интегри-
руемы по Риману на [a, b]. Тогда∫

[a,b]

F (s)G′(s)ds = F (b)G(b)− F (a)G(a)−
∫
[a,b]

F ′(s)G(s)ds.

Теорема 1.5. [22] Рассмотрим матрицу

X =

[
A B

BT C

]
.

Пусть матрица A положительно определена. Тогда матрица X неотри-
цательно определена тогда и только тогда, когда матрица C −BTA−1B

неотрицательно определена.

Теорема 1.6. [22] Рассмотрим матрицу

X =

[
A B

BT C

]
.

Матрица X положительно определена тогда и только тогда, когда мат-
рицы C и A−BC−1BT положительно определены.

Также приведем ряд вспомогательных теорем по устойчивости ли-
нейных систем с запаздыванием, полученных при помощи теоремы 1.8 [3].

Теорема 1.7. [3] Если система (1.1) экспоненциально устойчива, то она
удовлетворяет условию Ляпунова.

Теорема 1.8. [23] Если система (1.1) экспоненциально устойчива, то
для любого натурального числа r ∈ N⩾1 и любых попарно различных чи-
сел τ1, . . . , τr ∈ [0, H], матрица Kr(τ1, . . . , τr) := {U(−τi + τj)}ri,j=1 поло-
жительно определена.

Теорема 1.9. [24] Если система (1.1) не является экспоненциально устой-
чивой, но при этом удовлетворяет условию Ляпунова, то существует
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функция φ̃ в множестве

S :=
{
φ ∈ PC([−H, 0],Rn)

∣∣∣ ∥φ∥H = ∥φ(0)∥ = 1
}
.

такая, что

v0(φ̃) < −a0, a0 =
λmin(W )

4
∑m

i=0 ∥Ai∥
.
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Глава 2. Процедура кусочно-постоянной дискретизации

В данной главе будет осуществлена процедура кусочно-постоянной
дискретизации функционала v0, в результате которой будет получен дру-
гой функционал vN0 . При достаточно большом количестве взятых отрезков
разбиения, значения функционала vN0 стремятся к значениям функциона-
ла v0. Мы представим явную оценку погрешности для процедуры кусочно-
постоянной дискретизации и на ее основе получим критерий экспоненци-
альной устойчивости системы (1.1).

Опишем процедуру кусочно-постоянной дискретизации.
Разделим отрезок [−h, 0] на N частей одинаковой длины τ := h

N . То-
гда весь отрезок [−H, 0] разобьется на mN подотрезков. Обозначим точки
дискретизации θj := −jτ, j = 0, . . . ,mN . Эти точки обладают следующим
свойством:

θj − θj+1 = τ, j = 0, . . . ,mN − 1

Для ядра Q функционала аппроксимация строится путем замены ядра на
отрезке дискретизации значением ядра в левой точке отрезка:

QN(s) := Q(θj), s ∈ [θj, θj−1), j = 1, . . . ,mN,

QN(0) = Q(0).

Для ядра R аппроксимация строится путем замены значений на квадрате
дискретизации значением ядра в нижней левой точке квадрата:

RN(s1, s2) := R(θp, θq)

s1 ∈ [θi, θi−1), s2 ∈ [θj, θj−1), i, j = 1, . . . ,mN,

RN(s1, 0) = R(s1, 0), s1 ∈ [θi, θi−1), i = 1, . . . ,mN

RN(0, s2) = R(0, s2), s2 ∈ [θj, θj−1), j = 1, . . . ,mN

RN(0, 0) = R(0, 0).
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При таком приближении дискретизация функционала примет вид

vN0 (φ) = φT (0)U(0)φ(0) + 2φT (0)

∫ 0

−H

QN(s)φ(s)ds

+

∫ 0

−H

∫ 0

−H

φT (s1)R
N(s1, s2)φ(s2)ds2ds1.

2.1 Альтернативная форма дискретизированного функ-
ционала

В данном разделе покажем, что дискретизированный функционал на
самом деле является квадратичной формой. Для этого вычислим интегра-
лы от ядер дискретизированного функционала:

∫ 0

−H

QN(s)φ(s)ds =
mN∑
p=1

∫ θp−1

θp

QN(s)φ(s)ds.

Используя подстановку s = θp + ατ , получим

∫ 0

−H

QN(s)φ(s)ds = τ
mN∑
p=1

∫ 1

0

QN(θp + ατ)φ(θp + ατ)dα.

По определению функции QN :

∫ 0

−H

QN(s)φ(s)ds = τ
mN∑
p=1

Q(θp)

∫ 1

0

φ(θp + ατ)dα.

Введем обозначение

ψp = τ

∫ 1

0

φ(θp + ατ)dα, p = 1, . . . ,mN.

С помощью него окончательно получим:

∫ 0

−H

QN(s)φ(s)ds =
mN∑
p=1

Q(θp)ψ
p.

18



Теперь вычислим интеграл от RN :∫ 0

−H

∫ 0

−H

φT (s1)R
N(s1, s2)φ(s2)ds2ds1 =

=
mN∑
p=1

mN∑
q=1

∫ θp−1

θp

∫ θq−1

θq

φT (s1)R
N(s1, s2)φ(s2)ds2ds1

Используя подстановку s2 = θq + βτ , получим∫ 0

−H

∫ 0

−H

φT (s1)R
N(s1, s2)φ(s2)ds2ds1

= τ
mN∑
p=1

mN∑
q=1

∫ θp−1

θp

∫ 1

0

φT (s1)R
N(s1, θq + βτ)φ(θq + βτ)dβds1

Последовательно используя подстановку s1 = θp + ατ, получим∫ 0

−H

∫ 0

−H

φT (s1)R
N(s1, s2)φ(s2)ds2ds1 =

= τ 2
mN∑
p=1

mN∑
q=1

∫ 1

0

∫ 1

0

φT (θp + ατ)RN(θp + ατ, θq + βτ)φ(θq + βτ)dβdα

По определению функции RN :∫ 0

−H

∫ 0

−H

φT (s1)R
N(s1, s2)φ(s2)ds2ds1 =

= τ 2
mN∑
p=1

mN∑
q=1

∫ 1

0

∫ 1

0

φT (θp + ατ)R(θp, θq)φ(θq + βτ)dβdα

Преобразуем выражение внутри двойного интеграла, последовательно ис-
пользуя свойство

∫
ΩAf(x)dx = A

∫
Ω f(x)dx.

τ 2
mN∑
p=1

mN∑
q=1

∫ 1

0

∫ 1

0

φT (θp + ατ)R(θp, θq)φ(θq + βτ)dβdα
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= τ 2
mN∑
p=1

mN∑
q=1

∫ 1

0

φT (θp + ατ)R(θp, θq)

(∫ 1

0

φ(θq + βτ)dβ

)
dα =

= τ 2
mN∑
p=1

mN∑
q=1

(∫ 1

0

φT (θp + ατ)dα

)
R(θp, θq)

(∫ 1

0

φ(θq + βτ)dβ

)
.

Окончательно имеем∫ 0

−H

∫ 0

−H

φT (s1)R
N(s1, s2)φ(s2)ds2ds1 =

mN∑
p=1

mN∑
q=1

(ψp)TR(θp, θq)ψ
q.

Подставляя найденные выражения в определение дискретизированного функ-
ционала, получим

vN0 (φ) = φT (0)U(0)φ(0) + 2φT (0)

∫ 0

−H

QN(s)φ(s)ds

+

∫ 0

−H

∫ 0

−H

φT (s1)R
N(s1, s2)φ(s2)ds2ds1 =

= φT (0)U(0)φ(0) + 2φT (0)
mN∑
p=1

Q(θp)ψ
p +

mN∑
p=1

mN∑
q=1

(ψp)TR(θp, θq)ψ
q.

Слагаемое с одинарным интегралом имеет вид

2φT (0)
mN∑
p=1

Q(θp)ψ
p =: 2I, I ∈ R1×1.
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Из того, что I – матрица размерности 1×1 следует, что I = IT . Используя
это свойство, перепишем выражение дискретизированного функционала:

vN0 (φ) = φT (0)U(0)φ(0) + 2φT (0)
mN∑
p=1

Q(θp)ψ
p +

mN∑
p=1

mN∑
q=1

(ψp)TR(θp, θq)ψ
q =

= φT (0)U(0)φ(0) + φT (0)
mN∑
p=1

Q(θp)ψ
p +

mN∑
p=1

(ψp)TQT (θp)φ(0)+

+
mN∑
p=1

mN∑
q=1

(ψp)TR(θp, θq)ψ
q. (2.1)

Покажем, что выражение эквивалентно выражению вида

vN0 (φ) = ΨT (φ)ANΨ(φ). (2.2)

Здесь вектор

Ψ(φ) ∈ Rn(mN+1)×1, ΨT (φ) =
[
φT (0) (ψ1)T . . . (ψmN)T

]
,

и матрица

AN ∈ Rn(mN+1)×n(mN+1), AN =

[
U(0) QN

(QN)T RN

]

состоит из блочных матриц

QN =
[
Q(θ1) . . . Q(θmN)

]
, RN =

 R(θ1, θ1) . . . R(θ1, θmN)
... . . . ...

R(θmN , θ1) . . . R(θmN , θmN)

 .
Перепишем вектор Ψ(φ) в более формальном виде

ΨT (φ) :=
[
ΨT

0 ΨT
1 . . . ΨT

mN

]
, Ψ0 := φ(0), Ψp := ψp, p = 1, . . . ,mN.
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Матрица AN состоит из блоков AN := {Ai,j
N }mN

i,j=0, где

A0,0
N := U(0),

A0,j
N := Q(θj), j = 1, . . . ,mN,

Ai,0
N := QT (θi), i = 1, . . . ,mN,

Ai,j
N := R(θi, θj), i, j = 1, . . . ,mN.

По свойствам блочного умножения матриц имеем

ΨT (φ)ANΨ(φ) =
mN∑
i=0

mN∑
j=0

(Ψi)
TAi,j

N Ψj =

=
mN∑
j=0

(Ψ0)
TA0,j

N Ψj +
mN∑
i=1

mN∑
j=0

(Ψi)
TAi,j

N Ψj =

= (Ψ0)
TA0,0

N Ψ0 +
mN∑
j=1

(Ψ0)
TA0,j

N Ψj +
mN∑
i=1

mN∑
j=0

(Ψi)
TAi,j

N Ψj.

Если в двойной сумме конечное число слагаемых, то знаки суммирования
можно менять местами

∑N
i=1

∑N
j=1 ai,j =

∑N
j=1

∑N
i=1 ai,j, согласно теоре-

ме 1.2, поэтому перепишем последнее слагаемое в виде

mN∑
i=1

mN∑
j=0

(Ψi)
TAi,j

N Ψj =
mN∑
j=0

mN∑
i=1

(Ψi)
TAi,j

N Ψj =

=
mN∑
i=1

(Ψi)
TAi,0

N Ψ0 +
mN∑
j=1

mN∑
i=1

(Ψi)
TAi,j

N Ψj =

=
mN∑
i=1

(Ψi)
TAi,0

N Ψ0 +
mN∑
i=1

mN∑
j=1

(Ψi)
TAi,j

N Ψj.
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Подставляя получившееся выражение в первоначальную сумму, получим

ΨT (φ)ANΨ(φ) = (Ψ0)
TA0,0

N Ψ0 +
mN∑
j=1

(Ψ0)
TA0,j

N Ψj+ (2.3)

+
mN∑
i=1

(Ψi)
TAi,0

N Ψ0 +
mN∑
i=1

mN∑
j=1

(Ψi)
TAi,j

N Ψj.

Используя формальное определение вектора Ψ(φ) и матрицы AN , оконча-
тельно получим

ΨT (φ)ANΨ(φ) = φT (0)U(0)φ(0) + φT (0)
mN∑
p=1

Q(θp)ψ
p+

+
mN∑
p=1

(ψp)TQT (θp)φ(0) +
mN∑
p=1

mN∑
q=1

(ψp)TR(θp, θq)ψ
q.

Сравнивая получившееся выражение с выражением (2.1), приходим к за-
ключению

vN0 (φ) = ΨT (φ)ANΨ(φ). (2.4)

Таким образом, в альтернативном представлении дискретизированный функ-
ционал является квадратичной формой с постоянной матрицей AN , не за-
висящей от φ.

2.2 Связь матрицы дискретизированного функциона-
ла с матрицей Ляпунова

В этом разделе покажем, что для произвольного вектора Ψ такого,
что

Ψ :=
[
(ψ0)T , (ψ1)T , . . . , (ψmN)T

]T
∈ Rn(mN+1)×1,

где
ψi ∈ Rn×1, i = 0, . . . ,mN
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существует вектор ζ(Ψ) такой, что

ΨTANΨ = ζT (Ψ)BNζ(Ψ),

где BN – некоторая матрица, зависящая только от матрицы Ляпунова U .
Для этого перепишем второе слагаемое из выражения (2.3) для дис-

кретизированного функционала:

(ψ0)T
mN∑
p=1

Q(θp)ψ
p.

Распишем сумму, используя определение функции Q:

mN∑
p=1

Q(θp)ψ
p =

m∑
j=1

jN∑
i=(j−1)N+1

Q(θi)ψ
i =

=
m∑
j=1

jN∑
i=(j−1)N+1

m∑
k=1

χk(θi)U(−kh− θi)Akψ
i.

Для любого j = 1, . . . ,m при

(j − 1)N < i ⩽ jN =⇒ −jh ⩽ −ih
N
< −(j − 1)h ⩽ 0.

Поскольку по определению θi = − ih
N , из неравенства выше следует, что для

любого j = 1, . . . ,m если (j − 1)N < i ⩽ jN , то θi ∈ [−jh, 0], и значит

θi ∈ [−kh, 0], k ⩾ j,

а так же θi /∈ [−(j − 1)h, 0], откуда

θi /∈ [−kh, 0], k < j.

Таким образом, индикаторные функции χk(θi) можно непосредственно вы-
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числить, откуда получим, что:

mN∑
p=1

Q(θp)ψ
p =

m∑
j=1

jN∑
i=(j−1)N+1

m∑
k=j

U(−kh− θi)Akψ
i.

Вычтем число (j − 1)N из границ суммирования второй суммы:

mN∑
p=1

Q(θp)ψ
p =

m∑
j=1

N∑
i=1

m∑
k=j

U(−kh− θi+(j−1)N)Akψ
i+(j−1)N .

По определению

θi+(j−1)N = −(i+ (j − 1)N)
h

N
= −ih

N
− (j − 1)h = θi − (j − 1)h,

откуда

mN∑
p=1

Q(θp)ψ
p =

m∑
j=1

N∑
i=1

m∑
k=j

U(−kh− θi + (j − 1)h)Akψ
i+(j−1)N =

=
m∑
j=1

N∑
i=1

m∑
k=j

U((j − k − 1)h− θi)Akψ
i+(j−1)N .

Теперь вычтем число (j − 1) из границ суммирования третьей суммы:

m∑
j=1

N∑
i=1

m−(j−1)∑
k=1

U((j − (k + j − 1)− 1)h− θi)Ak+j−1ψ
i+(j−1)N =

=
m∑
j=1

N∑
i=1

m−(j−1)∑
k=1

U(−kh− θi)Ak+j−1ψ
i+(j−1)N =

=
N∑
i=1

m∑
j=1

m−(j−1)∑
k=1

U(−kh− θi)Ak+j−1ψ
i+(j−1)N .

25



Индукцией по m можно показать, что

m∑
j=1

m−(j−1)∑
k=1

aj,k =
m∑
k=1

m−(k−1)∑
j=1

aj,k. (2.5)

Используя это свойство, можно поменять переменные суммирования во
второй и третьей суммах:

mN∑
p=1

Q(θp)ψ
p =

N∑
i=1

m∑
j=1

m−(j−1)∑
k=1

U(−kh− θi)Ak+j−1ψ
i+(j−1)N =

=
N∑
i=1

m∑
k=1

m−(k−1)∑
j=1

U(−kh− θi)Ak+j−1ψ
i+(j−1)N =

=
N∑
i=1

m∑
k=1

U(−kh− θi)

m−(k−1)∑
j=1

Ak+j−1ψ
i+(j−1)N .

Используем свойство
∑N

i=1 ai =
∑N

i=1 aN−(i−1) по отношению к переменной
i:

mN∑
p=1

Q(θp)ψ
p =

m∑
k=1

N∑
i=1

U(−kh− θN−(i−1))

m−(k−1)∑
j=1

Ak+j−1ψ
N−(i−1)+(j−1)N =

=
m∑
k=1

N∑
i=1

U(−kh− θN−(i−1))

m−(k−1)∑
j=1

Ak+j−1ψ
jN−(i−1).

Собирая двойную сумму назад в одинарную по правилу

p := (k − 1)N + i, k :=

⌊
p− 1

N

⌋
+ 1, i := p−

⌊
p− 1

N

⌋
N,

и проверив, что −kh− θN−(i−1) = θp + τ в обозначениях для p, получаем

mN∑
p=1

Q(θp)ψ
p =

mN∑
p=1

U(θp + τ)

m−⌊p−1
N ⌋∑

j=1

A⌊p−1
N ⌋+1+j−1ψ

jN−
(
p−⌊p−1

N ⌋N−1
)
.
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Снова используем свойство
∑mN

p=1 bp =
∑mN

p=1 bmN−(p−1) на переменную p и
окончательно получаем:

mN∑
p=1

Q(θp)ψ
p =

mN∑
p=1

U(θmN−(p−1) + τ)

m−⌊mN−(p−1)−1
N ⌋∑

j=1

A⌊mN−(p−1)−1
N ⌋+1+j−1

×

×ψjN−
(
mN−(p−1)−⌊mN−(p−1)−1

N ⌋N−1
)
=

=
mN∑
p=1

U(θmN−(p−1) + τ)

m−⌊m− p
N ⌋∑

j=1

A⌊m− p
N ⌋+jψ

(
j−(m−⌊m− p

N ⌋)
)
N+p =

=
mN∑
p=1

U(θmN−(p−1) + τ)ζp.

Здесь вектор

ζp :=

m−⌊m− p
N ⌋∑

j=1

A⌊m− p
N ⌋+jψ

(
j−(m−⌊m− p

N ⌋)
)
N+p, p = 1, . . . ,mN.

Теперь по аналогии вычислим сумму

mN∑
p=1

mN∑
q=1

(ψp)TR(θp, θq)ψ
q.

Распишем сумму, используя определение функции R:

mN∑
p=1

mN∑
q=1

(ψp)TR(θp, θq)ψ
q =

m∑
j=1

jN∑
i=(j−1)N+1

m∑
r=1

rN∑
s=(r−1)N+1

(ψi)TR(θi, θs)ψ
s =

=
m∑
j=1

m∑
r=1

jN∑
i=(j−1)N+1

rN∑
s=(r−1)N+1

(ψi)T×

×
m∑
k=1

m∑
l=1

χk(θi)χl(θs)A
T
kU((k − l)h+ θi − θs)Alψ

s.
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Для любого j = 1, . . . ,m и r = 1, . . . ,m при

(j − 1)N < i ⩽ jN =⇒ −jh ⩽ −ih
N
< −(j − 1)h ⩽ 0,

(r − 1)N < s ⩽ rN =⇒ −rh ⩽ −sh
N

< −(r − 1)h ⩽ 0.

Из неравенства выше следует, что для любого j = 1, . . . ,m и r = 1, . . . ,m

(j − 1)N < i ⩽ jN =⇒ θi ∈ [−kh, 0], k ⩾ j, θi /∈ [−kh, 0], k < j,

(r − 1)N < s ⩽ rN =⇒ θs ∈ [−lh, 0], l ⩾ r, θs /∈ [−lh, 0], l < r.

Таким образом, индикаторные функции χk(θi), χl(θs) можно вычислить,
откуда получим, что:

mN∑
p=1

mN∑
q=1

(ψp)TR(θp, θq)ψ
q =

m∑
j=1

m∑
r=1

jN∑
i=(j−1)N+1

rN∑
s=(r−1)N+1

(ψi)T×

×
m∑
k=j

m∑
l=r

AT
kU((k − l)h+ θi − θs)Alψ

s.

Вычтем числа (j − 1)N и (r − 1)N из границ суммирования третьей и
четвертой сумм:

mN∑
p=1

mN∑
q=1

(ψp)TR(θp, θq)ψ
q =

m∑
j=1

m∑
r=1

N∑
i=1

N∑
s=1

(ψi+(j−1)N)T×

×
m∑
k=j

m∑
l=r

AT
kU((k − l)h+ θi+(j−1)N − θs+(r−1)N)Alψ

s+(r−1)N .

По определению

θi+(j−1)N = θi − (j − 1)h, θs+(r−1)N = θs − (r − 1)h,
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откуда

mN∑
p=1

mN∑
q=1

(ψp)TR(θp, θq)ψ
q =

m∑
j=1

m∑
r=1

N∑
i=1

N∑
s=1

(ψi+(j−1)N)T×

×
m∑
k=j

m∑
l=r

AT
kU
(
(k − l − j + r)h+ θi − θs

)
Alψ

s+(r−1)N .

Теперь вычтем числа (j − 1) и (r − 1) из границ суммирования пятой и
шестой сумм:

mN∑
p=1

mN∑
q=1

(ψp)TR(θp, θq)ψ
q =

m∑
j=1

m∑
r=1

N∑
i=1

N∑
s=1

(ψi+(j−1)N)T×

×
m−(j−1)∑

k=1

m−(r−1)∑
l=1

AT
k+j−1U

(
(k − l)h+ θi − θs

)
Al+r−1ψ

s+(r−1)N .

Снова последовательно используя свойство (2.5), получим:

mN∑
p=1

mN∑
q=1

(ψp)TR(θp, θq)ψ
q =

N∑
i=1

N∑
s=1

m∑
j=1

m−(j−1)∑
k=1

m∑
r=1

m−(r−1)∑
l=1

(ψi+(j−1)N)T×

× AT
k+j−1U

(
(k − l)h+ θi − θs

)
Al+r−1ψ

s+(r−1)N =

N∑
i=1

N∑
s=1

m∑
k=1

m−(k−1)∑
j=1

m∑
l=1

m−(l−1)∑
r=1

(ψi+(j−1)N)T×

× AT
k+j−1U

(
(k − l)h+ θi − θs

)
Al+r−1ψ

s+(r−1)N .

Перегруппируем выражение:

mN∑
p=1

mN∑
q=1

(ψp)TR(θp, θq)ψ
q =

m∑
k=1

N∑
i=1

m∑
l=1

N∑
s=1

m−(k−1)∑
j=1

Ak+j−1ψ
i+(j−1)N

T

×

× U
(
(k − l)h+ θi − θs

)m−(l−1)∑
r=1

Al+r−1ψ
s+(r−1)N

 .

29



Последовательно используя свойство
∑N

i=1 ai =
∑N

i=1 aN−(i−1) на перемен-
ные i и s, получим промежуточное выражение:

m∑
k=1

N∑
i=1

m∑
l=1

N∑
s=1

m−(k−1)∑
j=1

Ak+j−1ψ
N−(i−1)+(j−1)N

T

×

× U
(
(k − l)h+ θN−(i−1) − θN−(s−1)

)m−(l−1)∑
r=1

Al+r−1ψ
N−(s−1)+(r−1)N

 .

Собирая двойные суммы назад в одинарные по правилам

p := (k − 1)N + i, k :=

⌊
p− 1

N

⌋
+ 1, i := p−

⌊
p− 1

N

⌋
N,

q := (l − 1)N + s, l :=

⌊
q − 1

N

⌋
+ 1, s := q −

⌊
q − 1

N

⌋
N,

и проверив, что (k− l)h+ θN−(i−1)− θN−(s−1) = (p− q)τ в обозначениях для
p и q, получаем

mN∑
p=1

mN∑
q=1

(ψp)TR(θp, θq)ψ
q =

mN∑
p=1

mN∑
q=1

m−⌊p−1
N ⌋∑

j=1

A⌊p−1
N ⌋+jψ

jN−
(
p−⌊p−1

N ⌋N−1
)

T

×

× U
(
(p− q)τ

)m−⌊ q−1
N ⌋∑

r=1

A⌊ q−1
N ⌋+rψ

rN−
(
q−⌊ q−1

N ⌋N−1
) .

Снова используем свойство
∑mN

p=1 bp =
∑mN

p=1 bmN−(p−1) на переменные p и q,
и окончательно получаем:

mN∑
p=1

mN∑
q=1

m−⌊m− p
N ⌋∑

j=1

A⌊m− p
N ⌋+jψ

(
j−(m−⌊m− p

N ⌋)
)
N+p


T

U
(
(q − p)τ

)
×

×

m−⌊m− q
N ⌋∑

r=1

A⌊m− q
N ⌋+rψ

(
r−(m−⌊m− q

N ⌋)
)
N+q

 =
mN∑
p=1

mN∑
q=1

(ζp)TU
(
(q − p)τ

)
ζq.
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Таким образом, получаем

mN∑
p=1

mN∑
q=1

(ψp)TR(θp, θq)ψ
q =

mN∑
p=1

mN∑
q=1

(ζp)TU
(
(q − p)τ

)
ζq.

Подставим получившиеся выражения в формулу (2.3):

ΨTANΨ = (ψ0)TU(0)ψ0 + (ψ0)T
mN∑
p=1

U(θmN−(p−1) + τ)ζp+

+
mN∑
p=1

(ζp)TUT (θmN−(p−1) + τ)ψ0 +
mN∑
p=1

mN∑
q=1

(ζp)TU
(
(q − p)τ

)
ζq.

Таким образом, получившееся выражение эквивалентно выражению вида

ΨTANΨ = ζT (Ψ)BNζ(Ψ). (2.6)

Здесь вектор

ζ(Ψ) ∈ Rn(mN+1)×1, ζT (Ψ) =
[
(ψ0)T (ζ1)T . . . (ζmN)T

]
,

и матрица

BN ∈ Rn(mN+1)×n(mN+1), BN =

[
U(0) CN

(CN)T KN

]

состоит из блочных матриц

CN =
[
U(θmN + τ) . . . U(θ2 + τ) U(θ1 + τ)

]
, KN = {U(q − p)τ}mN

p,q=1 .

2.3 Оценка погрешности

В данном разделе оценим разность между значениями оригинального
и дискретизированного функционала в виде∣∣v0(φ)− vN0 (φ)

∣∣ ⩽ c

N
∥φ∥2H ,
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где c – некоторая константа, зависящая только от изначальных параметров
системы.

Для начала оценим норму производной U ′ на отрезке [−H, 0]. Введем
обозначения

K =
m∑
i=0

∥Ai∥, ∥U∥ = max
θ∈[0,H]

∥U(θ)∥.

Для любого ξ ∈ [−H, 0] по динамическому свойству функции U выполня-
ется следующее:

∥U ′(ξ)∥ =
∥∥−U ′T (−ξ)

∥∥ = ∥U ′(−ξ)∥ ⩽
m∑
i=0

∥U(−ξ − hi)Ai∥ ,

следовательно
∥U ′(ξ)∥ ⩽ K ∥U∥ , ξ ∈ [−H, 0]. (2.7)

Из равенства
∥U ′(ξ)∥ = ∥U ′(−ξ)∥

полученного выше так же следует, что

∥U ′(ξ)∥ ⩽ K ∥U∥ , ξ ∈ [0, H]. (2.8)

Рассмотреним сужение функции U ′ на отрезки [0, H] и [−H, 0]. По рассуж-
дениям про односторонние производные, приведенным после формулиро-
вания свойства (1.4), U ′ существует во всех точках отрезков. Так же она
непрерывна на каждом из них, что видно из динамического свойства (1.2).
Теперь можно применить теорему 1.3, откуда

U(s) = U(0) +

∫ s

0

U ′(ξ)dξ, s ∈ [0, H],

U(s) = U(−H) +

∫ s

−H

U ′(ξ)dξ, s ∈ [−H, 0].
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Тогда для любых точек s1, s2 ∈ [0, H] выполнено

∥U(s1)− U(s2)∥ =

∥∥∥∥U(0) + ∫ s1

0

U ′(ξ)dξ −
(
U(0) +

∫ s2

0

U ′(ξ)dξ

)∥∥∥∥ =

=

∥∥∥∥∫ s1

s2

U ′(ξ)dξ

∥∥∥∥ ⩽ K ∥U∥ |s1 − s2|, s1, s2 ∈ [0, H].

Аналогичным образом, для любых точек s1, s2 ∈ [−H, 0]:

∥U(s1)− U(s2)∥ =

∥∥∥∥∫ s1+H

0

U ′(ξ −H)dξ −
∫ s2+H

0

U ′(ξ −H)dξ

∥∥∥∥ =

=

∥∥∥∥∫ s1+H

s2+H

U ′(ξ −H)dξ

∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∫ s1

s2

U ′(ξ)dξ

∥∥∥∥ ⩽

⩽ K ∥U∥ |s1 − s2|, s1, s2 ∈ [−H, 0]. (2.9)

Перейдем к оценке разности значений функционалов. Для начальной функ-
ции φ ∈ PC([−H, 0],Rn) имеем

|v0(φ)− vN0 (φ)| ⩽ 2

∫ 0

−H

∥∥Q(s)−QN(s)
∥∥ ds ∥φ∥2H

+

∫ 0

−H

∫ 0

−H

∥∥R(s1, s2)−RN(s1, s2)
∥∥ ds2ds1 ∥φ∥2H .

Сперва рассмотрим интеграл от Q и проделаем подстановку s = θp + ατ,

∫ 0

−H

∥∥Q(s)−QN(s)
∥∥ ds = τ

mN∑
p=1

∫ 1

0

∥∥Q(θp + ατ)−QN(θp + ατ)
∥∥ dα =

= τ
m∑
j=1

jN∑
i=(j−1)N+1

∫ 1

0

∥Q(θi + ατ)−Q(θi)∥ dα.
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Распишем ядра Q: ∫ 1

0

∥Q(θi + ατ)−Q(θi)∥ dα =

=

∫ 1

0

∥∥∥∥∥
m∑
k=1

(
χk(θi + ατ)U

(
− kh− (θi + ατ)

)
− χk(θi)U(−kh− θi)

)
Ak

∥∥∥∥∥ dα.
Для любого j = 1, . . . ,m при

(j − 1)N < i ⩽ jN =⇒ −jh ⩽ −ih
N
< −(j − 1)h ⩽ 0,

т. е.
(j − 1)N < i ⩽ jN =⇒ θi ∈

[
− jh,−(j − 1)h

)
.

С другой стороны, при (j − 1)N < i ⩽ jN и α ∈ [0, 1)

θi + ατ ⩾ θi ⩾ −jh,
θi + ατ ⩽ θ(j−1)N+1 + ατ = −(j − 1)h− τ + ατ < (−j − 1)h.

Таким образом, получаем, что в интеграле выше

θi, θi + ατ ∈ [−kh, 0], k ⩾ j, α ∈ [0, 1) (2.10)

θi, θi + ατ /∈ [−kh, 0], k < j, α ∈ [0, 1).

С помощью чего индикаторные функции можно вычислить∫ 0

−H

∥∥Q(s)−QN(s)
∥∥ ds =

= τ
m∑
j=1

jN∑
i=(j−1)N+1

∫ 1

0

∥∥∥∥∥∥
m∑
k=j

(
U
(
− kh− (θi + ατ)

)
− U(−kh− θi)

)
Ak

∥∥∥∥∥∥ dα.
Из формулы (2.10) можно вычислить, что аргументы

−kh− (θi + ατ), −kh− θi,
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от которых считается значение функции U под знаком интеграла, принад-
лежат отрезку [−kh, 0] т. е. отрезку [−H, 0]. Таким образом, можно приме-
нить оценку (2.9) для разности значений матрицы Ляпунова:

∫ 0

−H

∥∥Q(s)−QN(s)
∥∥ ds ⩽ τ 2K∥U∥

m∑
j=1

jN∑
i=(j−1)N+1

m∑
k=j

∥Ak∥
∫ 1

0

αdα =

=
τ 2

2
K∥U∥

m∑
j=1

m∑
k=j

jN∑
i=(j−1)N+1

∥Ak∥ =
h2

2N 2
K∥U∥

m∑
j=1

m∑
k=j

N ∥Ak∥ .

Окончательно получаем∫ 0

−H

∥∥Q(s)−QN(s)
∥∥ ds ⩽ 1

2h
2K∥U∥

∑m
i=1 i ∥Ai∥

N
.

Аналогичным образом, рассмотрим интеграл от R:∫ 0

−H

∫ 0

−H

∥∥R(s1, s2)−RN(s1, s2)
∥∥ ds2ds1 = τ 2

m∑
j=1

m∑
r=1

×

×
jN∑

i=(j−1)N+1

rN∑
s=(r−1)N+1

∫ 1

0

∫ 1

0

∥R(θi + ατ, θs + βτ)−R(θi, θs)∥ dβdα.

Распишем ядро R внутри интеграла, пользуясь формулой (2.10), чтобы
раскрыть индикаторные функции:

∫ 1

0

∫ 1

0

∥∥∥∥∥
m∑
k=j

m∑
l=s

AT
k

(
U(θi,s,k,l + (α− β)τ)− U(θi,s,k,l)

)
Al

∥∥∥∥dβdα,
где

θi,s,k,l := (k − l)h+ θi − θs.

Покажем, что значения аргументов θi,s,k,l и θi,s,k,l + (α − β)τ в которых
вычисляется значение функции U либо одновременно неотрицательные,
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либо одновременно неположительные. Для этого перепишем их в форме

θi,s,k,l + (α− β)τ = (kN − lN − i+ s+ α− β)τ,

θi,s,k,l = (kN − lN − i+ s)τ.

Предположим, что (kN − lN − i + s)τ ⩾ 0. Без ограничения общности
можно предположить, что kN − lN − i + s ⩾ 1. Так как если это выра-
жение обращается в ноль, значит один аргумент уже нулевой и тогда оба
аргумента окажутся знака, соответствующего знаку второго аргумента. Но
тогда, при любых значениях α, β ∈ [0, 1]

kN − lN − i+ s ⩾ 1 =⇒ (kN − lN − i+ s+ α− β) ⩾ 0.

Отсюда следует, что

θi,s,k,l ⩾ 0, θi,s,k,l + (α− β)τ ⩾ 0.

В случае kN − lN − i+ s ⩽ −1 аналогичным образом получается

θi,s,k,l ⩽ 0, θi,s,k,l + (α− β)τ ⩽ 0.

Теперь интеграл можно оценить с помощью формулы (2.9):∫ 0

−H

∫ 0

−H

∥∥R(s1, s2)−RN(s1, s2)
∥∥ ds2ds1 ⩽

⩽ τ 3K ∥U∥
m∑
j=1

m∑
r=1

jN∑
i=(j−1)N+1

rN∑
s=(r−1)N+1

m∑
k=j

∥Ak∥
m∑
l=s

∥Al∥×

×
∫ 1

0

∫ 1

0

|α− β|dβdα =
1
3h

3K ∥U∥ (
∑m

i=1 i ∥Ai∥)2

N
.

Собирая приведенные выше оценки, получаем следующий результат.

Теорема 2.1. Следующее неравенство выполнено для любого числа N ∈
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N⩾1 и любой начальной функции φ ∈ PC([−H, 0],Rn) :∣∣v0(φ)− vN0 (φ)
∣∣ ⩽ c

N
∥φ∥2H . (2.11)

Здесь константа,

c = K ∥U∥Ah2
(
1 +

1

3
Ah

)
, A =

m∑
i=1

i ∥Ai∥ .

Подчеркнем, что оценка (2.11) сходится к нулю, когда N стремится к бес-
конечности.

2.4 Критерий экспоненциальной устойчивости

В данном разделе покажем, что система с несколькими кратными
запаздываниями экспоненциально устойчива, тогда и только тогда, когда
удовлетворяет условию Ляпунова и блочная подматрица KN матрицы AN

дискретизированного функционала положительно определена. Сформули-
руем сначала необходимое условие экспоненциальной устойчивости систе-
мы:

Теорема 2.2. Если система ẋ(t) = A0x(t) + · · ·+Amx(t−mh) экспонен-
циально устойчива, то для любого N ∈ N⩾1 матрица

KN :=


U(0) U(τ) . . . U

(
(mN − 1)τ

)
U(−τ) U(0) . . . U

(
(mN − 2)τ

)
U(−2τ) U(−τ) . . . U

(
(mN − 3)τ

)
... ... . . . ...

U
(
− (mN − 1)τ

)
U
(
− (mN − 2)τ

)
. . . U(0)


положительно определена.

Доказательство. Предположим, что система экспоненциально устойчива.
Тогда она удовлетворяет условию Ляпунова по теореме 1.7, и по теореме 1.8
матрица Kr(τ1, . . . , τr) положительно определена для любого натурального
числа r ∈ N⩾1 и попарно различных чисел τ1, . . . , τr. Возьмем число r :=
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mN ⩾ 1 и числа τi := (i− 1)τ, i = 1, . . . ,mN. Тогда матрица

Kr = {U(−τi + τj)}mN
i,j=1 = {U(−(i− 1)τ + (j − 1)τ}mN

i,j=1 =

=
{
U
(
(j − i)τ

)}mN

i,j=1
= KN .

Таким образом матрица KN положительно определена и необходимость
доказана.

Докажем еще одну вспомогательную теорему:

Теорема 2.3. Зафиксируем число N ∈ N⩾1. Если матрица KN положи-
тельно определена, то матрица BN неотрицательно определена.

Доказательство. Матрицу KN можно представить в блочном виде

KN =

[
K1,1 K1,2

K2,1 U(0)

]
.

Отсюда по теореме 1.6 матрица U(0) положительно определена. По теоре-
ме 1.5 матрица

BN =

[
U(0) CN

(CN)T KN

]
неотрицательно определена тогда и только тогда, когда дополнение SN :=

KN−(CN)TU−1(0)CN неотрицательно определено. Напомним формулы для
блочных матриц CN и KN :

CN
1,i = U(θmN−(i−1) + τ) = U

(
(−mN + i)τ

)
, i = 1, . . . ,mN,

KN =
{
U
(
(j − i)τ

)}mN

i,j=1
,

откуда дополнение SN имеет блоки следующего вида

SN
i,j = U((j − i)τ)− UT (

(
(−mN + i)τ

)
U−1(0)U(

(
−mN + j

)
τ),

i, j = 1, . . . ,mN − 1.

На границе в точках i = mN или j = mN матрица S окаймляется нуле-
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выми блоками:

SN
mN,j = U

(
((j −mN)τ

)
− UT ((−mN +mN)τ)U−1(0)U

(
(−mN + j)τ

)
=

= 0n×n, j = 1, . . . ,mN,

SN
i,mN = U

(
((mN − i)τ

)
− UT ((−mN + i)τ)U−1(0)U

(
(−mN +mN)τ

)
=

= 0n×n, i = 1, . . . ,mN.

Поэтому, чтобы показать неотрицательную определенность матрицы SN ,

достаточно показать неотрицательную определенность матрицы {SN
i,j}mN−1

i,j=1 .
Для этого представим матрицу KN в виде

KN =

[
T N−1 FN−1

(FN−1)T U(0)

]
.

Здесь блоки
T N−1 = {U

(
(j − i)τ

)
}mN−1
i,j=1

и
FN−1

i,1 := U
(
(mN − i)τ

)
, i = 1, . . .mN − 1.

Применим к данной матрице теорему 1.6, откуда следует, что дополнение
T ′N−1 := T N−1 − FN−1U−1(0)(FN−1)T положительно определено. Но оно
совпадает с матрицей {Si,j}mN−1

i,j=1 . В самом деле,

T ′
i,j = U

(
(j − i)τ

)
− U

(
(mN − i)τ

)
U−1(0)UT

(
(mN − j)τ

)
= SN

i,j,

i, j = 1, . . . ,mN − 1.

Теорема доказана.

Сформулируем окончательный результат данной главы:

Теорема 2.4. Система ẋ(t) = A0x(t)+ · · ·+Amx(t−mh) экспоненциально
устойчива тогда и только тогда, когда удовлетворяет условию Ляпунова
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и матрица

KN∗
:=


U(0) U(τ) . . . U

(
(mN ∗ − 1)τ

)
U(−τ) U(0) . . . U

(
(mN ∗ − 2)τ

)
U(−2τ) U(−τ) . . . U

(
(mN ∗ − 3)τ

)
... ... . . . ...

U
(
− (mN ∗ − 1)τ

)
U
(
− (mN ∗ − 2)τ

)
. . . U(0)

 ,

где τ := h
N∗ , положительно определена с числом

N ∗ :=


4 (K)2 max

θ∈[0,H]
∥U(θ)∥Ah2

(
1 +

1

3
Ah

)
λmin(W )

 , A =
m∑
i=1

i ∥Ai∥ .

Доказательство. Необходимость. Необходимость следует из теоремы 2.2
поскольку число N ∗ ⩾ 1. Равенство нулю достигается только в том случае,
когда все матрицы системы или базовая величина запаздывания h нулевые,
но в таком случае известно как исследовать систему на экспоненциальную
устойчивость.

Достаточность. Предположим теперь, что матрица KN∗ положи-
тельно определена. Тогда по теореме 2.3 матрица BN∗ неотрицательно опре-
делена, а значит неотрицательно определена и матрица AN∗, поскольку по
формуле (2.6)

ΨTANΨ = ζT (φ)BNζ(φ) ⩾ 0

для любого вектора Ψ ∈ Rn(mN+1)×1. В частности, отсюда и из форму-
лы (2.4) следует, что для любой начальной функции φ

vN0 (φ) = ΨT (φ)ANΨ(φ) ⩾ 0.

Предположим от противного, что система не является экспоненциально
устойчивой. Тогда по теореме 1.9 существует начальная функция φ̃ такая,
что

v0(φ̃) < −a0, a0 =
λmin(W )

4K
.
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По определению множества, которому принадлежит функция φ̃, выполне-
но ∥φ̃∥H = 1. Отсюда, по формуле (2.11) из теоремы 2.1

vN
⋆

0 (φ̃) ⩽ v0(φ̃) +
c

N ⋆
< −a0 +

c

N ⋆
.

По определению N ⋆, мы получаем c/N⋆ ⩽ a0, и следовательно vN⋆

0 (φ̃) < 0,

противоречие. Теорема доказана.
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Глава 3. Процедура кусочно-линейной дискретизации

В данной главе рассмотрим систему с одним запаздыванием

ẋ(t) = A0x(t) + A1x(t− h), t ⩾ 0.

Все результаты, полученные в данной главе, без сомнения обобщаются на
случай нескольких кратных запаздываний, однако эту работу предстоит
проделать в будущем. Текущая глава является абсолютно независимой от
предыдущей главы, несмотря на то, что некоторые обозначения, исполь-
зуемые в данной главе могут совпадать с обозначениями из предыдущей
главы.

Процедура кусочно-линейной дискретизации функционалов Ляпуно-
ва –Красовского рассматривалась в работах [17], [18], [19] .Однако в этих
работах наряду с дискретизацией самих функционалов проводилась дис-
кретизация производной, в результате чего получались достаточные усло-
вия устойчивости, выраженные в терминах линейных матричных нера-
венств. В отличие от [19], мы применяем эту процедуру к конкретному
функционалу с заданной производной (1.8), а дискретизацию производной
заменяем оценкой погрешности дискретизации, в результате чего удается
получить полный критерий экспоненциальной устойчивости.

Как и в случае кусочно-постоянной дискретизации, разобьем отрезок
[−h, 0] на N частей одинаковой длины τ := h

N . Обозначим точки дискре-
тизации θj := −jτ, j = 0, . . . , N . Для точек выполняется соотношение

θj − θj+1 = τ, j = 0, . . . , N − 1.

В этот раз аппроксимация ядер функционала v0 из формулы (1.5)
строится следующим образом: ядро Q на отрезке дискретизации заменяет-
ся линейной функцией, проходящей через граничные точки отрезка:

QN(s) :=
Q(θj)−Q(θj+1)

τ
(s− θj+1) +Q(θj+1), s ∈ [θj+1, θj],

j = 0, . . . , N − 1.
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Ядро R определено на квадратах дискретизации

[θi, θi+1]× [θj, θj+1], i, j = 0, . . . ,mN − 1.

Разобьем каждый квадрат на два треугольника, соседствующие вдоль по-
бочной диагонали квадрата, проходящей через точки (θi+1, θj+1) и (θi, θj).
Заменим график ядра R на каждом треугольнике плоскостью, проходящей
через граничные точки треугольника. Тогда, на верхнем треугольнике, про-
ходящем через дополнительную точку (θi+1, θj), получится

RN(s1, s2) := R(θi+1, θj+1)+

+
R(θi, θj)−R(θi+1, θj)

τ
(s1 − θi+1)+

+
R(θi+1, θj)−R(θi+1, θj+1)

τ
(s2 − θj+1),

s1 − θi
θi+1 − θi

⩾
s2 − θj
θj+1 − θj

,

s1 ∈ [θi+1, θi], s2 ∈ [θj+1, θj], i, j = 0, . . . , N − 1.

На нижнем треугольнике, проходящем через дополнительную точку (θi, θj+1),

получится

RN(s1, s2) := R(θi+1, θj+1)+

+
R(θi, θj+1)−R(θi+1, θj+1)

τ
(s1 − θi+1)+

+
R(θi, θj)−R(θi, θj+1)

τ
(s2 − θj+1),

s1 − θi
θi+1 − θi

⩽
s2 − θj
θj+1 − θj

,

s1 ∈ [θi+1, θi], s2 ∈ [θj+1, θj], i, j = 0, . . . , N − 1.

Введем обозначение H := h. При таком приближении получаем дискрети-
зированный функционал вида

vN0 (φ) = φT (0)U(0)φ(0) + 2φT (0)

∫ 0

−H

QN(s)φ(s)ds

+

∫ 0

−H

∫ 0

−H

φT (s1)R
N(s1, s2)φ(s2)ds2ds1.
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3.1 Альтернативная форма записи дискретизирован-
ного функционала

Можно проделать шаги, аналогичные тем, что были описаны в разде-
ле 2.1, чтобы получить альтернативную форму дискретизированного функ-
ционала vN0 . Поскольку эта процедура уже была описана ранее в работе [6]
для произвольного квадратичного функционала, а так же в работе [25]
именно для функционала v0, мы просто приведем получившиеся резуль-
таты. Единственное отличие упомянутых выше работ от данной состоит в
том, что в них дополнительно осуществляется процедура кусочно-линейной
дискретизации производной функционала. Две процедуры – дискретиза-
ция самого функционала и кусочно-линейная дискретизация его производ-
ной совмещаются и приводят к достаточным условиям экспоненциальной
устойчивости системы (1.1). Данная работа фокусируется только на дис-
кретизации самого функционала.

Оформим полученные результаты в виде теоремы

Теорема 3.1. [25] Для любой начальной функции φ

vN0 (φ) =

∫ 1

0

[
φT (0)ΨT (α)

] [ U(0) QN

(QN)
T RN

][
φ(0)

Ψ(α)

]
,

где

QN =
[
U(−h)A1 U(−h+ τ)A1 . . . U(−τ)A1 U(0)A1

]
,

RN = {AT
1U((j − i)τ)A1}Ni,j=0,

и Ψ(α) ∈ R(N+1)n×1 – некоторый вектор.

Компоненты вектора Ψ(α) являются суммами интегралов от функ-
ции φ на отрезках дискретизации. Интегралы имеют переменные верхние
и нижние пределы интегрирования, зависящие от параметра α. Для даль-
нейшего изложения конкретный вид компонент вектора Ψ(α) не важен.
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3.2 Оценка погрешности

В данном разделе оценим разность значений между оригинальным и
дискретизированным функционалами

|v0(φ)− vN0 (φ)| ⩽
c

N 2
∥φ∥2H , φ ∈ PC([−h, 0],Rn),

где c – некоторая константа, зависящая от параметров системы.
Покажем сначала, что U ′′ существует и непрерывна на отрезках [−H, 0]

и [0, H]. Действительно, пользуясь динамическим свойством (1.2) и свой-
ством (1.3) можно вычислить первую производную

U ′(θ) = U(θ)A0 + U(θ − h)A1, θ ∈ [0, H]

U ′(θ) = −(U ′(−θ))T = −(U(−θ)A0 + U(−θ − h)A1)
T =

= −AT
0U(θ)− AT

1U(θ + h), θ ∈ [−H, 0].

Теперь можно вычислить вторую производную на отрезке [0, H]:

U ′′(θ) = U ′(θ)A0 + U ′(θ − h)A1 =

=
(
U(θ)A0 + U(θ − h)A1

)
A0 +

(
− AT

0U(θ − h)− AT
1U(θ)

)
A1 =

= U(θ)A2
0 + U(θ − h)A1A0 − AT

0U(θ − h)A1 − AT
1U(θ)A1,

и на отрезке [−H, 0]:

U ′′(θ) = −AT
0U

′(θ)− AT
1U

′(θ + h) =

= −AT
0

(
− AT

0U(θ)− AT
1U(θ + h)

)
− AT

1

(
U(θ + h)A0 + U(θ)A1

)
=

= (A2
0)

TU(θ) + (A1A0)
TU(θ + h)− AT

1U(θ + h)A0 − AT
1U(θ)A1.

Из формулы выше видно, что вторая производная функции U существует
и непрерывна, отсюда следует, что и Q′′(s) := U ′′(−h − s)A1 существует
и непрерывна. Рассмотрим произвольную точку a на отрезке [−H, 0]. По
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теореме 1.3 имеем

Q(s) = Q(a) +

∫ s

a

Q′(t)dt = Q(a) +

∫ s

a

Q′(t)d(t− s), s ∈ [a, 0].

Теперь можно применить теорему 1.4 для отрезка [a, s] и функций

F (t) := Q′(t), G(t) := t− s

F ′(t) := Q′′(t), G′(t) := 1

на этом отрезке. Получим для произвольной точки a ∈ [−H, 0]:

Q(s) = Q(a) +Q′(s)(s− s)−Q′(a)(a− s)−
∫ s

a

Q′′(t)(t− s)dt =

= Q(a) +Q′(a)(s− a) +

∫ s

a

Q′′(t)(s− t)dt, s ∈ [a, 0]. (3.1)

Для того чтобы оценить выражение |v0(φ) − vN0 (φ)| потребуется оценить
вспомогательный интеграл от Q:

∫ 0

−H

∥∥Q(s)−QN(s)
∥∥ ds = N∑

p=1

∫ θp−1

θp

∥∥Q(s)−QN(s)
∥∥ ds =

=
N∑
p=1

∫ θp−1

θp

∥∥∥∥Q(s)−Q(θp) +
Q(θp)−Q(θp−1)

τ
(s− θp)

∥∥∥∥ ds.
В последнем переходе было использовано определение функции QN . За-
меним Q(s) и Q(θp−1) выражением из формулы (3.2) для точки a := θp.

Получим выражение под знаком интеграла:

Q(θp) +Q′(θp)(s− θp) +

∫ s

θp

Q′′(t)(s− t)dt−Q(θp) +Q(θp)

(
s− θp
τ

)
−

−

(
Q(θp) +Q′(θp)(θp−1 − θp) +

∫ θp−1

θp

Q′′(t)(θp−1 − t)dt

)
s− θp
τ

.
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После сокращения слагаемых остается∫ s

θp

Q′′(t)(s− t)dt− s− θp
τ

∫ θp−1

θp

Q′′(t)(θp−1 − t)dt. (3.2)

Распишем второй интеграл в виде

s− θp
τ

∫ θp−1

θp

Q′′(t)(θp−1 − θp + θp − t)dt =

=

∫ θp−1

θp

Q′′(t)

(
s− θp + (θp − t)

(
s− θp
τ

))
dt.

Так же имеем следующее равенство∫ s

θp

Q′′(t)
(
s− θp + (θp − t)

)
dt−

−
∫ s

θp

Q′′(t)

(
s− θp + (θp − t)

(
s− θp
τ

))
dt =

=

(
1− s− θp

τ

)∫ s

θp

Q′′(t)(θp − t)dt.

За счет последних двух преобразований выражение (3.2) окончательно при-
нимает вид (

1− s− θp
τ

)∫ s

θp

Q′′(t)(θp − t)dt−

−(s− θp)

∫ θp−1

s

Q′′(t)

(
1 +

(
θp − t

τ

))
dt.

Его можно оценить как

max
s∈[−H,0]

∥Q′′(s)∥
(
1− s− θp

τ

)∫ s

θp

|θp − t|dt+

+ max
s∈[−H,0]

∥Q′′(s)∥ (s− θp)

∫ θp−1

s

(
1 +

(
θp − t

τ

))
dt. (3.3)
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Интегралы внутри выражения равны∫ s

θp

|θp − t|dt =
∫ s

θp

(t− θp)dt =
(s− θp)

2

2
,∫ θp−1

s

(
1 +

(
θp − t

τ

))
dt = θp−1 − s+

(s− θp)
2 − τ 2

2τ
.

Подставляя полученные выражения в формулу (3.3), получим выражение,

max
s∈[−H,0]

∥Q′′(s)∥
(
(s− θp)

2

2
− (s− θp)

3

2τ

)
+

+ max
s∈[−H,0]

∥Q′′(s)∥
(
−(s− θp)(s− θp−1) +

(s− θp)
3

2τ
− (s− θp)

τ

2

)
.

где пара слагаемых с членом (s−θp)
3

2τ сокращается. А также поскольку ин-
теграл ∫ θp−1

θp

−(s− θp)(s− θp−1)ds = −(θp − θp−1)
3

6
,

получаем, что финальная оценка равна∫ 0

−H

∥∥Q(s)−QN(s)
∥∥ ds ⩽

⩽ max
s∈[−H,0]

∥Q′′(s)∥
N∑
p=1

∫ θp−1

θp

(s− θp)
2

2
− (s− θp)(s− θp−1)− (s− θp)

τ

2
ds =

⩽ max
s∈[−H,0]

∥Q′′(s)∥
N∑
p=1

(θp−1 − θp)
3

6
− (θp − θp−1)

3

6
− (θp−1 − θp)

2τ

4
=

= max
s∈[−H,0]

∥Q′′(s)∥
N∑
p=1

τ 3

12
⩽ max

s∈[−H,0]
∥U ′′(s)∥ ∥A1∥

h3

12N 2
.

Для оценки второго интеграла приведем вспомогательную лемму.

Лемма 3.1. Рассмотрим матричную функцию G : [0,∆] → Rn×n. Пусть
G дважды непрерывно-дифференцируема на отрезке [0,∆]. Рассмотрим
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соответствующую линейную функцию

Glin(s) =
(
1− s

∆

)
G(0) +

s

∆
G(∆), s ∈ [0,∆].

Тогда,

∥G(s)−Glin(s)∥ ⩽ max
s∈[0,∆]

∥G′′(s)∥s(∆− s)

2
.

Доказательство. По рассуждениям, которые привели к формуле (3.2), на
отрезке [0,∆] функцию G так же можно представить в следующем виде

G(s) = G(0) + sG′(0) + I(s), I(s) =

∫ s

0

G′′(t)(s− t)dt, s ∈ [0,∆].

Выразим по этой формуле значения G(s) and G(∆) и подставим в оцени-
ваемое выражение:

∥G(s)−Glin(s)∥ =
∥∥∥G(s)− (1− s

∆

)
G(0)− s

∆
G(∆)

∥∥∥ =

=

∥∥∥∥∫ s

0

G′′(t)(s− t)dt− s

∆

∫ ∆

0

G′′(t)(∆− t)dt

∥∥∥∥ ⩽

⩽ max
s∈[0,∆]

∥G′′(s)∥
((

1− s

∆

)∫ s

0

tdt+
s

∆

∫ ∆

s

(∆− t)dt

)
=

= max
s∈[0,∆]

∥G′′(s)∥s(∆− s)

2
.

Лемма доказана.

Теперь оценим второй вспомогательный интеграл от R:∫ 0

−H

∫ 0

−H

∥∥R(s1, s2)−RN(s1, s2)
∥∥ ds =

=
N∑
p=1

N∑
q=1

∫ θp−1

θp

∫ θq−1

s1−θp−1+θq−1

∥∥R(s1, s2)−RN(s1, s2)
∥∥ ds2ds1+

+
N∑
p=1

N∑
q=1

∫ θp−1

θp

∫ s1−θp−1+θq−1

θq

∥∥R(s1, s2)−RN(s1, s2)
∥∥ ds2ds1.

В области определения первого двойного интеграла имеем последователь-
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ность импликаций

s2 ⩾ s1 − θp−1 + θq−1 =⇒ s1 − θp−1 ⩽ s2 − θq−1 =⇒

=⇒ s1 − θp−1

−τ
⩾
s2 − θq−1

−τ
=⇒ s1 − θp−1

θp − θp−1
⩾
s2 − θq−1

θq − θq−1
,

откуда следует, что в первом двойном интеграле функция RN может быть
раскрыта по определению RN на верхнем треугольнике квадрата

[θp, θp−1]× [θq, θq−1],

а во втором двойном интеграле по определению на нижнем треугольнике.
Сделаем это, но сначала дополнительно вычтем из пределов интегрирова-
ния числа θp и θq. Получим∫ 0

−h

∫ 0

−h

∥∥R(s1, s2)−RN(s1, s2)
∥∥ ds2ds1 =

=
N∑
p=1

N∑
q=1

∫ τ

0

∫ τ

s1

∥∥R(θp + s1, θq + s2)−RN(θp + s1, θq + s2)
∥∥ds2ds1+

+
N∑
p=1

N∑
q=1

∫ τ

0

∫ s1

0

∥∥R(θp + s1, θq + s2)−RN(θp + s1, θq + s2)
∥∥ds2ds1.

Также в силу того, что

R(θp, θq) = AT
1U
(
(q − p)τ

)
A1 =

= AT
1U
(
((q − 1)− (p− 1))τ

)
A1 = R(θp−1, θq−1),

выражение для RN в первом двойном интеграле принимает вид:

RN(θp + s1, θq + s2) = R(θp, θq)+

+
R(θp−1, θq−1)−R(θp, θq−1)

τ
(s1)+

+
R(θp, θq−1)−R(θp, θq)

τ
(s2) =
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= R(θp, θq) +
(
R(θp, θq)−R(θp, θq−1)

)(s1 − s2)

τ
.

Аналогично, выражение для RN во втором двойном интеграле имеет вид:

RN(θp + s1, θq + s2) := R(θp, θq)+

+
R(θp−1, θq)−R(θp, θq)

τ
(s1)+

+
R(θp−1, θq−1)−R(θp−1, θq)

τ
(s2) =

= R(θp, θq) +
(
R(θp, θq)−R(θp−1, θq)

)(s2 − s1)

τ
.

Для простоты оценим сначала второй двойной интеграл, а не первый. Вы-
ражение внутри интеграла имеет вид∫ τ

0

∫ s1

0

∥∥R(θp + s1, θq + s2)−RN(θp + s1, θq + s2)
∥∥ds2ds1 ⩽

⩽ ∥A1∥2
∫ τ

0

∫ s1

0

∥∥U(s1 − s2 + a)−

−U(a) +
(
U(a)− U(a+ τ)

)(s1 − s2)

τ

∥∥ds2ds1, a := θp − θq.

Сделав замену s := s1 − s2 во втором интеграле, получим выражение

∥A1∥2
∫ τ

0

∫ s1

0

∥∥U(s+ a)− U(a) +
(
U(a)− U(a+ τ)

) (s
τ

)∥∥dsds1 =
= ∥A1∥2

∫ τ

0

∫ s1

0

∥∥G(s)−G(0) +
(
G(0)−G(τ)

) (s
τ

)∥∥dsds1,
где функция

G(s) := U(s+ a), s ∈ [0, τ ].

Поскольку

s ∈ [0, τ ] =⇒ s+ a ∈ [(q − p)τ, (q − p+ 1)τ ],

видно, что для любых точек p, q = 1, . . . , N выполнено s+ a ∈ [0, H], либо
s+ a ∈ [−H, 0], а значит функция U(s+ a) дважды дифференцируема на
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рассматриваемом отрезке. Теперь можно применить лемму 3.1 к функции
G, находящейся под знаком интеграла, и окончательно оценить первый
двойной интеграл:

N∑
p=1

N∑
q=1

∫ τ

0

∫ s1

0

∥∥R(θp + s1, θq + s2)−RN(θp + s1, θq + s2)
∥∥ds2ds1 ⩽

⩽ ∥A1∥2 max
s∈[−H,0]∪[0,H]

∥U ′′(s)∥
N∑
p=1

N∑
q=1

∫ τ

0

∫ s1

0

s(τ − s)

2
=

= ∥A1∥2 max
s∈[−H,0]∪[0,H]

∥U ′′(s)∥ τ
4N 2

24
= ∥A1∥2 max

s∈[−H,0]∪[0,H]
∥U ′′(s)∥ h4

24N 2
.

Теперь перейдем к первому интегралу, выражение внутри которого имеет
вид ∫ τ

0

∫ τ

s1

∥∥R(θp + s1, θq + s2)−RN(θp + s1, θq + s2)
∥∥ds2ds1 ⩽

⩽ ∥A1∥2
∫ τ

0

∫ τ

s1

∥∥U(s1 − s2 + a)−

−U(a) +
(
U(a)− U(a− τ)

)(s2 − s1)

τ

∥∥ds2ds1, a := θp − θq.

Для произвольной матрицы A выполнено свойство ∥A∥ =
∥∥AT

∥∥. Пользу-
ясь этим свойством и свойством (1.3) матрицы Ляпунова, транспонируем
выражение под знаком интеграла и получим

∥A1∥2
∫ τ

0

∫ τ

s1

∥∥U(s2 − s1 − a)−

−U(−a) +
(
U(−a)− U(−a+ τ)

)(s2 − s1)

τ

∥∥ds2ds1, a := θp − θq.

Сделав замену s := s2 − s1 во втором интеграле, получим выражение∫ τ

0

∫ τ−s1

0

∥∥U(s− a)− U(−a) +
(
U(−a)− U(−a+ τ)

) (s
τ

)∥∥dsds1 =
=

∫ τ

0

∫ τ−s1

0

∥∥G(s)−G(0) +
(
G(0)−G(τ)

) (s
τ

)∥∥dsds1,
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где функция
G(s) := U(s− a), s ∈ [0, τ ].

Поскольку

s ∈ [0, τ ] =⇒ s− a ∈ [−(q − p)τ,−(q − p− 1)τ ],

видно, что для любых точек p, q = 1, . . . , N выполнено s− a ∈ [0, H], либо
s− a ∈ [−H, 0], а значит функция U(s− a) дважды дифференцируема на
рассматриваемом отрезке. Теперь можно применить лемму 3.1 к функции
G, находящейся под знаком интеграла, и окончательно оценить первый
двойной интеграл:

N∑
p=1

N∑
q=1

∫ τ

0

∫ τ

s1

∥∥R(θp + s1, θq + s2)−RN(θp + s1, θq + s2)
∥∥ds2ds1 ⩽

⩽ ∥A1∥2 max
s∈[−H,0]∪[0,H]

∥U ′′(s)∥
N∑
p=1

N∑
q=1

∫ τ

0

∫ τ−s1

0

s(τ − s)

2
=

= ∥A1∥2 max
s∈[−H,0]∪[0,H]

∥U ′′(s)∥ τ
4N 2

24
= ∥A1∥2 max

s∈[−H,0]∪[0,H]
∥U ′′(s)∥ h4

24N 2
.

Напомним оцениваемую нами разность:

|v0(φ)− v
(N)
0 (φ)| ⩽ 2

∫ 0

−H

∥∥Q(s)−QN(s)
∥∥ ds ∥φ∥2H +

+

∫ 0

−H

∫ 0

−H

∥∥R(s1, s2)−RN(s1, s2)
∥∥ ds2ds1 ∥φ∥2H .

Собирая полученные оценки, оформим полученный результат в виде тео-
ремы:

Теорема 3.2. Следующее неравенство выполнено для любого числа N ∈
N⩾1 и любой начальной функции φ ∈ PC([−H, 0],Rn) :∣∣v0(φ)− vN0 (φ)

∣∣ ⩽ c

N 2
∥φ∥2H ,
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где константа

c =
1

12
max

s∈[−H,0]∪[0,H]
∥U ′′(s)∥ ∥A1∥h3(2 + ∥A1∥h).

Отметим еще, что

∥U ′′(s)∥ =
∥∥−(UT (−s))′′

∥∥ = ∥U ′′(−s)∥ , s ∈ [−H, 0],

откуда maxs∈[−H,0]∪[0,H] ∥U ′′(s)∥ = maxs∈[0,H] ∥U ′′(s)∥ .Из формул (2.7), (2.8),
а так же динамического свойства следует, что норму второй производной
можно оценить как

∥U ′′(s)∥ = ∥A0U
′(s) + A1U

′(s− h)∥ ⩽ KU(∥A0∥+ ∥A1∥) = K2U,

K := ∥A0∥+ ∥A1∥ , U := max
s∈[0,H]

∥U(s)∥ .

Таким образом, в качестве константы c можно так же взять число

c =
1

12
max
s∈[0,H]

∥U(s)∥
(
∥A0∥+ ∥A1∥

)2 ∥A1∥h3
(
2 + ∥A1∥h

)
. (3.4)

3.3 Критерий экспоненциальной устойчивости

В данном разделе приведем критерий экспоненциальной устойчиво-
сти для системы с одним запаздыванием, аналогичный теореме 2.4 для си-
стемы с несколькими кратными запаздываниями. Отличия состоят в том,
что матрица, участвующая в формулировке нового критерия, имеет мень-
шую размерность и, выглядит чуть более эстетично.

Докажем сначала одну вспомогательную теорему, аналогичную тео-
реме 2.3:

Теорема 3.3. Зафиксируем число N ∈ N⩾1. Если матрица

KN := {U(j − i)τ}Ni,j=0
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положительно определена, то матрица

AN :=

[
U(0) QN

(QN)
T RN

]
,

участвующая в формулировке теоремы 3.1, неотрицательно определена.

Доказательство. Матрицу KN можно представить в блочном виде

KN =

[
K1,1 K1,2

K2,1 U(0)

]
.

Отсюда по теореме 1.6 матрица U(0) положительно определена. По теоре-
ме 1.5 матрица AN неотрицательно определена тогда и только тогда, когда
дополнение SN := RN − (QN)

TU−1(0)QN неотрицательно определено. На-
помним формулы для блочных матриц QN и RN :

QN1,i
= U

(
(−N + i)τ

)
A1, i = 0, . . . , N,

RN = {AT
1U((j − i)τ)A1}Ni,j=0,

откуда дополнение SN имеет блоки следующего вида

SNi,j
= AT

1

[
U((j − i)τ)− UT (

(
(−N + i)τ

)
U−1(0)U(

(
−N + j

)
τ)
]
A1,

i, j = 0, . . . , N − 1.

На границе в точках i = N или j = N матрица SN окаймляется нулевыми
блоками:

SNN,j
= AT

1

[
U
(
(j −N)τ

)
− UT

(
(−N +N)τ

)
U−1(0)U

(
(−N + j)τ

)]
A1 =

= 0n×n, j = 0, . . . , N,

SNi,N
= AT

1

[
U
(
(N − i)τ

)
− UT

(
(−N + i)τ

)
U−1(0)U

(
(−N +N)τ

)]
A1 =

= 0n×n, i = 0, . . . , N.

Поэтому, чтобы показать неотрицательную определенность матрицы SN ,
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достаточно показать неотрицательную определенность матрицы, равной
{SNi,j

}N−1
i,j=0. Для этого представим матрицу KN в виде

KN =

[
KN−1 BN

(BN)
T U(0)

]
.

Здесь блоки
KN−1 := {U

(
(j − i)τ

)
}N−1
i,j=0

и
BNi,1

:= U
(
(N − i)τ

)
, i = 0, . . . N − 1.

Применим к данной матрице теорему 1.6, откуда следует, что дополнение
K′

N−1 := KN−1 − BNU
−1(0)(BN)

T положительно определено. Блоки этой
матрицы имеют вид

K′
N−1i,j = U

(
(j − i)τ

)
− U

(
(N − i)τ

)
U−1(0)UT

(
(N − j)τ

)
,

i, j = 0, . . . , N − 1,

откуда следует, что

{SNi,j
}N−1
i,j=0 =


AT

1 0n×n . . . 0n×n

0n×n AT
1 . . . 0n×n

... ... . . . ...
0n×n 0n×n . . . AT

1

K′


A1 0n×n . . . 0n×n

0n×n A1 . . . 0n×n
... ... . . . ...

0n×n 0n×n . . . A1

 .

Теорема доказана.

Сформулируем окончательный результат данной главы:

Теорема 3.4. Система ẋ(t) = A0x(t)+A1x(t−h) экспоненциально устой-
чива тогда и только тогда, когда удовлетворяет условию Ляпунова и
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матрица

KN∗ :=


U(0) U(τ) U(2τ) . . . U(h)

U(−τ) U(0) U(τ) . . . U
(
h− τ)

U(−2τ) U(−τ) U(0) . . . U
(
h− 2τ

)
... ... ... . . . ...

U(−h) U(−h+ τ) U(−h+ 2τ) . . . U(0)

 ,

где τ := h
N∗ положительно определена с числом

N ∗ :=

⌈√
maxθ∈[0,H] ∥U ′′(θ)∥h 3

2 ∥A1∥
1
2

√
(2 + ∥A1∥h)

√
(∥A0∥+ ∥A1∥)√

3λmin(W )

⌉
.

Доказательство. Необходимость. Матрица KN∗ по определению есть

KN∗ = {U(j − i)τ}N∗

i,j=0.

Она является частным случае матрицы, упоминаемой в теореме 1.8 с чис-
лами

r := N ∗ + 1, τi := (i− 1)τ, i = 1, . . . , N ∗ + 1.

Необходимость доказана.
Достаточность. Предположим теперь, что матрица KN∗ положи-

тельно определена. Тогда по теореме 3.3 матрица AN∗ неотрицательно опре-
делена. В частности, отсюда и из теоремы 3.1 следует, что для любой на-
чальной функции φ

vN
∗

0 (φ) =

∫ 1

0

[
φT (0)ΨT (α)

]
AN∗

[
φ(0)

Ψ(α)

]
⩾ 0.

Предположим от противного, что система не является экспоненциально
устойчивой. Тогда по теореме 1.9 существует начальная функция φ̃ такая,
что

v0(φ̃) < −a0, a0 =
λmin(W )

4K
.

По определению множества, которому принадлежит функция φ̃, выполне-
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но ∥φ̃∥H = 1. Отсюда, из теоремы 3.2 следует

vN
⋆

0 (φ̃) ⩽ v0(φ̃) +
c

(N ⋆)2
< −a0 +

c

(N ⋆)2
.

По определению N ⋆, мы получаем
c

(N ⋆)2
⩽ a0, и следовательно vN⋆

0 (φ̃) < 0,

противоречие. Теорема доказана.

Если использовать константу c из формулы (3.4), то число N ∗ будет
равно

N ∗ =

⌈√
maxθ∈[0,H] ∥U(θ)∥h

3
2 ∥A1∥

1
2

√
(2 + ∥A1∥h)(∥A0∥+ ∥A1∥)

3
2√

3λmin(W )

⌉
.
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Глава 4. Примеры

В данной главе мы сравним наиболее примечательные методы кон-
структивной проверки экспоненциальной устойчивости линейной системы
с одним запаздыванием в терминах матриц Ляпунова, которые существу-
ют на данный момент времени. Будем рассматривать 6 методов для одного
запаздывания: метод из работы [15], метод из работы [16], и метод из ра-
боты [16] с улучшенной нами размерностью матрицы, и метод, основанный
на теореме 2.4, метод, основанный на теореме 3.4 и метод с прогнозируемой
нами наилучшей оценкой размерности матрицы, которую можно достичь
для матрицы из теоремы 3.4.

Опишем подробнее в чем заключается каждый метод. Метод из ра-
боты [15] применим как для систем с одним запаздыванием, так и для
систем с несколькими кратными запаздываниями. Будем называть этот
метод Egorov. Опишем метод для системы (1.1) с несколькими запаздыва-
ниями. Метод заключается в следующих шагах:

1. Проверяем, является ли матрица

P(τ) :=

[
U(0) U(τ)

UT (τ) U(0)

]

положительно определенной на полуинтервале τ ∈ (0, H]. Здесь H

– максимальная величина запаздывания системы, H = mh. Если
в какой-то точке τ матрица P(τ) не является положительно опре-
деленной, заключаем что система не экспоненциально устойчива. В
противном случае переходим к шагу 2. На практике полуинтервал
(0, H] проверяется в точках

s :=
i

100
H, i = 1, . . . , 100.

В дальнейшем при нахождении наименьшего или наибольшего значе-
ния функции на непрерывном отрезке, тот же подход будет исполь-
зоваться во всех выражениях данной главы.
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2. Вычислим число

N ∗ := 1 +
⌈
eKH ∗H ∗ (K + L) ∗ (α∗ +

√
α∗(α∗ + 1))−KH

⌉
.

Здесь константа
L := max

t∈[0,H]
∥K ′(t)∥ ,

где K : R → Rn×n – фундументальная матрица системы (1.1), удовле-
творяющая уравнению

K ′(t) = A0K(t) + A1K(t− h) + · · ·+ AmK(t−mh),

K(0) = En×n, K(t) = 0n×n, t < 0.

Константа K имеет вид K :=
∑m

i=0 ∥Ai∥ и число α∗ := α2

α1
, где

α2 :=

(
1 +

m∑
i=1

∥Ai∥hi

)2

∥U(0)∥+H ∥W∥ ,

α1 := λmin(W )
e−2KH

4K
cos2(b0), (4.1)

с числом b0, являющимся единственным числом, удовлетворяющим
уравнению

((KH)2 + b20) sin
4(b0)− (KH)2 = 0

на интервале (0, π2 ).

3. Проверяем матрицу из теоремы 3.4

KN∗ := {U(j − i)τ}N
∗

i,j=1 , τ :=
h

N ∗ − 1

на положительную определенность.

Для системы с одним запаздыванием L на шаге 2 можно вычислить по
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формуле

L := ∥A0∥ e∥A0∥H .

Метод из работы [16] применим к системе с одним запаздыванием,
хотя, без сомнения, он может быть обобщен и на случай систем с несколь-
кими кратными запаздываниями. Будем называть его Bajodek. Он заклю-
чается в проверке положительной определенности матрицы PN , элементы
которой являются интегральными произведениями матрицы Ляпунова и
полиномов Лежандра на отрезке [−h, 0]. Полиномы Лежандра имеют сле-
дующий вид

lk(τ) := (−1)k
k∑

j=0

(−1)jCk
jC

k+j
j

(
τ + h

h

)j

, k ∈ N⩾0,

где

Ck
j :=

k!

j!(k − j)!
, k, j ∈ N⩾0,

а k! – это факториал числа k. Сама матрица PN∗
имеет следующий вид

PN∗
:=

[
U(0) QN∗

(QN∗
)T TN∗

+ I−1
N∗

]
,

где матричные блоки выглядят следующим образом

QN∗
=

{∫ 0

−h

UT (h+ s)A1li(s)ds

}N∗−1

i=0

,

TN∗
=

{∫ 0

−h

∫ 0

−h

AT
1U(s1 − s2)A1li(s1)lj(s2)ds2ds1

}N∗−1

i=0

,

I−1
N∗ =


h
1En×n 0n×n . . . 0n×n

0n×n
h
3En×n . . . 0n×n

... ... . . . ...
0n×n 0n×n . . . h

2N∗−1En×n

 .
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Число N ∗ вычисляется по следующей формуле:

N ∗ := N(ε(α1)),

где число α1 берется из формулы (2), функция ε(η) равна

ε(η) := −κ1 + κ2
κ2 + 1

+

√(
κ1 + κ2
κ2 + 1

)2

+
η

h(κ2 + 1)
,

κ1 := max
τ∈[0,h]

∥U(τ)A1∥ , κ2 := max
τ∈[−h,h]

∥∥AT
1U(τ)A1

∥∥ .
Наконец, фунция N(ε) вычисляется по следующей формуле:

N(ε) := max

(
4,

⌈
3

2
+ µe1+W (− log(ρε)

µe )

⌉)
,

где

µ :=
hK

2
, ρ :=

√
2⌈µ⌉
π3

1

µ2

(
µe

⌈µ⌉+ 1
2

)⌈µ⌉+ 1
2

. (4.2)

Размерность матрицы PN∗
, получаемой по данной формуле, обычно крайне

мала и не превышает 100×100 для большинства примеров. Однако вычис-
ление всех интегралов для результирующей матрицы PN∗

является очень
трудоемкой задачей, даже при небольшой размерности матрицы. Напри-
мер, численное вычисление всех интегралов для матрицы PN∗

размерно-
сти 20×20 может занять несколько часов. Авторы статьи предложили аль-
тернативный метод вычисления этих интегралов с использованием рекур-
рентных формул, что значительно сокращает время работы программы.
Однако предложенные формулы численно неустойчивы, из-за чего прихо-
дится использовать завышенную точность вычислений программы зара-
нее, поскольку точная оценка накопления погрешности в зависимости от
количества итераций рекуррентных формул не была установлена в статье.
Численная неустойчивость рекуррентных формул приводит к экспоненци-
альному росту накопления погрешности вычислений при увеличении необ-
ходимого числа рекурсивных итераций, что существенно снижает выигрыш

62



в размерности, получаемый за счет аппроксимации с помощью полиномов
Лежандра. Кроме того, полученные рекуррентные формулы могут быть не
применимы для некоторых систем, но в будущем их можно будет обобщить.

Третий метод похож на второй, за исключением оценки в формуле
(4.2), которая теперь имеет вид:

N := max

(
4, 2 +

⌈
hK

2
e
1+W (− log(µε)

hK e
2
)
⌉)

, µ :=
(e
2

)2√π

2
π

−1

.

Будем называть его BajodekBound.
Четвертый метод применим к системам с одним и несколькими крат-

ными запаздываниями и заключается в применении теоремы 2.4. Будем
называть его PC.

Пятый метод применим только к системам с одним запаздыванием
и заключается в применении теоремы 3.4. Заметим, что матрица, участву-
ющая в этом методе, совпадает с матрицей из метода Egorov, только для
другой размерности. Будем называть этот метод PL.

Шестой метод чисто гипотетитеческий, будем проверять его валид-
ность на системах с одним запаздыванием. Он заключается в применении
теоремы 3.4 с числом N ∗ := Kh. Будем называть этот метод LimitBound.

Все вычисления производятся в среде MATLAB. Вычисления в мето-
дах Bajodek, BajodekBound осуществляются с точностью 32 знака после
запятой. Для исследуемых системы все методы согласуются друг с другом
с точки зрения выдаваемых результатов экспоненциальной устойчивости
исследуемых систем.
Пример 1. Рассмотрим как ведут себя размерности матриц в зависимости
от запаздывания системы. Для этого рассмотрим скалярное уравнение с
одним запаздыванием

ẋ(t) = x(t)− 2x(t− h), h = 0.1 : 0.01 : 2. (4.3)

Данный пример рассматривался в работе [16]. Нотация выше означает, что
величина запаздывания h пробегает все значения отрезка [0.1, 2] с шагом
0.01. Система является экспоненциально устойчивой при h < 0.6046 и не
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является экспоненциально устойчивой при h > 0.6047.

LB Baj BajB

Мин. t 0.000947 0.524449 0.527165

Ср. t 0.002863 6.089539 1.698167

Макс. t 0.005128 14.343537 4.302540

Мин. N ∗ 2 4 4

Ср. N ∗ 4.005988 14.350000 7.044444

Макс. N ∗ 6 24 11

Таблица 1: Средняя размерность матрицы и время работы методов LowerBound,
Bajodek, BajodekBound для системы (4.3)

Eg PC PL

Мин. t 0.087424 0.032924 0.032260

Ср. t 20.371319 0.417237 0.040231

Макс. t 290.403881 23.456071 0.089185

Мин. N ∗ 35 1 2

Ср. N ∗ 649749.232558 152.411111 5.833333

Макс. N ∗ 16710713 2630 19

Таблица 2: Средняя размерность матрицы и время работы методов Egorov,
PiecewiseConstant, PiecewiseLinear для системы (4.3)

Результаты сравнения приведены в таблицах 1 и 2. Жирным шриф-
том выделены лучшие значения времени. Из приведенных результатов вид-
но, что метод PiecewiseLinear является самым быстрым из сравнивае-
мых. Также, у методов PiecewiseConstant, Egorov размерность матрицы
N ∗ растет при подходе к границе критического запаздывания h = 0.6046,
что отражается в значениях для полей "Ср. N ∗" и "Макс. N ∗". Экспе-
риментальным путем было выяснено, что вблизи критических значений
параметров системы, которые отделяют области экспоненциально устой-
чивых и неустойчивых систем, норма матрицы Ляпунова U взрывается и
уходит на бесконечность. Поскольку формула для размерности N ∗ метода
PiecewiseConstant зависит от ∥U∥ , взрыв нормы U прямо влияет на раз-
мерность матрицы KN∗. Скорее всего, ∥U∥ , также неявно скрыта в оценке
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размерности метода Egorov. В методе PL размерность зависит от
√

∥U∥,
так что взрыв сказывается не настолько сильно. В методе Bajodek размер-
ность зависит от ln (∥U∥) . Таким образом, в пределе метод Bajodek бу-
дет иметь наилучшую оценку размерности матрицы и время работы около
критических значений параметров относительно всех остальных методов,
исключая гипотетический LowerBound.
Пример 2. Исследуем поведение размерности вблизи критического значе-
ния запаздывания h = 0.6046 системы (4.3). В данном примере h = 0.6 :

0.0001 : 0.7.

LB Baj BajB

Мин. t 0.000820 3.393825 0.751224

Ср. t 0.003799 4.328231 0.960912

Макс. t 0.005128 33.727996 3.808480

Мин. N ∗ 2 12 5

Ср. N ∗ 2.000000 12.267327 5.000000

Макс. N ∗ 2 16 5

Таблица 3: Средняя размерность матрицы и время работы методов LowerBound,
Bajodek, BajodekBound для системы (4.3) в окрестности точки h = 0.6046

Eg PC PL

Мин. t − 0.031494 0.040720

Ср. t − − 0.378436

Макс. t − − 21.937274

Мин. N ∗ 16710713 2327 18

Ср. N ∗ 79564748.243902 586043.613861 57.168317

Макс. N ∗ 821868911 58083121 2589

Таблица 4: Средняя размерность матрицы и время работы методов Egorov,
PiecewiseConstant, PiecewiseLinear для системы (4.3) в окрестности точки h =
0.6046

В данном примере значения времени, матрицы которых нельзя об-
работать в MATLAB, обозначены прочерком. Соответствующие размерно-
сти матрицы также могут быть обозначены прочерком. Из значения по-
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ля "Макс. t" можно увидеть, что в узкой границе точки h = 0.6046 ме-
тод BajodekBound начинает превосходить метод PiecewiseLinear по ско-
рости.
Пример 2. Рассмотрим как влияют нормы матрицы системы и ее размер-
ность на число N ∗. Для этого рассмотрим матричное уравнение четвертого
порядка с одним запаздыванием

ẋ(t) = A0x(t) + A1x(t− h), h = 0.3 : 0.1 : 1, (4.4)

где матрицы

A0 :=


0 0 1 0

0 0 0 1

−20 10 0 0

5 −15 0 −0.25

 , A1 :=


0 0 0 0

0 0 0 0

10 0 0 0

0 0 0 0

 .

Данный пример также рассматривался в работе [16].

LB Baj BajB

Мин. t 0.042754 − −
Ср. t 0.248616 − −

Макс. t 0.005128 − −
Мин. N ∗ 11 − −
Ср. N ∗ 23.625000 − −

Макс. N ∗ 36 − −

Таблица 5: Средняя размерность матрицы и время работы методов LowerBound,
Bajodek, BajodekBound для системы (4.4) в окрестности точки h = 0.6046
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Eg PC PL

Мин. t − − 0.259333

Ср. t − − 2.319728

Макс. t − − 9.090039

Мин. N ∗ − 136267 78

Ср. N ∗ − 4110092.250000 469.000000

Макс. N ∗ − 19767253 1235

Таблица 6: Средняя размерность матрицы и время работы методов Egorov,
PiecewiseConstant, PiecewiseLinear для системы (4.4) в окрестности точки h =
0.6046

В данном примере значения времени и размерностей матрицы, ко-
торые нельзя обработать в MATLAB либо их обработка занимает более
10 минут, обозначены прочерком. Соответствующие размерности матрицы
также могут быть обозначены прочерком.
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Выводы

В данной работе получены:

1. Конструктивный критерий экспоненциальной устойчивости для ли-
нейной дифференциальной системы с несколькими кратными запаз-
дываниями, являющийся временным улучшением критерия, суще-
ствовавшего ранее.

2. Конструктивный критерий экспоненциальной устойчивости.

3. Реализованы и сравнены друг с другом 6 алгоритмов, с помощью
которых можно определить экспоненциальную устойчивость данной
линейной системы с запаздыванием за конечное число математиче-
ских операций.

Время работы полученных критериев увеличивается при росте норм
матриц системы и базовой величины запаздывания.

В будущем можно:

• Применить процедуру кусочно-квадратичной дискретизации и фор-
мулы квадратур высших порядков к системе с одним запаздыванием.

• Доказать предельную оценку в методе LimitBound.

• Обобщить результаты на системы с несколькими кратными запазды-
ваниями.
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Заключение

В данной работе разработаны критерий экспоненциальной устойчи-
вости линейных дифференциальных систем с кратными запаздываниями,
а также критерий, являющийся улучшением первого критерия в случае
одного запаздывания. Критерии позволяют свести проверку устойчивости
системы к проверке выполнения условия Ляпунова и проверке положи-
тельной определенности некоторой блочной матрицы, зависящей только
от матрицы Ляпунова.
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