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1 Введение

Эффект Казимира [1,2]—это квантовый эффект взаимодействия между макроскопическими
объектами в их основном состоянии. Взаимодействие между двумя диэлектрическими по
лупространствами, разделенными вакуумной щелью, определяется формулой Лифшица [3].
Теоретическое изучение эффекта Казимира получило новые возможности в рамках подхо
да рассеяния, формализм был эффективно применен к неплоским геометриям, включая ди
фракционные решетки [4–6], сферы и цилиндры [7–11]. Подробности теоретических и экс
периментальных исследований можно найти в различных обзорах и книгах [12–32].

Действие ЧернаСаймонса существенно модифицирует взаимодействие Казимира, его
изучение в рамках 2 + 1 абелевой электродинамики с членом ЧернаСаймонса было нача
то в работе [33]. Константы ЧернаСаймонса слоев в случае 3+1 являются безразмерными.
Жесткие непроницаемые граничные условия, модифицированные членом ЧернаСаймонса
в случае 3 + 1, были рассмотрены в работах [34, 35], проводимость Холла не описывается
этими условиями. Энергия Казимира двух плоских слоев ЧернаСаймонса в вакууме была
получена в работах [36, 37]. Притяжение и отталкивание Казимира, обусловленные слоями
ЧернаСаймонса на границе диэлектрических и металлических полупространств, были изу
чены в работах [38, 39].

Потенциал КазимираПолдера для анизотропного атома получен прямым применением
квантовой электродинамики во втором порядке теории возмущений в работах [40–44]. Эф
фект КазимираПолдера для проводящих плоскостей был рассмотрен в работах [45,46], эф
фект КазимираПолдера для проводящих плоскостей с тензорной проводимостью [47] был
рассмотрен в работах [12,48,49]. Потенциал КазимираПолдера нейтрального анизотропно
го атома при наличии плоского слоя ЧернаСаймонса был получен в работе [50], эффекты
нарушения зарядовой четности изза слоя ЧернаСаймонса были исследованы в работе [51].

В низкоэнергетрической эффективной теории топологических изоляторов существует
член, пропорциональный θE⃗H⃗ в дополнение к стандартной плотности электромагнитной
энергии, это действие может быть проинтегрировано по объему топологического изолятора
в действие ЧернаСаймонса на границе. Параметр a из действия ЧернаСаймонса квантует
ся в этом случае следующим образом: a = αθ/(2π), θ = (2m + 1)π, α  постоянная тонкой
структуры КЭД ,m  целое число [52]. Различные аспекты Казимировского взаимодействия
топологических изоляторов были иследованы в работах [53–58].

Теоретическое описание изоляторов Черна [59–61] при отсутствии дисперсии дается дей
ствием ЧернаСаймонса с параметром a = Cα, C—число Черна —топологический инвари
ант. Взаимодействие Казимира с изоляторами Черна изучается в работах [37, 62, 63].

Квантовые слои Холла во внешнем магнитном поле также приводят к квантованной силе
Казимира, параметр действия ЧернаСаймонса a = να, ν  целое или дробное число, харак
теризующее плато квантового эффекта Холла [38, 64, 65].

Отталкивание Казимира привлекает особое внимание в исследованиях эффекта Казими
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ра, отталкивание является многообещающим режимом с точки зрения технологии. Враще
ние поляризации после отражения электромагнитной волны от плоского слояЧернаСаймон
са является важным свойством, которое приводит к режимам притяжения и отталкивания в
давлении Казимира между двумя плоскопараллельными слоями ЧернаСаймонса в вакууме
и на границах диэлектриков или металлов [36–39]. Давление Казимира в режиме отталкива
ния до сих пор экспериментально не исследовалось в этой геометрии.

Дополнительным способом изучения эффекта Казимира является локальное зондирова
ние вакуума нейтральным атомом в его основном состоянии. Представляет интерес изуче
ние вакуума между двумя плоскопараллельными слоями ЧернаСаймонса локально изза
нетривиальных свойств этой системы. Таким образом, потенциал КазимираПолдера ани
зотропного атома является естественным теоретическим инструментом для проведения ис
следования перед экспериментальным исследованием. Эта работа заполняет пробел в важ
ном направлении локального изучения вакуума в геометрии двух слоев ЧернаСаймонса.
Аналитические результаты для потенциала КазимираПолдера анизотропного атома между
двумя плоскопараллельными слоями ЧернаСаймонса на границе диэлектрических поллу
пространств впервые получены в работе [69].

Формализм, основанный на рассеянии функций Грина, был введен в работе [12]. В этом
подходе выводятся электрические, магнитные функции Грина и давление Казимира в калиб
ровочноинвариантном по построению выводе. В работе [12] мы получили давление Казими
ра и потенциал КазимираПолдера в системах без вращения поляризаций после отражения
электромагнитных волн от границ между различными средами.

В настоящей работе разработано важное обобщение подхода к рассеянию функций Гри
на на общий случай отражения от границ пластин. При наличии нескольких слоев Черна
Саймонса невозможно выразить потенциал КазимираПолдера в терминах двух коэффици
ентов отражения (для TE и TM мод) даже для диагонального тензора атомной поляризуе
мости изза вращения TE и ТМ поляризаций после отражения электромагнитного поля от
каждого слоя ЧернаСаймонса. Матрица коэффициентов отражения имеет в данном слу
чае недиагональный вид [37, 38]. Определение потенциала КазимираПолдера при наличии
нескольких слоев ЧернаСаймонса потребовало разработки новой техники, представленной
в этой работе. Получены новые формулы для потенциалов КазимираПолдера для всех си
стем, рассмотренных в данной работе. Также обнаружены и исследованы новые вакуумные
эффекты трех тел в системе атом  два слоя изза поворота одного из слоев на 180 градусов.

Работа построена следующим образом. В разделе 2 записываются выражения для по
ля точечного диполя в вакууме в терминах электрического и магнитного полей, следуя ра
боте [12], и обобщается формализм рассеяния функций Грина на важный случай недиаго
нальных матриц отражения. Затем получается результат для потенциала КазимираПолдера
анизотропного атома при наличии плоскопараллельного слоя ЧернаСаймонса на границе
диэлектрического полупространства. В разделе 3 получается общий результат для потенци
ала КазимираПолдера анизотропного атома, находящегося между двумя диэлектрическими

3



полупространствами с плоскопараллельными слоями ЧернаСаймонса на границах диэлек
трических полупространств. В разделе 4 получаются результаты для потенциала Казимира
Полдера анизотропного атома, находящегося между двумя плоскопараллельными слоями
ЧернаСаймонса в вакууме, выраженные через трансцендентные функции Лерча и полило
гарифмы. Раздел 5 посвящен анализу Pнечетных вакуумных эффектов трех тел, описаны
эксперименты по измерению потенциала КазимираПолдера в щели.

В работе магнитная проницаемость материалов µ = 1. Мы используем h̄ = c = 1 и
единицы измерения ХевисайдаЛоренца.

2 Потенциал КазимираПолдера анизотропного атома над
диэлектрическим полупространством с граничным сло
ем ЧернаСаймонса

Метод рассеяния функций Грина был представлен в работе [12], где он был применен для по
лучения различных классических результатов для потенциала КазимираПолдера и давления
Казимира в геометриях с плоскими границами, был разработан калибровочноинвариантный
по построению вывод результатов. Все результаты в работе [12] выражены в терминах ко
эффициентов отражения для задач, где TE и TM моды не перемешиваются после отражения
электромагнитной волны от плоской границы между различными средами.

Граничный слой ЧернаСаймонса вращает каждую поляризацию падающего электромаг
нитного поля после отражения от слоя, вращение поляризаций в данном случае описывается
недиагональной матрицей отражения [37, 38]. Метод рассеяния функций Грина обобщен в
этой работе на общую задачу недиагонального отражения применительно к получению по
тенциала КазимираПолдера. Обобщенный формализм разработан и подробно представлен
в данной работе.

Результат для потенциала КазимираПолдера нейтрального анизотропного атома, взаи
модействующего с плоским слоем ЧернаСаймонса в вакууме, получен в работе [50]. В этом
разделе обобщается результат [50] и выводится формула для потенциала КазимираПолдера
нейтрального анизотропного атома в его основном состоянии, расположенного на расстоя
нии z0 от диэлектрического полупространства с плоским граничным слоем ЧернаСаймонса.

Рассмотрим дипольный источник в точке r′ = (0, 0, z0), характеризующийся электриче
ским дипольным моментом dl(t) с компонентами плотности 4тока [50]

ρ(t, r) = −dl(t)∂lδ
3(r− r′) , (1)

jl(t, r) = ∂td
l(t)δ3(r− r′) . (2)

Используем соотношение

Dij(t− t′, r, r′) = i⟨T (Êi(t, r)Êj(t
′, r′))⟩ (3)
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для полной электрической функции Грина. Полную электрическую функцию Грина можно
найти из решения уравненийМаксвелла в части электрического поля для электромагнитного
поля, распространяющегося от дипольного источника (1),(2).

Определим атомную поляризуемость αij(ω) согласно [66]:

αij(t1 − t2) = i⟨T (d̂i(t1), d̂j(t2))⟩ , (4)

αij(t) =

ˆ ∞

−∞
exp(−iωt)αij(ω)

dω

2π
, (5)

где d̂i(t) в (4)—оператор электрического дипольного момента, а T указывает на то, что вы
ражение должно быть вычислено путем упорядочения по времени. Чтобы найти потенциал
КазимираПолдера при нулевой температуре, можно использовать определение для измене
ния уровня энергии основного состояния∆E0 после добавления в действие взаимодействия
V̂ в гамильтониан H = H0 + V̂ [67]:

⟨0|Ŝ|0⟩ = e−i∆E0τ , τ → +∞ , (6)

здесь τ = τ1−τ2—временной интервал, который входит в стандартное определение Ŝ(τ1, τ2),
Ŝматрица, определенная в представлении взаимодействия [68]:

Ŝ(τ1, τ2) ≡ exp(iH0τ1) exp(−iH(τ1 − τ2)) exp(−iH0τ2) , (7)

Ŝ ≡ Ŝ(+∞,−∞) = T exp(−i

ˆ +∞

−∞
dtV̂ (t)) . (8)

Вакуумный элемент (6) содержит несвязанные диаграммы. Мы берем

V̂ (t) =

ˆ
d3r Ĵµ(t, r)Âµ(t, r) (9)

с операторами d̂l(t) в четырехтоковой плотности (1), (2) и получаем
ˆ

dtV̂ (t) =

ˆ
dtd3r

(
Âl(t, r)∂td̂l(t)δ3(r− r′)− Â0(t, r)d̂l(t)∂lδ3(r− r′)

)
=

ˆ
dtd3r

(
(∂lÂ0(t, r)− ∂0Âl(t, r))

)
d̂l(t)δ3(r− r′) = −

ˆ
dtÊ(t, r′)d̂(t). (10)

В теории возмущений второго порядка мы используем (8)–(10), определения атомной
поляризуемости(4), (5) и пропагатора электрического поля (3) для получения

⟨0|Ŝ(2)|0⟩ = 1

2

¨
dtdt′αij(t− t′)

(
Dij(t− t′, r, r′)−D

(0)
ij (t− t′, r, r′)

)∣∣∣
r′→r

=

τ

2

ˆ +∞

−∞

dω

2π
αij(ω)DE

ij(|ω|, r′, r′) = iτ

ˆ +∞

0

dω

2π
αij(iω)DE

ij(iω, r′, r′). (11)

В последнем равенстве (11) мы используем αik(ω) = αki(−ω) [73] и после этого произво
дим поворот Вика. При выводе потенциала КазимираПолдера нейтрального атома при нали
чии диэлектрического полупространства следует использовать разность между полным про
пагатором с диэлектрическим полупространством и вакуумным пропагатором в положении
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атома без диэлектрика. Этот расчет приводит к конечному значению потенциала Казимира
Полдера. В результате всегда требуется отраженная часть полного пропагатора, чтобы опре
делить потенциал КазимираПолдера. Отраженная часть пропагатора электрического поля
определяется

DE
ij(t− t′, r, r′) = Dij(t− t′, r, r′)−D

(0)
ij (t− t′, r, r′). (12)

Из (6) и (11) потенциал КазимираПолдера определяется в терминах отраженной элек
трической функции Грина (12):

U(L) = −
∞̂

0

dω

2π
αij(iω)DE

ij(iω, r′, r′). (13)

Подставим формулу Вейля [70]

eiω|r
′−r|

4π|r′ − r|
= i

¨
ei(kx(x

′−x)+ky(y′−y)+
√

ω2−k2x−k2y(z
′−z))

2
√
ω2 − k2

x − k2
y

dkxdky
(2π)2

, (14)

справедливую для z′−z > 0, в решение уравнений для векторных потенциалов в калибровке
Лоренца (

∆+ ω2
)
φ(ω, r) = −ρ(ω, r) , (15)(

∆+ ω2
)
A(ω, r) = −j(ω, r). (16)

Обозначим k∥ = (kx, ky). Тогда электрические и магнитные поля, распространяющиеся
вниз от источника в точке r′ = (0, 0, L), могут быть представлены в виде

E(ω, r) =
ˆ (

ρ(ω, k̃)k̃− ωj(ω, k̃)
) eik∥·r∥eikz(L−z)

2kz

d2k∥
(2π)2

, (17)

B(ω, r) =
ˆ

[j(ω, k̃)×k̃]e
ik∥·r∥eikz(L−z)

2kz

d2k∥
(2π)2

, (18)

где kz =
√

ω2 − k2
∥ , k̃ = (k∥,−kz), ρ(ω, k̃) и j(ω, k̃)—Фурьекомпоненты источника.

Рассмотрим распространение электромагнитного поля от дипольного источника в точке
r′ = (0, 0, L) с электрическим дипольным моментом d. В этом случае компоненты плотности
тока дипольного источника должны быть записаны в виде (1), (2)

Заметим, что плотность тока (1), (2) удовлетворяет уравнениюнепрерывности ∂tρ+divj =
0. Для точечного диполя (1), (2) следует подставить

ρ(ω, k) = −dl
ˆ

∂lδ
3(r− r′)eik·rd3r = id · keikzL , (19)

jl(ω, k) = −iωdl
ˆ

δ3(r− r′)eik·rd3r = −iωdleikzL (20)

в уравнения (17) и (18).
Рассмотрим задачу дифракции на однородном диэлектрическом полупространстве z <

0 характеризующимся диэлектрической проницаемостью ε(ω), и плоском граничном слое
ЧернаСаймонса при z = 0, описываемым действием

SCS =
a

2

ˆ
εzνρσAνFρσ dtdxdy. (21)
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Чтобы решить задачу дифракции, запишем электрическое и магнитное поля для z > 0 в
виде

E1(ω, r) =
ˆ
Ñ(ω, k∥)eik∥·r∥e−ikz(z−z0)d2k∥ +

ˆ
v(ω, k∥)eik∥·r∥eikzzd2k∥ , (22)

H1(ω, r) = 1

ω

ˆ
[k̃× Ñ(ω, k∥)]eik∥·r∥e−ikz(z−z0)d2k∥

+
1

ω

ˆ
[k× v(ω, k∥)]eik∥·r∥eikzzd2k∥ , (23)

где
Ñ(ω, k∥) =

i

8π2kz

(
−(d · k̃)k̃+ ω2d

)
. (24)

Для z < 0 запишем электрическое и магнитное поля в виде

E2(ω, r) =
ˆ
u(ω, k∥)eik∥·r∥e−iKzzd2k∥ , (25)

H2(ω, r) = 1

ω

ˆ (
[k∥ × u(ω, k∥)]−Kz[n× u(ω, k∥)]

)
eik∥·r∥e−iKzzd2k∥, (26)

где Kz =
√

ε(ω)ω2 − k2
x − k2

y и n = (0, 0, 1). Неизвестные векторные функции v(ω, k∥) и
u(ω, k∥) можно найти из системы уравнений на граничные условия, накладываемых на элек
трические и магнитные поля:

div(E1 − E0) = 0, (27)

divE2 = 0, (28)

E1
x|z=0 = E2

x|z=0, (29)

E1
y |z=0 = E2

y |z=0, (30)

H1
x|z=0+ −H2

x|z=0− = 2aE1
x|z=0, (31)

H1
y |z=0+ −H2

y |z=0− = 2aE1
y |z=0. (32)

Граничные условия (31), (32) были рассмотрены при исследовании распространения плос
кой электромагнитной волны в среде с кусочнопостоянным аксионным полем [71] и в среде
со слоями ЧернаСаймонса [72]. Заметим, что параметр a пропорционален недиагональной
части поверхностной проводимости [58]. При таком понимании частотная дисперсия a(ω)

может быть рассмотрена в граничных условиях (31), (32). Чтобы упростить обозначения,
мы не записываем явно частоту ω в a(ω) в дальнейшем. В формулах потенциала Казимира
Полдера мы неявно предполагаем зависимость a(iω).

Удобно использовать полярные координаты в двумерном (kx, ky) импульсном простран
стве и локальном ортогональном базисе er, eθ, ez, так что k∥ = krer, kr = |k∥|. Запишем
граничные условия в этом базисе

vrkr + kzvz = 0, (33)

urkr −Kzuz = 0, (34)
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ur = vr + Ñre
ikzz0 , (35)

uθ = vθ + Ñθe
ikzz0 , (36)

− kzvθ + kzÑθe
ikzz0 −Kzuθ = 2ωaur, (37)

kzvr − krvz − kzÑre
ikzz0 − krÑze

ikzz0 +Kzur + kruz = 2ωauθ (38)

откуда

vr =

[
−rTM + a2T

1 + a2T
Ñr +

kz
ω

aT

1 + a2T
Ñθ

]
eikzz0 , (39)

vθ =

[
− ω

kz

aT

1 + a2T
Ñr +

rTE − a2T

1 + a2T
Ñθ

]
eikzz0 , (40)

vz =
kr
kz

[
rTM + a2T

1 + a2T
Ñr −

kz
ω

aT

1 + a2T
Ñθ

]
eikzz0 , (41)

где rTM , rTE коэффициенты отражения Френеля

rTM(ω, kr) =
ε(ω)kz −Kz

ε(ω)kz +Kz

, rTE(ω, kr) =
kz −Kz

kz +Kz

(42)

и
T (ω, kr) =

4kzKz

(kz +Kz)(ε(ω)kz +Kz)
. (43)

Заметим, что зависимость коэффициентов отражения и пропускания от (ω, kr) опускается в
(39)(41) для краткости.

На этом этапе удобно определить локальную матрицу R, полученную из уравнений (39),
(40):

R(a, ε(ω), ω, kr) ≡
1

1 + a2T

(
−rTM − a2T kz

ω
aT

− ω
kz
aT rTE − a2T

)
. (44)

Чтобы найти отраженную часть электрического поля, следует использовать вращение
между двумя локальными базисами и произвести замены

dr = dx cos θ + dy sin θ , (45)

dθ = dx sin θ − dy cos θ , (46)

vx = vr cos θ + vθ sin θ , (47)

vy = vr sin θ − vθ cos θ (48)

для каждого k∥ в отраженной части поля в выражении (22) с помощью (24), (39), (40), (41).
Поступая таким образом и отмечая, что

Ñr =
i

8π2
(kz(dx cos θ + dy sin θ) + krdz), (49)

Ñθ =
i

8π2

ω2

kz
(dx sin θ − dy cos θ), (50)
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мы получаем локальные вклады в декартовы компоненты отраженных электрических функ
ций Грина для совпадающих аргументов в точке дипольного источника:

DE
xx(ω, kr, θ, z = z′ = z0) =

i

8π2

[(
R11kz cos θ +R12

ω2

kz
sin θ

)
cos θ

+

(
R21kz cos θ +R22

ω2

kz
sin θ

)
sin θ

]
e2ikzz0 , (51)

DE
yy(ω, kr, θ, z = z′ = z0) =

i

8π2

[(
R11kz sin θ −R12

ω2

kz
cos θ

)
sin θ

−
(
R21kz sin θ −R22

ω2

kz
cos θ

)
cos θ

]
e2ikzz0 , (52)

DE
zz(ω, kr, θ, z = z′ = z0) = − i

8π2

k2
r

kz
R11e

2ikzz0 , (53)

DE
xy(ω, kr, θ, z = z′ = z0) =

i

8π2

[(
R11kz sin θ −R12

ω2

kz
cos θ

)
cos θ

+

(
R21kz sin θ −R22

ω2

kz
cos θ

)
sin θ

]
e2ikzz0 , (54)

DE
yx(ω, kr, θ, z = z′ = z0) =

i

8π2

[(
R11kz cos θ +R12

ω2

kz
sin θ

)
sin θ

−
(
R21kz cos θ +R22

ω2

kz
sin θ

)
cos θ

]
e2ikzz0 , (55)

DE
xz(ω, kr, θ, z = z′ = z0) =

i

8π2

[
R11kr cos θ +R21kr sin θ

]
e2ikzz0 , (56)

DE
zx(ω, kr, θ, z = z′ = z0) =

i

8π2

[
−R11kr cos θ +R21kr sin θ

]
e2ikzz0 , (57)

DE
yz(ω, kr, θ, z = z′ = z0) =

i

8π2

[
R11kr sin θ −R21kr cos θ

]
e2ikzz0 , (58)

DE
zy(ω, kr, θ, z = z′ = z0) =

i

8π2

[
−R11kr sin θ −R21kr cos θ

]
e2ikzz0 . (59)

ПотенциалКазимираПолдера анизотропного атома над диэлектрическим полупростран
ством с плоским граничным слоемЧернаСаймонса определяется путем интегрирования вы
ражений (51)(59) в полярных координатах и использования формулы (13) (запишем отдель
но вклады в потенциал КазимираПолдера от различных компонент αij(iω)):

Uxx(z0) + Uyy(z0) = − 1

16π2

∞̂

0

dω
(
αxx(iω) + αyy(iω)

)
×

∞̂

0

dkrkre
−2kzz0

(
rTM + a2T

1 + a2T
kz −

rTE − a2T

1 + a2T

ω2

kz

)
, (60)
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Uzz(z0) = − 1

8π2

∞̂

0

dωαzz(iω)

∞̂

0

dkr
k3
r

kz
e−2kzz0

rTM + a2T

1 + a2T
, (61)

Uxy(z0) + Uyx(z0) = − 1

8π2

∞̂

0

dω ω
(
αxy(iω)− αyx(iω)

) ∞̂

0

dkrkre
−2kzz0

aT

1 + a2T
, (62)

Uxz = Uzx = Uyz = Uzy = 0. (63)

Заметим, что потенциал КазимираПолдера (60)(63) имеет вклад антисимметричной части
поляризуемости атомов [73]. Для плоского слоя ЧернаСаймонса в вакууме результат [50]
может быть выведен из формул (60)(63).

3 Потенциал КазимираПолдера анизотропного атома, на
ходящегосямежду двумя диэлектрическимиполупростран
ствами с граничными слоями ЧернаСаймонса

Геометрия двух плоскопараллельных слоев ЧернаСаймонса в вакууме или на границах ди
электриков представляет особый интерес в связи с предсказанием режимов отталкивающего
и притягивающего давления Казимира [36–39]. Для двух плоскопараллельных слоев Черна
Саймонса в вакууме и условия a1 = a2 отталкивание Казимира имеет место в интервале
a1 ∈ [0, a0], где a0 ≈ 1.032502 [36, 38], в то время как для a1 = −a2 притяжение Казимира
имеет место для всех значений параметра a1 [37].

Определенно важно исследовать аналогичную геометрию локально, вводя нейтральные
атомы в полость с граничными слоямиЧернаСаймонса . ПотенциалКазимираПолдера опре
деляет квантовое взаимодействие анизотропного нейтрального атома в его основном состо
янии со стенками полости, оно зависит от геометрии и материала полости. Локальное зонди
рование полости с плоскопараллельными границами нейтральными атомами действительно
многообещающе с экспериментальной точки зрения, поскольку в этом случае удается избе
жать ожидаемых проблем с параллелизмом при измерениях сил Казимира в геометриях с
плоскопараллельными границами.

Рассмотрим два диэлектрических полупространства z > d, z < 0 с диэлектрическими
проницаемостями ε1(ω) и ε2(ω) соответственно, и вакуумную щель 0 < z < d между ними.
Два плоскопараллельных граничных слоя ЧернаСаймонса расположены при z = d и z = 0

и характеризуются параметрами a1(ω) и a2(ω) соответственно (см. обсуждение после (32)).
Мы опускаем частотную дисперсию в a1(ω), a2(ω) для краткости в дальнейшем, как и ранее.
Атом находится в точке r′ = (0, 0, z0), 0 < z0 < d (см. Рис.1). В этом разделе мы получим
общий результат для потенциала КазимираПолдера нейтрального анизотропного атома в
этой системе.

Удобно решать задачу дифракции для верхнего полупространства (z ≥ d), когда нижнее
полупространство отсутствует. Рассмотрим распространение вверх электромагнитного поля
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от точечного диполя, расположенного в точке r′ = (0, 0, z0), z0 < d. Для z < d разложения
для электрического и магнитного полей могут быть записаны следующим образом:

E1(ω, r) =
ˆ
Neik∥·r∥eikz(z−z0)d2k∥ +

ˆ
v1eik∥·r∥e−ikzzd2k∥ , (64)

H1(ω, r) = 1

ω

ˆ
[k× N]eik∥·r∥eikz(z−z0)d2k∥

+
1

ω

ˆ (
[k∥ × v1]− kz[n× v1]

)
eik∥·r∥e−ikzzd2k∥, (65)

N =
i

8π2kz

(
−(k · d)k+ ω2d

)
. (66)

Векторные функции v1 зависят от ω, k∥, z0, d и дипольного момента d. Для z > d запишем
прошедшие поля в виде:

E2(ω, r) =
ˆ
u1eik∥·r∥eiKz1zd2k∥ , (67)

H2(ω, r) = 1

ω

ˆ (
[k∥ × u1] +Kz1[n× u1]

)
eik∥·r∥eiKz1zd2k∥. (68)

Заметим, что параметр a1 входит в граничные условия

H2
x|z=d+ −H1

x|z=d− = 2a1E
1
x|z=d, (69)

H2
y |z=d+ −H1

y |z=d− = 2a1E
1
y |z=d. (70)

По аналогии с разделом 2 получим:

v1r =

[
−rTM1 + a21T1

1 + a21T1

Nr +
kz
ω

a1T1

1 + a21T1

Nθ

]
eikz(2d−z0), (71)

v1θ =

[
− ω

kz

a1T1

1 + a21T1

Nr +
rTE1 − a21T1

1 + a21T1

Nθ

]
eikz(2d−z0), (72)

v1z = −kr
kz

[
rTM1 + a21T1

1 + a21T1

Nr −
kz
ω

a1T1

1 + a21T1

Nθ

]
eikz(2d−z0), (73)

где rTM1 , rTE1 , T1 записываются для среды с диэлектрической проницаемостью ε1(ω).
Теперь перейдем к решению задачи дифракции, когда присутствуют оба полупростран

ства. Удобно определить из (44) матрицы R1(ω) и R2(ω) для отражения тангенциальных со
ставляющих электрического поля от сред выше и ниже точечного диполя соответственно в
локальном базисе er, eθ, ez:

R1(ω) ≡ R(a1, ε1(ω), ω, kr), R2(ω) ≡ R(a2, ε2(ω), ω, kr), (74)

здесь среда для z ≤ 0 обозначается индексом 2. Тогда тангенциальные локальные составляю
щие электрического поля в интервале 0 < z < d от точечного диполя (1),(2), расположенного
в (0, 0, z0), выражаются в терминах матриц R1(ω), R2(ω) следующим образом:(

Er

Eθ

)
=

eikzz

I −R2R1e2ikzd

[
R2R1

(
Nr

Nθ

)
eikz(2d−z0) +R2

(
Ñr

Ñθ

)
eikzz0

]

+
eikz(2d−z)

I −R1R2e2ikzd

[
R1R2

(
Ñr

Ñθ

)
eikzz0 +R1

(
Nr

Nθ

)
e−ikzz0

]
, (75)
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в (75) локальные компоненты электрического поля получены путем суммирования множе
ственных отражений от сред с индексами 1 и 2.

Удобно определить матрицы, вводящие (75) после поворота Вика:

M1 =
(
I −R2(iω)R1(iω)e

−2kzd
)−1

R2(iω)R1(iω), (76)

M2 =
(
I −R2(iω)R1(iω)e

−2kzd
)−1

R2(iω), (77)

M3 =
(
I −R1(iω)R2(iω)e

−2kzd
)−1

R1(iω)R2(iω), (78)

M4 =
(
I −R1(iω)R2(iω)e

−2kzd
)−1

R1(iω). (79)

Компоненты отраженных электрических функций Грина могут быть выражены в терминах
матриц (76)(79), следуя схеме , явно представленной в уравнениях (51)(59). После интегри
рования по полярным координатам мы выражаем отраженные электрические функции Грина
на мнимых частотах для совпадающих аргументов r = r′ в терминах матричных элементов
матриц (76)(79):

DE
xx(iω, r = r′) = DE

yy(iω, r = r′) = − 1

8π

∞̂

0

dkrkr

×
[
kz(e

−2kzdM1
11 + e−2kzz0M2

11 + e−2kzdM3
11 + e−2kz(d−z0)M4

11)

+
ω2

kz
(e−2kzdM1

22 + e−2kzz0M2
22 + e−2kzdM3

22 + e−2kz(d−z0)M4
22)

]
, (80)

DE
zz(iω, r = r′) = − 1

4π

∞̂

0

dkr
k3
r

kz

×
[
−e−2kzdM1

11 + e−2kzz0M2
11 − e−2kzdM3

11 + e−2kz(d−z0)M4
11)

]
, (81)

DE
xy(iω, r = r′) = −DE

yx(iω, r = r′) = − 1

8π

∞̂

0

dkrkr

×
[
−ω2

kz
(e−2kzdM1

12 + e−2kzz0M2
12 + e−2kzdM3

12 + e−2kz(d−z0)M4
12)

+ kz(e
−2kzdM1

21 + e−2kzz0M2
21 + e−2kzdM3

21 + e−2kz(d−z0)M4
21)

]
, (82)

DE
xz(iω, r = r′) = DE

zx(iω, r = r′) = DE
yz(iω, r = r′) = DE

zy(iω, r = r′) = 0. (83)

Теперь можно подставить выражения (80)(83) в формулу (13) и получить формулу для
потенциала КазимираПолдера анизотропного атома, находящегося между двумя диэлектри
ческими полупространствами с плоскопараллельными граничными слоямиЧернаСаймонса.
Потенциал КазимираПолдера в пределе a1, a2 → ∞ получен в Приложение A.
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4 Потенциал КазимираПолдера анизотропного атома, на
ходящегося между двумя слоями ЧернаСаймонса в ва
кууме

В этом разделе получаются аналитические результаты для потенциала КазимираПолдера
анизотропного атома, находящегося между двумя плоскопараллельными слоями ЧернаСай
монса в вакууме, разделенными расстоянием d, атом расположен в точке (0, 0, z0). Слой, ха
рактеризуемый параметром a1, расположен в точке z = d, слой, характеризуемый парамет
ром a2, расположен в точке z = 0.

В рассматриваемой системе ε(ω) = 1 для z < 0 и z > d. В таком случае матрицы (76)(79)
принимают вид

M1 = M3 = − 1

(1 + a21)(1 + a22) det[I −R1R2e−2kzd]

×

(
a1a2(1− a1a2(1− e−2kzd)) a1a2(a1 + a2)

kz
ω

−a1a2(a1 + a2)
ω
kz

a1a2(1− a1a2(1− e−2kzd))

)
, (84)

M2 = − 1

(1 + a21)(1 + a22) det[I −R1R2e−2kzd]

×

(
a22(1 + a21(1− e−2kzd)) −a2(1 + a21 + a1a2e

−2kzd)kz
ω

a2(1 + a21 + a1a2e
−2kzd) ω

kz
a22(1 + a21(1− e−2kzd))

)
, (85)

M4 = − 1

(1 + a21)(1 + a22) det[I −R1R2e−2kzd]

×

(
a21(1 + a22(1− e−2kzd)) −a1(1 + a22 + a1a2e

−2kzd)kz
ω

a1(1 + a22 + a1a2e
−2kzd) ω

kz
a21(1 + a22(1− e−2kzd))

)
, (86)

где

1

(1 + a21)(1 + a22) det[I −R1R2e−2kzd]

=
1

1 + a21 + a22 + 2a1a2e−2kzd + a21a
2
2(1− e−2kzd)2

=
γ1

1 + β1y
+

γ2
1 + β2y

(87)

с y = exp(−2kzd), A = a21a
2
2, B = 2(a1a2 − a21a

2
2), C = (1+ a21)(1+ a22), y1,2 = −B±

√
B2−4AC
2A

=

(a1a2−1±i(a1+a2))/(a1a2), β1 = −1/y1, β2 = −1/y2, γ1 = 1/(Ay1(y2−y1)), γ2 = 1/(Ay2(y1−
y2)).

Разложение знаменателя в (87) на два члена приводит к аналитическому результату для
потенциала КазимираПолдера в терминах трансцендентных функций Лерча. Сделаем заме
ну переменных:

∞̂

0

krdkrf(kz) =

∞̂

ω

kzdkzf(kz) (88)
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и используем соотношение

G0(χ, β, ω) ≡
∞̂

ω

e−2kzχ

1 + βe−2kzd
dkz =

1

2d

e−2ωdˆ

0

y
χ
d
−1

1 + βy
dy =

e−2ωχ

2d
Φ
(
−βe−2ωd, 1,

χ

d

)
, (89)

гдеΦ(α1, α2, α3)—трансцендентная функция Лерча. Производные по параметру χ определя
ются следующим образом:

G1(χ, β, ω) ≡
1

2

d

dχ
G0(χ, β, ω) = −

∞̂

ω

kz
e−2kzχ

1 + βe−2kzd
dkz, (90)

G2(χ, β, ω) ≡
1

4

d2

dχ2
G0(χ, β, ω) =

∞̂

ω

k2
z

e−2kzχ

1 + βe−2kzd
dkz. (91)

ПотенциалКазимираПолдера анизотропного атома, находящегося между двумя слоями, опре
деляется с использованием (13), (80)(82), (84)(87) и (89)(91):

Uxx(z0, d) + Uyy(z0, d) =
1

16π2

∑
i=1,2

γi

∞̂

0

dω(αxx(iω) + αyy(iω))

×
[
−2a21a

2
2G2(2d, βi, ω) + 2(a21a

2
2 − a1a2)G2(d, βi, ω)− a22(1 + a21)G2(z0, βi, ω)

+ a21a
2
2G2(z0 + d, βi, ω)− a21(1 + a22)G2(d− z0, βi, ω) + a21a

2
2G2(2d− z0, βi, ω)

+ ω2

(
−2a21a

2
2G0(2d, βi, ω) + 2(a21a

2
2 − a1a2)G0(d, βi, ω)− a22(1 + a21)G0(z0, βi, ω)

+ a21a
2
2G0(z0 + d, βi, ω)− a21(1 + a22)G0(d− z0, βi, ω) + a21a

2
2G0(2d− z0, βi, ω)

)]
, (92)

Uzz(z0, d) =
1

8π2

∑
i=1,2

γi

∞̂

0

dω αzz(iω)

×
[
2a21a

2
2G2(2d, βi, ω)− 2(a21a

2
2 − a1a2)G2(d, βi, ω)− a22(1 + a21)G2(z0, βi, ω)

+ a21a
2
2G2(z0 + d, βi, ω)− a21(1 + a22)G2(d− z0, βi, ω) + a21a

2
2G2(2d− z0, βi, ω)

+ ω2

(
−2a21a

2
2G0(2d, βi, ω) + 2(a21a

2
2 − a1a2)G0(d, βi, ω) + a22(1 + a21)G0(z0, βi, ω)

− a21a
2
2G0(z0 + d, βi, ω) + a21(1 + a22)G0(d− z0, βi, ω)− a21a

2
2G0(2d− z0, βi, ω)

)]
, (93)

Uxy(z0, d) + Uyx(z0, d) =
1

8π2

∑
i=1,2

γi

∞̂

0

dω ω (αxy(iω)− αyx(iω))

×
[
−2a1a2(a1 + a2)G1(2d, βi, ω) + a2(1 + a21)G1(z0, βi, ω) + a1a

2
2G1(z0 + d, βi, ω)

+ a1(1 + a22)G1(d− z0, βi, ω) + a2a
2
1G1(2d− z0, βi, ω)

]
. (94)
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Компоненты потенциала КазимираПолдера (92)(94) можно выразить в терминах транс
цендентных функций Лерча с использованием соотношений:

G1(χ, β, ω) = −e−2ωχ

4d2

(
2ωdΦ

(
−βe−2ωd, 1,

χ

d

)
+ Φ

(
−βe−2ωd, 2,

χ

d

))
, (95)

G2(χ, β, ω) =
e−2ωχ

4d3

(
2ω2d2Φ

(
−βe−2ωd, 1,

χ

d

)
+ 2ωdΦ

(
−βe−2ωd, 2,

χ

d

)
+ Φ

(
−βe−2ωd, 3,

χ

d

))
. (96)

На больших расстояниях атома от слоев z0, d−z0 ≫ λ0 ≡ 2π/ω0, λ1 ≡ 2π/ω1, λ2 ≡ 2π/ω2

(λ0  длина волны , соответствующая типичной частоте поглощения атома ω0, λ1 и λ2  дли
ны волн слоев, соответствующие частотам поглощения ω1, ω2 слоев) потенциал Казимира
Полдера может быть получен аналитически для произвольных значений констант a1, a2
(a1 = a1(0) и a2 = a2(0) для z0, d− z0 ≫ λ1, λ2). Замечая, что

∞̂

0

dω G2(χ, βi, ω) = 3

∞̂

0

dω ω2G0(χ, βi, ω) =
3

8d4
Φ
(
y−1
i , 4,

χ

d

)
, (97)

мы находим из (92), (93) потенциал КазимираПолдера атома, находящегося между двумя
плоскопараллельными слоями ЧернаСаймонса на больших расстояниях от слоев, являю
щихся вкладом от симметричной части поляризуемости атома:

Us(z0, d) = Us1(z0, d) + Us2(d) =
αxx(0) + αyy(0) + αzz(0)

32π2d4

×
∑
i=1,2

γi

[
−a22(1 + a21)Φ

(
y−1
i , 4,

z0
d

)
− a21(1 + a22)Φ

(
y−1
i , 4,

d− z0
d

)
+ a21a

2
2Φ
(
y−1
i , 4,

d+ z0
d

)
+ a21a

2
2Φ
(
y−1
i , 4,

2d− z0
d

)]
+ Us2(d), (98)

Us2(d) =
αxx(0) + αyy(0)− αzz(0)

32π2d4

∑
i=1,2

Li4(y−1
i )

=
αxx(0) + αyy(0)− αzz(0)

32π2d4

(
Li4
(

a1a2
(a1 + i)(a2 + i)

)
+ Li4

(
a1a2

(a1 − i)(a2 − i)

))
, (99)

Li4(z)—полилогарифмическая функция. Формулу для a2 = −a1 можно найти из (98)

Us(z0, d) =
αxx(0) + αyy(0) + αzz(0)

32π2d4

×
[
− a21
1 + a21

(
Φ2

( a21
1 + a21

, 4,
z0
d

)
+ Φ2

( a21
1 + a21

, 4,
d− z0

d

))
+

a41
(1 + a21)

2

(
Φ2

( a21
1 + a21

, 4,
d+ z0

d

)
+ Φ2

( a21
1 + a21

, 4,
2d− z0

d

))]
+ Us2(d), (100)
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где

Φ2

(
z, s, α

)
≡ Φ

(
z, s, α

)
+ z

∂Φ
(
z, s, α

)
∂z

. (101)

Чтобы найти главный вклад в потенциал КазимираПолдера от антисимметричной части
тензора атомной поляризуемости на больших расстояниях от слоев, достаточно учесть глав
ный член в разложении антисимметричной части тензора поляризуемости для малых ω [50]:
αxy(ω) − αyx(ω) ≃ iωCas. Поступая таким образом, мы получаем из (94) главный вклад в
потенциал КазимираПолдера для атома, находящегося между двумя плоскопараллельными
слоями ЧернаСаймонса на больших расстояниях от слоев, получающийся из антисиммет
ричной части поляризуемости атомов:

Uas(z0, d) =
Cas

32π2d5

∑
i=1,2

γi

[
a2(1 + a21)Φ

(
y−1
i , 5,

z0
d

)
+ a1(1 + a22)Φ

(
y−1
i , 5,

d− z0
d

)
+ a1a

2
2Φ
(
y−1
i , 5,

d+ z0
d

)
+ a2a

2
1Φ
(
y−1
i , 5,

2d− z0
d

)]
+ Uas2(d), (102)

Uas2(d) =
Cas

16π2d5
ℑ
(
y1Li5(y−1

1 )
)
. (103)

Для a2 = −a1 можно найти из (102) и (103)

Uas(z0, d) =
Cas

32π2d5

[
a1

1 + a21

(
−Φ2

( a21
1 + a21

, 5,
z0
d

)
+ Φ2

( a21
1 + a21

, 5,
d− z0

d

))
+

a31
(1 + a21)

2

(
Φ2

( a21
1 + a21

, 5,
d+ z0

d

)
− Φ2

( a21
1 + a21

, 5,
2d− z0

d

))]
. (104)

В пределе a1, a2 → ∞ потенциал Us(z0, d) согласуется с Бартоном [74] (ρ = z0/d):

Uid(z0, d) = − π2

96d4
(
αxx(0) + αyy(0) + αzz(0)

)3− 2 sin2(πρ)
sin4(πρ)

+
π2

1440d4
(
αxx(0) + αyy(0)− αzz(0)

)
, (105)

асимптотика Us1(z0, d) при больших a1, a2 выводится в приложении B.
Используем (98) и (105) для получения отношения потенциала КазимираПолдера ней

трального поляризуемого атома при наличии двух плоскопараллельных слоев ЧернаСай
монса к потенциалу КазимираПолдера атома при наличии двух идеально проводящих пло
скопараллельных слоев (a1 → ∞, a2 → ∞). Соотношения Us/Uid показаны на рис.2 для изо
тропного атома с αxx(0) = αyy(0) = αzz(0) для a1 = a2 и a2 = 2a1 в интервале a1 ∈ [0, 3.5].

5 Pнечетные вакуумные эффекты

Теперь рассмотрим самый интригующий результат работы — теоретическое предсказание
Pнечетных вакуумных эффектов трех тел. Под Pнечетными эффектами трех тел подразу
меваются физические эффекты, которые меняются после поворота одного из слоев Черна
Саймонса на 180 градусов при наличии нейтрального атома. В наших обозначениях поворот
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одного из слоев на 180 градусов соответствует замене a1 → −a1 (или a2 → −a2) в потен
циале КазимираПолдера. Заметим, что в рассматриваемой модели нейтральный поляризуе
мый атом взаимодействует через квантовоэлектродинамическое дипольное взаимодействие
с электромагнитным полем.

Из формул (98), (100), (105) мы найдем отношение потенциалов Us(z0 = d/2, d, a2 = a1)

и Us(z0 = d/2, d, a2 = −a1) к потенциалу Uid(z0 = d/2, d) атома, находящегося между двумя
идеально проводящими плоскопараллельными плоскостями, и представим эти соотношения
для ν = a1/α ≤ 10 на рис.3. Заметим, что параметр ν квантуется в квантовых слоях Холла и
изоляторах Черна. Значения аналогичных соотношений для больших значений ν могут быть
получены из рис.2 и рис.4.

На рис.4 сравниваются потенциалы КазимираПолдера изотропного атома для двух си
стем, отличающихся четностью одного из слоев ЧернаСаймонса: a2 = a1 и a2 = −a1. Ис
пользуютсяформулы (98), (100), чтобынайти отношение разности∆U = Us(z0 = d/2, d, a2 =

−a1) − Us(z0 = d/2, d, a2 = a1) к max∆U ≈ 0, 00587|Uid(z0 = d/2, d)|, max∆U находит
ся при a1 ≈ 0, 678, соотношение показано на рис.4. Интересно отметить, что отношение
max∆U/|Uid(z0 = d/2, d)| ≈ 0, 00587 для a1 ≈ 0, 678 (ν ≈ 93) даже больше, чем отношения,
приведенные на рис.3 для ν = 10.

Рассмотрим сначала рассуждения классической механики в мысленном эксперименте,
который демонстрирует способ изучения Pнечетных эффектов нейтральными атомами в си
стеме из двух плоскопараллельных слоев ЧернаСаймонса. Рассмотрим нейтральный атом,
который начинает двигаться в свободном пространстве из точкиA, удаленной от слоев, про
должает свое движение между слоями так, что z0 = d/2, и, наконец, покидает пространство
между слоями, достигая точки B в свободном пространстве вдали из слоев (A, z0 и B нахо
дятся на одной прямой , параллельной слоям). Потенциал КазимираПолдера атома между
двумя слоями ЧернаСаймонса в этом случае равен по абсолютной величине увеличению
кинетической энергии атома между слоями. Атом перемещается между слоями с большей
скоростью, чем его скорость в вакууме, разница во времени между полетами со слоями и без
слоев ЧернаСаймонса может быть измерена в экспериментах. Когда изменяется параметр
a1 (или a2) путем изменения внешнего магнитного поля в случае квантового слоя Холла или
путем выбора слоя с другим номером Черна в случае изолятора Черна изменяется квантовый
вакуум и величина потенциала КазимираПолдера. При этом изменяется время полета ато
ма из точки A в точку B. Таким образом, измерение временных сдвигов при прохождении
нейтральных атомов через щель между двумя слоями ЧернаСаймонса  это прямой способ
изучить энергетические сдвиги в потенциале КазимираПолдера изза изменений в a1, a2.

Другой возможностью изучения потенциала КазимираПолдера является измерение чис
ла атомов, проходящих через полость. Эксперимент с атомами натрия, проходящими через
полость микронного размера, четко доказал существование силы КазимираПолдера путем
измерения интенсивности пучка атомов натрия , проходящего через полость, в зависимо
сти от расстояния между границами полости. Эксперимент [75] можно рассматривать как
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прототип экспериментов по измерению Pнечетных вакуумных эффектов.
Можно также изучать квантовые эффекты распространения нейтральных атомов в ще

ли между слоями ЧернаСаймонса при наличии гравитационного поля. Комбинированный
эффект квантового отражения нейтральных атомов и гравитационного поля Земли при рас
пространении атомов через щель по аналогии с экспериментами с нейтронами [76, 77] дол
жен расширить экспериментальные возможности в поисках темной материи. Заметим, что
квантовое отражение атомов от жестких границ возникает изза быстро меняющегося потен
циала притяжения КазимираПолдера [78]. Граничные слои ЧернаСаймонса с Pнечетными
вакуумными эффектами открывают новые возможности в этом направлении исследований.

6 Заключение

В этой работе разработано принципиальное обобщение метода рассеяния функций Грина
[12] для случая , когда невозможно выразить потенциал КазимираПолдера в терминах диа
гональной матрицы отражения, состоящей из коэффициентов отражения для TE и TM мод.
Дифракция электромагнитной волны в системе с плоскопараллельным граничным слоем
ЧернаСаймонса описывается недиагональной матрицей отражения изза вращения поляри
заций после отражения падающей электромагнитной волны от слоя [37, 38]. техника, раз
работанная в данной работе, используется для получения новых формул для потенциала
КазимираПолдера анизотропного атома при наличии диэлектрических полупространств с
плоскопараллельными граничными слоями ЧернаСаймонса.

Техника, разработанная в настоящей работе, может быть полезной для определения по
тенциалаКазимираПолдера анизотропного нейтрального атома, расположенногомежду лю
быми средами с плоскопараллельными границами, когда вращение поляризаций происходит
после отражения от границ. В общем, как только электрические и магнитные поля, отражен
ные от плоскопараллельной границы, определены, потенциал КазимираПолдера анизотроп
ного нейтрального атома в системе может быть найден с помощью техники, разработанной
в этой работе. Следует подчеркнуть, что формализм полезен для анизотропного атома, рас
положенного в системе сред с плоскопараллельными границами.

Работа начинается с определения потенциала КазимираПолдера анизотропного атома
при наличии диэлектрического полупространства с плоским слоем ЧернаСаймонса на его
границе, представлен результат в общих формулах (60)(63). Далее представлен вывод обще
го результата для потенциала КазимираПолдера анизотропного атома, находящегося между
двумя диэлектрическими полупространствами с плоскопараллельными граничными слоя
ми ЧернаСаймонса, результат задается выражениями (80)(83) при подстановке в хорошо
известную формулу (13). Этот общий результат затем используется для получения формул
(92)(94) для составляющих потенциала КазимираПолдера анизотропного атома, находяще
гося между двумя плоскопараллельными слоями ЧернаСаймонса в вакууме, выраженных
через трансцендентные функции Лерча. Потенциал КазимираПолдера атома, находящегося
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между двумя плоскопараллельными слоями ЧернаСаймонса на больших расстояниях ато
ма от обоих слоев, выражается через трансцендентные функции Лерча и полилогарифмы в
формулах (98)(104). Все эти результаты для потенциалов КазимираПолдера являются но
выми.

Знание формул для потенциала КазимираПолдера анизотропного атома между слоями
ЧернаСаймонса в вакууме и на диэлектриках важны для точного сравнения теории и экспе
риментов, обсуждаемых в разделе 5. Квантование параметров a1, a2 в топологических изо
ляторах, изоляторах Черна и квантовых слоях Холла приводят к точному знанию потенци
ала КазимираПолдера атома на больших расстояниях от границ полости с пограничными
слоями ЧернаСаймонса, что важно для планирования экспериментов и проведения точного
сравнения теории и экспериментов.

Новые Pнечетные эффекты для потенциала КазимираПолдера между двумя плоскопа
раллельными слоями ЧернаСаймонса в вакууме за счет замены a2 → −a2 предсказаны и
проанализированы в разделе 5. Pнечетные эффекты возникают изза взаимодействия трех
тел между нейтральным атомом в его основном состоянии и двумя слоями ЧернаСаймонса.
Результаты демонстрируют, что нейтральный атом с КЭДдипольным взаимодействием мо
жет стать эффективным инструментом для измерения Pнечетных вакуумных эффектов из
за поворота одного из слоев ЧернаСаймонса на 180 градусов. Предсказанная зависимость
потенциала КазимираПолдера нейтрального атома от поворота одного из слоев ЧернаСай
монса в полости на 180 градусов предполагает интригующую фундаментальную экспери
ментальную проверку свойств квантового вакуума, основанную на вращении топологиче
ского материала.

A Идеально проводящие параллельные плоскости

В пределе a1, a2 → ∞ находим вид (44), (76)(79)

M1 = M3 = −M2 = −M4 =
1

1− e−2kzd

(
1 0

0 1

)
. (106)

При a1, a2 → ∞ потенциал КазимираПолдера нейтрального атома с частотной дисперсией
поляризуемости получается из (13), (80), (81), (106):

U2(z0, d) = −
∞̂

0

dω

2π

∞̂

0

dkrkr
2π

exp(−2
√
ω2 + k2

rz0) + exp(−2
√
ω2 + k2

r(d− z0))

4
√
ω2 + k2

r(1− exp(−2
√

ω2 + k2
rd))

×
[
(2ω2 + k2

r)
(
αxx(iω) + αyy(iω)

)
+ 2k2

rαzz(iω)
]

+

∞̂

0

dω

2π

∞̂

0

dkrkr
2π

exp(−2
√
ω2 + k2

rd)

2
√

ω2 + k2
r(1− exp(−2

√
ω2 + k2

rd))

×
[
(2ω2 + k2

r)
(
αxx(iω) + αyy(iω)

)
− 2k2

rαzz(iω)
]
. (107)
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Потенциал U2(z0, d) (107) совпадает с потенциалом КазимираПолдера нейтрального анизо
тропного атома между двумя идеально проводящими параллельными плоскостями [12].

B Асимптотики

На больших расстояниях атома от слоевЧернаСаймонса потенциалКазимираПолдера опре
деляется в (98). Рассмотрим асимптотикуUs1(z0, d) при больших a1, a2. Можно использовать
равенство γ1+γ2 = 1/((1+a21)(1+a22)) и разложение y−1

1 sin y−1
2 ∼ 1−1/a21−1/a22−1/(a1a2)

для∑
i=1,2

γiΦ(y
−1
i , s, α) =

Φ(y−1
2 , s, α)

(1 + a21)(1 + a22)
+ γ1

(
Φ(y−1

1 , s, α)− Φ(y−1
2 , s, α)

)
≈ Φ(y−1

2 , s, α) + Φ′(y−1
2 , s, α)y−1

1

(1 + a21)(1 + a22)
≈ 1

(1 + a21)(1 + a22)

[
Φ(1, s, α) + Φ′(1, s, α)

−
(

1

a21
+

1

a22
+

1

a1a2

)(
2Φ′(1, s, α) + Φ′′(1, s, α)

)]
, (108)

производные в трансцендентных функциях Лерча берутся по первому аргументу. Удобно
использовать интегральное представление трансцендентной функции Лерча

Φ(z, s, α) =
1

Γ(s)

∞̂

0

ts−1e−αt

1− ze−t
dt (109)

и разложение (108) для выражения асимптотики Us1(z0, d) в (98) для больших a1, a2 в тер
минах дзетафункции Гурвица ζ(s, α) = Φ(1, s, α) согласно соотношению

∞̂

0

ts−1e−αt

(et − 1)2
dt = Γ(s)[ζ(s− 1, α + 2)− (α + 1)ζ(s, α + 2)] (110)

далее (ρ = z0/d):

Us1(z0, d) ∼ −αxx(0) + αyy(0) + αzz(0)

32π2d4

[(
1− 1

a21
− 1

a22

)(
ζ(4, ρ) + ζ(4, 1− ρ)

)
+

1

a21

(
ζ(3, ρ) + (1− ρ)ζ(4, ρ)

)
+

1

a22

(
ζ(3, 1− ρ) + ρ ζ(4, 1− ρ)

)
− 2

(
1

a21
+

1

a22
+

1

a1a2

)(
ζ(3,−ρ+ 2) + ζ(3, ρ+ 1)

+ (ρ− 1)ζ(4, 2− ρ)− ρ ζ(4, ρ+ 1)
)]

. (111)

Заметим, что асимптотика (111) содержит член, пропорциональный 1/(a1a2), который меня
ет свой знак при повороте на 180 градусов одного из слоев ЧернаСаймонса (a1 → −a1 или
a2 → −a2). Отметим также, что

ζ(4, ρ) + ζ(4, 1− ρ) =
π4

3

3− 2 sin2(πρ)
sin4(πρ)

, (112)

так что в пределе a1 → ∞, a2 → ∞ получается (105).
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Рис. 1: Анизотропный нейтральный атом между двумя диэлектрическими
полупространствами с плоскими граничными слоями ЧернаСаймонса, z0  расстояние

атома от слоя и диэлектрической среды, характеризуемых индексом 2, d  ширина
вакуумной щели.
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Рис. 2: Отношения потенциала КазимираПолдера нейтрального поляризуемого
изотропного атома, расположенного между двумя плоскими слоями ЧернаСаймонса в
вакууме Us(z0, d), к потенциалу того же атома между двумя идеально проводящими

плоскостями Uid(z0, d), здесь z0  расстояние атома от слоя, характеризуемого константой
a2, d  расстояние между слоями.

27



0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
0

1

2

3

4

5

6
10-3

Рис. 3: Отношения потенциалов КазимираПолдера Us(z0, d)/Uid(z0, d), отличающиеся
поворотом слоя ЧернаСаймонса на 180 градусов, характеризующимся параметром a2:

a2 = a1 и a2 = −a1. Здесь z0  расстояние атома от слоя, характеризуемого константой a2, d
 расстояние между слоями, безразмерный параметр ν = a1/α квантуется в квантовых

слоях Холла и изоляторах Черна.
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Рис. 4: Отношение ∆U = Us(z0 = d/2, d, a2 = −a1)− Us(z0 = d/2, d, a2 = a1) к
max∆U ≈ 0.00587|Uid(z0 = d/2, d)|, max∆U находится при a1 ≈ 0.678.
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