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1 Введение

Èçëó÷åíèå Âàâèëîâà-×åðåíêîâà (ÈÂ×) áûëî îòêðûòî â 1934 ãîäó Ï.À. ×åðåíêîâûì (àñïè-

ðàíòîì Ñ.È. Âàâèëîâà) [5] è â ïîñëåäóþùèå çà îòêðûòèåì äåñÿòèëåòèÿ àêòèâíî èññëåäîâàëîñü

òåîðåòè÷åñêè [6�8], à òàêæå íàøëî øèðîêîå ïðèìåíåíèå â ôèçèêå âûñîêèõ ýíåðãèé [9, 10].

Ïîä ÈÂ× òðàäèöèîííî ïîíèìàþò ýëåêòðîìàãíèòíîå èçëó÷åíèå, ãåíåðèðóåìîå çàðÿæåííîé

÷àñòèöåé (èëè ñãóñòêîì òàêèõ ÷àñòèö) ïðè ðàâíîìåðíîì äâèæåíèè â ñðåäå ñî ñêîðîñòüþ,

ïðåâûøàþùåé ôàçîâóþ ñêîðîñòü ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí â äàííîé ñðåäå. Îäíàêî ÈÂ× ãåíå-

ðèðóåòñÿ è â òîì ñëó÷àå, êîãäà çàðÿæåííàÿ ÷àñòèöà äâèæåòñÿ íå â òîëùå ñðåäû, à, íàïðèìåð,

â âàêóóìíîì êàíàëå â ñðåäå èëè âäîëü å¼ ãðàíèöû â âàêóóìå [7] (÷àñòèöà âçàèìîäåéñòâóåò ñî

ñðåäîé ñâîèì êóëîíîâñêèì ïîëåì). Áîëåå òîãî, èçëó÷åíèå ÷åðåíêîâñêîãî òèïà (áóäåì òàêæå

íàçûâàòü åãî ÈÂ×) ãåíåðèðóåòñÿ â äèýëåêòðèêå íå òîëüêî äâèæóùèìñÿ çàðÿäîìà, íî òàê-

æå è ëþáûì ëîêàëèçîâàííûì äâèæóùèìñÿ ýëåêòðîìàãíèòíûì èñòî÷íèêîì (åñëè òîëüêî åãî

ñêîðîñòü ïðåâûøàåò ôàçîâóþ ñêîðîñòü ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí â äàííîé ñðåäå) [11].

Â ïîñëåäíèå ãîäû çíà÷èòåëüíûé èíòåðåñ ê ýôôåêòó Âàâèëîâà-×åðåíêîâà âûçâàí ðÿäîì åãî

ïåðñïåêòèâíûõ ïðèìåíåíèé. Ê òåìàòèêå äàííîé ðàáîòû íåïîñðåäñòâåííî îòíîñèòñÿ íàïðàâ-

ëåíèå, ñâÿçàííîé ñ ãåíåðàöèåé ÈÂ× â äèýëåêòðè÷åñêèõ îáúåêòàõ áîëüøîãî (â ìàñøòàáå õà-

ðàêòåðíûõ äëèí âîëí) ðàçìåðà è ñëîæíîé ôîðìû. Ê íèì, â ÷àñòíîñòè, îòíîñèòñÿ êîíè÷åñêàÿ

ìèøåíü ñ êàíàëîì, ÈÂ× îò êîòîðîé àíàëèçèðîâàëîñü â ðÿäå íåäàâíèõ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ

è òåîðåòè÷åñêèõ ðàáîò [18�20]. Çíà÷èòåëüíûé èíòåðåñ òàêæå âûçûâàþò ðàçëè÷íûå äèýëåê-

òðè÷åñêèå îáúåêòû ñ ïëîñêèìè ãðàíÿìè (ïëîñêî-ïàðàëëåëüíûå ïëàñòèíû, ïðèçìû) â ñâÿçè

ñ ïåðñïåêòèâàìè èõ ïðèìåíåíèÿ äëÿ ìàëîâîçìóùàþùåé äèàãíîñòèêè çàðÿæåííûõ ñãóñòêîâ

íà ëèíåéíûõ è êîëüöåâûõ óñêîðèòåëÿõ [21]. Èçëó÷åíèå îò äâèæóùåãîñÿ èìïóëüñà ïîëÿðè-

çàöèè (ò.å. îò äâèæóùåãîñÿ èñòî÷íèêà äèïîëüíîãî òèïà), âîçíèêàþùåãî â íåëèíåéíîé ñðåäå

çà ñ÷åò ýôôåêòà �îïòè÷åñêîãî äåòåêòèðîâàíèÿ� ìîùíîãî ëàçåðíîãî èçëó÷åíèÿ [22], øèðîêî

èñïîëüçóåòñÿ â ñîâðåìåííûõ òåðàãåðöîâûõ ãåíåðàòîðàõ (íàèáîëåå ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ ñõåìà

ñ íàêëîííûì ôðîíòîì ëàçåðíîãî èìïóëüñà) [23]. Ïåðñïåêòèâíàÿ ìîäèôèêàöèÿ îïèñàííîãî

ìåòîäà êîíâåðñèè ëàçåðíîãî èçëó÷åíèÿ â òåðàãåðöîâîå ñîñòîèò â ðàçäåëåíèè îáúåêòà (íåëè-

íåéíîãî êðèñòàëëà), â êîòîðîì ïðîèñõîäèò îïòè÷åñêîå äåòåêòèðîâàíèå è äâèæåíèå èìïóëüñà,

è îáúåêòà èç îáû÷íîãî ëèíåéíîãî äèýëåêòðèêà (ñîáñòâåííî ðàäèàòîðà), â êîòîðîì ãåíåðèðó-

åòñÿ ÈÂ× [24]. Ðàçëè÷íûå âàðèàíòû ñîñòàâíûõ ãåíåðàòîðîâ àêòèâíî èññëåäóþòñÿ â ïîñëåäíèå

ãîäû [25], òèïè÷íîé ôîðìîé ðàäèàòîðà ÿâëÿåòñÿ êîíóñ èëè ïðèçìà. Îáëàñòü áåãóùåé ïîëÿ-

ðèçàöèè ìîæíî ñìîäåëèðîâàòü êàê ïåðåìåùàþùèéñÿ ýëåêòðè÷åñêèé äèïîëüíûé ìîìåíò (èëè

íåêîòîðîå ðàñïðåäåëåíèå òàêîãî äèïîëüíîãî ìîìåíòà). Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ðàçëè÷íûå àñ-

ïåêòû èçëó÷åíèÿ äâèæóùèõñÿ äèïîëåé äàâíî è àêòèâíî èññëåäîâàëèñü â ëèòåðàòóðå [8, 26].

Ðàññìàòðèâàëèñü äàæå òàêèå ñëîæíûå êîíôèãóðàöèè, êîãäà äèïîëè ðàçëè÷íîãî òèïà ïåðå-

ìåùàþòñÿ îòíîñèòåëüíî äâèæóþùèõñÿ ñðåä [27, 28]. Îäíàêî çàäà÷è ñî ñëîæíîé ãåîìåòðèåé,

âîçíèêàþùåé â âûøåîïèñàííûõ ïåðñïåêòèâíûõ íàïðàâëåíèÿõ, ïðàêòè÷åñêè íå ðàññìàòðèâà-
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ëèñü èëè ðàññìàòðèâàëèñü íåäîñòàòî÷íî ñòðîãî. Ýòîìó àñïåêòó è ïîñâÿùåíà äàííàÿ êâàëè-

ôèêàöèîííàÿ ðàáîòà.

Ïðè ðàñ÷åòå èçëó÷åíèÿ îò óïîìÿíóòûõ îáúåêòîâ ñëîæíîé ôîðìû ïðèõîäèòñÿ ñòàëêèâàòüñÿ

ñ ñóùåñòâåííûìè òðóäíîñòÿìè, ò.ê. ñîîòâåòñòâóþùèå çàäà÷è íå ìîãóò áûòü ðåøåíû àíàëè-

òè÷åñêè ââèäó ñëîæíîñòè ãåîìåòðèè (íåñêîëüêî ãðàíè÷íûõ ïîâåðõíîñòåé, íàëè÷èå óãëîâûõ

îáëàñòåé è ò.ä.). Ïîýòîìó êîíñòðóêòèâíûì ïîäõîäîì ê äàííîìó âîïðîñó ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîå-

íèå íàäåæíîãî ïðèáëèæåííîãî ìåòîäà, ïîçâîëÿþùåãî ïîëó÷àòü ðåçóëüòàò ñ êîíòðîëèðóåìîé

òî÷íîñòüþ â íàèáîëåå èíòåðåñíîé (ñ òî÷êè çðåíèÿ ãåíåðàöèè ÈÂ×) îáëàñòè ïðîñòðàíñòâà.

Íà ïðîòÿæåíèè ïîñëåäíèõ ëåò òàêîé ìåòîä àêòèâíî ðàçâèâàëñÿ íàó÷íîé ãðóïïîé, â êîòîðîé

âûïîëíåíà äàííàÿ êâàëèôèêàöèîííàÿ ðàáîòà [19, 20] è ýòîò ìåòîä áóäåò ïðèìåíÿòüñÿ íè-

æå. Îñîáåííîñòüþ äàííîé ðàáîòû ñëóæèò äèïîëüíûé òèï ðàññìàòðèâàåìîãî èñòî÷íèêà ÈÂ×,

êîòîðûé ëèøàåò äàííóþ çàäà÷ó îñåâîé ñèììåòðèè è ñóùåñòâåííî óñëîæíÿåò åå. Òàêèì îáðà-

çîì, äàííàÿ ðàáîòà âíîñèò ñóùåñòâåííûé âêëàä â ðàçâèòèå óïîìÿíóòîãî ìåòîäà, ðàñøèðÿÿ

åãî ïðèìåíèìîñòü íà íåñèììåòðè÷íûå èñòî÷íèêè. Îòìåòèì òàêæå,÷òî ðàçâèòèå àíàëèòè÷å-

ñêîãî ïîäõîäà äëÿ ðàñ÷åòà ÈÂ× ïðè îòñóòñòâèè îñåâîé ñèììåòðèè èìååò ãîðàçäî áîëüøåå

çíà÷åíèå ïî ñðàâíåíèþ ñ ñèììåòðè÷íûì ñëó÷àåì, ò.ê. ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå â äàííîé ñè-

òóàöèè ñòàíîâèòñÿ òðåõìåðíûì, ÷òî êàðäèíàëüíî ïîâûøàåò òðåáîâàíèÿ ê âû÷èñëèòåëüíûì

ðåñóðñàì.
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Ðèñ. 1. Ãåîìåòðèÿ çàäà÷è

2 Постановка задачи и методы её решения

Â äàííîé ðàáîòå èññëåäóåòñÿ ýëåêòðîìàãíèòíîå èçëó÷åíèå, âîçíèêàþùåå ïðè ðàâíîìåð-

íîì äâèæåíèè òî÷å÷íîãî ýëåêòðè÷åñêîãî äèïîëÿ â ïðèñóòñòâèè äèýëåêòðè÷åñêîãî îáúåêòà.

Ïðèíöèïèàëüíî, ÷òî ðàçìåð îáúåêòà ñ÷èòàåòñÿ áîëüøèì ïî ñðàâíåíèþ ñ ðàññìàòðèâàåìûìè

äëèíàìè âîëí, ò.å. îòíîøåíèå äëèíû âîëíû ê ðàçìåðó îáúåêòà ñ÷èòàåòñÿ ìàëûì ïðàìåòðîì

çàäà÷è. Íà íàëè÷èè ýòîãî ìàëîãî ïàðàìåòðà ïîñòðîåí èñïîëüçóåìûé äëÿ ðåøåíèÿ ïðèáëè-

æåííûé ìåòîä [19,20]. Ýëåêòðè÷åñêèé äèïîëü äâèæåòñÿ ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ âäîëü îñè 𝑂𝑧

( �⃗� = 𝑣𝑒𝑧 ). Âåêòîð äèïîëüíîãî ìîìåíòà èñòî÷íèêà îðèåíòèðîâàí âäîëü îñè 𝑂𝑥, îðòîãîíàëü-

íî íàïðàâëåíèþ äâèæåíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ äèïîëüíîãî ìîìåíòà

èñòî÷íèêà 𝑝 çàäàåòñÿ ôîðìóëîé:

𝑝(�⃗�, 𝑡) = 𝑝0𝛿(𝑥)𝛿(𝑦)𝛿(𝑧 − 𝑣𝑡)�⃗�𝑥, (1)

ãäå 𝛿(𝑥), 𝛿(𝑦),𝛿(𝑧−𝑣𝑡) � äåëüòà-ôóíêöèè Äèðàêà, 𝑝0 � âåëè÷èíà äèïîëüíîãî ìîìåíòà. Èñòîíèê

ïðîëåòàåò ñêâîçü êîíóñ ïî öèëèíäðè÷åñêîìó êàíàëó ðàäèóñà 𝑎 ( ðèñ. 1), îñü êîòîðîãî ñîâïà-

äàåò ñ îñüþ 𝑂𝑧. Óãîë ìåæäó îñüþ 𝑂𝑧 è îáðàçóþùåé êîíóñà ðàâåí 𝛼𝑐. Ïðîñòðàíñòâî êîíóñà

ñîñòîèò äâóõ ÷àñòåé: êàíàëà (ñðåäà 1) è îáëàñòè âíå êàíàëà(ñðåäà 2). È òà, è äðóãàÿ îáëà-

ñòè îáëàäàþò ÷àñòíîíîé äèñïåðñèåé. Ñíàðóæè êîíóñà íàõîäèòñÿ âàêóóì. Òðåáóåòñÿ íàéòè

ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå âíå êîíóñà (â âàêóóìå).

Ñõåìà ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ ñîñòîèò èç òðåõ øàãîâ (ñì. [19, 20]), êðàòêî îïèøåì èõ. Ñíà-

÷àëà ìû ðåøàåì çàäà÷ó îá èçëó÷åíèè äâèæóùåãîñÿ äèïîëÿ â áåçãðàíè÷íîé ñðåäå (ñðåäà 1).
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Ðèñ. 2. Ãåîìåòðèÿ ýòàëîííîé çàäà÷è

Ýòî ÷àñòíîå ðåøåíèå íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà (ò.í. �ïàäàþùåå ïîëå�).

Íà âòîðîì øàãå ìû èùåì ïîëå îò äâèæóùåãîñÿ äèïîëÿ â öèëèíäðè÷åñêîì êàíàëå (ñðåäà 1),

îêðóæåííîì äðóãîé áåçãðàíè÷íîé ñðåäîé 2. Ðåøåíèå âíóòðè êàíàëà èùåòñÿ â âèäå ñóììû

÷àñòíîãî ðåøåíèÿ íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû è îáùåãî ðåøåíèÿ îäíîðîäíîé ñèñòåìû (ò.í. �îòðà-

æåííîå ïîëå�). Â ïðîñòðàíñâå âíå êàíàëà ïîëå èùåòñÿ òîëüêî â âèäå ðåøåíèÿ îäíîðîäíîé

ñèñòåìû. Ïðè ýòîì äîëæíû âûïîëíÿòüÿ óñëîâèå íåïðåðûâíîñòè êàñàòåëüíûõ ê ãðàíèöå êîì-

ïîíåíò ïîëÿ. Ïåðâûé è âòîðîé øàãè ñîñòàâëÿþò òàê íàçûâàåìóþ �ýòàëîííóþ� çàäà÷ó (Ðèñ. 2).

Äàííàÿ çàäà÷à ðåøàåòñÿ ñðîãî.

Íà òðåòüåì øàãå ìû ïåðåõîäèì ê ïðèáëèæåííûì ìåòîäàì. Òåïåðü ìû âîçâðàùåì ê ðàñ-

ñìîòðåíèþ âíåøíþþ ãðàíèöó êîíóñà è ïðèáëèæåííî ñ÷èòàåì, ÷òî ïîëå âíóòðè äèýëåêòðè÷å-

ñêîãî êîíóñà ñîâïàäàåò ñ ïîëåì, íàéäåííûì èç ðåøåíèÿ �ýòàëîííîé çàäà÷è� äëÿ îáëàñòè 2.

Ñïðàâåäëèâîñòü ýòîãî ïðèáëèæåíèÿ óâåëè÷èâàåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè ñ óìåíüøåíèåì ìàëîãî

ïàðàìåòðà çàäà÷è. Äàëüíåéøàÿ çàäà÷à ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû íàéòè ïîëå íà âíåøíåé ñòîðîíå

ýòîé ïîâåðõíîñòè. Êàó óæå îòìå÷àëîñü, õàðàêòåðíûå ðàçìåðû êîíóñà (ðàäèóñ îñíîâàíèÿ è

äëèíà îáðàçóþùåé) ìíîãî áîëüøå äëèíû âîëíû, ïîýòîìó ìîæíî ïðåíåáðå÷ü îòðàæåíèåì îò

âíóòðåííèõ ñòåíîê (â ïðèíöèïå, ýòè ïåðåîòðàæåíèÿ ìîæíî ó÷åñòü â ðàìêàõ òåõ æå ïðèáëè-

æåíèé, îäíàêî ýòî êàê ïðàâèëî ÿâëÿåòñÿ èçëèøíèì). Èíûìè ñëîâàìè, ìû ñ÷èòàåì, ÷òî ïîëå

íà âíóòðåííåé ñòîðîíå ïîâåðõíîñòè êîíóñà òàêîå æå, êàê è áåç âíåøíåé ãðàíèöû. Äàëåå íà-

õîäèì ïðåëîìë¼ííîå ïîëå, èñïîëüçóÿ çàêîí Ñíåëëèóñà è ôîðìóëû Ôðåíåëÿ, è ïîäñòàâëÿåì

åãî êàñàòåëüíûå ñîñòàâëÿþùèå â èíòåãðàëû Ñòðåòòîíà-×ó.
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3 Решение задачи

Èçëîæèì íåêîòîðûå îáùèå ïîëîæåíèÿ äëÿ ïîñëåäóþùèõ ãëàâ ðàáîòû. Âñå çàâèñÿùèå îò

âðåìåíè âåëè÷èíû â äàííîé çàäà÷å áóäåì ðàññìòàðèâàòü íà óðîâíå èõ Ôóðüå ãàðìîíèê. Ïðÿ-

ìîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå îïðåäåëèì ôîðìóëîé

�⃗�𝜔 =
1

2𝜋

∫︁ +∞

−∞
�⃗�(𝑡)𝑒𝑖𝜔𝑡𝑑𝑡, (2)

à îáðàòíîå � ôîðìóëîé

�⃗�(𝑡) =

∫︁ +∞

−∞
�⃗�𝜔𝑒

−𝑖𝜔𝑡 𝑑𝜔. (3)

Ïóñòü ñðåäà, èç êîòîðîé ñäåëàí êîíóñ (ðèñ. 2), ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé, ñòàöèîíàðíîé è èçî-

òðîïíîé, íå îáëàäàåò ïðîñòðàíñòâåííîé äèñïåðñèåé, íî îáëàäàåò ÷àñòîòíîé äèñïåðñèåé. Â

òàêîì ñëó÷àå, ìàòåðèàëüíûå ñîîòíîøåíèÿ èìåþò ñëåäóþùèé âèä:

�⃗�(𝑡) =

∫︁ +∞

−∞
̃︀𝜀(𝑡− 𝑡′)�⃗�(𝑡′)𝑑𝑡′,

�⃗�(𝑡) =

∫︁ +∞

−∞
̃︀𝜇(𝑡− 𝑡′)�⃗�(𝑡′)𝑑𝑡′.

(4)

Êàê èçâåñòíî, ñîîòíîøåíèÿ òèïà ñâ¼ðòêè âî âðåìåííîé îáëàñòè (4) ïðèâîäÿò ê àëãåáðàè÷å-

ñêèì ñâÿçè äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ Ôóðüå-îáðàçîâ. Èëè, èíà÷å, èç (4) ñëåäóåò �ëîêàëüíîñòü�

ìàòåðèàëüíûõ ñîîòíîøåíèé â ÷àñòîòíîé îáëàñòè:

�⃗�𝜔 = 𝜀(𝜔)�⃗�𝜔, �⃗�𝜔 = 𝜇(𝜔)�⃗�𝜔, (5)

ãäå 𝜀(𝜔) è 𝜇(𝜔) � äèýëåêòðè÷åñêèå è ìàãíèòíûå ïðîíèöàåìîñòè ñðåäû. Èìåííî äàííûå âåëè-

÷èíû (ñ îïóùåííûì àðãóìåíòîì 𝜔) è áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ äàëåå.

Îòïðàâíîé òî÷êîé äëÿ íàõîæäåíèÿ ïîëåé ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìà óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà äëÿ

Ôóðüå-îáðàçîâ:

rot𝐸𝜔 =
𝑖𝜔

𝑐
𝜇�⃗�𝜔

rot𝐻𝜔 = −𝑖𝜔

𝑐
𝜀�⃗�𝜔 +

4𝜋

𝑐
�⃗�𝜔

div�⃗�𝜔 =
4𝜋

𝜀
𝜌𝜔

div�⃗�𝜔 = 0.

(6)

3.1 Падающее поле

Äëÿ óìåíüøåíèÿ êîëè÷åñòâà óðàâíåíèé â ñèñòåìå (16) ââîäÿò ïîòåíöèàëû ïîëÿ. Â ñëó÷àå

èñòî÷íèêà äèïîëüíîãî òèïà (1) óäîáíî èñïîëüçîâàòü âåêòîð Ãåðöà Π⃗ = Π⃗𝑒+Π⃗𝑚 (𝑒− ýëåêòðè÷å-
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ñêèé, 𝑚− ìàãíèòíûé). Ââåä¼ì ïîòåíöèàëû Π⃗𝑒,𝑚 ÷åðåç èõ Ôóðüå-îáðàçû ñëåäóþùèì îáðàçîì

(ñì., íàïðèìåð, [8], ãäå, îäíàêî, èñïîëüçóåòñÿ ãàðìîíè÷åñêàÿ çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè ñ äðóãèì

çíàêîì):

�⃗�𝜔 =
1

𝜀
∇divΠ⃗𝑒

𝑤 +
𝜔2𝜇

𝑐2
Π⃗𝑒

𝑤 +
𝑖𝜔𝜇

𝑐
rotΠ⃗𝑚

𝑤 ,

�⃗�𝜔 = rotrotΠ⃗𝑚
𝑤 − 𝑖𝜔

𝑐
rotΠ⃗𝑒

𝑤.

(7)

Îïðåäåë¼ííûå òàê ïîòåíöèàëû Π⃗𝑒,𝑚 óäîâëåòâîðÿþò íåîäíîðîäíûì óðàâíåíèÿì Ãåëüìãîëüöà

(êàê è â [8], C. 183, ìû áóäåì ñ÷èòàòü ýòè óðàâíåíèÿ èñõîäíûìè):

(︂
∇2 +

𝜔2𝑛2

𝑐2

)︂(︃
Π⃗𝑒

𝜔

Π⃗𝑚
𝜔

)︃
= −4𝜋

(︃
𝑝𝜔

�⃗�𝜔

)︃
, (8)

ãäå 𝑛2 = 𝜀𝜇 � êâàäðàò ïîêàçàòåëÿ ïðåëîìëåíèÿ, 𝑝𝜔 è �⃗�𝜔 � ïëîòíîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàã-

íèòíîãî äèïîëüíîãî ìîìåíòà ñîîòâåòñòâåííî. Â íàøåé çàäà÷å �⃗� = 0, ïîñêîëüêó èñòî÷íèê

îáëàäàåò òîëüêî ýëåêòðè÷åñêèì äèïîëüíûì ìîìåíòîì. Êðîìå òîãî, â äàííîì ïîäðàçäåëå ìû

èíòåðåñóåìñÿ òîëüêî ÷àñòíûì (âûíóæäåííûì) ðåøåíèåì ñèñòåìû (8), ïîýòîìó íåíóëåâîé ÿâ-

ëÿåòñÿ òîëüêî 𝑥-êîìïîíåíòà ýëåêòðè÷åñêîãî âåêòîðà Ãåðöà:

Π⃗𝑒
𝜔 = Π𝑒

𝜔�⃗�𝑥 (9)

Çíà÷èò, ñèñòåìà (8) óïðîñèòñÿ äî

∇2Π⃗𝑒
𝜔 + 𝑘2

0𝜀𝜇Π⃗
𝑒
𝜔 = 𝑝𝜔, (10)

ãäå 𝑘0 =
𝜔
𝑐
- âàêóóìíîå âîëíîâîå ÷èñëî. Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (10) ñ òî÷íîñòüþ äî îáîçíà÷åíèé

è êîíñòàíòû íàéäåíî â [1](còð. 26):

Π⃗𝑒
𝜔 = Π𝑒

𝜔�⃗�𝑥 =
𝑖𝑝0
2𝑣

𝐻
(1)
0 (𝑠𝜌) 𝑒𝑖

𝜔
𝑣
𝑧 �⃗�𝑥, (11)

ãäå 𝐻
(1)
0 � ôóíêöèÿ Õàíêåëÿ ïåðâîãî ðîäà íóëåâîãî ïîðÿäêà, 𝜌 =

√︀
𝑥2 + 𝑦2,

𝑠2 =
𝜔2

𝑣2
(𝑛2𝛽2 − 1). (12)

Ó ôóíêöèè 𝑠(𝜔) âûáèðàåòñÿ òàêàÿ âåòâü êîðíÿ, äëÿ êîòîðîé Im𝑠(𝜔) > 0 íà âñåõ âåùåñòâåí-

íûõ ÷àñòîòàõ. Èñïîëüçóÿ ðàíåå ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû [2], ïàäàþùåå (âûíóæäåííîå) ïîëå â
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öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ìîæíî âûðàçèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

�⃗�(𝑖)
𝜔 =

[︂
𝑠

𝜀𝜌
Π̃𝑒

𝜔 +
𝜇

𝑐2
𝜔2Π𝑒

𝜔 − 𝑠2

𝜀
Π𝑒

𝜔

]︂
cos𝜙�⃗�𝜌+

+

[︂
𝑠

𝜀𝜌
Π̃𝑒

𝜔 − 𝜇

𝑐2
𝜔2Π𝑒

𝜔

]︂
sin𝜙�⃗�𝜙 − 𝑠

𝜀

𝑖𝜔

𝑣
Π̃𝑒

𝜔 cos𝜙 �⃗�𝑧, (13)

�⃗�(𝑖)
𝜔 =

𝜔2

𝑣𝑐
Π𝑒

𝜔 sin𝜙 �⃗�𝜌 +
𝜔2

𝑣𝑐
Π𝑒

𝜔 cos𝜙 �⃗�𝜙 − 𝑖𝜔𝑠

𝑐
Π̃𝑒

𝜔 sin𝜙 �⃗�𝑧. (14)

ãäå

Π̃𝑒
𝜔 =

𝑖𝑝0
2𝑣

𝐻
(1)
1 (𝑠𝜌) 𝑒𝑖

𝜔
𝑣
𝑧 (15)

âîçíèêàåò ïðè äèôôåðåíöèðîâàíèè Π𝑒
𝜔 ïî 𝜌.

3.2 Свободное поле в средах 1 и 2

Ñâîáîäíîå ïîëå äîëæíî óäîâëåòâîðÿòü óðàâíåíèÿì Ìàêñâåëëà áåç èñòî÷íèêîâ:

rot𝐸𝜔 =
𝑖𝜔𝜇

𝑐
�⃗�𝜔

rot𝐻𝜔 = −𝑖𝜔𝜀

𝑐
�⃗�𝜔

div�⃗�𝜔 = 0

div�⃗�𝜔 = 0.

(16)

Èç óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà (16) ìîæíî ïîëó÷èòü óðàâíåíèå Ãåëüìãîëüöà äëÿ 𝑧-êîìïîíåíòû

ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî ïîëÿ ñîîòâåòñòâåííî:

Δ𝐸𝑧𝜔 + 𝑘2
0𝜀𝜇𝐸𝑧𝜔 = 0,

Δ𝐻𝑧𝜔 + 𝑘2
0𝜀𝜇𝐻𝑧𝜔 = 0,

(17)

ãäå

Δ =
𝜕2

𝜕𝜌2
+

1

𝜌

𝜕

𝜕𝜌
+

1

𝜌2
𝜕2

𝜕𝜙2
+

𝜕2

𝜕𝑧2
.

Åñëè óðàâíåíèÿ ñ ðîòîðàìè â ñèñòåìå (16) âûïèñàòü ïîêîìïîíåíòíî â öèëëèíäðè÷åñêîé

ñèñòåìå êîîðäèíàò, òî, ïðèìåíÿÿ âûáîðî÷íî ê íèì îïåðàöèþ 𝜕
𝜕𝑧
, ìîæíî ïîëó÷èòü óðàâíåíèÿ

äëÿ 𝜙− êîìïîíåíò: (︂
𝜕2

𝜕𝑧2
+ 𝑘2

0𝜀𝜇

)︂
𝐻𝜙𝜔 =

1

𝜌

𝜕2𝐻𝑧𝜔

𝜕𝜙𝜕𝑧
+ 𝑖𝑘0𝜀

𝜕𝐸𝑧𝜔

𝜕𝜌
,(︂

𝜕2

𝜕𝑧2
+ 𝑘2

0𝜀𝜇

)︂
𝐸𝜙𝜔 =

1

𝜌

𝜕2𝐸𝑧𝜔

𝜕𝜙𝜕𝑧
− 𝑖𝑘0𝜇

𝜕𝐻𝑧𝜔

𝜕𝜌
.

(18)
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Îñòàâøèåñÿ 𝜌− êîìïîíåíòû ïîëÿ âûâîäÿòñÿ èç ñèñòåìû (16) íåïîñðåäñòâåííî:

𝐸𝜌𝜔 =
𝑖

𝑘0𝜀

(︂
1

𝜌

𝜕𝐻𝑧𝜔

𝜕𝜙
− 𝜕𝐻𝜙𝜔

𝜕𝑧

)︂
,

𝐻𝜌𝜔 = − 𝑖

𝑘0𝜇

(︂
1

𝜌

𝜕𝐸𝑧𝜔

𝜕𝜙
− 𝜕𝐸𝜙𝜔

𝜕𝑧

)︂
.

(19)

Ãåîìåòðèÿ çàäà÷è íå ìåíÿåòñÿ âäîëü îñè 𝑧, à Ôóðüå-îáðàç äèïîëüíîãî ìîìåíòà 𝑝𝜔 èìååò çàâè-

ñèìîñòü îò 𝑧 òèïà 𝑒𝑥𝑝(𝑖𝜔𝑧/𝑣) (ñì. (1), ìíîæèòåëü ñ ýêñïîíåíòîé âîçíèêàåò èç-çà ñäâèíóòîãî

àðãóìåíòà). Çíà÷èò, èñêîìîå ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå áóäåò èìåòü òàêóþ æå çàâèñèìîñòü îò 𝑧:

{�⃗�𝜔, �⃗�𝜔} = { ⃗̃𝐸𝜔,
⃗̃𝐻𝜔}𝑒

𝑖𝜔𝑧
𝑣 . (20)

Ñëåäîâàòåëüíî,
𝜕2

𝜕𝑧2
+ 𝑘2

0𝜀𝜇 → −𝑘2
0

𝛽2
+ 𝑘2

0𝜀𝜇 =
𝑘2
0

𝛽2
(𝜀𝜇𝛽2 − 1) ≡ 𝑠2, (21)

{�⃗�𝜔, �⃗�𝜔} = { ⃗̃𝐸𝜔,
⃗̃𝐻𝜔}𝑒

𝑖𝜔𝑧
𝑣 (22)

Êðîìå òîãî, èç ãåîìåòðèè çàäà÷è âèäíî, ÷òî ïðè ïîâîðîòå íà óãîë 2𝜋 èñêîìîå ïîëå äîëæíî

ïåðåõîäèòü â ñàìî ñåáÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, åãî ìîæíî ðàçëîæèòü â ðÿä Ôóðüå ñëåäóþùåãî âèäà:

{ ⃗̃𝐸𝜔,
⃗̃𝐻𝜔} =

+∞∑︁
𝜈=−∞

{ ⃗̃𝐸𝜔𝜈 ,
⃗̃𝐻𝜔𝜈}𝑒−𝑖𝜈𝜙 (23)

Êàê ìîæíî óâèäåòü, âñå êîìïîíåíòû ïîëÿ âûðàæàþòñÿ ÷åðåç 𝐸𝑧𝜔 è𝐻𝑧𝜔. Òî åñòü ïîñëåäíèå èã-

ðàþò ðîëü ïîòåíöèàëîâ. Ñâåä¼ì óðàâíåíèÿ (17) ê óðàíåíèÿì Áåññåëÿ, èñïîëüçóÿ ñâîéñòâî (21)

è ó÷èòûâàÿ ðàçëîæåíèå (23) :(︂
𝜕2

𝜕𝜌2
+

1

𝜌

𝜕

𝜕𝜌
+ 𝑠2

(︂
1− 𝜈2

𝑠2𝜌2

)︂)︂
�̃�𝑧𝜔𝜈 = 0,(︂

𝜕2

𝜕𝜌2
+

1

𝜌

𝜕

𝜕𝜌
+ 𝑠2

(︂
1− 𝜈2

𝑠2𝜌2

)︂)︂
�̃�𝑧𝜔𝜈 = 0

(24)

Âíóòðè êàíàëà ñâîáîäíîå ðåøåíèå íå äîëæíî èìåòü îñîáåííîñòåé, ïîýòîìó îíî ïðåäñòàâëÿ-

åòñÿ â âèäå

�̃�(1)
𝑧𝜔𝜈 = 𝐴𝐸1

𝜈 𝐽𝜈(𝜌𝑠1) �̃�(1)
𝑧𝜔𝜈 = 𝐴𝐻1

𝜈 𝐽𝜈(𝜌𝑠1). (25)

Âíå êàíàëà ñâîáîäíîå ïîëå äîëæíî ðàñïðîñòðàíÿòñÿ ïî íàïðàâëåíèþ îò èñòî÷íèêà, ïîýòîìó

âåðíî ñëåäóþùåå:

�̃�(2)
𝑧𝜔𝜈 = 𝐴𝐸2

𝜈 𝐻(1)
𝜈 (𝜌𝑠2) �̃�(2)

𝑧𝜔𝜈 = 𝐴𝐻2
𝜈 𝐻(1)

𝜈 (𝜌𝑠2). (26)
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Äàëåå íàì íåîáõîäèìî óäîâëåòâîðèòü ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì íà ïîâåðõíîñòè 𝜌 = 𝑎:

𝐸(1)
𝑧

⃒⃒
𝑎−0

+ 𝐸(𝑖)
𝑧

⃒⃒
𝑎−0

= 𝐸(2)
𝑧

⃒⃒
𝑎+0

, 𝐻(1)
𝑧

⃒⃒
𝑎−0

+ 𝐻(𝑖)
𝑧

⃒⃒
𝑎−0

= 𝐻(2)
𝑧

⃒⃒
𝑎+0

, (27)

𝐸(1)
𝜙

⃒⃒
𝑎−0

+ 𝐸(𝑖)
𝜙

⃒⃒
𝑎−0

= 𝐸(2)
𝜙

⃒⃒
𝑎+0

, 𝐻(1)
𝜙

⃒⃒
𝑎−0

+ 𝐻(𝑖)
𝜙

⃒⃒
𝑎−0

= 𝐻(2)
𝜙

⃒⃒
𝑎+0

. (28)

Òàê êàê ôóíêöèè Áåññåëÿ ó íàñ âîçíèêàþò òîëüêî ñ àðãóìåíòîì 𝑠1𝜌, à ôóíêöèè Õàíêåëÿ

- c 𝑠2𝜌, ìû ìîæåì îïóñêàòü äàííûå àðãóìåíòû. Ïðè ýòîì íå âîçíèêíåò ïóòàíèöû. Ââåäåì

ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

𝐽𝜈 = 𝐽𝜈(𝑎𝑠1), 𝐻𝜈 = 𝐻(1)
𝜈 (𝑎𝑠2), (29)

𝐽 ′
𝜈 =

𝐽𝜈(𝜁)

𝑑𝜁

⃒⃒⃒⃒
𝜁=𝑎𝑠1

, 𝐻 ′
𝜈 =

𝐻
(1)
𝜈 (𝜁)

𝑑𝜁

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝜁=𝑎𝑠2

. (30)

Òîãäà, ïîäñòàâëÿÿ â óðàâíåíèÿ (27) âûðàæåíèÿ äëÿ ñâîáîäíîãî ïîëÿ (25), (26), ïîëó÷èì:

𝐴𝐸1
𝜈 𝐽𝜈 − 𝐴𝐸2

𝜈 𝐻𝜈 = −�̃�(𝑖)
𝑧𝜔𝜈 , (31)

𝐴𝐻1
𝜈 𝐽𝜈 − 𝐴𝐻2

𝜈 𝐻𝜈 = −�̃�(𝑖)
𝑧𝜔𝜈 . (32)

Äëÿ 𝜙− êîìïîíåíò äåéñòâóåì àíàëîãè÷íî:

𝑘0𝜈

𝑎𝛽𝑠21
𝐴𝐸1

𝜈 𝐽𝜈 −
𝑖𝑘0𝜇1

𝑠1
𝐴𝐻1

𝜈 𝐽 ′
𝜈 −

𝑘0𝜈

𝑎𝛽𝑠22
𝐴𝐸2

𝜈 𝐻𝜈 +
𝑖𝑘0𝜇2

𝑠2
𝐴𝐻2

𝜈 𝐻 ′
𝜈 = −�̃�(𝑖)

𝜙𝜔𝜈 , (33)

𝑘0𝜈

𝑎𝛽𝑠21
𝐴𝐻1

𝜈 𝐽𝜈 +
𝑖𝑘0𝜀1
𝑠1

𝐴𝐸1
𝜈 𝐽 ′

𝜈 −
𝑘0𝜈

𝑎𝛽𝑠22
𝐴𝐻2

𝜈 𝐻𝜈 −
𝑖𝑘0𝜀2
𝑠2

𝐴𝐸2
𝜈 𝐻 ′

𝜈 = −�̃�(𝑖)
𝜙𝜔𝜈 . (34)

Âûðàçèì êîýôôèöèåíòû 𝐴𝐸1
𝜈 , 𝐴𝐻1

𝜈 ÷åðåç äâà îñòàëüíûõ:

𝐴𝐸1
𝜈 =

1

𝐽𝜈

(︁
𝐴𝐸2

𝜈 𝐻𝜈 − �̃�(𝑖)
𝑧𝜔𝜈

)︁
(35)

𝐴𝐻1
𝜈 =

1

𝐽𝜈

(︁
𝐴𝐻2

𝜈 𝐻𝜈 − �̃�(𝑖)
𝑧𝜔𝜈

)︁
. (36)

Ïîäñòàâèì ýòè êîýôôèöèåíòû â ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà 𝜙� êîìïîíåíòû ïîëÿ

𝑘0𝜈

𝑎𝛽𝑠21

(︁
𝐴𝐸2

𝜈 𝐻𝜈 − �̃�(𝑖)
𝑧𝜔𝜈

)︁
− 𝑖𝑘0𝜇1

𝑠1

𝐽 ′
𝜈

𝐽𝜈

(︁
𝐴𝐻2

𝜈 𝐻𝜈 − �̃�(𝑖)
𝑧𝜔𝜈

)︁
−

− 𝑘0𝜈

𝑎𝛽𝑠22
𝐴𝐸2

𝜈 𝐻𝜈 +
𝑖𝑘0𝜇2

𝑠2
𝐴𝐻2

𝜈 𝐻 ′
𝜈 = −�̃�(𝑖)

𝜙𝜔𝜈 , (37)
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𝑘0𝜈

𝑎𝛽𝑠21

(︁
𝐴𝐻2

𝜈 𝐻𝜈 − �̃�(𝑖)
𝑧𝜔𝜈

)︁
+

𝑖𝑘0𝜀1
𝑠1

𝐽 ′
𝜈

𝐽𝜈

(︁
𝐴𝐸2

𝜈 𝐻𝜈 − �̃�(𝑖)
𝑧𝜔𝜈

)︁
−

− 𝑘0𝜈

𝑎𝛽𝑠22
𝐴𝐻2

𝜈 𝐻𝜈 −
𝑖𝑘0𝜀2
𝑠2

𝐴𝐸2
𝜈 𝐻 ′

𝜈 = −�̃�(𝑖)
𝜙𝜔𝜈 . (38)

Ïåðåíåñåì âñå ñëàãàåìûå ñ âûíóæäåííûì ïîëåì â ïðàâóþ ÷àñòü

𝑘0𝜈

𝑎𝛽

(︂
1

𝑠21
− 1

𝑠22

)︂
𝐻𝜈𝐴

𝐸2
𝜈 + 𝑖𝑘0

(︂
𝜇2

𝑠2
𝐻 ′

𝜈 −
𝜇1

𝑠1

𝐽 ′
𝜈

𝐽𝜈
𝐻𝜈

)︂
𝐴𝐻2

𝜈 =

=
𝑘0𝜈

𝑎𝛽𝑠21
�̃�(𝑖)

𝑧𝜔𝜈 −
𝑖𝑘0𝜇1

𝑠1

𝐽 ′
𝜈

𝐽𝜈
�̃�(𝑖)

𝑧𝜔𝜈 − �̃�(𝑖)
𝜙𝜔𝜈 , (39)

𝑖𝑘0

(︂
𝜀1
𝑠1

𝐽 ′
𝜈

𝐽𝜈
𝐻𝜈 −

𝜀2
𝑠2
𝐻 ′

𝜈

)︂
𝐴𝐸2

𝜈 +
𝑘0𝜈

𝑎𝛽

(︂
1

𝑠21
− 1

𝑠22

)︂
𝐻𝜈𝐴

𝐻2
𝜈 =

=
𝑘0𝜈

𝑎𝛽𝑠21
�̃�(𝑖)

𝑧𝜔𝜈 +
𝑖𝑘0𝜀1
𝑠1

𝐽 ′
𝜈

𝐽𝜈
�̃�(𝑖)

𝑧𝜔𝜈 − �̃�(𝑖)
𝜙𝜔𝜈 . (40)

Îáîçíà÷èì âðåìåííî ïðàâûå ÷àñòè â (39), (40) êàê

𝑓𝐸𝜈 =
𝑘0𝜈

𝑎𝛽𝑠21
�̃�(𝑖)

𝑧𝜔𝜈 −
𝑖𝑘0𝜇1

𝑠1

𝐽 ′
𝜈

𝐽𝜈
�̃�(𝑖)

𝑧𝜔𝜈 − �̃�(𝑖)
𝜙𝜔𝜈 , (41)

𝑓𝐻𝜈 =
𝑘0𝜈

𝑎𝛽𝑠21
�̃�(𝑖)

𝑧𝜔𝜈 +
𝑖𝑘0𝜀1
𝑠1

𝐽 ′
𝜈

𝐽𝜈
�̃�(𝑖)

𝑧𝜔𝜈 − �̃�(𝑖)
𝜙𝜔𝜈 (42)

ñîîòâåòñòâåííî. Ó÷èòûâàÿ (13), (14), êîýôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ âûíóæäåííîãî ïîëÿ â òî÷êå

𝜌 = 𝑎 ðàâíû:

�̃�
(𝑖)
𝜔𝑧1 = �̃�

(𝑖)
𝜔𝑧−1 =

1

4

𝑠1
𝜀1

𝜔𝑝0
𝑣2

𝐻
(1)
1 (𝑎𝑠1), (43)

�̃�
(𝑖)
𝜔𝑧1 = −�̃�

(𝑖)
𝜔𝑧−1 = − 𝑖

4

𝑝0𝑠1𝜔

𝑣𝑐
𝐻

(1)
1 (𝑎𝑠1), (44)

�̃�
(𝑖)
𝜔𝜙1 = −�̃�

(𝑖)
𝜔𝜙−1 =

1

4

𝑝0
𝑣

(︂
𝑠1
𝜀1𝑎

𝐻
(1)
1 (𝑎𝑠1)−

𝜇1𝜔
2

𝑐2
𝐻

(1)
0 (𝑎𝑠1)

)︂
, (45)

�̃�
(𝑖)
𝜔𝜙1 = �̃�

(𝑖)
𝜔𝜙−1 =

𝑖

4

𝑝0
𝑣

𝜔2

𝑣𝑐
𝐻

(1)
0 (𝑎𝑠1). (46)

Âûðàçèì êîýôôèöèåíò 𝐴𝐸2
𝜈 ÷åðåç 𝐴𝐻2

𝜈

𝐴𝐸2
𝜈 =

𝑎𝛽

𝑘0𝜈𝐻𝜈

(︂
1

𝑠21
− 1

𝑠22

)︂−1(︂
𝑓𝐸𝜈 − 𝑖𝑘0

(︂
𝜇2

𝑠2
𝐻 ′

𝜈 −
𝜇1

𝑠1

𝐽 ′
𝜈

𝐽𝜈
𝐻𝜈

)︂
𝐴𝐻2

𝜈

)︂
. (47)
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Ïðîäåëàåì ñëåäóþùèå ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ áåç êîììåíòàðèåâ:

𝑖𝑎𝛽

𝜈

(︂
1

𝑠21
− 1

𝑠22

)︂−1(︂
𝜀1
𝑠1

𝐽 ′
𝜈

𝐽𝜈
− 𝜀2

𝑠2

𝐻 ′
𝜈

𝐻𝜈

)︂(︂
𝑓𝐸𝜈 − 𝑖𝑘0𝐻𝜈

(︂
𝜇2

𝑠2

𝐻 ′
𝜈

𝐻𝜈

− 𝜇1

𝑠1

𝐽 ′
𝜈

𝐽𝜈

)︂
𝐴𝐻2

𝜈

)︂
+

+
𝑘0𝜈𝐻𝜈

𝑎𝛽

(︂
1

𝑠21
− 1

𝑠22

)︂
𝐴𝐻2

𝜈 = 𝑓𝐻𝜈 , (48)

𝑖𝑎𝛽

𝜈
(−𝑖𝑘0𝐻𝜈)

(︂
1

𝑠21
− 1

𝑠22

)︂−1(︂
𝜀1
𝑠1

𝐽 ′
𝜈

𝐽𝜈
− 𝜀2

𝑠2

𝐻 ′
𝜈

𝐻𝜈

)︂(︂
𝜇2

𝑠2

𝐻 ′
𝜈

𝐻𝜈

− 𝜇1

𝑠1

𝐽 ′
𝜈

𝐽𝜈

)︂
𝐴𝐻2

𝜈 +

+
𝑘0𝜈𝐻𝜈

𝑎𝛽

(︂
1

𝑠21
− 1

𝑠22

)︂
𝐴𝐻2

𝜈 = 𝑓𝐻𝜈 −
𝑖𝑎𝛽

𝜈

(︂
1

𝑠21
− 1

𝑠22

)︂−1(︂
𝜀1
𝑠1

𝐽 ′
𝜈

𝐽𝜈
− 𝜀2

𝑠2

𝐻 ′
𝜈

𝐻𝜈

)︂
𝑓𝐸𝜈 . (49)

Â èòîãå ïîëó÷àåì èñêîìûå êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ:

𝐴𝐻2
𝜈 =

1

Δ𝜈

𝜈𝑘0𝐻𝜈

𝑎𝛽

(︂
1

𝑠21
− 1

𝑠22

)︂
𝑓𝐻𝜈 −

𝑖𝑘0𝐻𝜈

Δ𝜈

(︂
𝜀1
𝑠1

𝐽 ′
𝜈

𝐽𝜈
− 𝜀2

𝑠2

𝐻 ′
𝜈

𝐻𝜈

)︂
𝑓𝐸𝜈 , (50)

𝐴𝐸2
𝜈 =

1

Δ𝜈

𝜈𝑘0𝐻𝜈

𝑎𝛽

(︂
1

𝑠21
− 1

𝑠22

)︂
𝑓𝐸𝜈 −

𝑖𝑘0𝐻𝜈

Δ𝜈

(︂
𝜇2

𝑠2

𝐻 ′
𝜈

𝐻𝜈

− 𝜇1

𝑠1

𝐽 ′
𝜈

𝐽𝜈

)︂
𝑓𝐻𝜈 , (51)

ãäå

Δ𝜈 = 𝑘2
0𝐻

2
𝜈

(︃(︂
𝜇2

𝑠2

𝐻 ′
𝜈

𝐻𝜈

− 𝜇1

𝑠1

𝐽 ′
𝜈

𝐽𝜈

)︂(︂
𝜀1
𝑠1

𝐽 ′
𝜈

𝐽𝜈
− 𝜀2

𝑠2

𝐻 ′
𝜈

𝐻𝜈

)︂
+

𝜈2

𝑎2𝛽2

(︂
1

𝑠21
− 1

𝑠22

)︂2
)︃

(52)

𝐸(2)
𝑧𝜔 =

(︁
𝐴𝐸2

1 𝐻
(1)
1 (𝜌𝑠2)𝑒

𝑖𝜙 + 𝐴𝐸2
−1𝐻

(1)
−1 (𝜌𝑠2)𝑒

−𝑖𝜙
)︁
𝑒𝑖𝜔

𝑧
𝑣 , (53)

𝐻(2)
𝑧𝜔 =

(︁
𝐴𝐻2

1 𝐻
(1)
1 (𝜌𝑠2)𝑒

𝑖𝜙 + 𝐴𝐻2
−1𝐻

(1)
−1 (𝜌𝑠2)𝑒

−𝑖𝜙
)︁
𝑒𝑖𝜔

𝑧
𝑣 , (54)

Òåïåðü íàéäåì îñòàëüíûå êîìïîíåíòû ïîëÿ â ñðåäå 2. Êàê ñëåäóåò èç (18), 𝐸
(2)
𝜙𝜔 ,𝐻

(2)
𝜙𝜔

âûðàæàþòñÿ ôîðìóëàìè:

𝐸(2)
𝜙𝜔𝜈 =

𝜈𝑘0
𝑠22𝜌𝛽

𝐸(2)
𝑧𝜔 − 𝑖𝑘0𝜇

𝜕𝐻
(2)
𝑧𝜔

𝜕𝜌
(55)

𝐻(2)
𝜙𝜔𝜈 =

𝜈𝑘0
𝑠22𝜌𝛽

𝐻(2)
𝑧𝜔 + 𝑖𝑘0𝜀

𝜕𝐸
(2)
𝑧𝜔

𝜕𝜌
(56)

Ïðîèçâîäíûå ïî 𝜌 â ñèëó (53), (54) ñâîäÿòñÿ ê äèôôåðåíöèðîâàíèþ ôóíêöèè Õàíêåëÿ

𝐻
(1)
1 (𝜌𝑠2):

𝜕𝐻
(1)
1 (𝜌𝑠2)

𝜕𝜌
= 𝑠2

(︂
𝐻

(1)
0 (𝜌𝑠2)−

1

𝑠2𝜌
𝐻

(1)
1 (𝜌𝑠2)

)︂
(57)

Êîìïîíåíòû 𝐸
(2)
𝜌𝜔 ,𝐻

(2)
𝜌𝜔 â ñâîþ î÷åðåäü îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëàìè:

𝐸(2)
𝜌𝜔𝜈 =

1

𝑘0𝜀

(︂
𝜈

𝜌
𝐻(2)

𝑧𝜔𝜈 +
𝑘0
𝛽
𝐻(2)

𝜙𝜔𝜈

)︂
(58)
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Ðèñ. 3. Ïðîõîæäåíèå ïîëÿ ÷åðåç âíåøíþþ ãðàíèöó êîíóñà

𝐻(2)
𝜌𝜔𝜈 = − 1

𝑘0𝜇

(︂
𝜈

𝜌
𝐸(2)

𝑧𝜔𝜈 +
𝑘0
𝛽
𝐸(2)

𝜙𝜔𝜈

)︂
(59)

3.3 Прохождение поля через внешнюю границу конуса

Òåïåðü âåðíåì âíåøíþþ ãðàíèöó çàäà÷è - ïîâåðõíîñòü êîíóñà. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî

õàðàêòåðíûé ðàçìåð êîíóñà ìíîãî áîëüøå äëèíû âîëíû, äëÿ êîòîðîé èùåòñÿ ðåøåíèå. Òîãäà

ïðèáëèæåííî ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî íà áîëüøåé ÷àñòè âíóòðåííåé ïîâåðõîñòè êîíóñà ïîëå áóäåò

òàêîå æå, ÷òî è â îòñóòñâèè ãðàíèöû.

Îáîçíà÷èì óãîë ðàñòâîðà êîíóñà ÷åðåç 𝛼𝑐. Óãîë ìåæäó îñüþ äâèæåíèÿ è âîëíîâûì âåêòîðì

â ñðåäå 2 çàäàåòñÿ ôîðìóëîé:

𝛼𝑝 = arccos

(︂
1

𝑅𝑒(𝑛2)𝛽

)︂
. (60)

Òîãäà óãîë ïàäåíèÿ ðàâåí:

𝜃𝑖 =
𝜋

2
− 𝛼𝑐 − 𝛼𝑝. (61)

Óãîë ïðåëîìëåíèÿ:

𝜃𝑡 = arcsin(𝑛2 sin(𝜃𝑖)) (62)

Êîìïîíåíòû âîëíîâîãî âåêòîðà ïåðëîìë¼ííîãî ïîëÿ:

𝑘𝑡𝜌 = cos(𝜃𝑡) cos(𝛼𝑐)− sin(𝜃𝑡) sin(𝛼𝑐); (63)

𝑘𝑡𝑧 = cos(𝜃𝑡) sin(𝛼𝑐) + sin(𝜃𝑡) cos(𝛼𝑐); (64)

Êîýôôèöèåíò ïðåëîìëåíèÿ äëÿ âåðòèêàëüíîé ïîëÿðèçàöèè ðàâåí:

𝑇𝑣 =
2
√︁

𝜇2

𝜀2
cos(𝜃𝑖)√︁

𝜇2

𝜀2
cos(𝜃𝑖) + cos(𝜃𝑡)

, (65)
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ãîðèçîíòàëüíîé:

𝑇ℎ =
2 cos(𝜃𝑖)

cos(𝜃𝑖) +
√︁

𝜇2

𝜀2
cos(𝜃𝑡)

(66)

𝐸𝑡𝜙𝜔 = 𝑇ℎ𝐸
(2)
𝜙𝜔 , (67)

𝐻𝑡𝜙𝜔 = 𝑇𝑣𝐻
(2)
𝜙𝜔 . (68)

Çíàÿ 𝐻𝑡𝜙𝜔 è 𝐸𝑡𝜙𝜔 , ïî ôîðìóëàì

�⃗� =
[︁
�⃗�, �⃗�𝑡

]︁
, �⃗� =

[︁
�⃗�𝑡, �⃗�

]︁
(69)

íàéäåì îñòâøååñÿ ïîëå:

𝐸𝑡𝜌𝜔 = 𝑘𝑡𝑧𝐻𝑡𝜙𝜔, (70)

𝐻𝑡𝜌𝜔 = −𝑘𝑡𝑧𝐸𝑡𝜙𝜔, (71)

𝐸𝑡𝑧𝜔 = −𝑘𝑡𝜌𝐻𝑡𝜙𝜔, (72)

𝐻𝑡𝑧𝜔 = 𝑘𝑡𝜌𝐸𝑡𝜙𝜔. (73)

Ââåäåì âåêòîð êàñàòåëüíîé ê ïîâåðõíîñòè êîíóñà â ïëîñêîñòè 𝑋𝑍 �⃗� . Ïðîåêöèè ïîëÿ âäîëü

ýòîãî îðòà ðàâíû:

𝐸𝑡𝜏𝜔 = cos(𝛼𝑐)𝐸𝑡𝑧𝜔 − sin(𝛼𝑐)𝐸𝑡𝜌𝜔, (74)

𝐻𝑡𝜏𝜔 = cos(𝛼𝑐)𝐻𝑡𝑧𝜔 − sin(𝛼𝑐)𝐻𝑡𝜌𝜔, (75)

3.4 Интегралы Стреттона-Чу по апертуре

Ïîëå âíå êîíóñà îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç êàñàòåëüíûå êîìïîíåíòû ïîëÿ â ñîîòâåòñâèè ñ ôîð-

ìóëàìè Ñòðåòòîíà-×ó äëÿ ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî ïîëåé. Äëÿ ñëàãàåìûõ ïîëÿ �⃗� â ýòèõ

ôîðìóëàõ ââåä¼ì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

�⃗� = �⃗�1 + �⃗�2 + �⃗�3, (76)

�⃗�1 =
𝑖𝑘

4𝜋

∫︁
𝑆

�⃗�𝑒𝑔𝑑𝑠
′, (77)

�⃗�2 =
𝑖

4𝜋𝑘

∫︁
𝑆

(︁
𝑗𝑒, ∇⃗′

)︁
∇⃗′𝑔𝑑𝑠′, (78)

�⃗�3 = − 1

4𝜋

∫︁
𝑆

[︁
𝑗𝑚, ∇⃗′𝑔

]︁
𝑑𝑠′. (79)
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Ðèñ. 4
Êðàñíûì îáîçíà÷åíà ïîâåðõíîñòü, �çàñâå÷åííàÿ� èçëó÷åíèåì Âàâèëîâà-×åðåíêîâà, îíà

íàçûâàåòñÿ �àïåðòóðîé� è ïî íåé âåäåòñÿ èíòåãðèðîâàíèå.

𝑔 =
𝑒𝑖𝑘|�⃗�′−�⃗�|⃒⃒⃒
�⃗�′ − �⃗�

⃒⃒⃒ . (80)

�⃗� � òî÷êà íàáëþäåíèÿ, �⃗�′ òî÷êà èíòåãðèðîâàíèÿ. Äëÿ óìåíüøåíèÿ îáúåìà âûêëàäîê ââåäåì

íà âíåøíåé ïîâåðõíîñòè êîíóñà 𝑆 ýêâèâàëåíòûå ýëåêòðè÷åñèêå è ìàãíèòíûå òîêè 𝑗𝑒 è 𝑗𝑚 ïî

ñëåäóþùèì ôîðìóëàì:

�⃗�𝑒 =
[︁
�⃗�, �⃗�

]︁ ⃒⃒⃒⃒
𝑆

, (81)

�⃗�𝑚 =
[︁
�⃗�, �⃗�

]︁ ⃒⃒⃒⃒
𝑆

. (82)

Çäåñü �⃗� = cos(𝛼𝑐)�⃗�𝜌 + sin(𝛼𝑐)�⃗�𝑧 - åäèíè÷íûé âåêòîð íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè.

�⃗�𝑒𝜌 = − sin(𝛼𝑐)𝐻𝑡𝜙𝜔 (83)

�⃗�𝑒𝜙 = sin(𝛼𝑐)𝐻𝑡𝜌𝜔 − cos(𝛼𝑐)𝐻𝑡𝑧𝜔 (84)

�⃗�𝑒𝑧 = cos(𝛼𝑐)𝐻𝑡𝜙𝜔 (85)

�⃗�𝑚𝜌 = sin(𝛼𝑐)𝐸𝑡𝜙𝜔 (86)

�⃗�𝑚𝜙 = − sin(𝛼𝑐)𝐸𝑡𝜌𝜔 + cos(𝛼𝑐)𝐸𝑡𝑧𝜔 (87)

�⃗�𝑚𝑧 = − cos(𝛼𝑐)𝐸𝑡𝜙𝜔 (88)

15



Äåêàðòîâû ïðîåêöèè ýêâèâàëåíòûõ ïîâåðõíîñòíûõ òîêîâ:

�⃗�𝑒𝑥 = 𝑗𝑒𝜌 cos(𝜙)− 𝑗𝑒𝜙 sin(𝜙) (89)

�⃗�𝑒𝑦 = 𝑗𝑒𝜌 sin(𝜙)− 𝑗𝑒𝜙 cos(𝜙) (90)

�⃗�𝑚𝑥 = 𝑗𝑚𝜌 cos(𝜙)− 𝑗𝑚𝜙 sin(𝜙) (91)

�⃗�𝑚𝑦 = 𝑗𝑚𝜌 sin(𝜙)− 𝑗𝑚𝜙 cos(𝜙) (92)

Âû÷èñëèì ïîäûíòåãðàëüíûå âûðàæåíèÿ â (78):

(︁
𝑗𝑒, ∇⃗′

)︁
∇⃗′𝑔 =

3∑︁
𝑚=1

3∑︁
𝑛=1

�⃗�𝑒𝑚
𝜕2𝑔

𝜕𝑥′
𝑚𝜕𝑥

′
𝑛

�⃗�𝑛, (93)

(𝑥′
1, 𝑥

′
2, 𝑥

′
3) = (𝑥′, 𝑦′, 𝑧′) ,

𝜕2𝑔

𝜕𝑥′
𝑚𝜕𝑥

′
𝑛

=
𝑒𝑖𝑘|�⃗�′−�⃗�|⃒⃒⃒
�⃗�′ − �⃗�

⃒⃒⃒2×
×

[︃(︃
𝑖𝑘(𝑥′

𝑛 − 𝑥𝑛)−
𝑥′
𝑛 − 𝑥𝑛

|�⃗�′ − �⃗�|

)︃(︃
𝑖𝑘(𝑥′

𝑚 − 𝑥𝑚)

|�⃗�′ − �⃗�|
− 2(𝑥′

𝑚 − 𝑥𝑚)

|�⃗�′ − �⃗�|2

)︃
+

(𝑥′
𝑚 − 𝑥𝑚)(𝑥

′
𝑛 − 𝑥𝑛)

|�⃗�′ − �⃗�|3
+

+ 𝛿𝑚𝑛(𝑖𝑘 − 1

|�⃗�′ − �⃗�|
)

]︃
. (94)

Âû÷èñëèì ïîäûíòåãðàëüíûå âûðàæåíèÿ â (79):

[︁
𝑗𝑚, ∇⃗′𝑔

]︁
=

𝑒𝑖𝑘|�⃗�′−�⃗�|⃒⃒⃒
�⃗�′ − �⃗�

⃒⃒⃒2
[︃(︃

𝑗𝑚𝑦

(︃
𝑖𝑘(𝑧′ − 𝑧)− 𝑧′ − 𝑧

|�⃗�′ − �⃗�|

)︃
− 𝑗𝑚𝑧

(︃
𝑖𝑘(𝑦′ − 𝑦)− 𝑦′ − 𝑦

|�⃗�′ − �⃗�|

)︃)︃
�⃗�𝑥−

−

(︃
𝑗𝑚𝑥

(︃
𝑖𝑘(𝑧′ − 𝑧)− 𝑧′ − 𝑧

|�⃗�′ − �⃗�|

)︃
− 𝑗𝑚𝑧

(︃
𝑖𝑘(𝑥′ − 𝑥)− 𝑥′ − 𝑥

|�⃗�′ − �⃗�|

)︃)︃
�⃗�𝑦+

+

(︃
𝑗𝑚𝑥

(︃
𝑖𝑘(𝑦′ − 𝑦)− 𝑦′ − 𝑦

|�⃗�′ − �⃗�|

)︃
− 𝑗𝑚𝑦

(︃
𝑖𝑘(𝑥′ − 𝑥)− 𝑥′ − 𝑥

|�⃗�′ − �⃗�|

)︃)︃
�⃗�𝑧

]︃
.

(95)

Ïîäûíòåãðàëüíûå âûðàæåíèÿ â (77), (78), (79) îáîçíà÷èì êàê 𝑒1, 𝑒2, 𝑒3 ñîîòâåòñòâåííî.

Òîãäà

�⃗�1 =
𝑒𝑖𝑘|�⃗�′−�⃗�|⃒⃒⃒
�⃗�′ − �⃗�

⃒⃒⃒ (𝑗𝑒𝑥�⃗�𝑥 + 𝑗𝑒𝑦�⃗�𝑦 + 𝑗𝑒𝑧 �⃗�𝑧) (96)
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𝑒2𝑥 =
𝑒𝑖𝑘|�⃗�′−�⃗�|⃒⃒⃒
�⃗�′ − �⃗�

⃒⃒⃒2×
(︃
(𝑥′ − 𝑥)

(︃
− 𝑘2

|�⃗�′ − �⃗�|
− 𝑖

3𝑘

|�⃗�′ − �⃗�|2
+

3

|�⃗�′ − �⃗�|3

)︃
×

((𝑥′ − 𝑥)𝑗𝑒𝑥 + (𝑦′ − 𝑦)𝑗𝑒𝑦 + (𝑧′ − 𝑧)𝑗𝑒𝑧)+

+ 𝑗𝑒𝑥

(︃
𝑖𝑘 − 1

|�⃗�′ − �⃗�|

)︃)︃
(97)

𝑒2𝑦 =
𝑒𝑖𝑘|�⃗�′−�⃗�|⃒⃒⃒
�⃗�′ − �⃗�

⃒⃒⃒2×
(︃
(𝑦′ − 𝑦)

(︃
− 𝑘2

|�⃗�′ − �⃗�|
− 𝑖

3𝑘

|�⃗�′ − �⃗�|2
+

3

|�⃗�′ − �⃗�|3

)︃
×

((𝑥′ − 𝑥)𝑗𝑒𝑥 + (𝑦′ − 𝑦)𝑗𝑒𝑦 + (𝑧′ − 𝑧)𝑗𝑒𝑧)+

+ 𝑗𝑒𝑦

(︃
𝑖𝑘 − 1

|�⃗�′ − �⃗�|

)︃)︃
(98)

𝑒2𝑧 =
𝑒𝑖𝑘|�⃗�′−�⃗�|⃒⃒⃒
�⃗�′ − �⃗�

⃒⃒⃒2×
(︃
(𝑧′ − 𝑧)

(︃
− 𝑘2

|�⃗�′ − �⃗�|
− 𝑖

3𝑘

|�⃗�′ − �⃗�|2
+

3

|�⃗�′ − �⃗�|3

)︃
×

((𝑥′ − 𝑥)𝑗𝑒𝑥 + (𝑦′ − 𝑦)𝑗𝑒𝑦 + (𝑧′ − 𝑧)𝑗𝑒𝑧)+

+ 𝑗𝑒𝑧

(︃
𝑖𝑘 − 1

|�⃗�′ − �⃗�|

)︃)︃
(99)

𝑒3𝑥 =
𝑒𝑖𝑘|�⃗�′−�⃗�|⃒⃒⃒
�⃗�′ − �⃗�

⃒⃒⃒2 ((𝑧′ − 𝑧)𝑗𝑚𝑦 − (𝑦′ − 𝑦)𝑗𝑚𝑧)

(︃
𝑖𝑘 − 1

|�⃗�′ − �⃗�|

)︃
(100)

𝑒3𝑦 =
𝑒𝑖𝑘|�⃗�′−�⃗�|⃒⃒⃒
�⃗�′ − �⃗�

⃒⃒⃒2 ((𝑥′ − 𝑥)𝑗𝑚𝑧 − (𝑧′ − 𝑧)𝑗𝑚𝑥)

(︃
𝑖𝑘 − 1

|�⃗�′ − �⃗�|

)︃
(101)

𝑒3𝑧 =
𝑒𝑖𝑘|�⃗�′−�⃗�|⃒⃒⃒
�⃗�′ − �⃗�

⃒⃒⃒2 ((𝑦′ − 𝑦)𝑗𝑚𝑥 − (𝑥′ − 𝑥)𝑗𝑚𝑦)

(︃
𝑖𝑘 − 1

|�⃗�′ − �⃗�|

)︃
(102)

17



4 Анализ структуры поля

Íà îñíîâàíèè àíàëèòè÷åñêèõ ôîðìóë ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà â ïàêåòå Matlab áûëè ðåàëè-

çîâàíû âñå íåîáõîäèìûå àëãîðèòìû äëÿ ðàñ÷åòà êîìïîíåíò ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ â ïðî-

èçâîëüíîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà âíå êîíóñà. Ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî ìàòåðèàë êîíóñà ÿâëÿåòñÿ

ñðåäîé ñ ðåçîíàíñíîé ÷àñòîòíîé äèñïåðñèåé:

𝜀(𝜔) = 1 +
𝜔2
𝑝

𝜔2
𝑟 − 𝜔2 + 2𝑖𝜔𝜔𝑑

, (103)

ãäå 𝜔𝑟 = 2𝜋 · 10 · 1012 Ãö � ðåçîíàíñíàÿ ÷àñòîòà, 𝜔𝑝 = 𝜔𝑟 � ïëàçìåííàÿ ÷àñòîòà, 𝜔𝑑 = 𝜔𝑟 · 10−3

� ÷àñòîòà, îòâåòñòâåííàÿ çà ïîãëîùåíèå. Â äàëüíåéøåì ÷àñòîòà 𝜔𝑟 âçÿòà çà åäèíèöó èçìå-

ðåíèÿ âñåõ ÷àñòîò, âåëè÷èíà 𝑐/𝜔𝑟 âçÿòà çà åäèíèöó èçìåðåíèÿ âñåõ ðàññòîÿíèé. Äëÿ àíàëèçà

èçëó÷åíèÿ ìû ñòðîèëè ìîäóëü ïîëÿ 𝐸𝜔 íà òîé èëè èíîé äâóìåðíîé ïîâåðõíîñòè, ðåçóëüòàòû

ïðèâåäåíû íèæå, ïàðàìåòðû êîíóñà îòðàæåíû â çàãîëîâêå êàæäîãî ðàçäåëà. Íèæå ÷àñòîòà

ïðèíèìàëàñü ðàâíîé 0.5𝜔𝑟.

4.1 Поле на поверхности волнового фронта. Радиус основания осве-

щенной части конуса 6𝜆

Ïîâåðõíîñòü âîëíîâîãî ôðîíòà âîëíû ÈÂ×, âûøåäøåé èç êîíóñà âî âíåøíåå ïîñòðàíñòâî,

ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà ïî çàêîíàì ãåîìåòðè÷åñêîé îïòèêè � ýòî êîíóñ ñ óãëîì 𝛼𝑐+ 𝜃𝑡 ìåæäó

îáðàçóþùåé è îñüþ 𝑧. Íèæå ïðåäñòàâëåíî ðàñïðåäåëåíèå ìîäóëÿ 𝐸𝜔 íà ýòîé ïîâåðõíîñòè (Ðèñ.

5-7). Âèäíî, ÷òî ìàêñèìóìû ïîëÿ ñ ðîñòîì ðàññòîÿíèÿ îò êîíóñà ñíà÷àëà ðàñïëûâàþòñÿ, à

çàòåì îáðàçóþòñÿ îäèí èëè äâà �óêðóïíåííûõ� ìàêñèìóìà.

4.2 Поле на поверхности волнового фронта. Радиус основания осве-

щенной части конуса 20𝜆

Àíàëîãè÷íàÿ ñèòóàöèÿ âîçíèêàåò äëÿ êîíóñà áîëüøåãî ðàçìåðà (Ðèñ. 8-9), èçîòëè÷èé ìîæ-

íî îòìåòèòü, ÷òî íà ìàëîì óäàëåíèè îò àïåðòóðû èìååòñÿ áîëüøåå êîëè÷åñòâî ëîêàëüíûõ

ìàêñèìóìîâ è íà áîëüøîì óäàëåíèè îò àïåðòóðû �óêðóïíåííûõ� ìàêñèìóìîâ òàêæå áîëüøå.

4.3 Поле в плоскостях 𝑋𝑍, 𝑌 𝑍 и 𝑋𝑌 . Радиус основания освещенной

части конуса 6𝜆

Íà �ïðîäîëüíûõ� ðàñïðåäåëåíèÿõ (Ðèñ. 10) ÷åòêî âèäíî, êàê ïîëå èçëó÷åíèÿ ïåðåõîäèò

èç ãåîìåòðè÷åñêîé çîíû â çîíó Ôðåíåëÿ, ãäå íà÷èíàåò ôîðìèðîâàòüñÿ ñôåðè÷åñêàÿ âîëíà

è äèàãðàììà íàïðàâëåííîñòè. Ñ ðîñòîì ðàçìåðà êîíóñà ïåðåõîäíàÿ îáëàñòü îòîäâèãàåòñÿ

îò àïåðòóðû, ÷òî åñòåñòâåííî, ò.ê. âîëíîâîé ïàðàìåòð óìåíüøàåòñÿ. Ïîëå â ïëîñêîñòè, ãäå
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Ðèñ. 5. Ìîäóëü Ôóðüå-ãàðìîíèêè âåêòîðà íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ 𝐸𝜔 íà ïî-
âåðõíîñòè âîëíîâîãî ôðîíòà. Ðàññìàòðèâàåìàÿ ÷àñòîòà ãàðìîíèêè 𝜔 = 0.5𝜔𝑟 ( 𝜆 = 2𝜋𝑐/𝜔 ),
ïàðàìåòðû ñðåäû íà äàííîé ÷àñòîòå 𝜇1 = 𝜀1 = 𝜇2 = 1, 𝜀2 = 2.33. Ïàðàìåòðû êîíóñà èíòåãðè-
ðîâàíèÿ: 𝛼𝑐 = 𝜋/6, ðàäèóñ îñíîâàíèÿ îáëó÷àåìîé ÷àñòè êîíóñà 𝑟𝑚𝑎𝑥 = 6𝜆, 𝑑 = 𝑟𝑚𝑎𝑥/ sin(𝛼𝑐)
� äëèíà îáðàçóþùåé êîíóñà. 𝑧𝑝𝑟𝑜𝑗 = 𝑑 cos(𝛼𝑐) sin(𝛼𝑐 + 𝜃𝑡) � ïðîåêöèÿ îáðàçóþùåé âîëíîâîãî
ôðîíòà íà îñü 𝑂𝑧 (ñì. ðèñ. 3). 𝑟𝑎𝑑𝑑 � ðàññòîÿíèå âäîëü ëó÷à îò ïîâåðõíîñòè èíòåãðèðîâàíèÿ
äî âîëíîâîãî ôðîíòà, 𝑟𝑎𝑑𝑑 = 0.5𝜆(ñëåâà) è 𝑟𝑎𝑑𝑑 = 2𝜆 (ñïðàâà) . 𝐸𝜔 â åäèíèöàõ 𝑝0𝑤

2
𝑟/𝑐

3.

Ðèñ. 6. Ìîäóëü Ôóðüå-ãàðìîíèêè âåêòîðà íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ 𝐸𝜔 íà ïî-
âåðõíîñòè âîëíîâîãî ôðîíòà. 𝑟𝑚𝑎𝑥 = 6𝜆. 𝑟𝑎𝑑𝑑 = 4𝜆(ñëåâà) è 𝑟𝑎𝑑𝑑 = 8𝜆 (ñïðàâà) . Îñòàëüíûå
ïàðàìåòðû è îáîçíà÷åíèÿ ïðèâåäåíû â ïîäïèñÿõ ê ðèñ. 5.
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Ðèñ. 7. Ìîäóëü Ôóðüå-ãàðìîíèêè âåêòîðà íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ 𝐸𝜔 íà ïî-
âåðõíîñòè âîëíîâîãî ôðîíòà. 𝑟𝑚𝑎𝑥 = 6𝜆. 𝑟𝑎𝑑𝑑 = 16𝜆(ñëåâà) è 𝑟𝑎𝑑𝑑 = 40𝜆 (ñïðàâà) . Îñòàëüíûå
ïàðàìåòðû è îáîçíà÷åíèÿ ïðèâåäåíû â ïîäïèñÿõ ê ðèñ. 5

Ðèñ. 8. Ìîäóëü Ôóðüå-ãàðìîíèêè âåêòîðà íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ 𝐸𝜔 íà ïî-
âåðõíîñòè âîëíîâîãî ôðîíòà. 𝑟𝑚𝑎𝑥 = 20𝜆. 𝑟𝑎𝑑𝑑 = 6𝜆(ñëåâà) è 𝑟𝑎𝑑𝑑 = 20𝜆 (ñïðàâà) . Îñòàëüíûå
ïàðàìåòðû è îáîçíà÷åíèÿ ïðèâåäåíû â ïîäïèñÿõ ê ðèñ. 5
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Ðèñ. 9. Ìîäóëü Ôóðüå-ãàðìîíèêè âåêòîðà íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ 𝐸𝜔 íà ïî-
âåðõíîñòè âîëíîâîãî ôðîíòà. 𝑟𝑚𝑎𝑥 = 20𝜆. 𝑟𝑎𝑑𝑑 = 40𝜆(ñëåâà) è 𝑟𝑎𝑑𝑑 = 80𝜆 (ñïðàâà) . Îñòàëüíûå
ïàðàìåòðû è îáîçíà÷åíèÿ ïðèâåäåíû â ïîäïèñÿõ ê ðèñ. 5

ðàñïîëîæåí äèïîëü è âåêòîð åãî ñêîðîñòè, ïðåâîñõîäèò ïîëå â îðòîãîíàëüíîé ïëîñêîñòè íå

áîëåå ÷åì â 2 ðàçà. �Ïîïåðå÷íûå� ðàñïðåäåëåíèÿ (Ðèñ. 11-13) èëëþñòðèðóþò àçèìóòàëüíóþ

àñèììåòðèþ ïîëÿ èçëó÷åíèÿ, à òàêæå ôîðìèðîâàíèå áîëåå ÷åòêèõ ìàêñèìóìîâ ïîëÿ ñ ðî-

ñòîì ðàññòîÿíèÿ îò êîíóñà. Îòìåòèì íàëè÷èå õàðàêòåðíûõ èíòåðôåðåíöèîííûõ ïîëîñ âíóòðè

�êîëüöà ìàêñèìàëüíîé àìïëèòóäû�, òàêæå îáðàùàåò íà ñåáÿ âíèìàíèå íàëè÷èå ëîêàëüíîãî

ìàêñèìóìà ïîëÿ íà îñè (àíàëîã ïÿòíà Ïóàññîíà).

4.4 Черенковский прожектор

Îòäåëüíîãî âíèìàíèÿ çàñëóæèâàåò ðåæèì �÷åðåíêîâñêîãî ïðîæåêòîðà�, äåòàëüíî îïèñàí-

íîãî äëÿ ñëó÷àÿ çàðÿäà â ðàáîòàõ [19,20]. Îí ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ, êîãäà ãåîìåòðîîïòè÷åñêèå

ëó÷è ïðåëîìëåííîãî â âàêóóì ïîëÿ èäóò ïàðàëëåëüíî îñè. Ðèñóíîê 14 èëëþñòðèðóåò ïðîöåññ

ôîðìèðîâàíèÿ ïîëÿ â ïðîäîëüíûõ ñå÷åíèÿõ. Â ïðåäåëàõ ãëàâíîãî ìàêñèìóìà ïîëå áëèçêî

ê àêñèàëüíî-ñèììåòðè÷íîìó, ÷òî âåñüìà íåîæèäàííî, îäíàêî ïîäòâåðæäàåòñÿ ðàñïðåäåëåíè-

ÿìè â ïîïåðå÷íûõ ñå÷åíèÿõ (Ðèñ. 15-16): îáëàñòü ãëàâíîãî ìàêñèìóìà èìååò ôîðìó ñëàáî

âûòÿíóòîãî ýëëèïñà.
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Ðèñ. 10. Ìîäóëü Ôóðüå-ãàðìîíèêè âåêòîðà íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ 𝐸𝜔 â ïëîñêî-
ñòÿõ 𝑋𝑍(ñëåâà) è 𝑌 𝑍 (ñïðàâà). Ðàññìàòðèâàåìàÿ ÷àñòîòà ãàðìîíèêè 𝜔 = 0.5𝜔𝑟 ( 𝜆 = 2𝜋𝑐/𝜔 ),
ïàðàìåòðû ñðåäû íà äàííîé ÷àñòîòå 𝜇1 = 𝜀1 = 𝜇2 = 1, 𝜀2 = 2.33. Ïàðàìåòðû êîíóñà èíòåãðè-
ðîâàíèÿ: 𝛼𝑐 = 𝜋/6, ðàäèóñ îñíîâàíèÿ îáëó÷àåìîé ÷àñòè êîíóñà 𝑟𝑚𝑎𝑥 = 6𝜆, 𝑑 = 𝑟𝑚𝑎𝑥/ sin(𝛼𝑐) �
äëèíà îáðàçóþùåé êîíóñà. Â íèæíåì ëåâîì óãëó ÷åðìûì öâåòîì îáîçíà÷åí êîíóñ èíòåãðè-
ðîâàíèÿ. 𝐸𝜔 â åäèíèöàõ 𝑝0𝑤

2
𝑟/𝑐

3.
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Ðèñ. 11. Ìîäóëü Ôóðüå-ãàðìîíèêè âåêòîðà íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ 𝐸𝜔 â ïëîñ-
êîñòè 𝑋𝑌 . Ðàññìàòðèâàåìàÿ ÷àñòîòà ãàðìîíèêè 𝜔 = 0.5𝜔𝑟 ( 𝜆 = 2𝜋𝑐/𝜔 ), 𝜇1 = 𝜀1 = 𝜇2 = 1,
𝜀2 = 2.33. Ïàðàìåòðû êîíóñà èíòåãðèðîâàíèÿ: 𝛼𝑐 = 𝜋/6, ðàäèóñ îñíîâàíèÿ îáëó÷àåìîé ÷àñòè
êîíóñà 𝑟𝑚𝑎𝑥 = 6𝜆. Ïîëå íàáëþäàåòñÿ â ñå÷åíèè îñè 𝑂𝑧, óäàëåííîì îò íà÷àëà êîîðäèíàò íà
𝑧𝑜𝑏𝑠 = 10𝜆. 𝐸𝜔 â åäèíèöàõ 𝑝0𝑤

2
𝑟/𝑐

3.

Ðèñ. 12. Ìîäóëü Ôóðüå-ãàðìîíèêè âåêòîðà íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ 𝐸𝜔 â ïëîñ-
êîñòè 𝑋𝑌 . Ðàäèóñ îñíîâàíèÿ îáëó÷àåìîé ÷àñòè êîíóñà 𝑟𝑚𝑎𝑥 = 6𝜆, 𝑧𝑜𝑏𝑠 = 20𝜆. Îñòàëüíûå
ïàðàìåòðû è îáîçíà÷åíèÿ ïðèâåäåíû â ïîäïèñÿõ ê ðèñ. 11
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Ðèñ. 13. Ìîäóëü Ôóðüå-ãàðìîíèêè âåêòîðà íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ 𝐸𝜔 â ïëîñ-
êîñòè 𝑋𝑌 . Ðàäèóñ îñíîâàíèÿ îáëó÷àåìîé ÷àñòè êîíóñà 𝑟𝑚𝑎𝑥 = 6𝜆, 𝑧𝑜𝑏𝑠 = 40𝜆. Îñòàëüíûå
ïàðàìåòðû è îáîçíà÷åíèÿ ïðèâåäåíû â ïîäïèñÿõ ê ðèñ. 11

Ðèñ. 14
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Ðèñ. 15

Ðèñ. 16
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5 Заключение

Â äàííîé êâàëèôèêàöèîííîé ðàáîòå ñäåëàí î÷åðåäíîé ñóùåñòâåííûé øàã â ðàçâèòèè êîì-

áèíèðîâàííîãî ïðèáëèæåííîãî ìåòîäà äëÿ àíàëèçà ÈÂ× îò áîëüøèõ äèýëåêòðè÷åñêèõ îáú-

åêòîâ ñ íåñêîëüêèìè ðåçêèìè ãðàíè÷íûìè ïîâåðõíîñòÿìè, ðàçâèâàâøèéñÿ íà ïðîòÿæåíèè

ïîñëåäíèõ ëåò â íàó÷íîé ãðóïïå èñïîëíèòåëÿ. Íà äàííîì ýòàïå ìåòîä îáîáùåí íà ñëó÷àé

íåîñåñèìåòðè÷íîãî èñòî÷íèêà (â âèäå âåðòèêàëüíîãî äèïîëÿ), äâèæóùåãîñÿ â îðòîãîíàëüíîì

ñåáå íàïðàâëåíèè âíóòðè êàíàëà â êîíè÷åñêîì îáúåêòå. Ïîëó÷åí ðÿä âàæíûõ ðåçóëüòàòîâ î

õàðàêòåðå ðàñïðåäåëåíèÿ ïîëÿ ÈÂ× âíå êîíóñà â ðàçëè÷íûõ ñå÷åíèÿõ (ïðîäîëüíûõ, ïîïåðå÷-

íûõ, àçèìóòàëüíûõ) è ïðîöåññå åãî ôîðìèðîâàíèÿ ïî ìåðå óäàëåíèÿ îò ìèøåíè. Îòäåëüíîå

âíèìàíèå óäåëåíî àíàëèçó ðåæèìà �÷åðåíêîâñêîãî ïðîæåêòîðà�: ïîêàçàíî, ÷òî îæèäàåìàÿ

àñèììåòðèÿ ïîëÿ âûðàæåíà äîñòàòî÷íî ñëàáî (ãîðàçäî ñëàáåå, ÷åì ïðè ïàðàìåòðàõ, äàëåêèõ

îò ðåæèìà �ïðîæåêòîðà�). Ðåçóëüòàòû ðàáîòû ìîãóò ïðèìåíÿòüñÿ ïðè àíàëèçå òåðàãåðöîâî-

ãî èçëó÷åíèÿ îò ñîñòàâíûõ ðàäèàòîðîâ (íåëèíåéíîå �ÿäðî� äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ ëàçåðíîãî

èìïóëüñà â áåãóùèé èìïóëüñ ïîëÿðèçàöèè è ñîáñòâåííî ðàäèàòîð èç ëèíåéíîãî ìàòåðèàëà).
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