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Ìèõàèëà Ñåðãååâè÷à Ãëàçêîâà

Èçó÷åíèå ñâîéñòâ ñëàáûõ ðåøåíèé ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ íåãëàäêèì äðèô-
òîì (ñêîðîñòüþ ñíîñà, ò.å. êîýôôèöèåíòîì ïðè ïåðâûõ ïðîèçâîäíûõ ðåøåíèé ïî
ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì), ïîìèìî ñàìîñòîÿòåëüíîãî èíòåðåñà, ÿâëÿåòñÿ âàæ-
íûì ñ òî÷êè çðåíèÿ âîçìîæíîãî ïîñëåäóþùåãî ïðèìåíåíèÿ ðàçâèòîé òåîðèè ê çà-
äà÷àì ìàòåìàòè÷åñêîé ãèäðîäèíàìèêè. Ïî âèäèìîìó, ïî ýòîé ïðè÷èíå âî ìíîãèõ
ðàáîòàõ, ïîñâÿùåííûõ äàííîé òåìàòèêå, ÷àñòî ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî äðèôò ÿâëÿåòñÿ
ñîëåíîèäàëüíûì (÷òî ôèçè÷åñêè ñîîòâåòñòâóåò óñëîâèþ íåñæèìàåìîñòè). Ïðè ýòîì
ìíîãèå àâòîðû (ñðåäè êîòîðûõ ìîæíî îòìåòèòü òàêèõ èçâåñòíûõ ìàòåìàòèêîâ, êàê
Q.S. Zhang, Ã.À. Ñåðåãèí, L. Silvestre, V. Sverak, A. Zlatos, À.È. Íàçàðîâ, Í.Í. Óðàëü-
öåâà, V. Vicol, D. Albritton è ìíîãèõ äðóãèõ), çàíèìàâøèåñÿ èçó÷åíèåì ýëëèïòè÷å-
ñêèõ è ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ ñîëåíîèäàëüíûì äðèôòîì, îòìå÷àëè, ÷òî óñëîâèå
ñîëåíîèäàëüíîñòè ïîçâîëÿåò îïðåäåëåííûì îáðàçîì îñëàáèòü òðåáîâàíèÿ íà ìèíè-
ìàëüíóþ ãëàäêîñòü äðèôòà, ïðè êîòîðîé ñëàáûå ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ óðàâ-
íåíèé îáëàäàþò òåìè èëè èíûìè �õîðîøèìè� ñâîéñòâàìè (òàêèìè, êàê ëîêàëüíàÿ
îãðàíè÷åííîñòü è íåïðåðûâíîñòü ïî Ãåëüäåðó ðåøåíèé, ñòðîãèé ïðèíöèï ìàêñèìóìà
è äð.).

Îäíàêî ðÿä çàäà÷, âîçíèêàþùèõ â ìàòåìàòè÷åñêîé ãèäðîäèíàìèêå (ñðåäè êî-
òîðûõ ìîæíî îòìåòèòü ïðîáëåìó ãëàäêîñòè îñåñèììåòðè÷íûõ ðåøåíèé óðàâíåíèé
Íàâüå�Ñòîêñà) åñòåñòâåííûì îáðàçîì ïðèâîäÿò ê íåîáõîäèìîñòè èçó÷åíèÿ ñêàëÿð-
íûõ ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ íåñîëåíîèäàëüíûì äðèôòîì, äèâåðãåíöèÿ êîòî-
ðîãî èìååò îïðåäåëåííûé çíàê. Îòìåòèì, ÷òî åñëè äëÿ ãëàäêîãî äðèôòà çíàê åãî
äèâåðãåíöèè íåñóùåñòâåí äëÿ ñâîéñòâ ñîîòâåòñòâóþùåãî ýëëèïòè÷åñêîãî îïåðàòîðà
(áëàãîäàðÿ ïðèíöèïó ìàêñèìóìà), â ñëó÷àå íåãëàäêîãî äðèôòà ñèòóàöèÿ îáðàòíàÿ.
Ïðè÷èíà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî åñëè â îäíîì ñëó÷àå êîíâåêòèâíûé ÷ëåí îáåñïå÷è-
âàåò ïîëîæèòåëüíóþ �äîáàâêó� ê êâàäðàòè÷íîé ôîðìå îïåðàòîðà (òåì ñàìûì êàê áû
�ñäâèãàÿ� åãî �îò ñïåêòðà�), òî â äðóãîì ñëó÷àå îêàçûâàåòñÿ, ÷òî â êëàññå ñëàáûõ ðå-
øåíèé íàðóøàåòñÿ òåîðåìà åäèíñòâåííîñòè è ñîîòâåòñòâóþùèé ýëëèïòè÷åñêèé îïå-
ðàòîð îáëàäàåò íåòðèâèàëüíûì êîðíåâûì ïîäïðîñòðàíñòâîì.

Îáùàÿ òåîðèÿ ðàçðåøèìîñòè íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâ-
íåíèé ñ ðåãóëÿðíûìè êîýôôèöèåíòàìè áûëà ðàçâèòà â ñåðåäèíå XX âåêà, ñì. îáçîð
ðåçóëüòàòîâ â ìîíîãðàôèè Î.À. Ëàäûæåíñêîé, Â.À. Ñîëîííèêîâà è Í.Í. Óðàëüöå-
âîé. Èçó÷åíèå ïðîáëåì åäèíñòâåííîñòè ñëàáûõ ðåøåíèé ïðè ìèíèìàëüíûõ óñëîâèÿõ
íà ãëàäêîñòü äðèôòà âîñõîäèò ê ðàáîòàì Â.Â. Æèêîâà (ýëëèïòè÷åñêèé ñëó÷àé) è
Q.S. Zhang (ïàðàáîëè÷åñêèé ñëó÷àé), êîòîðûå â 2004 ãîäó óñòàíîâèëè îäíîçíà÷íóþ
ðàçðåøèìîñòü êðàåâûõ è íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷ (ñ óñëîâèåì Äèðèõëå íà ãðàíè-
öå) äëÿ ñîëåíîèäàëüíîãî äðèôòà èç ïðîñòðàñòâà L2. Îòìåòèì, ÷òî ïðèíàäëåæíîñòü
äðèôòà ïðîñòðàíñòâó L2 ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì òðåáîâàíèåì, ïðè êîòîðîì êîððåêò-
íî îïðåäåëåíèå ñëàáîãî ðåøåíèÿ èç ýíåðãåòè÷åñêîãî êëàññà W 1

2 . Åñòåñòâåííî ïðåä-
ïîëîæèòü, ÷òî â ñëó÷àå íåñîëåíîèäàëüíîãî äðèôòà ñ äèâåðãåíöèåé �õîðîøåãî� çíàêà
(ò.å. â �íåñïåêòðàëüíîì� ñëó÷àå) ñîîòâåòñòâóþùàÿ òåîðèÿ äîëæíà áûòü àíàëîãè÷íà
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ñëó÷àþ ñîëåíîèäàëüíîãî äðèôòà. Îäíàêî, íàñêîëüêî ìíå èçâåñòíî, äî ñèõ ïîð ñî-
îòâåòñòâóþùåå èññëåäîâàíèå ïðîäåëàíî íå áûëî. Ðàçðàáîòêà äàííîé òåîðèè è áûëà
ïðåäëîæåíà Ì. Ãëàçêîâó â êà÷åñòâå äèïëîìíîé ðàáîòû.

Îòìåòèì, ÷òî öåíòðàëüíîå ìåñòî â ñîîòâåòñòâóþùåé òåîðèè çàíèìàåò òåîðåìà
åäèíñòâåííîñòè â êëàññå ñëàáûõ ðåøåíèé. Ïðè íàëè÷èè òåîðåìû åäèíñòâåííîñòè,
ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèé äîêàçûâàåòñÿ ìåòîäîì ðåãóëÿðèçàöèè íà îñíîâå àïðèîðíûõ
îöåíîê ãëàäêèõ ðåøåíèé. Îäíàêî äîêàçàòåëüñòâî åäèíñòâåííîñòè ïðè ìèíèìàëüíûõ
óñëîâèÿõ íà ãëàäêîñòü äðèôòà, íà ìîé âçãëÿä, ÿâëÿåòñÿ äàëåêî íå òðèâèàëüíîé çàäà-
÷åé (òåîðåìû åäèíñòâåííîñòè â ðàçëè÷íûõ êëàññàõ ñëàáûõ ðåøåíèé äëÿ òåõ èëè èíûõ
óðàâíåíèé, êàê ïðàâèëî, èìåííûå � â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïðèâåäåì òåîðèþ DiPerna�
Lions äëÿ ñëàáûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà, òåîðåìó Êðóæêîâà äëÿ ñëàáûõ ðåøå-
íèé ñêàëÿðíûõ çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ, òåîðåìó Crandall�Evans�Lions äëÿ âÿçêîñòíûõ
ðåøåíèé óðàâíåíèé Ãàìèëüòîíà�ßêîáè è ìíîãèå äðóãèå ðåçóëüòàòû). Â ÷àñòíîñòè,
â ðàáîòå Í.Ä. Ôèëîíîâà è Ò.Í. Øèëêèíà, ïîñâÿùåííîé ýëëèïòè÷åñêèì óðàâíåíèÿì
ñ ñîëåíîèäàëüíûì äðèôòîì (ðàçâèòèåì êîòîðîé â îïðåäåëåííîì ñìûñëå ÿâëÿåòñÿ
ðàáîòà Ì. Ãëàçêîâà), äîêàçàòåëüñòâó åäèíñòâåííîñòè îòâåäåí îòäåëüíûé ïàðàãðàô.

Ìèõàèë Ãëàçêîâ áëåñòÿùå ñïðàâèëñÿ ñ ïîñòàâëåííîé åìó çàäà÷åé. Îñîáåííî õî÷ó
ïîä÷åðêíóòü, ÷òî äîêàçàòåëüñòâî åäèíñòâåííîñòè ñëàáûõ ðåøåíèé, íàéäåííîå Ì. Ãëàç-
êîâûì, ÿâëÿåòñÿ îðèãèíàëüíûì è ïðèíöèïèàëüíî îòëè÷àåòñÿ îò ïîäõîäà, îñíîâàííî-
ãî íà äâîéñòâåííîñòè è ïðèìåíÿâøåãîñÿ â ïðåäøåñòâîâàâøèõ ðàáîòàõ [Q. S. Zhang] è
[Í.Ä. Ôèëîíîâ, Ò.Í. Øèëêèí]. Äîêàçàííûå èì îöåíêè óáûâàíèÿ L1�íîðìû ðåøåíèé
âíåøíå, ñêîðåå, íàïîìèíàþò îöåíêè Ñ.Í. Êðóæêîâà äëÿ ñëàáûõ ðåøåíèé çàêîíîâ
ñîõðàíåíèÿ (õîòÿ òåõíè÷åñêè îíè ïîëó÷àþòñÿ ñîâåðøåííî èíà÷å). Ê ìèíèìàëüíûì
(ñîâåðøåííî íåñóùåñòâåííûì) íåäîñòàòêàì äèïëîìà ÿ áû ìîã îòíåñòè íåäîñòàòî÷-
íî âûäåëåííóþ ðîëü ðåçóëüòàòîâ [A. Porretta], íà êîòîðûå îïèðàåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî
Ì. Ãëàçêîâà, à òàêæå íåêîòîðóþ âû÷óðíîñòü ÿçûêà (�öåëüíàÿ òåîðèÿ� èòä).

ß ñ÷èòàþ, ÷òî äàííàÿ ðàáîòà áåçóñëîâíî çàñëóæèâàåò îöåíêè �îòëè÷íî�, à å¼ àâòîð
� ïðèñâîåíèÿ ñòåïåíè áàêàëàâðà. Âîïðîñ î âîçìîæíîñòè ïóáëèêàöèè ïîëó÷åííûõ â
äèïëîìå ðåçóëüòàòîâ â äàííûé ìîìåíò ïðîðàáàòûâàåòñÿ.
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