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1 Î ïðè÷èíàõ âîçíèêíîâåíèÿ çàäà÷è.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó: äàíà ôóíêöèÿ f è êîíñòàíòà c. Òðå-
áóåòñÿ íàéòè x1, . . . , xn ñ âåñàìè α1, . . . , αn òàêèìè, ÷òî

∑
αixi = cn,

à
∑
αif(xi) áûëà ïðè ýòîì ìèíèìàëüíîé. Òàêàÿ çàäà÷à äîñòàòî÷-

íî õîðîøî èçó÷åíà: ïî íåðàâåíñòâó Éåíñåíà è èäåÿì Øòóðìà åñëè
ôóíêöèÿ âûïóêëà, òî xi íàäî áðàòü ðàâíûìè, åñëè åñòü êàêàÿ-òî ïîä-
ïèðàþùàÿ ñíèçó ïðÿìàÿ, êîòîðàÿ êàñàåòñÿ ãðàôèêà f ñëåâà è ñïðàâà
îò c, òî âåñà íàäî âûáèðàòü ñðåäè ýòèõ äâóõ òî÷åê. Åñëè ôóíêöèÿ
âîãíóòà, òî íàäî áðàòü òî÷êè êàê ìîæíî áîëåå îòäàë¼ííûå.

Íî ýòà çàäà÷à ìîæåò áûòü ñèëüíî îñëîæíåíà, åñëè â ñëó÷àå, êîãäà
ôóíêöèÿ íå âûïóêëà, äîïîëíèòåëüíî ââåñòè óñëîâèÿ íà xi, êîòîðûå
çàïðåùàëè áû áðàòü ñëèøêîì ìàëûå èëè ñëèøêîì óäàë¼ííûå äðóã
îò äðóãà xi, à êîëè÷åñòâî ïåðåìåííûõ ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè.

Çàäà÷è îá îöåíêàõ èíòåãðàëüíûõ ôóíêöèîíàëîâ îáùåãî âèäà w 7→∫
f(w) íà ïðîñòðàíñòâå ôóíêöèé îãðàíè÷åííîé ñðåäíåé îñöèëëÿöèè

BMO õîðîøî èçó÷åíû, òî÷íûå îöåíêè ïîëó÷åíû ñ ïîìîùüþ ìåòîäà
ôóíêöèè Áåëëìàíà, ñì. [4], [3] è ññûëêè â íèõ.

Â ðàáîòå [1] ìåòîä ôóíêöèè Áåëëìàíà áûë âïåðâûå ïðèìåíåí äëÿ
ïîëó÷åíèÿ îöåíîê ñòåïåííûõ ñðåäíèõ íà êëàññàõ Ìàêåíõàóïòà. Çà-
äà÷à îöåíêè èíòåãðàëüíîãî ôóíêöèîíàëà îáùåãî âèäà íà êëàññàõ
Ìàêåíõàóïòà Ap, p > 1, áûëà ðåøåíà â íåäàâíåé ðàáîòå [5].

Â äàííîé ðàáîòå èçó÷àþòñÿ ýêñòðåìàëüíûå èíòåãðàëüíûå çàäà÷è
îáùåãî âèäà íà êëàññå Ìàêåíõàóïòà A1. ×àñòè÷íîå ïðîäâèæåíèå â
ýòîì íàïðàâëåíèè áûëî ïðîäåëàíî â ðàáîòå [2].
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2 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ââåä¼ì íåêîòîðûå îáîçíà÷åíèÿ.
⟨w⟩I � ñðåäíåå çíà÷åíèå ôóíêöèè w íà èíòåðâàëå I.
Aδ

1(I) � êëàññ èíòåãðèðóåìûõ íà èíòåðâàëå I ôóíêöèé w òàêèõ,
÷òî ess inf w > 0 è

sup
J⊂I

{
⟨w⟩J

ess infJ w(t)

}
⩽ δ.

Êëàññ Ìàêåíõàóïòà A1 � îáúåäèíåíèå Aδ
1(I) ïî âñåì δ ⩾ 1.

Äàëåå âñå âñòðå÷àþùèåñÿ w ìû áóäåì íàçûâàòü âåñàìè è ãîâî-
ðèòü, ÷òî îíè áåðóòñÿ èç êëàññà Aδ

1(I).

Îïðåäåëåíèå 1 (Òèï âåñà). Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî âåñ w èìååò òèï
(x1, x2), åñëè ⟨w⟩ = x1, ess inf w = x2.

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ôóíêöèþ f : R+ → R. Äàëåå áóäåì
ñ÷èòàòü, ÷òî îíà èìååò âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ è ó íå¼ êîíå÷íîå ÷èñëî
òî÷åê ïåðåãèáà.

Çàäà÷à çàêëþ÷àåòñÿ â ïîèñêå ôóíêöèè Áåëëìàíà:

Bδ(f ;x1, x2) = sup
w∈Aδ1(I)

{⟨f ◦ w⟩I
∣∣∣ ⟨w⟩I = x1, ess inf

I
w = x2}.

Çàìå÷àíèå 1. Èç îïðåäåëåíèÿ êëàññà Ìàêåíõàóïòà ñëåäóåò, ÷òî
ôóíêöèÿ îïðåäåëåíà â îáëàñòè Ωδ := {x = (x1, x2) : x2 ⩽ x1 ⩽ δx2}.
Äàëåå ïðè ôèêñèðîâàííûõ f è δ ìû áóäåì çàïèñûâàòü Bδ(f ;x1, x2)
êàê B(x).

Çàìå÷àíèå 2. Îòâåò íå çàâèñèò îò èíòåðâàëà, ïîýòîìó äàëåå
áóäåì ñ÷èòàòü I = [0, 1], åñëè íå óêàçàíî îáðàòíîå.

Çàìå÷àíèå 3. Ïóñòü ôóíêöèè f è g ñîâïàäàþò íà [c,+∞). Òîãäà
Bf = Bg ïðè x2 ⩾ c.
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3 Ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå ïðåäøåñòâåí-

íèêàìè.

Â ðàáîòå [2] çàäà÷à áûëà ðåøåíà äëÿ ñëó÷àåâ âûïóêëîé ôóíêöèè,
âîãíóòîé ôóíêöèè è ôóíêöèè, ó êîòîðîé â îäíîé òî÷êå ìåíÿåòñÿ
çíàê âòîðîé ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè f ñ �+� íà �−�.

Â ýòîé æå çàäà÷å áûëî äàíî íåñòðîãîå îáîñíîâàíèå òîìó, ÷òî îá-
ëàñòü îïðåäåëåíèÿ ðàçáèâàåòñÿ íà ãîðèçîíòàëüíûå è âåðòèêàëüíûå
ýêñòðåìàëè � ïðÿìûå, íà êîòîðûõ îòâåò ëèíååí, è ñôîðìóëèðîâàíî
îñíîâíîå íåðàâåíñòâî.

4 Îïèñàíèå ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ

Â ýòîé ðàáîòå ïîñòðîåíà ôóíêöèÿ Áåëëìàíà äëÿ ñëó÷àåâ çíàêîâ âòî-
ðîé ïðîèçâîäíîé �−+�, �+ − +� è �− + −� (òåîðåìû 4, 5, 6, 7, 8), à
òàêæå ðåøåíà â ñëó÷àå êîíå÷íîãî ÷èñëà òî÷åê ïåðåãèáà ïðè δ äîñòà-
òî÷íî áëèçêèõ ê åäèíèöå (òåîðåìà 9).
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5 Êàíäèäàò íà ðîëü ôóíêöèè Áåëëìàíà.

Òåêóùàÿ çàäà÷à èìååò òèï �îöåíêà + ïðèìåð�. Â ýòîì ðàçäåëå ìû
îïèøåì ìåòîä äîêàçàòåëüñòâà îöåíêè.

Îïðåäåëåíèå 2 (Îñíîâíîå íåðàâåíñòâî).
Ïóñòü B : Ωδ → R. Ðàññìîòðèì âñå òàêèå òðîéêè x+, x− ∈ Ωδ è α ∈
[0, 1], ÷òî

max{x+1 , x−1 } ⩽ δmin{x+2 , x−2 },
x0 := (x+1 · α + x−1 · (1− α),min{x+2 , x−2 }) ∈ Ωδ.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî B óäîâëåòâîðÿåò îñíîâíîìó íåðàâåíñòâó,
åñëè äëÿ ëþáîé òàêîé òðîéêè âûïîëíåíî:

B(x0) ⩾ B(x+) · α +B(x−) · (1− α).

Îïðåäåëåíèå 3 (Äîñòîèíñòâî). Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ B(x)
äîñòîéíà, åñëè âî âñ¼ì Ωδ âûïîëíåíû äâà óñëîâèÿ:
1) Íåñòðîãàÿ âîãíóòîñòü ïî x1, ÷òî ðàâíîñèëüíî íåñòðîãîìó óáûâà-
íèþ Bx1 ïî x1,
2) Íåñòðîãîå óáûâàíèå B ïî x2.

Ëåììà 1. Ïóñòü B ∈ C1(Ωδ). Òîãäà B äîñòîéíà ⇐⇒ B óäîâëåòâî-
ðÿåò îñíîâíîìó íåðàâåíñòâó.

Äîêàçàòåëüñòâî. �⇒�. Íå óìàëÿÿ îáùíîñòè ñ÷èòàåì, ÷òî x−2 ⩽ x+2 ,
òîãäà:

B(x0) ⩾ B(x+1 , x
−
2 )·α+B(x−1 , x

−
2 )·(1−α) ⩾ B(x+)·α+B(x−)·(1−α).

Ïåðâîå íåðàâåíñòâî âåðíî ïî âîãíóòîñòè ïî x1, à âòîðîå � ïî óáûâà-
íèþ ïî x2.
�⇐�. Çàìåòèì, ÷òî ïðè x−2 = x+2 îñíîâíîå íåðàâåíñòâî ÿâëÿåòñÿ óñëî-
âèåì âîãíóòîñòè ïî x1, à ïðè x−1 = x+1 îñíîâíîå íåðàâåíñòâî ðàâíî-
ñèëüíî íåñòðîãîìó óáûâàíèþ ïî x2.
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Îïðåäåëåíèå 4 (Êàíäèäàò íà ðîëü ôóíêöèè Áåëëìàíà).
Êàíäèäàòîì íà ðîëü ôóíêöèè Áåëëìàíà íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâ-
íàÿ ïî îáîèì àðãóìåíòàì ôóíêöèÿ B : Ωδ → R, óäîâëåòâîðÿþùàÿ
îñíîâíîìó íåðàâåíñòâó è òîæäåñòâó B(x1, x1) = f(x1).

Ëåììà 2. Ïóñòü g(t) = f(t)+at+b äëÿ íåêîòîðûõ a è b. Òîãäà äëÿ
ëþáîãî âåñà w âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå ⟨g ◦ w⟩ = ⟨f ◦ w⟩+ a ⟨w⟩+ b.

Ëåììà 3 (Áåëëìàíîâñêàÿ èíäóêöèÿ).
Ïóñòü B � êàíäèäàò íà ôóíêöèþ Áåëëìàíà. Òîãäà B(x) ⩽ B(x)
∀x ∈ Ωδ.

Ñíà÷àëà ñôîðìóëèðóåì è äîêàæåì âñïîìîãàòåëüíûå ëåììû.

Ëåììà 4 (Î ðàçáèåíèè).
Äëÿ ëþáîãî âåñà w ∈ Aε

1 è ëþáîãî δ: 2ε > δ > ε ñóùåñòâóåò ðàç-
áèåíèå èíòåðâàëà I íà äâà èíòåðâàëà I± äëèí α± (I+ � ëåâûé
èç íèõ), òàêèå, ÷òî åñëè x± := (⟨w⟩I± , ess inft∈I± w(t)), à x0 :=

(⟨w⟩I , ess inft∈I w(t)), òî δx02 ⩾ x±1 , ïðè ýòîì α± ⩽ ε
δ , òî åñòü ïàðà-

ìåòðû α± ìîãóò áûòü âûáðàíû ðàâíîìåðíî îòäåë¼ííûìè îò íóëÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüì¼ì α± = 1
2 . Òàê êàê α+x+1 + α−x−1 = x01, íå

óìàëÿÿ îáùíîñòè x+1 ⩽ x01 ⩽ x−1 . Åñëè x
−
1 ⩽ δx02, òî α

± = 1
2 ïîäõîäèò.

Èíà÷å áóäåì óìåíüøàòü α+. Ðàññìîòðèì äâå ôóíêöèè κ(t) è λ(t) �
çíà÷åíèÿ x±1 ïðè α+ = t. κ(t) = ⟨w⟩I+ � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ íà
(0, 1).
Òîãäà λ(t) òîæå ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé. λ(1/2) > δx02.

Òàêæå λ(1− ε/δ) ⩽

∫
I w(t)dt

ε/δ
=

⟨w⟩I
ε/δ

=
x01
ε/δ

⩽ δx02.

Òîãäà ïî ëåììå î ïðîìåæóòî÷íîì çíà÷åíèè ïðè íåêîòîðîì α+ èç
[1− ε/δ, 1/2] èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî x−1 = δx02, òîãäà x

+
1 < δx02.

Çàìå÷àíèå 4. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïðè δ ⩾ 2ε ðàçáèåíèå íà äâå ðàâ-
íûå ÷àñòè óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ δx01 ⩾ x±1 .

Ëåììà 5. Ïóñòü 0 < τ < 1 è âåñ w ∈ Aδ
1. Òîãäà w

τ ∈ Aδτ
1 .
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Äîêàçàòåëüñòâî.
Ïðîâåðèì ïî îïðåäåëåíèþ êëàññà Aδτ

1 . Äîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî ïî-
äîòðåçêà J âûïîëíåíî ⟨wτ⟩J ⩽ δτ ess infJ w

τ . Äåéñòâèòåëüíî, ïî íåðà-
âåíñòâó Ã¼ëüäåðà ⟨wτ⟩J ⩽ (⟨w⟩J)τ ⩽ (δ ess infJ w)

τ = δτ ess infJ w
τ .

Äîêàçàòåëüñòâî áåëëìàíîâñêîé èíäóêöèè.
Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ B � áåëëìàíîâñêîãî êàíäèäàòà â Ωδ. Ïóñòü
0 < τ < 1 è âåñ w ∈ Aδτ

1 òèïà x0. Òàê êàê δτ < δ, ïî ëåììå î
ðàçáèåíèè ñóùåñòâóåò òàêîå ðàçáèåíèå I íà I+ è I−, ÷òî x±1 ⩽ δx02.
Òàê êàê B � áåëëìàíîâñêèé êàíäèäàò â Ωδ, âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî:

|I|B(x0) ⩾ |I+|B(x+) + |I−|B(x−).

Îáîçíà÷èì xJ := (⟨w⟩J , ess infJ w). Òåïåðü òàê æå ðàçîáü¼ì I+ è I−

è ïîâòîðèì ýòîò ïðîöåññ n ðàç. Ïóñòü Dn � ìíîæåñòâî ïîäîòðåçêîâ
ðàçáèåíèÿ íà n-ì øàãå. Ïîëó÷èòñÿ:

|I|B(x0) ⩾
∑
J∈Dn

|J |B(xJ) =

∫
I

B(xn(t))dt,

ãäå xn(t) � ñòóïåí÷àòàÿ ôóíêöèÿ, ðàâíàÿ xJ íà J . Ïðè n → +∞ ïî
ëåììå î ðàçáèåíèè |J | ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ. Òîãäà ïî òåîðåìå Ëåáåãà î
äèôôåðåíöèðîâàíèè xn1(t) → w(t) ïî÷òè âñþäó.
Ðàçáåð¼ì äâà ñëó÷àÿ íà ôóíêöèþ f .
1) Ñóùåñòâóþò òàêèå a, b, ÷òî g(t) = f(t)+ at+ b � íåîòðèöàòåëüíàÿ
ôóíêöèÿ. Ðàç B(x1, x2) ⩾ f(x1), òîãäà B(x1, x2) + ax1 + b ⩾ g(x1)
Òîãäà âîñïîëüçóåìñÿ ëåììîé Ôàòó äëÿ ôóíêöèè g(w) è ñîâåðøèì
ïðåäåëüíûé ïåðåõîä n→ +∞, âîñïîëüçîâàâøèñü òåì, ÷òîB(x1, x2)+
ax1 + b ⩾ g(x1):

|I|(B(x0) + ax01 + b) ⩾ lim inf
n→+∞

∫
I

(B(xn(t)) + axn1(t) + b)dt ⩾

⩾
∫
I

g(w(t))dt =

∫
I

f(w(t))dt+ |I|(ax01 + b),
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èç ÷åãî ïîñëå ñîêðàùåíèÿ a è b ñëåäóåò òðåáóåìîå.
2) Òàê êàê ïî ïðåäïîëîæåíèþ çàäà÷è êîëè÷åñòâî òî÷åê ïåðåãèáà
ôóíêöèè f êîíå÷íî, òî, ÷òî f íå ïðåâîñõîäèò íèêàêóþ ëèíåéíóþ
ôóíêöèþ íà (0,+∞), âëå÷¼ò ñîîòíîøåíèå f ′(t) → −∞ ïðè t→ +∞.
Òîãäà äîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåò îãðàíè÷åííûé âåñ u òîãî æå òèïà,
÷òî è w, òàêîé, ÷òî ⟨f ◦ u⟩ ⩾ ⟨f ◦ w⟩. Òîãäà òàê êàê u îãðàíè÷åíî,
ìîæíî áóäåò íàéòè òàêèå a, b, ÷òî g(u(t)) > 0, òî åñòü u ðàññìàòðè-
âàåòñÿ àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ 1.
Òàê êàê ó ôóíêöèè f êîíå÷íîå êîëè÷åñòâî òî÷åê ïåðåãèáà, ñóùå-
ñòâóåò òàêîå ÷èñëî ψ, ÷òî f ′′(t) < 0 ïðè t > ψ. Òîãäà ñóùåñòâóåò
òàêîå s > max(ψ, ⟨w⟩), ÷òî äëÿ ëþáûõ q, r : s ∈ (q, r) âûïîëíåíî
f ′(q) > f ′(r). Òîãäà äëÿ ïðîèçâîëüíîãî λ ∈ [0, 1] ðàññìîòðèì ôóíê-
öèþ

uλ(t) =

{
s, w(t) > s

λs+ (1− λ)w(t), w(t) ⩽ s.

Äîêàæåì ïðèíàäëåæíîñòü ýòîãî ïðèìåðà êëàññóAδ
1. Ðàññìîòðèì ïðî-

èçâîëüíûé J � ïîäîòðåçîê I. Ïóñòü ess infJ w = x2, à ⟨w⟩J = x1.
Ñëó÷àé x2 > s î÷åâèäåí, òàê êàê òîãäà uλ � ïîñòîÿííàÿ ôóíêöèÿ
íà J . Èíà÷å çàìåòèì, ÷òî ess infJ u − x2 = λ(s − x2), à òàê êàê
äëÿ ëþáîãî t ∈ J âûïîëíåíî w(t) ⩾ x2, èìååì, ÷òî u(t) − w(t) =
λ(s− w(t)) ⩽ λ(s− x2), à òîãäà ⟨u⟩J − x1 ⩽ λ(s− x2). Èç ýòîãî ñëå-
äóåò, ÷òî ⟨u⟩J − ess infJ u ⩽ x1 − x2 ⩽ x2(δ − 1) ⩽ (ess infJ u)(δ − 1),
÷òî è îçíà÷àåò âûïîëíåíèå óñëîâèÿ ïðèíàäëåæíîñòè êëàññó Aδ

1.
⟨uλ⟩�íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ îò λ. ⟨u1⟩ = s > ⟨w⟩, ⟨u0⟩ ⩽ ⟨w⟩. Òîãäà
ïðè íåêîòîðîì λ uλ áóäåò îãðàíè÷åííûì âåñîì òîãî æå ñðåäíåãî çíà-
÷åíèÿ è ñ áîëüøèì çíà÷åíèåì ess inf. Òåïåðü çàìåòèì, ÷òî åñëè A�
ìíîæåñòâî òàêèõ t, ÷òî w(t) ⩽ s, à B = I \A, òî òàê êàê uλ(t) > w(t)
ïðè t ∈ A è uλ(t) < w(t) ïðè t ∈ B, ìû ìîæåì íàïèñàòü íàïèñàòü
ñëåäóþùèå íåðàâåíñòâà, ïîëüçóÿñü òåì, ÷òî uλ áîëüøå w òàì, ãäå
f ′ > f ′(s), è ìåíüøå, ãäå f ′ < f ′(s):

⟨f ◦ uλ⟩ − ⟨f ◦ w⟩ = (⟨f ◦ uλ⟩A− ⟨f ◦ w⟩A) + (⟨f ◦ uλ⟩B − ⟨f ◦ w⟩B) ⩾

⩾ f ′(s) · (⟨uλ⟩A − ⟨w⟩A) + f ′(s) · (⟨uλ⟩B − ⟨w⟩B) = 0.
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Òîãäà ïî ñëåäñòâèþ 3 ñóùåñòâóåò âåñ u òîãî æå òèïà, ÷òî è w, ÷òî
⟨f ◦ u⟩ = ⟨f ◦ uλ⟩ ⩾ ⟨f ◦ w⟩. Èòîãî, ñëó÷àé ïðèíàäëåæíîñòè w êëàñ-
ñó Aδτ

1 äîêàçàí.
Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî w ∈ Aδ

1 � âåñ òèïà x
0. Äëÿ ëþáîãî τ < 1

áûëî äîêàçàíî íåðàâåíñòâî:

|I|B(xτ) ⩾
∫
I

f(wτ(t))dt,

ãäå xτ � òèï wτ . Óñòðåìèì τ ê 1. Òîãäà xτ → x0 , òî åñòü ëåâàÿ ÷àñòü
ïî íåïðåðûâíîñòè B ñòðåìèòñÿ ê |I|B(x0) .
Îáîñíóåì ïåðåõîä ê ïðåäåëó â ïðàâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà. Òî åñòü
äîêàæåì, ÷òî

lim inf
τ→1

∫
I

f(wτ(t))dt ⩾
∫
I

f(w(t))dt.

Ðàçáåð¼ì äâà ñëó÷àÿ íà ôóíêöèþ f :
1) Íàéäóòñÿ òàêèå a, b, ÷òî g(t) = f(t) + at + b � íåîòðèöàòåëüíàÿ
ôóíêöèÿ. Òîãäà ïî ëåììå Ôàòó:

lim inf
τ→1

∫
I

f(wτ(t))dt+ |I|(a(xτ)1 + b) = lim inf
τ→1

∫
I

g(wτ(t))dt ⩾

⩾
∫
I

g(w(t))dt =

∫
I

f(w(t))dt+ |I|(ax01 + b).

Òåïåðü âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî a(xτ)1 + b→ ax01 + b, è ïîëó÷èì òðå-
áóåìîå ïîñëå ñîêðàùåíèÿ.

2)Âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå f ′(t) → −∞ ïðè t→ +∞. Òîãäà ñóùå-
ñòâóåò òàêîé îãðàíè÷åííûé âåñ u òîãî æå òèïà, ÷òî ⟨f ◦ u⟩ ⩾ ⟨f ◦ w⟩,
è äëÿ êîòîðîãî óòâåðæäåíèå ñâîäèòñÿ ê ïåðâîìó ñëó÷àþ.

Èòîãî äëÿ ëþáîãî w ∈ Aδ
1 âûïîëíåíî B(x0) ⩾ ⟨f ◦ w⟩. Òåïåðü

âîçüì¼ì ñóïðåìóì ïðàâîé ÷àñòè ïî âñåì âåñàì òèïà x0 è ïîëó÷èì
B(x0) ⩾ B(x0).
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Çàìå÷àíèå 5. Åñëè ïðèâåä¼ííûé îòâåò B äîñòîèí è B(x1, x1) =
f(x1), äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñîâïàäåíèÿ êàíäèäàòà B ñ ôóíêöèåé Áåëë-
ìàíà B äîñòàòî÷íî äëÿ êàæäîé òî÷êè x ïðåäúÿâèòü òàêîé âåñ w
òèïà x, ÷òî ⟨f ◦ w⟩ = B(x), èëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåñîâ wn òè-
ïà x òàêóþ, ÷òî ⟨f ◦ wn⟩ → B(x).
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6 Ïîäïèðàþùèå ïðèìåðû è èõ ïîñòðîå-

íèå.

Â ýòîì ðàçäåëå áóäóò ñôîðìóëèðîâàíû îñíîâíûå ñïîñîáû ïîñòðîå-
íèÿ ïðèìåðîâ, à òàêæå äîêàçàíî, ÷òî ïðèìåðû, ïîñòðîåííûå óêàçàí-
íûìè ñïîñîáàìè íàõîäÿòñÿ â êëàññå Aδ

1. Ïàðàëëåëüíî ñ ýòèì áóäóò
ïîñ÷èòàíû ñðåäíèå çíà÷åíèÿ âåñîâ, èíôèìóì âåñîâ, ñðåäíèå çíà÷å-
íèÿ êîìïîçèöèé âåñîâ ñ ôóíêöèåé f .

Îïðåäåëåíèå 5 (Ïðèìåð). Âåñ òèïà (x1, x2) òàêîé, ÷òî ⟨f ◦ w⟩ =
B(x1, x2), èëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü wn òàêàÿ, ÷òî ⟨f ◦ wn⟩ → B(x1, x2)
áóäåò íàçûâàòüñÿ (ïîäïèðàþùèì) ïðèìåðîì òèïà (x1, x2) äëÿ
êàíäèäàòà B.

Ðàññìîòðèì äâà áàçîâûõ âåñà, èç êîòîðûõ áóäóò ñòðîèòüñÿ âñå
îñòàëüíûå â ýòîé ðàáîòå.

Îïðåäåëåíèå 6 (Âåñ � êîíñòàíòà). Êîíñòàíòà � âåñ w : I → R+,
w(t) = x2. Îáîçíà÷åíèå: Cx2(t).

Ëåììà 6. ess inf Cx2 = x2, ⟨Cx2⟩ = x2, ⟨f ◦ Cx2⟩ = f(x2).

Îïðåäåëåíèå 7 (Âåñ � ñòåïåííàÿ ôóíêöèÿ.). Îáîçíà÷èì
µ = δ−1

δ . Ñòåïåííûì âåñîì áóäåì íàçûâàòü w(t) = x2 · t−µ. Îáîçíà÷å-
íèå: Dx2(t).

Ëåììà 7.
1) Ñòåïåííîé âåñ ÿâëÿåòñÿ âåñîì òèïà (δx2, x2).

2) ⟨f ◦ w⟩ = f(x2) + (δ − 1)x2 ·

(
f ′(x2) + x

1
δ−1

2

∞∫
x2

f ′′(t) · t− 1
δ−1dt

)
,

åñëè
∞∫
x2

f ′′(t) · t− 1
δ−1dt ñõîäèòñÿ,

è ⟨f ◦ w⟩ = +∞, åñëè
∞∫
x2

f ′′(t) · t− 1
δ−1dt = +∞.
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Äîêàçàòåëüñòâî. 2) Ïîäñòàâèì ôîðìóëó äëÿ ñòåïåííîãî âåñà â âû-
ðàæåíèå ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ êîìïîçèöèè ñ f :

⟨f ◦ w⟩ =
1∫

0

f

(
x2t

−µ
)
dt =

(Ñäåëàåì çàìåíó s = x2t
−µ, çàòåì èíòåãðèðóåì ïî ÷àñòÿì)

=

1∫
0

f(s) dt = [f(s)t]

∣∣∣∣∣
t=1

t=0

−
x2∫

s=+∞

t df(s) =

= f(x2) +

+∞∫
x2

x
1
µ

2 s
− 1
µf ′(s) ds = f(x2) + x

1
µ

2

+∞∫
s=x2

f ′(s) d
(
s
µ−1
µ · µ

µ− 1

)
=

(Èíòåãðèðóåì ïî ÷àñòÿì ñíîâà)

= f(x2) + x
1
µ

2

µ

µ− 1
[f ′(s)s

µ−1
µ ]

∣∣∣∣∣
+∞

s=x2

− x
1
µ

2

µ

µ− 1

+∞∫
s=x2

s
µ−1
µ df ′(s) =

= f(x2) + x2(δ − 1)f ′(x2)− x
1
µ

2 (δ − 1)

+∞∫
s=x2

s
µ−1
µ df ′(s) =

= f(x2) + x2(δ − 1)f ′(x2)− x
1
µ

2 (δ − 1)

+∞∫
s=x2

s
µ−1
µ f ′′(s) ds.

1) Ïîäñòàâèì â ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå f = Id. f ′ = 1, f ′′ = 0, èç
÷åãî ñðàçó ñëåäóåò òðåáóåìîå.

Òåïåðü ðàññìîòðèì âûñîêîóðîâíåâûå âåñà.
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Ðèñ. 1: Âñòàâêà C4 â D1 ïðè δ = 2.

Çàìå÷àíèå 6. Äàëåå åñëè íîâûé âåñ ñòðîèòñÿ ïî âåñó, êîòîðûì
ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåñîâ wn, òî íîâûé âåñ ÿâëÿåòñÿ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòüþ un, ãäå un ñòðîèòñÿ ïî wn.

Îïðåäåëåíèå 8 (Âñòàâêà).
Ïóñòü w1 � ïðèìåð òèïà (a, b), à w2 = Dx2, ïðè ýòîì a ⩾ δx2. Îáî-

çíà÷èì q =
(δx2
a

) 1
µ

.

Òîãäà âåñ w =

{
w1(t/q), t ⩽ q

w2(t), q < t ⩽ 1
áóäåì íàçûâàòü âåñîì, ïîëó-

÷åííûì âñòàâêîé w1 â w2.

Ëåììà 8. 1) Îïðåäåë¼ííûé âûøå âåñ èìååò òèï (δx2, x2).
2) Ñðåäíåå çíà÷åíèå êîìïîçèöèè ñ÷èòàåòñÿ ïî ôîðìóëå:
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⟨f ◦ w⟩ = f(x2) + (δ − 1)x2 ·

(
f ′(x2) + x

1
δ−1

2

a/δ∫
x2

f ′′(t) · t−
1
δ−1dt

)

+
(δx2
a

) 1
µ ·

(
B(a, b)− f(a/δ)− (δ − 1)(a/δ)f ′(a/δ)

)
.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Çàìåòèì, ÷òî Dx2(t) = Da/δ(t/q), t ⩽ q. Äåé-

ñòâèòåëüíî: a/δ ·

(
t/
(δx2
a

) 1
µ

)−µ

= x2t
−µ. Ýòî çíà÷èò, ÷òî w1 çàìå-

íèë Da/δ íà [0, q]. Îñòà¼òñÿ çàìåòèòü, ÷òî ó ýòèõ ôóíêöèé îäèíàêî-
âûå ñðåäíèå, èç ÷åãî ñëåäóåò, ÷òî âñòàâêà íå ìåíÿåò ñðåäíåå çíà÷å-
íèå ôóíêöèè. Òî, ÷òî èíôèìóì âåñà òîò æå, ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî
b ⩾ a/δ ⩾ x2.
2) Èç ðàññóæäåíèé î÷åâèäíû ñëåäóþùèå âû÷èñëåíèÿ:

⟨f ◦ w⟩ = ⟨f ◦Dx2⟩+ q
(
B(a, b)−

〈
f ◦Da/δ

〉 )
=

f(x2) + (δ − 1)x2 ·

(
f ′(x2) + x

1
δ−1

2

∞∫
x2

f ′′(t) · t−
1
δ−1dt

)
+ q·

(
B(a, b)−

(
f(a/δ)+(δ−1)(a/δ)·

(
f ′(a/δ)+(a/δ)

1
δ−1

∞∫
a/δ

f ′′(t)·t−
1
δ−1dt

)))

Îñòà¼òñÿ çàìåòèòü, ÷òî
∞∫
a/δ

f ′′(t) · t− 1
δ−1dt ñîêðàùàåòñÿ ïîñëå ðàñêðû-

òèÿ ñêîáîê, òàê êàê êîýôôèöèåíòû ïåðåä èíòåãðàëàìè ïðîòèâîïî-
ëîæíû.

Îïðåäåëåíèå 9 (Ñêëåéêà). Ïóñòü w1 � ïðèìåð òèïà (a, b) è w2 =
Cx2, ïðè÷¼ì x2 ⩽ b è a ⩽ δx2. Ïóñòü α ∈ [0, 1]. α-ñêëåéêîé âåñîâ w1

è Cx2 áóäåì íàçûâàòü w(t) =

{
w1(t/α), t ⩽ α

x2, α < t ⩽ 1
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Ðèñ. 2: 1/2-ñêëåéêà D√
2 ñ C

√
2 (δ = 2).

Ëåììà 9.
1) Âåñ, ïðèâåä¼ííûé âûøå, èìååò òèï (aα + x2(1− α), x2).
2) ⟨f ◦ w⟩ = αB(a, b) + (1− a)f(x2).

Äîêàçàòåëüñòâî. Çíà÷åíèå èíôèìóìà ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî w2 íèæå
w1. Ñðåäíèå çíà÷åíèÿ î÷åâèäíû èç òîãî, ÷òî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè g(t)
è êîíñòàíòû α ñðåäíèå çíà÷åíèÿ g(t) è g(αt) ñîâïàäàþò.

Òåïåðü ïåðåéä¼ì ê äîêàçàòåëüñòâó òîãî, ÷òî âñå âåñà, ïîëó÷åííûå
âûøåîïèñàííûìè ñïîñîáàìè, ëåæàò â êëàññå Aδ

1.

Ëåììà 10. Ïóñòü w � ìîíîòîííî óáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ. Ïóñòü äëÿ
ëþáîãî a ⩽ 1 âûïîëíåíî:

⟨w(t)⟩[0,a]
ess inft⩽aw(t)

⩽ δ.
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Òîãäà äëÿ ëþáîãî J = [b, a] âûïîëíåíî:

⟨w(t)⟩J
ess infJ w(t)

⩽ δ,

òî åñòü w ∈ Aδ
1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ëþáûõ b < a âûïîëíåíî íåðà-
âåíñòâî ⟨w(t)⟩[b,a] ⩽ ⟨w(t)⟩t⩽a ïî ïðè÷èíå ìîíîòîííîñòè è ñóùåñòâåí-
íûå èíôèìóìû íà [b, a] è [0, a] ñîâïàäàþò. Èç ýòîãî ñëåäóåò òðåáóå-
ìîå.

Ëåììà 11. Ïóñòü w � âåñ, ïîëó÷åííûé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ñêëå-
åê è âñòàâîê ñ ñîáëþäåíèåì óñëîâèé îïðåäåëåíèé. Òîãäà w ∈ Aδ

1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì èíäóêöèåé ïî ïîñòðîåíèþ.
1) Áàçà: Cx2 èìååò ðàâíûå ñðåäíåå çíà÷åíèå è èíôèìóì íà ëþáîì
ïîäîòðåçêå.
Ïî ïðåäûäóùåé ëåììå óòâåðæäåíèå äëÿ Dx2 äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü
äëÿ ïîäîòðåçêîâ âèäà [0, a]. Ñóæåíèå Dx2 íà ëþáîé òàêîé ïðîìå-
æóòîê ÿâëÿåòñÿ ñòåïåííîé ôóíêöèåé ñ ïîêàçàòåëåì µ, è äëÿ òàêèõ
ôóíêöèé â ëåììå 8 áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ñðåäíåå çíà÷åíèå â δ ðàç áîëü-
øå èíôèìóìà.
2) Ïåðåõîä: ïóñòü âåñ w′ ïîëó÷åí α-ñêëåéêîé âåñà òèïà (a, b) w ∈ Aδ

1

è Cx2. Ïî èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ è ïðåäûäóùåé ëåììå äî-
ñòàòî÷íî ïðîâåðèòü óñëîâèå íà ïîäîòðåçêàõ âèäà J = [0, b], b > a.
Ìû èìååì ess inf w′

J = x2, ⟨w′⟩J ⩽ ⟨w⟩ = a ⩽ δx2 ïî ïðåäïîëîæåíèþ
èç îïðåäåëåíèÿ ñêëåéêè.
Òåïåðü ïóñòü âåñ w′ ïîëó÷åí èç âåñà w ∈ Aδ

1 âñòàâêîé â Dx2. Òîãäà
ïî èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ è ïðåäûäóùåé ëåììå äîñòàòî÷íî
ïðîâåðèòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî b > q âûïîëíåíî ⟨w′⟩J ⩽ δ ess infJ w

′, ãäå
J = [0, b]. Íî çàìåòèì, ÷òî ïî ïîñòðîåíèþ îáå ÷àñòè âûðàæåíèÿ ðàâ-
íû ñîîòâåòñòâåííî ⟨Dx2⟩J è δ ess infJ Dx2, à ýòè âûðàæåíèÿ ðàâíû èç
ëåììû 8.

Çàìå÷àíèå 7. Ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî ïåðåõîä íå òðåáîâàë óñëîâèÿ
ìîíîòîííîñòè íà w.

17



Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü w � ïðèìåð òèïà (δx2, x2), ïðè ýòîì áåëëìà-
íîâñêèé êàíäèäàò ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé ôóíêöèåé íà îòðåçêå
{(x1, x2) : x2 ⩽ x1 ⩽ δx2}. Òîãäà x1−x2

δx2−x2 -ñêëåéêà w è Cx2 ÿâëÿåòñÿ

ïðèìåðîì òèïà (x1, x2).

Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü w � ïðèìåð òèïà (x1, x2). Òîãäà äëÿ ëþáî-
ãî x′2 ∈ (x1/δ, x2) ñóùåñòâóåò âåñ w′ òèïà (x1, x

′
2) òàêîé, ÷òî

⟨f ◦ w⟩ = ⟨f ◦ w′⟩.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì äîñòàòî÷íî ìàëîå t > 0 è ïðèìåð u
òèïà (x1+ t, x2). Ðàññìîòðèì åãî ñêëåéêó ñ Cx′2 ñ òàêèì êîýôôèöèåí-

òîì α, ÷òî α
1−α = x1−x′2

t . Ëåãêî âèäåòü, ÷òî òàêàÿ ñêëåéêà ñóùåñòâóåò
è ïîëó÷èòñÿ âåñ êëàññà (x1, x

′
2). Âîçüì¼ì ñåðèþ âåñîâ ïðè t → 0.

Òîãäà α → 1, à òîãäà ⟨f ◦ w′⟩ → ⟨f ◦ w⟩, ÷òî è òðåáîâàëîñü.

Ëåììà 12. Ïóñòü w � ïðèìåð òèïà (x1, x2). Òîãäà ñóùåñòâóåò âåñ
w′ òèïà (x1, x1/δ) òàêîé, ÷òî ⟨f ◦ w⟩ = ⟨f ◦ w′⟩.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì wx′1, ÿâëÿþùóþñÿ âñòàâêîé ïðèìåðà
òèïà (x′1, x2) (x

′
1 > x1) â Dx1/δ ïðè x

′
1 → x1. Ïî îïðåäåëåíèþ âñòàâêè

è äîêàçàííîé äëÿ íå¼ ëåììå êàæäûé èç ïðèìåðîâ ïðèíàäëåæèò êëàñ-
ñó Aδ

1. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî äëèíà ó÷àñòêà, íà êîòîðîì ðàñïîëîæåí
ïðèìåð òèïà (x′1, x2) ñòðåìèòñÿ ê åäèíèöå, òàê êàê x

′
1 → x1. Ïîýòîìó

çíà÷åíèå
〈
f ◦ wx′1

〉
ñòðåìèòñÿ ê B(x1, x2), ÷òî è òðåáîâàëîñü.

Ñëåäñòâèå 3. Ïóñòü òî÷êè (x1, x2) è (x1, x
′
2) òàêîâû, ÷òî x1/δ ⩽

x′2 < x2. Òîãäà äëÿ ëþáîãî âåñà w òèïà (x1, x2) íàéä¼òñÿ âåñ w
′ òèïà

(x1, x
′
2) òàêîé, ÷òî ⟨f ◦ w⟩ = ⟨f ◦ w′⟩.
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7 Ýêñòðåìàëè ôóíêöèè Áåëëìàíà.

Îïðåäåëåíèå 10. Îòðåçîê (x, x′) ⊂ Ωδ íàçûâàåòñÿ ýêñòðåìàëüþ
ôóíêöèè B, åñëè íà í¼ì ôóíêöèÿ B ëèíåéíà.

Âñå âñòðå÷àåìûå äàëåå ýêñòðåìàëè áóäóò âåðòèêàëüíûìè èëè ãî-
ðèçîíòàëüíûìè. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî â îáëàñòè ôîëèàöèÿ âåðòèêàëü-
íà èëè ãîðèçîíòàëüíà, åñëè îáëàñòü ðàçáèâàåòñÿ íà âåðòèêàëüíûå
èëè ãîðèçîíòàëüíûå ýêñòðåìàëè ñîîòâåòñòâåííî.
Âåðòèêàëüíàÿ ýêñòðåìàëü, âåðõíèì êîíöîì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ òî÷êà
(x1, x2), áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ êàê V (x1, x2).
Ãîðèçîíòàëüíàÿ ýêñòðåìàëü ñ ëåâûì êîíöîì (x1, x2) áóäåò îáîçíà-
÷àòüñÿ êàê H(x1, x2).
ΩH
a,b � îáëàñòü, îáðàçîâàííàÿ H(x2, x2) ïðè a ⩽ x2 ⩽ b.

ΩV
a,b � îáëàñòü, îáðàçîâàííàÿ V (x1, x1) ïðè a ⩽ x1 ⩽ b.

Ëåììà 13. Åñëè f âîãíóòà íà [a, b], òî B(x1, x2) = f(x1) äîñòîéíà
â ΩV

a,b.

Äîêàçàòåëüñòâî. Bx1x1(x1, x2) = f ′′(x1) ⩽ 0.
Bx2(x1, x2) = 0.

Ëåììà 14. Ïóñòü a < b è êîíñòàíòà C òàêîâû, ÷òî äëÿ ëþáîãî
x2 ∈ [a, b] âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî:

C +

b∫
x2

f ′′(t) · t−
1
δ−1dt ⩾ 0. (1)

Òîãäà B(x1, x2) = f(x2) + r(x2) · (x1 − x2), ãäå

r(x2) = f ′(x2) + x
1
δ−1

2

(
C +

b∫
x2

f ′′(t) · t−
1
δ−1dt

)
,

äîñòîéíà â ΩH
a,b.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Bx1(x1, x2) = r(x2), ïîýòîìó Bx1,x1 = 0.

Bx2(x1, x2) = f ′(x2) + r′(x2) · (x1 − x2)− r(x2) ⩽
? 0.

Ïî ïðè÷èíå ëèíåéíîñòè ëåâîé ÷àñòè ïî x1 äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü
íåðàâåíñòâî ïðè x1 = x2 è x1 = δx2.

Â ñëó÷àå x1 = x2 ïîëó÷àåòñÿ f ′(x2)− r(x2) ⩽ 0, ÷òî âåðíî â ñèëó
ïðåäïîëîæåíèÿ ëåììû.
Â ñëó÷àå x1 = δx2 ïîëó÷àåòñÿ f ′(x2) + r′(x2) · (δ − 1)x2 − r(x2) =
0, òàê êàê ôóíêöèÿ r(x2) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ýòîãî ðàâåíñòâà êàê
äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ.

Çàìå÷àíèå 8.

r(b) = f ′(b) + b
1
δ−1C ⇒ C =

r(b)− f ′(b)

b
1
δ−1

.

Îïðåäåëåíèå 11 (Ëóíî÷íàÿ ôóíêöèÿ). Ïóñòü ψ � òî÷êà ïåðåãèáà
ôóíêöèè f . Ïóñòü äëÿ íåêîòîðûõ a0 è b0 (b0 > ψ > a0, δa0 ⩾ b0)
âûïîëíåíî: f ′′ > 0 íà [a0, ψ] è f ′′ < 0 íà [ψ, b0].

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ ρa0,b0(a) : [a0, ψ) → (ψ, b0] ñëåäóþùèì îáðà-
çîì: ρ(a) = b, åñëè f ′(b) = f(b)−f(a)

b−a , òî åñòü êàñàòåëüíàÿ ê ãðàôèêó f
â òî÷êå (b, f(b)) ïåðåñåêàåò ãðàôèê â òî÷êå (a, f(a)). ρ � îáîçíà÷åíèå
äëÿ ôóíêöèè, êîòîðàÿ äàëåå áóäåò íàçûâàòüñÿ ëóíî÷íîé.

Îïðåäåëåíèå 12 (Óðàâíåíèå ëóíêè). Óðàâíåíèåì ëóíêè áóäåì
íàçûâàòü óðàâíåíèå, îïðåäåëÿþùåå ëóíî÷íóþ ôóíêöèþ:

f(ρ(a))− f(a)

ρ(a)− a
= f ′(ρ(a)).

Ëåììà 15. Åñëè ρ(a0) = b0, òî ôóíêöèÿ ρ îïðåäåëåíà êîððåêòíî,
äèôôåðåíöèðóåìà è ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé, òî åñòü äëÿ ëþáîãî a ∈
[a0, ψ) ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå b ∈ (ψ, b0], ÷òî f

′(b) = f(b)−f(a)
b−a .
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Ðèñ. 3: Óðàâíåíèå ëóíêè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ b ∈ (ψ, b0] îáîçíà÷èì êàê lb(t) êàñàòåëüíóþ â
òî÷êå b ê ãðàôèêó ôóíêöèè f . Ïî âîãíóòîñòè íà (ψ, b0] âûïîëíåíû
äâà íåðàâåíñòâà: lb(ψ) > f(ψ) è lb(a0) < lb0(a0) = f(a0). Ïîýòîìó ïî
óñëîâèþ âûïóêëîñòè íà [a0, ψ) ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ òî÷êà ïåðå-
ñå÷åíèÿ lb è f íà [a0, ψ).
Òî åñòü ρ−1 êîððåêòíî îïðåäåëåíà. Äîêàæåì ìîíîòîííîå óáûâàíèå
ρ−1. Ðàññìîòðèì b > b′. Òîãäà lb(b′) > f(b′). Ïðè÷¼ì f ′(b) < f ′(b′),
÷òî îçíà÷àåò, ÷òî lb(t) > lb′(t) ïðè t < b′, èç ÷åãî è ñëåäóåò, ÷òî
ρ−1(b) < ρ−1(b′).
Äèôôåðåíöèðóåìîñòü ρ−1 ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî êîýôôèöèåíò íàêëî-
íà ïðÿìîé l(b) ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèðóåìûì ïî b, òàê ÷òî ëåãêî
óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ ρ−1(b) âûðàæàåòñÿ ÷åðåç f ′′(b) è
f ′(ρ(a)).
Ñóùåñòâîâàíèå, äèôôåðåíöèðóåìîñòü è óáûâàíèå ρ ñëåäóþò èç òåî-
ðåìû îá îáðàòíîé ôóíêöèè.

Îïðåäåëåíèå 13 (Ëóíêà). Îáëàñòü {(x1, x2) : b0 ⩾ x1 ⩾ x2 ⩾ a0},
ïîêðûòàÿ ýêñòðåìàëÿìè: ãîðèçîíòàëüíûìè âèäà ((a, a), (ρ(a), a)) è
âåðòèêàëüíûìè âèäà ((ρ(a), a), (ρ(a), ρ(a))) íàçûâàåòñÿ ëóíêîé. Îáî-
çíà÷åíèå: ΩV H

a0,b0
.

21



Ðèñ. 4: Ëóíêà.

Ëåììà 16. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ äëÿ îòðåçêà [a0, b0] èç îïðå-
äåëåíèÿ ôóíêöèè ρ. Òîãäà ôóíêöèÿ

B(x) = BCup(x) :=

{
f(x1), x1 > ρ(x2),

f(x2) + (x1 − x2) · f ′(ρ(x2)), x1 ⩽ ρ(x2),

äîñòîéíà â ΩV H
a0,b0

.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì îáëàñòü x1 > ρ(x2), ïîêðûòóþ âåð-
òèêàëüíûìè ýêñòðåìàëÿìè: òàì âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ Bx1,x1 =
f ′′(x1) ⩽ 0, Bx2 = 0. Òåïåðü ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî (x1, x2) : x1 ⩽
ρ(x2) � îáëàñòü ãîðèçîíòàëüíûõ ýêñòðåìàëåé. Íà íåé î÷åâèäíà ëè-
íåéíîñòü ïî x1, ïîýòîìó îñòà¼òñÿ ïðîâåðèòü óáûâàíèå ïî x2:

Bx2(x1, x2) = (f(x2) + f ′(ρ(x2))(x1 − x2))x2 =

f ′′(ρ(x2))ρ
′(x2)(x1 − x2)− f ′(ρ(x2)) + f ′(x2).

Òåïåðü ïðîäèôôåðåíöèðóåì óðàâíåíèå ëóíêè:

f ′(ρ(x2))(ρ(x2)− x2) = f(ρ(x2))− f(x2).

Ïîëó÷èòñÿ, ÷òî

f ′′(ρ(x2))ρ
′(x2)(ρ(x2)− x2) + f ′(ρ(x2))(ρ

′(x2)− 1) =
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f ′(ρ(x2))ρ
′(x2)− f ′(x2).

Îòñþäà

f ′′(ρ(x2))ρ
′(x2)(ρ(x2)− x2) = f ′(ρ(x2))− f ′(x2).

Ïîäñòàâèì â ïðîèçâîäíóþ:

Bx2(x1, x2) = f ′′(ρ(x2))ρ
′(x2)(x1 − x2)− f ′′(ρ(x2))ρ

′(x2)(ρ(x2)− x2) =

= f ′′(ρ(x2))ρ(x2)(x1 − ρ(x2)).

Âñå òðè ñêîáêè îòðèöàòåëüíû, òàê êàê f ′′(ρ(x2)) ⩽ 0 � óñëîâèå
âûïîëíåíèÿ îñíîâíîãî íåðàâåíñòâà íà âåðòèêàëüíûõ ýêñòðåìàëÿõ,
íåðàâåíñòâî ρ′(x2) < 0 áûëî äîêàçàíî â ïðîøëîé ëåììå, è ðàññìàò-
ðèâàþòñÿ òîëüêî x2 ⩽ x1 ⩽ ρ(x2).

Ëåììà 17. x1−x2
ρ(x2)−x2 -ñêëåéêà Cρ(x2) ñ Cx2 ÿâëÿåòñÿ ïðèìåðîì òèïà

(x1, x2), ãäå x1 ⩽ ρ(x2).

Çàìå÷àíèå 9. Ëåììû âûøå îïèñûâàþò ïîñòðîåíèå áåëëìàíîâñêî-
ãî êàíäèäàòà â ëóíêå è äîêàçûâàþò ñóùåñòâîâàíèå ïîäïèðàþùèõ
ïðèìåðîâ äëÿ ýòîãî êàíäèäàòà.

Îïðåäåëåíèå 14 (Óãîëîê). Ïóñòü (a, c) è (b, c) � äâå òî÷êè íà ãî-
ðèçîíòàëüíîé ýêñòðåìàëè êàíäèäàòà B. Òîãäà îáëàñòü îáðàçîâàííàÿ
ýêñòðåìàëÿìè âèäà V (d, c) ïðè a ⩽ d ⩽ b áóäåò íàçûâàòüñÿ óãîë-
êîì. Îáîçíà÷åíèå: ΩA

a,b,c.
Äëÿ íåêîòîðîãî c′ < c îïðåäåëèì íåïîëíûé óãîëîê: ΩA

a,b,c,c′ =

ΩA
a,b,c ∩ {(x1, x2) : x2 ⩾ c′}.

Ëåììà 18. Ôóíöèÿ B(x1, x2) = B(x1, c) äîñòîéíà â óãîëêå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Bx1x1 = 0, Bx2 = 0.
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8 Ñëó÷àé âûïóêëîé ôóíêöèè.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü ôóíêöèÿ f òàêîâà, ÷òî
+∞∫
x2

f ′′(t) · t− 1
δ−1dt ⩾ 0

äëÿ ëþáîãî x2.
Òîãäà îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ Ωδ ðàçáèâàåòñÿ íà ãîðèçîíòàëüíûå

ýêñòðåìàëè (ôîëèàöèÿ íà âñåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ãîðèçîíòàëü-
íà) è ôóíêöèÿ Áåëëìàíà îïðåäåëåíà êàê B(x1, x2) = f(x2) + r(x2) ·
(x1 − x2), ãäå

r(x2) = f ′(x2) + x
1
δ−1

2

+∞∫
x2

f ′′(t) · t−
1
δ−1dt. (2)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ëåììå 14 äëÿ a = 0, b = +∞ è C = 0 ïðåäëî-
æåííàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ êàíäèäàòîì íà ôóíêöèþ Áåëëìàíà. Ïðè-
ìåð ñòðîèòñÿ òàê: ïî ëåììå 7 è ñëåäñòâèþ 1 x1−x2

δx2−x1 - ñêëåéêà Dx2 ñ Cx2
ÿâëÿåòñÿ ïðèìåðîì.

Çàìå÷àíèå 10. Åñëè
+∞∫
x2

f ′′(t)·t− 1
δ−1dt ðàñõîäèòñÿ, òî òîò æå ïðè-

ìåð ïîêàçûâàåò, ÷òî B(x1, x2) = +∞.

Çàìå÷àíèå 11. Â ÷àñòíîñòè, âñ¼ âûøåïåðå÷èñëåííîå âåðíî, åñëè
f ′′ > 0 âñþäó.

9 Ñëó÷àé âîãíóòîé ôóíêöèè.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü f ′′(t) < 0 ∀t > 0. Òîãäà B(x1, x2) = f(x1). Îá-
ëàñòü îïðåäåëåíèÿ ðàçáèâàåòñÿ íà âåðòèêàëüíûå ýêñòðåìàëè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ëåììå 13 ïðåäëîæåííàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ áåëë-
ìàíîâñêèì êàíäèäàòîì. Cx1 � ïðèìåð â òî÷êå (x1, x1). À ïî ñëåäñòâèþ
3 ïðèìåðû ïðè x2 < x1 ñóùåñòâóþò.
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10 Ñëó÷àé �+−�.
Ïî çàìå÷àíèþ 3 ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ x2 ôîëèàöèÿ äîëæíà áûòü
âåðòèêàëüíîé, òàê êàê ïðè áîëüøèõ t ôóíêöèÿ f(t) ñîâïàäàåò ñ âî-
ãíóòîé. Íî ïðè ýòîì ôîëèàöèÿ íå ìîæåò áûòü âåðòèêàëüíîé âñþäó,
ïîýòîìó ïðîèñõîäèò ïåðåõîä ìåæäó ýêñòðåìàëÿìè.

Òåîðåìà 3.
Ïóñòü ψ1 > 0 � åäèíñòâåííàÿ òî÷êà ïåðåãèáà ôóíêöèè f , ïðè ýòîì
f ′′(t) < 0 ïðè t > ψ1. Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå a0 > 0:
δa0 = ρ(a0) è ôóíêöèÿ Áåëëìàíà çàäà¼òñÿ ïî ôîðìóëå (ñì. Ðèñ. 5)

B(x) =


f(x1), x ∈ ΩV

δa0,+∞,

BCup(x), x ∈ ΩV H
a0,δa0

,

BH
0,a0
, x ∈ ΩH

0,a0
,

ãäå BCup îïðåäåëåíî â ëåììå 16, à
BH

0,a0
(x1, x2) = f(x2) + ra0(x2) · (x1 − x2), ãäå

ra0(x2) = f ′(x2) + x
1
δ−1

2

(
f ′(ρ(a0))− f ′(a0)

a
1
δ−1

0

+

a0∫
x2

f ′′(t) · t−
1
δ−1dt

)
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå î òîì, ÷òî ôóíêöèÿ äîñòîéíà íà êàæ-
äîì èç òð¼õ ó÷àñòêîâ, äîêàçàíî â ëåììàõ 16, 13 è 14. Äëÿ ïîñëåä-
íåé ëåììû íåîáõîäèìî ïðîâåðèòü íåðàâåíñòâî (1). Äåéñòâèòåëüíî,
C = f ′(δa0)− f ′(a0) > 0 ïî ãåîìåòðè÷åñêèì ñîîáðàæåíèÿì, à ïîäûí-
òåãðàëüíîå âûðàæåíèå âñåãäà ïîëîæèòåëüíî â ñèëó óñëîâèÿ òåîðåìû.
Ôóíêöèÿ óáûâàåò ïî x2 âñþäó, òàê êàê ýòî âåðíî â êàæäîé èç òð¼õ
ïîäîáëàñòåé è ãîðèçîíòàëüíàÿ ãðàíèöà ìåæäó ΩV H

a0,δa0
è ΩH

0,a0
ïðèíàä-

ëåæèò îáåèì îáëàñòÿì. Ïîýòîìó îñòà¼òñÿ äîêàçàòü, ÷òî íà ãðàíèöå
ìåæäó ΩV H

a0,δa0
è ΩV

δa0,+∞ ïðîèçâîäíàÿ ïî x1 íå âîçðàñòàåò. Äåéñòâè-
òåëüíî, ñëåâà è ñïðàâà îò ãðàíèöû Bx1 ñòðåìèòñÿ ê f ′(δa0).
Ïîäïèðàþùèå ïðèìåðû: ïî ñëåäñòâèÿì 3 è 1 è çàìå÷àíèþ 9 äîñòà-
òî÷íî ïðèâåñòè ïðèìåðû â ΩH

0,a0
, ïðè÷¼ì òîëüêî íà ïðàâûõ ãðàíèöàõ
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Ðèñ. 5: Ñëó÷àé �+−�. Ëóíêà.

ýêñòðåìàëåé, òî åñòü â òî÷êàõ âèäà (δx2, x2), ãäå x2 < a0. Ïî ëåììå 8
äëÿ ïðèìåðà w � ÿâëÿþùèìñÿ âñòàâêîé ïðèìåðà òèïà (δa0, δa0), òî
åñòü Cδa0, ðåçóëüòàò áóäåò ðàâåí:

⟨f ◦ w⟩ = f(x2) + (δ − 1)x2 ·

(
f ′(x2) + x

1
δ−1

2

a0∫
x2

f ′′(t) · t−
1
δ−1dt

)

+
(x2
a0

) 1
µ ·

(
f(δa0)− f(a0)− (δ − 1)a0f

′(a0)

)
,

ãäå 1
µ = 1+ 1

δ−1 . Äàëåå âîñïîëüçóåìñÿ óðàâíåíèåì ëóíêè äëÿ ïîñëåä-
íåé ñêîáêè: f(δa0)−f(a0)−(δ−1)a0f

′(a0) = (δ−1)a0(f
′(δa0)−f ′(a0)).

Òåïåðü ëåãêî âèäåòü, ÷òî
⟨f ◦ w⟩ − f(x2)

(δ − 1)x2
= ra0(x2).
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11 Ñëó÷àé �−+�.

Ïî çàìå÷àíèþ 3 ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ x2 ôîëèàöèÿ äîëæíà áûòü
ãîðèçîíòàëüíîé, òàê êàê ïðè áîëüøèõ t ôóíêöèÿ f(t) ñîâïàäàåò ñ
âûïóêëîé. Íî ïðè ýòîì â ñëó÷àå êîãäà îò ñëåâà îò òî÷êè ïåðåãèáà
àáñîëþòíîå çíà÷åíèå f ′′ âåëèêî, ïðîèñõîäèò ïåðåõîä ê âåðòèêàëüíûì
ýêñòðåìàëÿì ñ âîçíèêíîâåíèåì óãîëêà.

Òåîðåìà 4.
Ïóñòü ψ1 > 0 � åäèíñòâåííàÿ òî÷êà ïåðåãèáà ôóíêöèè f , ïðè ýòîì
f ′′(t) > 0 ïðè t > ψ1. Ïóñòü ñóùåñòâóåò òàêîå p1 ∈ (0, ψ1), ÷òî

+∞∫
p1

f ′′(t) · t−
1
δ−1dt = 0. (3)

Òîãäà ôóíêöèÿ Áåëëìàíà çàäà¼òñÿ ïî ôîðìóëå: (ñì. Ðèñ. 6)

B(x) =


f(x2) + r(x2) · (x1 − x2), x ∈ ΩH

p1,+∞,

f(p1) + r(p1)(x1 − p1), x ∈ ΩA
p1,δp1,p1

,

f(x1), x ∈ ΩV
0,p1
,

ãäå ôóíêöèÿ r îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå 2.

Çàìå÷àíèå 12. Ñëó÷àé îòñóòñòâèÿ òàêîãî p1 ðàññìîòðåí â òåî-
ðåìå 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ëåììàõ 14, 18 è 13 áûëî äîêàçàíî, ÷òî ïðåäúÿâ-
ëåííàÿ ôóíêöèÿ äîñòîéíà â êàæäîé èç ïîäîáëàñòåé. Äëÿ ëåììû 14
íåîáõîäèìî ïðîâåðèòü íåðàâåíñòâî (1) äëÿ C = 0, b = +∞, a = p1.
Îíî î÷åâèäíî èç îïðåäåëåíèÿ ÷èñëà p1. Ïî àíàëîãèè ñ ïðîøëûì ñëó-
÷àåì íàäî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî íà ãðàíèöå x1 = c ìåæäó îáëàñòÿìè
ΩA
p1,δp1,p1

è ΩV
0,p1

ïðîèçâîäíàÿ Bx1 íåïðåðûâíà. Äåéñòâèòåëüíî, ñïðàâà
îíà ðàâíà f ′(p1), à ñëåâà ñòðåìèòñÿ ê ýòîìó æå çíà÷åíèþ.
Ïîäïèðàþùèå ïðèìåðû: ïî ñëåäñòâèÿì 3 è 1 äîñòàòî÷íî ïðåäúÿâèòü
ïðèìåð â òî÷êàõ âèäà (δx2, x2), ãäå x2 ⩾ p1. Ïî ëåììå 7 ïîäõîäèò
Dx2.
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Ðèñ. 6: Ñëó÷àé �−+�. Óãîëîê.

12 Ñëó÷àé �− +−�.
Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà èìåþòñÿ äâå òî÷êè ïåðåãèáà � òî÷êè ψ1 >
ψ2. Îïðåäåëèì ρ îïðåäåëÿåòñÿ ïî àíàëîãèè ñ ëåììîé 15 âîêðóã ψ1 ñ
äîïîëíèòåëüíûì óñëîâèåì f ′(ρ(a)) > f ′(a). Òî åñòü òåïåðü ïîìèìî
ðàâåíñòâà ρ(a0) = δa0 óñëîâèåì äëÿ îêîí÷àíèÿ ëóíêè ìîæåò ñëóæèòü
ðàâåíñòâî f ′(ρ(a)) = f ′(a), ÷òî íå ìîæåò ñëó÷èòüñÿ ïðè a ∈ (ψ2, ψ1)
(ñì. Ðèñ. 7). Â çàâèñèìîñòè îò ýòîãî ìîãóò ïîëó÷èòüñÿ äâà ðàçíûõ
ðåçóëüòàòà.

Òåîðåìà 5. Ïóñòü ψ1 > ψ2 � åäèíñòâåííûå òî÷êè ïåðåãèáà ôóíê-
öèè f . Ïðè ýòîì f ′′(t) < 0 ïðè t > ψ1. Ïóñòü ñóùåñòâóåò òàêîå
p2 < ψ2, ÷òî f

′(ρ(p2)) = f ′(p2). Òîãäà ôîëèàöèÿ óñòðîåíà êàê íà
ðèñóíêå 8 è

B(x) =


f(x1), x ∈ ΩV

ρ(p2),+∞ ∪ ΩV
0,p2
,

BCup(x), x ∈ ΩV H
p2,ρ(p2)

,

f(p2) + f ′(p2) · (x1 − p2), x ∈ ΩA
p2,ρ(p2),p2

,

ãäå BCup îïðåäåëåíî â ëåììå 16.
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Ðèñ. 7: Îãðàíè÷åíèå ëóíêè â ñëó÷àå �−+−�.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî àíàëîãèè ñ ïðåäûäóùèìè ñëó÷àÿìè äëÿ äîêà-
çàòåëüñòâà òîãî, ÷òî ïðåäúÿâëåííàÿ ôóíêöèÿ äîñòîéíà, äîñòàòî÷íî
ïðîâåðèòü, ÷òî Bx1 íåïðåðûâíà íà âåðòèêàëüíûõ ãðàíèöàõ îáëàñòåé.
Ïðè x1 = p2 ñïðàâà Bx1 = f ′(p2), à ñëåâà ñòðåìèòñÿ ê ýòîìó çíà÷åíèþ.
Ïðè x1 = ρ(p2) ñëåâà è ñïðàâà Bx1 ñòðåìèòñÿ ê f ′(ρ(p2)) = f ′(p2). Ñ
ó÷¼òîì ñëåäñòâèÿ 3 è çàìå÷àíèÿ 9 äîïîëíèòåëüíîãî ïîñòðîåíèå ïðè-
ìåðîâ íå òðåáóåòñÿ.

Òåîðåìà 6. Ïóñòü ψ1 > ψ2 � åäèíñòâåííûå òî÷êè ïåðåãèáà ôóíê-
öèè f . Ïðè ýòîì f ′′(t) < 0 ïðè t > ψ1. Ïóñòü íå ñóùåñòâóåò
òàêîãî t < ψ2, ÷òî f

′(ρ(t)) = f ′(t). Òîãäà íàéä¼òñÿ òàêîå a0 < ψ1,
÷òî δa0 = ρ(a0). Ïóñòü ñóùåñòâóåò òàêîå p2 < ψ2, ÷òî

f ′(ρ(a0))− f ′(a0)

a
1
δ−1

0

+

a0∫
p2

f ′′(t) · t−
1
δ−1dt = 0.

Òîãäà ôóíêöèÿ Áåëëìàíà îïðåäåëåíà ñëåäóþùèì îáðàçîì (ñì. Ðèñ.
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Ðèñ. 8: Ñëó÷àé íåïîëíûõ ëóíêè è óãîëêà.

9):

B(x) =


f(x1), x ∈ ΩV

δa0,+∞ ∪ ΩV
0,p2
,

BCup(x), x ∈ ΩV H
a0,δa0

,

BH
p2,a0

, x ∈ ΩH
p2,a0

,

B(x1, p2), x ∈ ΩA
p2,δp2,p2

,

ãäå BCup îïðåäåëåíî â ëåììå 16, à
BH

0,a0
(x1, x2) = f(x2) + ra0(x2) · (x1 − x2), ãäå

ra0(x2) = f ′(x2) + x
1
δ−1

2

(
f ′(ρ(a0))− f ′(a0)

a
1
δ−1

0

+

a0∫
x2

f ′′(t) · t−
1
δ−1dt

)
.

Çàìå÷àíèå 13. Â ÷àñòíîñòè, ëóíêà áóäåò ïîëíîé, åñëè ψ1 > δψ2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òî, ÷òî äëÿ îáëàñòè ãîðèçîíòàëüíûõ êàñàòåëüíûõ
âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî (1), ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ p2. Ïî àíàëîãèè ñ
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Ðèñ. 9: Ñëó÷àé ïîëíîé ëóíêè.

ïðåäûäóùèìè ñëó÷àÿìè, òàê êàê ïðåäúÿâëåííàÿ ôóíêöèÿ äîñòîéíà
â êàæäîé èç ïîäîáëàñòåé, äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî Bx1 íåïðåðûâíà
íà ãðàíèöàõ x1 = p2 è x1 = δa0. Ãîðèçîíòàëüíûå ãðàíèöû êàê è â
ïðîøëûõ ñëó÷àÿõ ïðèíàäëåæàò îáåèì ãðàíè÷àùèì ïîäîáëàñòÿì, ïî-
ýòîìó óáûâàíèå B ïî x2 âûïîëíÿåòñÿ íå òîëüêî âíóòðè ïîäîáëàñòåé,
íî è íà âñåé Ωδ.
Ïîñòðîåíèå ïîäïèðàþùèõ ïðèìåðîâ: ñ ó÷¼òîì ñëåäñòâèÿ 3 è çàìå÷à-
íèÿ 9 äîñòàòî÷íî ïðåäúÿâèòü ïðèìåð â ΩH

p2,a0
â òî÷êàõ âèäà (δx2, x2).

Ïî ëåììå 8 ïîäîéä¼ò âñòàâêà Cδa0 â Dx2.
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Ðèñ. 10: Îãðàíè÷åíèå ëóíêè.

13 Ñëó÷àé �+− +�.

Ïóñòü ψ1 > ψ2 � åäèíñòâåííûå òî÷êè ïåðåãèáà ôóíêöèè f . Òîãäà ïðè
x2 ⩾ ψ2 ôóíêöèÿ Áåëëìàíà îïðåäåëåíà àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ �−+�.
Òîãäà åñëè íå âûïîëíåíî óñëîâèå òåîðåìû 1 è ñóùåñòâóåò p1, îïðå-
äåë¼ííîå â òåîðåìå 4, òî îïðåäåëÿåòñÿ ëóíî÷íàÿ ôóíêöèÿ ρ âîêðóã
òî÷êè ψ2 ñ äîïîëíèòåëüíûì óñëîâèåì ρ(a) ⩽ p1 (ñì. Ðèñ. 10).

Ïåðâàÿ òåîðåìà îïèñûâàåò òîò ñëó÷àé, êîãäà ψ2 íàõîäèòñÿ áëèçêî
ê p1 è ëóíêà çàêàí÷èâàåòñÿ íà ãðàíèöå ñ óãîëêîì. Âòîðàÿ, ñîîòâåò-
ñòâåííî, îïèñûâàåò ñëó÷àé, êîãäà ëóíêà è óãîëîê íå ïåðåñåêàþòñÿ.

Òåîðåìà 7. Ïóñòü ψ1 > ψ2 � åäèíñòâåííûå òî÷êè ïåðåãèáà ôóíê-
öèè f . Ïðè ýòîì f ′′(t) > 0 ïðè t > ψ1. Ïóñòü ñóùåñòâóåò òàêîå
p1 ∈ (ψ2, ψ1), ÷òî âûïîëíåíî óðàâíåíèå (3).
Ïóñòü a0 = ρ−1(p1) > p1/δ. Òîãäà ôóíêöèÿ Áåëëìàíà çàäà¼òñÿ ïî
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Ðèñ. 11: Ñëó÷àé íåïîëíîãî óãîëêà.

ôîðìóëå (ñì. Ðèñ. 11):

B(x) =


f(x2) + r(x2) · (x1 − x2), x ∈ ΩH

p1,+∞,

f(p1) + r(p1)(x1 − p1), x ∈ ΩA
p1,δp1,p1,a0

,

f(x2) + ra0(x2) · (x1 − x2), x ∈ ΩH
0,a0
,

BCup(x), x ∈ ΩV H
a0,p1

,

ãäå BCup îïðåäåëåíî â ëåììå 16, ôóíêöèÿ r îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìó-
ëå 2, à

ra0(x2) = f ′(x2) + x
1
δ−1

2

(
f ′(ρ(a0))− f ′(a0)

a
1
δ−1

0

+

a0∫
x2

f ′′(t) · t−
1
δ−1dt

)
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ êîððåêòíî îïðåäåëåíà íà
íèæíåé ãðàíèöå óãîëêà: òàê êàê ra0(a0) = f ′(p1), ìû èìååì, ÷òî ëè-
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íåéíûé êîýôôèöèåíò ôóíêöèè Áåëëìàíà ïðè x2 = p1 è x2 = a0 ñîâ-
ïàäàþò. Âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâà (1) äëÿ íèæíåé îáëàñòè ãîðèçîí-
òàëüíûõ ýêñòðåìàëåé ñëåäóåò èç ïîëîæèòåëüíîñòè f ′′(t) ïðè t < a0
è òîãî, ÷òî r(a) = f ′(p1) = f ′(a0) ïî çàìå÷àíèþ 8. Òàê êàê ïðåäúÿâ-
ëåííàÿ ôóíêöèÿ äîñòîéíà âî âñåõ ïîäîáëàñòÿõ ïî ëåììàì 14, 18, 16,
äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî íà âåðòèêàëüíîé ãðàíèöå ìåæäó óãîëêîì è
ëóíêîé Bx1 íåïðåðûâíà. Äåéñòâèòåëüíî, ïðåäåëû ñëåâà è ñïðàâà ðàâ-
íû f ′(p1). Ïîñòðîåíèå ïîäïèðàþùèõ ïðèìåðîâ: ñ ó÷¼òîì ñëåäñòâèÿ
3 è çàìå÷àíèÿ 9 äîñòàòî÷íî ïðåäúÿâèòü ïðèìåð â ΩH

p1,+∞ è ΩH
0,a0

â
òî÷êàõ âèäà (δx2, x2). Â ïåðâîé ïîäîáëàñòè ïîäõîäèò Dx2 ïî ëåììå
7, à âî âòîðîé � âñòàâêà ïðèìåðà òèïà (δa0, p1) â Dx2 ïî ëåììå 8 (ïðî-
âåðêà ñîâïàäåíèÿ ðåçóëüòàòîâ ïîâòîðÿåò àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ
â òåîðåìå 3).

Òåîðåìà 8. Ïóñòü ψ1 > ψ2 � òî÷êè ïåðåãèáà ôóíêöèè f . Ïðè ýòîì
f ′′(t) > 0 ïðè t > ψ1. Ïóñòü ñóùåñòâóåò òàêîå p1 ∈ (ψ2, ψ1), ÷òî
âûïîëíåíî (3). Ïóñòü ρ−1(p1) ⩽ p1/δ. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå a0 <
ψ2, ÷òî δa0 = ρ(a0) < p1. Òîãäà ôóíêöèÿ Áåëëìàíà çàäà¼òñÿ ïî
ôîðìóëå (ñì. Ðèñ. 12):

B(x) =


f(x2) + r(x2) · (x1 − x2), x ∈ ΩH

p1,+∞,

f(p1) + r(p1)(x1 − p1), x ∈ ΩA
p1,δp1,p1

,

f(x2) + ra0(x2) · (x1 − x2), x ∈ ΩH
0,a0
,

BCup(x), x ∈ ΩV H
a0,δa0

,

ãäå BCup îïðåäåëåíî â ëåììå 16, ôóíêöèÿ r îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìó-
ëå 2, à

ra0(x2) = f ′(x2) + x
1
δ−1

2

(
f ′(ρ(a0))− f ′(a0)

a
1
δ−1

0

+

a0∫
x2

f ′′(t) · t−
1
δ−1dt

)
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâà (1) äëÿ íèæíåé îáëàñòè
ãîðèçîíòàëüíûõ ýêñòðåìàëåé ñëåäóåò èç ïîëîæèòåëüíîñòè f ′′(t) ïðè
t < a0 è òîãî, ÷òî r(a) = f ′(δa0) > f ′(a0) ïî çàìå÷àíèþ 8. Òàê êàê
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Ðèñ. 12: Ñëó÷àé ïîëíîãî óãîëêà.

ïðåäúÿâëåííàÿ ôóíêöèÿ äîñòîéíà âî âñåõ ïîäîáëàñòÿõ ïî ëåììàì
13, 14, 18, 16, äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî íà âåðòèêàëüíûõ ãðàíèöàõ
x2 = δa0 è x1 = p1 âûðàæåíèå Bx1 íåïðåðûâíî ïî x1, ÷òî óæå ïðîäå-
ëûâàëîñü.
Ïîñòðîåíèå ïîäïèðàþùèõ ïðèìåðîâ: ñ ó÷¼òîì ñëåäñòâèÿ 3 è çàìå÷à-
íèÿ 9 äîñòàòî÷íî ïðåäúÿâèòü ïðèìåð â ΩH

p1,+∞ è ΩH
0,a0

â òî÷êàõ âèäà
(δx2, x2). Â ïåðâîé ïîäîáëàñòè ïîäõîäèò Dx2 ïî ëåììå 7, à âî âòîðîé
� âñòàâêà ïðèìåðà òèïà Cδa0 â Dx2 ïî ëåììå 8.

Çàìå÷àíèå 14. Ñëó÷àé, êîãäà òàêîãî p1 íå ñóùåñòâóåò, ðàññìîò-
ðåí â òåîðåìå 1.

Çàìå÷àíèå 15. Íà ðèñóíêå 12 ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî ïðè ðàç-
ðåçàíèè ïî îäíîé èç âåðòèêàëüíûõ ýêñòðåìàëåé ïîëó÷àþòñÿ äâå
ïîäîáëàñòè, ôóíêöèÿ íà êîòîðûõ îïèñûâàåòñÿ ïî òåîðåìàì 3 è 4.
Ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî äëÿ ïîäîáëàñòè x2 ⩽ p1 îòâåò ñîâïàäàåò

ñ îòâåòîì äëÿ ôóíêöèè fsh(t) =

{
f(t), t < p1,

f(p1) + (t− p1) · f ′(p1), t ⩾ p1,
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14 Ñëó÷àé êîíå÷íîãî êîëè÷åñòâà òî÷åê ïå-

ðåãèáà.

Ïðè áîëüøîì êîëè÷åñòâå òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ, äîñòàòî÷íî áëèçêèõ äðóã
ê äðóãó, âîçìîæíû ñèòóàöèè, êîãäà ïåðåñåêàþòñÿ îáëàñòè, â êîòîðûõ
äîëæíû áûòü ëóíêè. Ïîýòîìó äàëåå áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî òîò
ñëó÷àé, êîãäà ëþáûå äâå òî÷êè ïåðåãèáà îòëè÷àþòñÿ õîòÿ áû â δ ðàç.

Ñíà÷àëà ñôîðìóëèðóåì âñïîìîãàòåëüíóþ ëåììó:

Ëåììà 19. Ïóñòü b > 0. ψ � òàêàÿ òî÷êà ïåðåãèáà âòîðîé ïðîèç-
âîäíîé f , ÷òî ψ < b è f ′′ > 0 íà (ψ, b]. Ïóñòü a < ψ � òàêîå ÷èñëî,
÷òî íà [a, ψ) âûïîëíåíî f ′′ < 0. Òîãäà ïðè δ äîñòàòî÷íî áëèçêèõ ê
åäèíèöå:

f ′(δb)− f ′(b)

b
1
δ−1

+

b∫
a

f ′′(t) · t−
1
δ−1dt ⩽ 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüì¼ì ïðîèçâîëüíîå d ∈ (a, ψ) è çàìåòèì, ÷òî

f ′(δb)− f ′(b)

b
1
δ−1

+

b∫
a

f ′′(t) · t−
1
δ−1dt =

=
f ′(δb)− f ′(b)

b
1
δ−1

+

b∫
ψ

f ′′(t) · t−
1
δ−1dt+

ψ∫
a

f ′′(t) · t−
1
δ−1dt ⩽

⩽ (f ′(δb)− f ′(b))b−
1
δ−1 + ψ− 1

δ−1

b∫
ψ

f ′′(t)dt+ d−
1
δ−1

d∫
a

f ′′(t)dt ⩽

⩽
(
f ′(δb)− f ′(b) +

b∫
ψ

f ′′(t)dt
)
ψ− 1

δ−1 + d−
1
δ−1

d∫
a

f ′′(t) =
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Aψ− 1
δ−1 −Bd−

1
δ−1 .

Òîãäà äîñòàòî÷íî âçÿòü

1

δ − 1
⩾ logψ

δ

A

B
.

Çàìå÷àíèå 16. Ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî óñëîâèå ëåììû âûïîëíÿ-

åòñÿ è äëÿ b = +∞ ïðè óñëîâèè òîãî, ÷òî
+∞∫
a

f ′′(t)·t− 1
δ−1dt ñõîäèòñÿ

ïðè êàêîì-òî δ.

Óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî ïðè ìàëûõ δ îáëàñòè âåðòèêàëüíûõ è ãîðè-
çîíòàëüíûõ ôîëèàöèé áóäóò ïåðåõîäèòü äðóã â äðóãà, îáðàçóÿ ïî-
î÷åð¼äíî ïîëíûå ëóíêè è óãîëêè, êîòîðûå íå áóäóò ïåðåñåêàòüñÿ.

Òåîðåìà 9. Ïóñòü ψ1 > ψ2 > . . . > ψn � âñå òî÷êè ïåðåãèáà ôóíê-
öèè f è f ′′(t) < 0 ïðè t > ψ1. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå δ0, ÷òî
äëÿ ëþáîãî δ ∈ (1, δ0) ôóíêöèÿ Áåëëìàíà îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì:
1) ρ1 � ëóíî÷íàÿ ôóíêöèÿ âîêðóã ψ1. Ñóùåñòâóåò òàêîå a1, ÷òî
ρ(a1) = δa1. Òîãäà B(x1, x2) = f(x1) â ΩV

δa1,+∞.

2) B = Bcup â ΩV H
a1,δa1

.

3) Â îáëàñòè ΩH
p1,a1

ôóíêöèÿ Áåëëìàíà ðàâíà

BH
p1,a1

(x1, x2) = f(x2) + ra0(x1) · (x1 − x2), ãäå

ra1(x2) = f ′(x2) + x
1
δ−1

2

(
f ′(ρ(a1))− f ′(a1)

a
1
δ−1

1

+

a1∫
x2

f ′′(t) · t−
1
δ−1dt

)
,

à p1 � íàèáîëüøåå ÷èñëî, ÷òî ra1(p1) = f ′(p1). Ïðè ýòîì δψ3 < p1 <
ψ2.
4) Â îáëàñòè ΩA

p1,δp1,p1
ôóíêöèÿ Áåëëìàíà ðàâíà

B(x1, x2) = f(p1) + f ′(p1) · (x1 − p1).
Ñëåâà îò x1 = p1 íà÷èíàþòñÿ âåðòèêàëüíûå ýêñòðåìàëè è ÷åðåäî-
âàíèå ôîëèàöèé ïðîäîëæàåòñÿ ïî öèêëó.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñòðîåíèå ïðèìåðîâ è îáîñíîâàíèå äîñòîéíîñòè
ïðåäúÿâëåííîé ôóíêöèè ìîæíî íàéòè â òåîðåìàõ 6 è 8. Äîáàâèì
ê ýòîìó òîëüêî òî, ÷òî ïðåäûäóùàÿ ëåììà ãîâîðèò î òîì, ÷òî ïðè
äîñòàòî÷íî ìàëûõ δ îáëàñòü ãîðèçîíòàëüíûõ ýêñòðåìàëåé áóäåò çà-
êàí÷èâàòüñÿ áëèçêî ê òî÷êå ïåðåãèáà ñ ñîáëþäåíèåì óñëîâèÿ δψ3 <
p1 < ψ2. Ýòî äà¼ò, ÷òî ëóíêè è óãîëêè íå áóäóò ïåðåñåêàòüñÿ.

Çàìå÷àíèå 17. Åñëè â óñëîâèè ïðåäûäóùåé òåîðåìû f ′′(t) > 0 ïðè
t > ψ1, òî ôîëèàöèè íà÷èíàþòñÿ ñ ãîðèçîíòàëüíûõ, íî ÷åðåäîâàíèå
ôîëèàöèé îñòà¼òñÿ ñ àíàëîãè÷íûìè óñëîâèÿìè.

Çàìå÷àíèå 18. Åñëè îñëàáèòü óñëîâèå íà δ, ñêàçàâ, ÷òî ìû ãà-
ðàíòèðóåì òîëüêî òî, ÷òî ëþáûå äâå òî÷êè ïåðåãèáà îòëè÷àþòñÿ
õîòÿ áû â δ ðàç, òîãäà âñ¼ åù¼ íå âîçíèêàåò ñèòàóàöèé íåïîëíîé
ëóíêè êàê íà ðèñóíêå 8, íî âîçíèêàþò íåïîëíûå ëóíêè êàê íà ðè-
ñóíêå 11. Â ýòîì ñëó÷àå èìåþùèõñÿ â ðàáîòå ðåçóëüòàòîâ äîñòà-
òî÷íî äëÿ ôîðìóëèðîâêè àíàëîãè÷íîé òåîðåìû, íî ôîðìóëèðîâêà
îòâåòà ÿâëÿåòñÿ ïðîáëåìàòè÷íîé èç-çà òîãî, ÷òî êàæäûé ïåðå-
õîä îò óãîëêà ê ëóíêå ìîæåò ïðîèñõîäèòü îäíèì èç äâóõ ñïîñîáîâ:
ïðÿìî êàê íà ðèñóíêå 11 èëè ÷åðåç âåðòèêàëüíûå ýêñòðåìàëè êàê
íà ðèñóíêå 12.
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