
Îòçûâ íàó÷íîãî ðóêîâîäèòåëÿ î âûïóñêíîé êâàëèôèêàöèîííîé ðàáîòå
ßíà Àçýðîâè÷à Êàçûìîâà

�Òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå ïðåäñòàâëåíèé ìàòðîèäà�

Ïóñòü M1,M2 � äâà ëèíåéíûõ ìàòðîèäà íà ìíîæåñòâå E = {1, 2, . . . , n}, ïðåäñòàâ-
ëåííûõ âåêòîðàìè x1, . . . , xn ∈ X è y1, . . . , yn ∈ Y , ãäå X, Y � ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà
íàä îäíèì è òåì æå ïîëåì F. Ìîæíî ðàññìîòðåòü ìàòðîèä M3, ñîñòàâëåííûé èç òåí-
çîðíûõ ïðîèçâåäåíèé xi ⊗ yi.

Èçó÷åíèå êîìáèíàòîðíûõ ñâîéñòâ ìàòðîèäàM3 íåäàâíî ïîçâîëèëî Á Ëîâèöó è ìíå
ïîëó÷èòü ðÿä íîâûõ ðåçóëüòàòîâ â òåîðèè òåíçîðíûõ ðàíãîâ, â ÷àñòíîñòè, óñèëèòü
òåîðåìó Êðóñêàëà � äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ìèíèìàëüíîñòè òåíçîðíîãî ðàçëîæåíèÿ. Íî
îïèñàííàÿ âûøå êîíñòðóêöèÿ àïåëëèðóåò ê êîíêðåòíûì ïðåäñòàâëåíèÿì ìàòðîèäîâ
M1,M2. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ñòàâèò âîïðîñ î êîìáèíàòîðíîì îïèñàíèè òåíçîðíîãî ïðî-
èçâåäåíèÿ. Ýòèì è çàíèìàëñÿ ßí.

Âî-ïåðâûõ, îêàçàëîñü, ÷òî ìàòðîèä M3 âîîáùå ãîâîðÿò çàâèñèò íå òîëüêî îò ìàò-
ðîèäîâ M1,M2, íî è îò èõ ïðåäñòàâëåíèé � ßíîì áûë ïîñòðîåí ñîîòâåòñòâóþùèé
ïðèìåð.

Ýòî ñòàâèò âîïðîñ î òîì, ìîæíî ëè îïðåäåëèòü êàêîå-òî ñïåöèàëüíîå, �ìàêñèìàëü-
íîå�, èëè �ìèíèìàëüíîå� òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå. Îäèí èç âîçìîæíûõ ïîäõîäîâ ê
ýòîìó òàêîé: çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà A ⊂ E åãî ðàíã â ìàòðîèäå M3 íå
áîëüøå ÷åì ïðîèçâåäåíèå ðàíãîâ â ìàòðîèäàõ M1 è M2. Â ÷àñòíîñòè, åñëè A íåçàâè-
ñèìî, òî ïðîèçâåäåíèå ðàíãîâ íå ìåíüøå ÷åì ðàçìåð A. Ýòî ñâîéñòâî ÷èñòî êîìáè-
íàòîðíîå, è ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü òî, ÷òî â ðàáîòå íàçâàíî ïñåâäîíåçàâèñèìîñòüþ:
ìíîæåñòâî I ⊂ E ïñåâäîíåçàâèñèìî, åñëè äëÿ ëþáîãî åãî ïîäìíîæåñòâà ïðîèçâåäå-
íèå ðàíãîâ â ìàòðîèäàõ M1,M2 íå ìåíüøå ðàçìåðà. Ñåìåéñòâî ïñåâäîíåçàâèñèìûõ
ìíîæåñòâ íå âñåãäà îáðàçóåò ìàòðîèä, ñîîòâåòñòâóþùèé ïðèìåð òàêæå áûë ïîñòðîåí
ßíîì.

Íî èìååòñÿ îäèí èíòåðåñíûé ïîëîæèòåëüíûé ðåçóëüòàò: â ñëó÷àå, êîãäà îäèí èç
ìàòðîèäîâ ðàâíîìåðíûé (íåçàâèñèìû âñå ìíîæåñòâà ðàçìåðà íå áîëüøå äàííîãî è
òîëüêî îíè), ïñåâäîíåçàâèñèìîñòü îïðåäåëÿåò ìàòðîèä. Îòìå÷ó, ÷òî ïðè òîì ÷òî ðà-
áîòîé â öåëîì ðóêîâîäèë ÿ, è ÿ ñòàâèë ßíó âîïðîñû, ôîðìóëèðîâêó ýòîé òåîðåìû îí
íàø¼ë ñàìîñòîÿòåëüíî.

Â ïðîöåññå ðàáîòû íàä äèïëîìíîé ðàáîòîé ßí îñâîèë òåõíèêó ðàáîòû ñ ìàòðîè-
äàìè è óñïåøíî ïðèìåíèë å¼. Ìíå õîòåëîñü áû îò ðàáîòû áîëüøåãî (âñåãäà õî÷åòñÿ
áîëüøåãî), òåì íå ìåíåå, ñ÷èòàþ, ÷òî îíà è â èìåþùåìñÿ âèäå ìîæåò áûòü îöåíåíà
íà �îòëè÷íî�.
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