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Àííîòàöèÿ

Â äàííîé ðàáîòå èññëåäóåòñÿ ãèïîòåçà Ýðåíáîðãà è å¼ ðàçëè÷íûå âàðèàíòû (ñèëüíûé � ñî ñðàâíå-

íèåì êîýôôèöèåíòîâ, ïîëóñèëüíûé � ñ äîìíîæåíèåì íà íåîòðèöàòåëüíûé ïîëèíîì òàê, ÷òîáû âû-

ïîëíÿëîñü ïîêîýôôèöèåíòíîå íåðàâåíñòâî, ÷èñëîâîé � ñ ïîäñòàíîâêîé íåîòðèöàòåëüíûõ çíà÷åíèé

ïåðåìåííûõ). Äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî îíà âåðíà â êëàññå äèñòàíöèîííî-íàñëåäñòâåííûõ ãðàôîâ, ïðè÷¼ì

ýòà îöåíêà ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé è ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ íà ãðàôàõ Ôåððåðà-Þíãà. Òàêæå ðàññìàò-

ðèâàþòñÿ ãðàôû, äëÿ êîòîðûõ íåâåðåí ñèëüíûé âàðèàíò ãèïîòåçû, íî âûïîëíÿþòñÿ äðóãèå âàðè-

àíòû (ñðàâíåíèå â íåîòðèöàòåëüíûõ òî÷êàõ, ïîêîýôôèöèåíòíîå ñðàâíåíèå ïîñëå äîìíîæåíèÿ íà

ïîëèíîì). Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñêëåèâàíèå ãðàôîâ ïî ðåáðó ñîõðàíÿåò âûïîëíèìîñòü "ïîëóñèëüíîãî"è

÷èñëîâîãî íåðàâåíñòâà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: îñòîâíîå äåðåâî, ãèïîòåçà Ýðåíáîðãà, ïîëèíîìèàëüíûé ìåòîä
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1 Ââåäåíèå

Îöåíêà êîëè÷åñòâà îñòîâíûõ äåðåâüåâ ãðàôà ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç ãëàâíûõ âîïðîñîâ àëãåáðàè-
÷åñêîé òåîðèè ãðàôîâ. Åãî èññëåäîâàíèÿ áåðóò íà÷àëî â XIX âåêå, êîãäà Ã. Êèðõãîô, èçó÷àÿ
ýëåêòðè÷åñêèå öåïè, ïîëó÷èë ôîðìóëó äëÿ êîëè÷åñòâà îñòîâíûõ äåðåâüåâ â òåðìèíàõ ìàò-
ðè÷íûõ ýëåìåíòîâ [1]. Â òîì æå âåêå À. Êýëè áûëè ïîëó÷åíû ôîðìóëû îñòîâíûõ äåðåâüåâ
â ïîëíîì è ïîëíîì äâóäîëüíîì ãðàôå [2] (íà ñàìîì äåëå ÷èñëîâàÿ ôîðìóëà áûëà ïîëó÷åíà
Áîðõàðäòîì, îäíàêî Êýëè îáîáùèë ýòî ðàâåíñòâî, äîêàçàâ åãî äëÿ ïîëèíîìèàëüíîãî ïåðå-
÷èñëèòåëÿ îñòîâíûõ äåðåâüåâ). Òàêæå â XX âåêå Ò. Îñòèíîì [3] áûëè ïîëó÷åíû ôîðìóëû
äëÿ ïîëíûõ ìíîãîäîëüíûõ ãðàôîâ.

Íàèáîëåå èíòåðåñíûì âîïðîñîì ÿâëÿåòñÿ ãèïîòåçà, ñôîðìóëèðîâàííàÿ Ýðåíáîðãîì [4] â
2004 ãîäó:

Ãèïîòåçà. Ïóñòü G = (V1, V2, E) � äâóäîëüíûé ãðàô, òîãäà âåðíî ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî:

τ(G) 6

∏
v∈V (G)

dG(v)

|V1| · |V2|
Ðàâåíñòâî äîêàçàíî ðàâåíñòâî äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà G � ãðàô, ïîñòðîåííûé ïî äèàãðàììå

Þíãà. Â äàëüíåéøåì áûëè ïîëó÷åíû àëüòåðíàòèâíûå äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî óòâåðæäåíèÿ,
êàê, íàïðèìåð, ëèíåéíî-àëãåáðàè÷åñêîå [5] èëè ïî èíäóêöèè ñ âû÷èñëåíèåì îïðåäåëèòåëÿ
[6].

Â 2012 ãîäó ñõîæàÿ îöåíêà áûëà äîêàçàíà Áîçêóðòîì [7]: åñëè ãðàô G äâóäîëåí, òî ñïðà-
âåäëèâà îöåíêà

τ(G) 6

∏
v∈V (G)

dG(v)

e(G)
,

ïðè÷¼ì ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà ãðàô ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì äâó-
äîëüíûì.

2 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Â ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ èññëåäîâàòü ïîëèíîìèàëüíûé âàðèàíò ãèïîòåçû Ýðåíáîðãà:

Ãèïîòåçà. Ïóñòü G = (V1, V2, E) � äâóäîëüíûé ãðàô, x[1..m] � ïåðåìåííûå, ñîîòâåòñòâó-
þùèå âåðøèíàì äîëè V1, y[1..n] � ñîîòâåòñòâóþùèå âåðøèíàì äîëè V2. Òîãäà ñïðàâåäëèâî
ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî:

τpol(G) ·

(∑
i

xi

)
·

(∑
j

yj

)
6
∏
i

 ∑
yk∈NG(xi)

yk

 ·∏
j

 ∑
xl∈NG(yj)

xl


Ïîä íåðàâåíñòâîì ïîäðàçóåìâàþòñÿ ñëåäóþùèå âàðèàíòû:

� ½ñèëüíîå“: äëÿ ëþáîãî ìîíîìà êîýôôèöèåíò â ëåâîé ÷àñòè íå ïðåâîñõîäèò êîýôôèöè-
åíòà â ïðàâîé ÷àñòè;

� ½ïîëóñèëüíîå“: ñóùåñòâóåò ìíîãî÷ëåí ñ íåîòðèöàòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè òàêîé, ÷òî
ïðè äîìíîæåíèè îáåèõ ÷àñòåé íåðàâåíñòâà íà íåãî áóäåò âûïîëíÿòüñÿ ñèëüíîå íåðàâåí-
ñòâî;

� ½÷èñëîâîå“: íåðàâåíñòâî âåðíî ïðè ïîäñòàíîâêåëþáûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë âìåñòî
êàæäîé ïåðåìåííîé.

Ìû èçó÷èì ýòî íåðàâåíñòâî äëÿ êëàññà äèñòàíöèîííî-íàñëåäñòâåííûõ ãðàôîâ, à òàêæå
ïðîâåðèì å¼ òî÷íîñòü íà ãðàôàõ Ôåððåðà-Þíãà. Òàêæå ìû íàéä¼ì ñåìåéñòâî ãðàôîâ, äëÿ
êîòîðûõ ñèëüíîå íåðàâåíñòâî íå âûïîëíÿåòñÿ, íî ïðè ýòîì âûïîëíÿþòñÿ äðóãèå äâà.
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3 Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ è îáîçíà÷åíèÿ

Îïðåäåëåíèå. Ãðàôîì G áóäåì íàçûâàòü ïàðó (V,E), ãäå V � ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ, íà-
çûâàåìûõ âåðøèíàìè, à E � ìíîæåñòâî íåóïîðÿäî÷åííûõ ïàð ýëåìåíòîâ V , íàçûâàåìûõ
ð¼áðàìè.

Êîëè÷åñòâî âåðøèí G áóäåì îáîçíà÷àòü v(G), à êîëè÷åñòâî ð¼áåð � e(G).
Îêðåñòíîñòüþ âåðøèíû v ∈ V (G) áóäåì íàçûâàòü ìíîæåñòâî ñìåæíûõ ñ v âåðøèí, à

îáîçíà÷àòü áóäåì NG(v).
Ñòåïåíüþ âåðøèíû v ∈ V (G) áóäåì íàçûâàòü êîëè÷åñòâî èíöèäåíòíûõ åé ð¼áåð è áóäåì

îáîçíà÷àòü degG(v) èëè dG(v) (áóäåì îïóñêàòü èíäåêñ ãðàôà, åñëè ïîíÿòíî, î êàêîì ãðàôå
èä¼ò ðå÷ü).

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü G � ãðàô, a1, . . . , an � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåðøèí òàêàÿ, ÷òî äëÿ
ëþáîãî i ∈ [1..n − 1] ëþáûå äâå âåðøèíû ai è ai+1 ñîåäèíåíû ðåáðîì ei. Áóäåì íàçûâàòü å¼
ìàðøðóòîì.

Åñëè ìàðøðóò íå ïðîõîäèò íè ïî êàêîìó ðåáðó äâàæäû, òî òàêîé ìàðøðóò áóäåì íàçûâàòü
ïóò¼ì. Åñëè ïðè ýòîì ïóòü íå ïðîõîäèò íèêàêóþ âåðøèíó äâàæäû, òî áóäåì íàçûâàòü åãî
ïðîñòûì. Âåðøèíû a1 è an áóäåì íàçûâàòü êîíöàìè ïóòåé, îñòàëüíûå âåðøèíû ïóòè áóäåì
íàçûâàòü âíóòðåííèìè.

Äëèíà ïóòè � êîëè÷åñòâî åãî ð¼áåð.
Öèêëîì áóäåì íàçûâàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåðøèí a1, . . . , an è ðàçëè÷íûõ ð¼áåð ei =

aiai+1 (ñ÷èòàåì, ÷òî an+1 = a1) äëÿ ëþáîãî i ∈ [1..n]. Åñëè âñå âåðøèíû ai ïîïàðíî ðàçëè÷íû,
òî òàêîé öèêë íàçûâàåòñÿ ïðîñòûì.

Äëèíà öèêëà � êîëè÷åñòâî åãî ð¼áåð. Îáîçíà÷èì çà Cn ïðîñòîé öèêë íà n âåðøèíàõ.

Îïðåäåëåíèå. Ãðàô H ÿâëÿåòñÿ ïîäãðàôîì ãðàôà G, åñëè V (H) ⊂ V (G), E(H) ⊂ E(G).
Åñëè âñå ð¼áðà G ìåæäó âåðøèíàìèH ñîäåðæàòñÿ â E(H), òîH íàçûâàåòñÿ èíäóöèðîâàííûì
ïîäãðàôîì G.

Èíäóöèðîâàííûì öèêëîì ãðàôà G áóäåì íàçûâàòü èíäóöèðîâàííûé ïîäãðàô, êîòîðûé
ñîäåðæèò ïðîñòîé öèêë ïî âñåì åãî âåðøèíàì è íå ñîäåðæèò äèàãîíàëåé.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì îïðåäåëÿåòñÿ èíäóöèðîâàííûé ïóòü.

Îïðåäåëåíèå. Ãðàô íàçûâàåòñÿ äâóäîëüíûì, åñëè åãî âåðøèíû ìîæíî ðàçáèòü íà äâà ìíî-
æåñòâà, âíóòðè êîòîðûõ íåò ð¼áåð. Òàêèå ìíîæåñòâà íàçûâàþòñÿ äîëÿìè.

Åñëè ëþáûå äâå âåðøèíû èç ðàçíûõ äîëåé ñîåäèíåíû ðåáðîì, òî òàêîé ãðàô áóäåì íà-
çûâàòü ïîëíûì äâóäîëüíûì è îáîçíà÷àòü Km,n, ãäå m,n � ðàçìåðû äîëåé.

Ïðåäëîæåíèå 1. Ãðàô ÿâëÿåòñÿ äâóäîëüíûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà â í¼ì íåò
íå÷¼òíûõ öèêëîâ.

Îïðåäåëåíèå. Äåðåâîì áóäåì íàçûâàòü ñâÿçíûé ãðàô (ò.å. èç ëþáîé âåðøèíû ìîæíî äî-
áðàòüñÿ äî ëþáîé äðóãîé ïî ð¼áðàì ãðàôà) áåç öèêëîâ. Îñòîâíûì äåðåâîì ãðàôà G áóäåì
íàçûâàòü äåðåâî, ñîäåðæàùåå âñå âåðøèíû G.

Ìíîæåñòâî îñòîâíûõ äåðåâüåâ áóäåì îáîçíà÷àòü ST(G), èõ êîëè÷åñòâî � τ(G).
Ýíóìåðàòîðîì îñòîâíûõ äåðåâüåâ τpol(G;x1, . . . , xn) ãðàôà G ñ íàáîðîì âåðøèí V =

{v1, . . . , vn} áóäåì íàçûâàòü ñëåäóþùèé ïîëèíîì:

τpol(G;x1, . . . , xn) =
∑

T∈ST(G)

∏
i

x
dT (vi)−1
i ,

ãäå xi � ïåðåìåííûå, ñîîòâåòñòâóþùèå âåðøèíàì vi.

Çàìå÷àíèå. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî τpol(G; 1, . . . , 1) = τ(G).
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Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü P ∈ Z[x1, . . . , xn] � ìíîãî÷ëåí îò n ïåðåìåííûõ ñ öåëûìè êîýôôèöè-
åíòàìè. Áóäåì íàçûâàòü åãî íåîòðèöàòåëüíûì, åñëè âñå åãî êîýôôèöèåíòû íåîòðèöàòåëüíû.
Ìíîæåñòâî òàêèõ ìíîãî÷ëåíîâ áóäåì îáîçíà÷àòü Z>0[x1, . . . , xn]

Íà Z>0[x1, . . . , xn] çàâåä¼ì îòíîøåíèå ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà: P � Q, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîé
ïîëèíîì R ∈ Z>0[x1, . . . , xn], ÷òî (P −Q)R ∈ Z>0[x1, . . . , xn].

Òàêæå çàâåä¼ì ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê �: P � Q, åñëè P −Q ∈ Z>0[x1, . . . , xn].
È åù¼ îäèí ïîðÿäîê: P > Q, åñëè íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ ïðè ïîäñòàíîâêå ëþáûõ

íåîòðèöàòåëüíûõ ïåðåìåííûõ.

Çàìå÷àíèå. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê � âûäåðæèâàåò ñîêðàùåíèå íà íåîò-
ðèöàòåëüíûå ìíîãî÷ëåíû (÷òî íåëüçÿ ñêàçàòü ïðî �), à òàêæå óâàæàåò ïîäñòàíîâêó íåîò-
ðèöàòåëüíûõ ìíîãî÷ëåíîâ âìåñòî ñîîòâåòñòâóþùèõ ïåðåìåííûõ.
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Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü G � ãðàô, x, y ∈ V (G). Ðàññòîÿíèåì dG(x, y) ìåæäó âåðøèíàìè x è
y â ãðàôå G áóäåì íàçûâàòü äëèíó êðàò÷àéøåãî ïóòè ìåæäó íèìè.

Îïðåäåëåíèå. Íàçîâ¼ì ãðàô äèñòàíöèîííî-íàñëåäñòâåííûì, åñëè â ëþáîì èíäóöèðîâàí-
íîì ñâÿçíîì ïîäãðàôå ðàññòîÿíèå ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ åãî âåðøèíàìè ñîâïàäàåò ñ ðàññòîÿ-
íèåì ìåæäó íèìè â èñõîäíîì ãðàôå. Êëàññ òàêèõ ãðàôîâ îáîçíà÷èì DH (distance-hereditary).

Íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ãðàôîâ èç ýòîãî êëàññà:

Ëåììà 3.1. [8] Âñå ãðàôû êëàññà DH ïîëó÷àþòñÿ ñëåäóþùèìè îïåðàöèÿìè:

� K2 ∈ DH;

� îïåðàöèÿ ðàçìíîæåíèÿ: ïóñòü G ∈ DH, a ∈ V (G) è a′ � íîâàÿ âåðøèíà. Îïðåäåëèì
ãðàô G′ ñëåäóþùèì îáðàçîì: V (G′) = V (G) ∪ {a′}, E(G′) = E(G) ∪

⋃
v∈NG(a)

{a′v}. Òîãäà

G′ ∈ DH;

� îïåðàöèÿ ñêëåèâàíèÿ ïî âåðøèíå: ïóñòü G1, G2 ∈ DH è V (G1)∩V (G2) = {a}. Îïðåäåëèì
ãðàô G: V (G) = V (G1) ∪ V (G2), E(G) = E(G1) ∪ E(G2). Òîãäà G ∈ DH.

Çàìå÷àíèå. Î÷åâèäíî, ÷òî âñå ãðàôû, ïîëó÷åííûå òàêèì îáðàçîì, ÿâëÿþòñÿ äâóäîëüíûìè.
Íà ñàìîì äåëå â îðèãèíàëüíîì îïðåäåëåíèè åñòü îïåðàöèÿ ðàçìíîæåíèÿ ñ ñîåäèíåíèåì êîïèé
ðàçìíîæåííûõ âåðøèí, îäíàêî ïîñëå íå¼ ãðàô òåðÿåò äâóäîëüíîñòü.

Ïðèìåð. Âñå äåðåâüÿ ïðèíàäëåæàò DH.
Âñå ïîëíûå äâóäîëüíûå ãðàôûKm,n ïðèíàäëåæàò DH. Äåéñòâèòåëüíî, âñå âåðøèíû îäíîé

èç äîëåé èìåþò îäèíàêîâûé íàáîð ñîñåäåé, ïîýòîìó äîñòàòî÷íî ïðîèçâåñòè ïîñëåäîâàòåëüíûå
ðàçìíîæåíèÿ.

Âñå äâóäîëüíûå ãðàôû, â îäíîé èç äîëåé êîòîðûõ íå áîëüøå äâóõ âåðøèí, ïðèíàäëåæàò
êëàññó DH. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü â äîëå A íå áîëüøå äâóõ âåðøèí (îáîçíà÷èì èõ x è y).
Òîãäà åñëè óáðàòü âñå âèñÿ÷èå âåðøèíû èç äîëè B, òî ïîëó÷èòñÿ ïîëíûé äâóäîëüíûé ãðàô
íà äîëÿõ A è NG(x) ∩NG(y).

Áîëüøå õàðàêòåðèñòèê äèñòàíöèîííî-íàñëåäñòâåííûõ ãðàôîâ ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â
[8] è [9].

Îïðåäåëåíèå. Íàçîâ¼ì ðàçáèåíèåì ÷èñëà n ïðåäñòàâëåíèå âèäà n = λ1 + . . . + λk, ãäå
λ1 > . . . > λk > 0.

Äèàãðàììîé Þíãà, ñîîòâåòñòâóþùåé ðàçáèåíèþ λ, áóäåì íàçûâàòü ôèãóðó, ñîñòîÿùóþ
èç êâàäðàòèêîâ è âûðîâíåííóþ ïî âåðõíåìó è ëåâîìó êðàÿì òàêóþ, ÷òî êîëè÷åñòâî êëåòîê
â i-îé ñòðîêå ðàâíî λi.

Îïðåäåëèì ïî äèàãðàììå Þíãà λ ñîîòâåòñòâóþùèé ãðàô Ôåððåðà-Þíãà: ýòî ïîëíûé äâó-
äîëüíûé ãðàô, â êîòîðîì âåðøèíû îäíîé äîëè áóäóò ñîîòâåòñòâîâàòü ñòðîêàì, à äðóãîé �
ñòîëáöàì, à ðåáðî ïðîâîäèòñÿ, åñëè è òîëüêî åñëè ñîîòâåòñòâóþùèå ñòðîêà è ñòîëáåö èìåþò
îáùóþ êëåòêó.

Íàïðèìåð, åñëè âñå ñëàãàåìûå λ îäèíàêîâû, òî ãðàôîìÞíãà â ýòîì ñëó÷àå áóäåò ÿâëÿòüñÿ
ïîëíûé äâóäîëüíûé ãðàô.
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4 Èçó÷åíèå ãèïîòåçû Ýðåíáîðãà (è å¼ îáîáù¼ííîãî âàðè-

àíòà)

4.1 Ñëó÷àé äèñòàíöèîííî-íàñëåäñòâåííîãî ãðàôà

Ìû èçó÷èì ãèïîòåçó Ýðåíáîðãà äëÿ äèñòàíöèîííî-íàñëåäñòâåííûõ ãðàôîâ. Ìû äîêàæåì,
÷òî îíà âåðíà äëÿ ýòîãî êëàññà â ½ïîëóñèëüíîé“ ôîðìå.

Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî íåðàâåíñòâî îñòà¼òñÿ âåðíûì ïîñëå
êàæäîé îïåðàöèè, çàëîæåííîé â îïðåäåëåíèè êëàññà DH.

Ñíà÷àëà ïðîâåðèì, ÷òî îïåðàöèÿ ñêëåèâàíèÿ óâàæàåò äàííîå íåðàâåíñòâî.
Ïóñòü äàíû äâà äâóäîëüíûõ ãðàôà G1 = (A1, B1, E1) è G2 = (A2, B2, E2), ïðèíàäëåæàùèå

êëàññó DH, ïðè÷¼ì A1 ∩ A2 = Ø, B1 ∩ B2 = {b∗}, A1 = {a1, . . . , am}, A2 = {a′1, . . . , a′n},
B1\{b∗} = {b1, . . . , bk}, B2\{b∗} = {b′1, . . . , b′l};G = (A,B,E) � ãðàô, ïîëó÷åííûé ñêëåèâàíèåì
G1 è G2 (ò.å. A = A1 ∪ A2, B = B1 ∪B2, E = E1 ∪ E2).

Ïîñìîòðèì, ÷åìó ðàâåí ïåðå÷èñëèòåëü îñòîâíûõ äåðåâüåâ ïîñëå ñêëåèâàíèè ïî âåðøèíå.

Óòâåðæäåíèå 1. Åñëè P � ýíóìåðàòîð îñòîâíûõ äåðåâüåâ äëÿ ãðàôà G1, Q � äëÿ G2, òî
ýíóìåðàòîð äëÿ G ðàâåí b∗ · P ·Q.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, b∗ ÿâëÿåòñÿ â ãðàôå G òî÷êîé ñî÷ëåíåíèÿ (ò.å. ïðè óäà-
ëåíèè b∗ G òåðÿåò ñâÿçíîñòü), ïîýòîìó ëþáîå îñòîâíîå äåðåâî G ïîëó÷àåòñÿ ñêëåèâàíèåì
îñòîâíûõ äåðåâüåâ G1 è G2. Äîìíîæåíèå íà b

∗ ïðîèñõîäèò îòòîãî, ÷òî â ïðîèçâåäåíèè ìîíî-
ìîâ, ñîîòâåòñòâóþùèì äåðåâüÿì â G1 è G2, b

∗ èìååò ñòåïåíü dT1(b
∗)−1+dT2(b

∗)−1 = dT (b∗)−2,
à â ýíóìåðàòîðå T ñòåïåíü íà 1 áîëüøå.

Ââåä¼ì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

RA1 =
∏
ai

 ∑
bj∈NG1

(ai)

bj

 ;RB1 =
∏
bi

 ∑
aj∈NG1

(bi)

aj

 ;

RA2 =
∏
a′i

 ∑
b′j∈NG2

(a′i)

b′j

 ;RB2 =
∏
b′i

 ∑
a′j∈NG1

(b′i)

a′j

 ;

Çàïèøåì íåðàâåíñòâà èç èíäóêöèîííîãî ïðåäïîëîæåíèÿ:

P · (a1 + . . .+ am) · (b∗ + b1 + . . .+ bk) ≺ RA1 ·RB1 ·

 ∑
ai∈NG1

(b∗)

ai


Q · (a′1 + . . .+ a′n) · (b∗ + b′1 + . . .+ b′l) ≺ RA2 ·RB2 ·

 ∑
a′i∈NG2

(b∗)

a′i


Íåðàâåíñòâî äëÿ âñåãî ãðàôà G áóäåò âûãëÿäåòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

b∗ · P ·Q · (a1 + . . .+ am + a′1 + . . .+ a′n) · (b∗ + b1 + . . .+ bk + b′1 + . . .+ b′l) ≺

≺ RA1 ·RB1 ·RA2 ·RB2 ·

 ∑
ai∈NG1

(b∗)

ai +
∑

a′i∈NG2
(b∗)

a′i
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Åñëè ïîäñòàâèòü â ëåâóþ ÷àñòü íåðàâåíñòâà äëÿ P è Q è ñîêðàòèòü îáå ÷àñòè íà RA1 ·
RB1 ·RA2 ·RB2 , òî ïîëó÷èòñÿ, ÷òî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî:

b∗ ·

 ∑
ai∈NG1

(b∗)

ai

 ·
 ∑

a′i∈NG2
(b∗)

a′i

 · (a1 + . . .+ am + a′1 + . . .+ a′n) · (b∗ + b1 + . . .+ bk + b′1 + . . .+ b′l)�

� (a1 + . . .+ am) · (b∗ + b1 + . . .+ bk) · (a′1 + . . .+ a′n) · (b∗ + b′1 + . . .+ b′l) ·

 ∑
ai∈NG1

(b∗)

ai +
∑

a′i∈NG2
(b∗)

a′i


Â ëåâîé ÷àñòè ñòåïåíü ïðè b∗ â êàæäîì ìîíîìå ðàâíà 1 èëè 2, â ïðàâîé � 0, 1 èëè 2.

Äîñòàòî÷íî ñðàâíèòü ïîëèíîìû ïðè êàæäîé ôèêñèðîâàííîé ñòåïåíè b∗.
Ñëó÷àè:

1. deg(b∗) = 0

Î÷åâèäíî. Ïîëèíîì ñëåâà êðàòåí b∗ è, ñîîòâåòñòâåííî, íå ìîæåò èìåòü ìîíîìîâ, ñâî-
áîäíûõ îò ýòîé ïåðåìåííîé.

2. deg(b∗) = 1

Òîãäà íóæíî ïðîâåðèòü ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî:

 ∑
ai∈NG1

(b∗)

ai

 ·
 ∑

a′i∈NG2
(b∗)

a′i

 · (a1 + . . .+ am + a′1 + . . .+ a′n) · (b1 + . . .+ bk + b′1 + . . .+ b′l)�

� (a1 + . . .+ am) · (a′1 + . . .+ a′n) ·

 ∑
ai∈NG1

(b∗)

ai +
∑

a′i∈NG2
(b∗)

a′i

 · (b1 + . . .+ bk + b′1 + . . .+ b′l)

Ñîêðàòèì îáå ÷àñòè íà (b1 + . . .+ bk + b′1 + . . .+ b′l): ∑
ai∈NG1

(b∗)

ai

 ·
 ∑

a′i∈NG2
(b∗)

a′i

 · (a1 + . . .+ am + a′1 + . . .+ a′n)�

� (a1 + . . .+ am) · (a′1 + . . .+ a′n) ·

 ∑
ai∈NG1

(b∗)

ai +
∑

a′i∈NG2
(b∗)

a′i


Â ëåâîé ÷àñòè êàæäûé ìîíîì èìååò êîýôôèöèåíò 1 èëè 2.

Ðàññìîòðèì ìîíîìû ïåðâîãî âèäà: îíè èìåþò âèä a2pa
′
q, apa

′2
q , apaqa

′
r (åñëè ap ∈ NG1(b

∗),
aq /∈ NG1(b

∗), a′r ∈ NG2(b
∗)) è a′pa

′
qar (åñëè a

′
p ∈ NG2(b

∗), a′q /∈ NG2(b
∗), ar ∈ NG1(b

∗)). Äëÿ
ïåðâûõ äâóõ ìîíîìîâ î÷åâèäíî, ïîýòîìó äîêàæåì äëÿ äðóãèõ äâóõ.

Ïóñòü åñòü ìîíîì apaqa
′
r, ïðè ýòîì ap ∈ NG1(b

∗), aq /∈ NG1(b
∗), a′r ∈ NG2(b

∗). Ïîñìîòðèì,
êàê îí ïîëó÷àåòñÿ â ïðàâîé ÷àñòè: â ïåðâîé ñêîáêå âîçüì¼ì ïåðåìåííóþ ap, âî âòîðîé
a′r, â òðåòüåé aq.

Òåïåðü ïî ìîíîìàì âòîðîãî âèäà. Îíè èìåþò âèä apaqa
′
r (ãäå ap, aq ∈ NG1(b

∗)) è a′pa
′
qar

(ãäå a′p, a
′
q ∈ NG2(b

∗)). ÍÓÎ, ðàññìîòðèì ïåðâûé ìîíîì. Â ïðàâîé ÷àñòè íóæíî âçÿòü
äâà ìîíîìà. Âî âòîðîé ñêîáêå ïðàâîé ÷àñòè âîçüì¼ì a′r, â ïåðâîé � ap, â òðåòüåé aq (äëÿ
âòîðîãî ìîíîìà ïîìåíÿåì ìåñòàìè ýòè ïåðåìåííûå).
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3. deg(b∗) = 2

Íóæíî ïðîâåðèòü ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî:

 ∑
ai∈NG1

(b∗)

ai

 ·
 ∑

a′i∈NG2
(b∗)

a′i

 · (a1 + . . .+ am + a′1 + . . .+ a′n)�

� (a1 + . . .+ am) · (a′1 + . . .+ a′n) ·

 ∑
ai∈NG1

(b∗)

ai +
∑

a′i∈NG2
(b∗)

a′i


Äàëåå � ñì. ñëó÷àé ñòåïåíè 1.

Òàêèì îáðàçîì, ñëó÷àé ñêëåèâàíèÿ ïðîâåðåí.
Äàëåå ïðîâåðÿåì ñëó÷àé ðàçìíîæåíèÿ âåðøèíû. Òóò áóäåì èñïîëüçîâàòü ðåçóëüòàò, äî-

êàçàííûé Ïåòðîâûì, Ïðîçîðîâûì è ×åðêàøèíûì [10]:

Òåîðåìà 4.1. Ïóñòü G = (A,B,E) � äâóäîëüíûé ãðàô, A = {a1, . . . , am}, B = {b1, . . . , bn},
G′ � ãðàô, ïîëó÷åííûé èç G äîáàâëåíèåì âåðøèíû a′1 � êîïèè âåðøèíû a1 (ò.å. NG′(a

′
1) =

NG(a1)). Òîãäà âåðíà ñëåäóþùàÿ ôîðìóëà äëÿ ïåðå÷èñëèòåëÿ îñòîâíûõ äåðåâüåâ G′:

τpol(G
′; a1, a

′
1, . . . , am, b1, . . . , bn) = τpol(G; a1 + a′1, a2, . . . , am, b1, . . . , bn) ·

 ∑
bj∈NG(a1)

bj


Ïðîâåðèì, ÷òî ðàçìíîæåíèå âåðøèíû óâàæàåò ½ñèëüíîå“ íåðàâåíñòâî. Äåéñòâèòåëüíî,

çàïèøåì åãî äëÿ ãðàôà G:

τpol(G; a1, . . . , am, b1, . . . , bn) · (a1 + . . .+am) · (b1 + . . .+bn)�
∏
ai

 ∑
bj∈NG(ai)

bj

∏
bi

 ∑
aj∈NG(bi)

aj


Åñëè âìåñòî îäíîé èç ïåðåìåííûõ ïîäñòàâèòü ìíîãî÷ëåí ñ íåîòðèöàòåëüíûìè êîýôôè-

öèåíòàìè (â äàííîì ñëó÷àå a1 + a′1), òî íåðàâåíñòâî îñòàíåòñÿ âåðíûì:

STpol(G; a1 + a′1, . . . , am, b1, . . . , bn) · (a′1 + a1 + . . .+ am) · (b1 + . . .+ bn)�

�
∏
ai

 ∑
bj∈NG(ai)

bj

 ∏
bi:bia1∈E(G)

 ∑
aj∈NG(bi)

aj + a′1

 ∏
bi:bia1 /∈E(G)

 ∑
aj∈NG(bi)

aj


Äîìíîæàÿ îáå ÷àñòè íà

( ∑
bi∈NG(a1)

bi

)
=

( ∑
bi∈NG′ (a

′
1)

bi

)
, ïîëó÷èì òðåáóåìîå.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî îòíîøåíèÿ ≺ è 6 òàêæå ñîõðàíÿþòñÿ ïðè ðàçìíî-
æåíèè.

Ìû ïîëó÷èëè, ÷òî íåðàâåíñòâî óâàæàåò îáå îïåðàöèè, ñëåäîâàòåëüíî, îíî âûïîëíåíî äëÿ
âñåõ ãðàôîâ èç êëàññà DH.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé âûâîä:

� îïåðàöèÿ ðàçìíîæåíèÿ óâàæàåò âñå âèäû íåðàâåíñòâ: ½ñèëüíîå“, ½ïîëóñèëüíîå“, ½÷èñ-
ëîâîå“;

� îïåðàöèÿ ñêëåèâàíèÿ ïî âåðøèíå óâàæàåò ½ïîëóñèëüíîå“ è ½÷èñëîâîå“ íåðàâåíñòâà.
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4.1.1 Òî÷íîñòü îöåíêè

Ïðîâåðèì òåïåðü, ÷òî îöåíêà òî÷íà.
Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî îïåðàöèÿ ðàçìíîæåíèÿ óâàæàåò ïîêîýôôèöèåíòíîå ðàâåíñòâî. Òå-

ïåðü íóæíî ïðîâåðèòü, êîãäà îïåðàöèÿ ñêëåèâàíèÿ ñîõðàíÿåò ðàâåíñòâî. À èìåííî, íóæíî
ïðîâåðèòü, êîãäà âåðíî ðàâåíñòâî ∑

ai∈NG1
(b∗)

ai

 ·
 ∑

a′i∈NG2
(b∗)

a′i

 · (a1 + . . .+ am + a′1 + . . .+ a′n) =

= (a1 + . . .+ am) · (a′1 + . . .+ a′n) ·

 ∑
ai∈NG1

(b∗)

ai +
∑

a′i∈NG2
(b∗)

a′i


Ïóñòü b∗ èìååò p ñîñåäåé â G1 è q ñîñåäåé â G2. Òîãäà p 6 m, q 6 n. Åñëè ïîäñòà-

âèòü åäèíèöó âìåñòî âñåõ ïåðåìåííûõ, çàäåéñòâîâàííûõ â ðàâåíñòâå, ïîëó÷èì ñëåäóþùåå:
pq(m + n) = mn(p + q), ò.å. mp(q − n) = qn(m − p). Ëåâàÿ ÷àñòü íåïîëîæèòåëüíà, ïðàâàÿ
íåîòðèöàòåëüíà, çíà÷èò îíè îáå ðàâíû íóëþ, ò.å. q = n, p = m, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî âåðøèíà
b∗ ñîåäèíåíà ñî âñåìè âåðøèíàìè ïðîòèâîïîëîæíîé äîëè.

Êðîìå òîãî, åñëè ðàññìîòðåòü íåðàâåíñòâî, êîòîðîå èçíà÷àëüíî ïëàíèðîâàëîñü äîêàçàòü,
òî ìû ïîëó÷àåì, ÷òî â ïðàâîé ÷àñòè íå äîëæíî áûòü ìîíîìîâ, ñâîáîäíûõ îò b∗. Ýòî çíà÷èò,
÷òî îäèí èç ãðàôîâ, çàäåéñòâîâàííûõ â îïåðàöèè ñêëåèâàíèÿ, ñîäåðæèò â äîëå B ðîâíî
îäíó âåðøèíó b∗. Òàêèì îáðàçîì, ðàâåíñòâî ñîõðàíÿåòñÿ, åñëè è òîëüêî åñëè ê ãðàôó áûëà
ïðèêëååíà ½êëåøíÿ“ K1,n, ïðè÷¼ì ïðèêëååíà îíà ê òîé âåðøèíå, êîòîðàÿ ñîåäèíåíà ñî âñåìè
îñòàëüíûìè èç ïðîòèâîïîëîæíîé äîëè.

Ïðîâåðèì, ÷òî ãðàôû, ïîëó÷åííûå ðàçìíîæåíèÿìè è ïðèêëåèâàíèÿìè êëåøíåé, ýòî â
òî÷íîñòè âñå ãðàôû íà äèàãðàììàõ Þíãà. Äåéñòâèòåëüíî, ðàçìíîæåíèå � ýòî äîáàâëåíèå
ñòðî÷êè/ñòîëáöà òîãî æå ðàçìåðà, à ïðèêëåèâàíèå êëåøíè � ýòî äîáàâëåíèå íåñêîëüêèõ
êëåòîê â êîíåö ñòðî÷êè/ñòîëáöà. Î÷åâèäíî, ÷òî òàêèìè îïåðàöèÿìè ìîæíî ïîëó÷èòü ëþáóþ
äèàãðàììó Þíãà (è òîëüêî å¼).

Èòîãî, äîêàçàí ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò:

Òåîðåìà 4.2. Ïóñòü G � äèñòàíöèîííî-íàñëåäñòâåííûé ãðàô. Òîãäà äëÿ íåãî âûïîëíåíî
íåðàâåíñòâî Ýðåíáîðãà, ïðè÷¼ì ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà
G � ãðàô, ïîñòðîåííûé ïî äèàãðàììå Þíãà.

Åñëè G = (A,B,E) � ãðàô Þíãà, A = {x[1..m]}, B = {y[1..n]}, ïðè÷¼ì x1 ñîåäèíåíà ñî
âñåìè âåðøèíàìè B, à y1 � ñî âñåìè âåðøèíàìè A, òî ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ ôîðìóëà:

τpol(G) =
∏

v 6=x1,y1

 ∑
w∈NG(v)

w


Ñëåäñòâèå. Â ÷àñòíîñòè, åñëè ãðàô íå ñîäåðæèò èíäóöèðîâàííîãî ïóòè äëèíû 3, òî îí
ïîëó÷àåòñÿ èç K2 ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ðàçìíîæåíèé è, ñëåäîâàòåëüíî, óäîâëåòâîðÿåò îáîá-
ù¼ííîìó Ýðåíáîðãó (â ÷àñòíîñòè, èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî). [9]

4.2 Ñëó÷àé, êîãäà ãðàô íå äèñòàíöèîííî-íàñëåäñòâåííûé

Ðàññìîòðèì ãðàô C2n è ïðåäñòàâèì åãî â âèäå äâóäîëüíîãî ãðàôà (A,B,E), ãäåA = {x1, . . . , xn},
B = {y1, . . . , yn}, E =

⋃
i∈[1..n]({xiyi} ∪ {yixi+1}). Òîãäà íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ïåðå÷èñëèòåëü

îñòîâíûõ äåðåâüåâ òàêîãî ãðàôà ðàâåí ñëåäóþùåìó:

τpol(G) = x1 · . . . · xn · y1 · . . . · yn ·

( ∑
xkyl∈E

1

xkyl

)
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Òîãäà åñëè ñîñ÷èòàòü êîýôôèöèåíò ïðè x1 · . . . xn · y1 · . . . · yn â ëåâîé ÷àñòè íåðàâåí-
ñòâà èç ãèïîòåçû, òî îí áóäåò ðàâåí 2n (ïîòîìó ÷òî çàïîëíèòü ïðîïóùåííûå îäíî÷ëåíû ó
ôèêñèðîâàííîãî ìîíîìà ñòåïåíè 2n − 2 ìîæíî åäèíñòâåííûì îáðàçîì). Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
ïîñìîòðèì íà ïðàâóþ ÷àñòü. Îíà ðàâíà

∏
i∈[1..n]

((xi + xi+1) · (yi + yi+1)). Ïîñìîòðèì, êàê ýòîò

ìîíîì ïîëó÷àåòñÿ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èç ñêîáêè (x1 + x2) áûëà âçÿòà ïåðåìåííàÿ x2. Òîãäà
èç ñëåäóþùåé ñêîáêè (x2 + x3) äîëæåí áûòü âçÿòà ïåðåìåííàÿ x3, è ò.ä. Ñëó÷àé, êîãäà áûëà
âçÿòà ïåðåìåííàÿ x1, ðàçáèðàåòñÿ àíàëîãè÷íî. Òàêèì îáðàçîì, â ÷àñòè ìíîãî÷ëåíà, ñîäåðæà-
ùåé xi, êîýôôèöèåíò ïðè x1 · . . . ·xn ðàâåí 2, àíàëîãè÷íî äëÿ yi. Â èòîãå êîýôôèöèåíò ðàâåí
4, ÷òî ïðè n > 3 ìåíüøå, ÷åì 2n.

Î÷åâèäíî, ÷òî öèêë íå ÿâëÿåòñÿ äèñòàöèîííî-íàñëåäñòâåííûì: â ñàìîì äåëå, åñëè áû îí
áûë òàêèì, òî ðàññìîòðèì ïîñëåäíþþ îïåðàöèþ â öåïî÷êå ïîëó÷åíèÿ èç K2. Îíà íå ìîæåò
áûòü ñêëåèâàíèåì, ò.ê. öèêë äâóñâÿçåí, è íå ìîæåò áûòü ðàçìíîæåíèåì, ò.ê. â ýòîì ñëó÷àå
äîëæíû áûòü äâå âåðøèíû ñ îäèíàêîâûì íàáîðîì ñîñåäåé, ÷òî íå òàê.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî îáîáù¼ííàÿ ãèïîòåçà Ýðåíáîðãà, êîãäà ëþáîé êîýôôèöè-
åíò ëåâîé ÷àñòè íå áîëüøå ñîîòâåòñòâóþùåãî êîýôôèöèåíòà ïðàâîãî, îêàçûâàåòñÿ íåâåðíîé.

Òåïåðü âîçüì¼ì ãðàô ½äîìèíî“ � ýòî C6 ñ îäíîé ãëàâíîé äèàãîíàëüþ, ò.å. E(G) = E(C6)∪
{x1y2}. Òàêîé ãðàô òàêæå íå ÿâëÿåòñÿ äèñòàíöèîííî-íàñëåäñòâåííûì â ñèëó îòñóòñòâèÿ ïàðû
âåðøèí ñ îäèíàêîâûì íàáîðîì ñîñåäåé.

Ïåðå÷èñëèòåëü òàêîãî ãðàôà áóäåò âûãëÿäåòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

τpol(G) = y2x3(x1+x2)(y1+y2)+x1y3(x1+x2)(y1+y2)+x1y2(x1+x2)(y1+y2)+x3y3(x1y2+x2y2+x1y1)

Â ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà áóäóò ïðîèçâåäåíèÿ (x1+x2+x3)(y1+y2+y3), ïîýòîìó ïî-
ñëå ñîêðàùåíèÿ íà íèõ äîñòàòî÷íî ñðàâíèòü ýíóìåðàòîð è ïðîèçâåäåíèå (x1+x2)(x1+x3)(y1+
y2)(y2 + y3). Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî èõ ðàçíîñòü ðàâíà x2x3y1y3. Ïîýòîìó ïîêîýôôèöèåíòíîå
íåðàâåíñòâî îñòà¼òñÿ âåðíûì ïðè óìíîæåíèè îáåèõ ÷àñòåé íà (x1 + x2 + x3)(y1 + y2 + y3).

Òî åñòü ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî òàêîé ãðàô óäîâëåòâîðÿåò ½ñèëüíîìó“ íåðàâåíñòâó Ýðåíáîðãà.
Â ÷àñòíîñòè, ëþáîé ãðàô, êîòîðûé ïîëó÷àåòñÿ èç äîìèíîøêè ðàçìíîæåíèÿìè, óäîâëå-

òâîðÿåò ½ñèëüíîìó“ íåðàâåíñòâó.
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5 Ïîëóñèëüíûé âàðèàíò íåðàâåíñòâà äëÿ äðóãèõ ãðàôîâ

Â ïðåäûäóùåì ïóíêòå ðàññìàòðèâàëèñü ãðàôû, äëÿ êîòîðûõ ½ñèëüíàÿ“ ãèïîòåçà íåâåðíà �
ýòî äëèííûå öèêëû. À ÷òî íàñ÷¼ò äðóãèõ òèïîâ íåðàâåíñòâ?

Ïóñòü G = x1y1x2y2 . . . xnynx1 (ð¼áðà â òàêîì ïîðÿäêå). Âûïèøåì, êàê âûãëÿäèò íåðàâåí-
ñòâî:

(x1 + . . .+ xn)(y1 + . . .+ yn) · P (x[1..n], y[1..n]) 6 (x1 + x2) · . . . · (xn + x1) · (y1 + y2) · . . . · (yn + y1),

ãäå P (x[1..n], y[1..n]) = x1 ·y1 · . . . ·xn ·yn ·( 1
x1y1

+ 1
y1x2

+ . . .+ 1
ynx1

) � ýíóìåðàòîð îñòîâíûõ äåðåâüåâ
öèêëà.

Ðàññìîòðèì, êàêèå ìîíîìû ìîãóò ïðèñóòñòâîâàòü â îáåèõ ÷àñòÿõ. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî â
êàæäîì ìîíîìå ñòåïåíü êàæäîé ïåðåìåííîé íå áîëüøå 2, ïðè÷¼ì â ìîíîìàõ èç ëåâîé ÷àñòè
òàêèõ ïåðåìåííûõ ìîæåò áûòü íå áîëüøå 2 (ïîñêîëüêó â ýíóìåðàòîðå îñòîâíûõ äåðåâüåâ
öèêëà êàæäàÿ ïåðåìåííàÿ èìååò ñòåïåíü íå áîëåå 1).

� ìîíîìû x1 · x2 · . . . · xn · y1 · y2 · . . . · yn
Ìîíîì, â êîòîðîì âñå ïåðåìåííûå ðàçëè÷íûå, âñòðå÷àåòñÿ â ýíóìåðàòîðå ðîâíî 1 ðàç.
Â í¼ì íå õâàòàåò äâóõ ïåðåìåííûõ èç ðàçíûõ äîëåé. Èõ ìîæíî âûáðàòü ðîâíî îäíèì
ñïîñîáîì. Èòîãî, êîýôôèöèåíò ðàâåí êîëè÷åñòâó îñòîâíûõ äåðåâüåâ öèêëà, ò.å. 2n. Â
ïðàâîé ÷àñòè êîýôôèöèåíò ðàâåí 4 (ñì. âûøå).

� ìîíîìû âèäà x1 · . . . · xn · y1 · . . . · yn · ykyl (k 6= l) (àíàëîãè÷íî x1 · . . . · xn · xk

xl
· y1 · . . . · yn), ò.å.

âñå ïåðåìåííûå îäíîé èç äîëåé èìåþò ñòåïåíü 1, à âî âòîðîé äîëå êàêàÿ-òî ïåðåìåííàÿ
èìååò ñòåïåíü 2 (ïðè÷¼ì ðîâíî îäíà)

Íå óìàëÿÿ îáùíîñòè, ïóñòü k = 1, l = 2. Ðàññìîòðèì ÷àñòü, ñîîòâåòñòâóþùóþ ïåðåìåí-
íûì èç âòîðîé äîëè. Â ìîíîìå îòñóòñòâóåò ïåðåìåííàÿ y2, ñëåäîâàòåëüíî, â îñòîâíîì
äåðåâå, ïîëó÷èâøåìñÿ èç òàêîãî ìîíîìà, âåðøèíà y2 ÿâëÿåòñÿ ëèñòîì. Òàêèì îáðàçîì, â
äåðåâå îòñóòñòâóåò îäíî èç äâóõ ð¼áåð: x2y2 èëè y2x3. Â ïåðâîì ñëó÷àå ìû èìååì ìîíîì
x1·...·xn·y1·...·yn

x2y2
, êîòîðûé ìîæíî äîïîëíèòü äî íóæíîãî ïåðåìåííûìè x2 è y1, à âî âòîðîì

x1·...·xn·y1·...·yn
y2x3

, êîòîðûé äîïîëíÿåòñÿ ïåðåìåííûìè x3 è y1. Òàêèì îáðàçîì, êîýôôèöèåíò
â ëåâîé ÷àñòè ïðè òàêîì ìîíîìå áóäåò ðàâíûì 2.

Ïîñìîòðèì òåïåðü íà ïðàâóþ ÷àñòü. Êàê áûëî âûÿñíåíî ðàíåå, êîýôôèöèåíò ïðè x1 ·. . .·
xn ðàâåí 2, òåïåðü ñìîòðèì íà êîýôôèöèåíò ïðè y21 · y3 · . . . · yn. Èç ìíîæèòåëåé (y1 + y2)
è (yn + y1) âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ y1. Äàëåå èç (y2 + y3) âûáèðàåòñÿ y3 (ïîòîìó ÷òî y2
îòñóòñòâóåò), ñëåäîì èç (y3 +y4) � y4, è ò.ä., â êîíöå èç (yn−1 +yn) � yn. Òàêèì îáðàçîì,
êîýôôèöèåíò ïðè ÷àñòè, ñîîòâåòñòâóþùåé âòîðîé äîëå, ðàâåí 1, à êîýôôèöèåíò ïðè
âñ¼ì ìîíîìå ðàâåí 2.

� ìîíîìû âèäà x1 · . . . · xn ·
xk1

xl1
· y1 · . . . · yn ·

yk2
yl2

(k1 6= l1, k2 6= l2)

Ïîíÿòíî, ÷òî â òàêîì ìîíîìå îòñóòñòâóåò ðîâíî îäíà ïåðåìåííàÿ ïåðâîé äîëè è ðîâíî
îäíà âòîðîé. Åñëè òàêîé ìîíîì ïðèñóòñòâóåò â ëåâîé ÷àñòè, òî îòñóòñòâóþùèå ïåðå-
ìåííûå ñîîòâåòñòâóþò âèñÿ÷èì âåðøèíàì, êîòîðûõ ðîâíî äâå. Êîïèè ïåðåìåííûõ, ÷üÿ
ñòåïåíü ðàâíà 2, áåðóòñÿ èç ìíîæèòåëåé (x1 + . . .+xn) è (y1 + . . .+yn). Îñòàâøèéñÿ ìíî-
æèòåëü áåð¼òñÿ èç ýíóìåðàòîðà, ïðè÷¼ì ñäåëàòü ýòî ìîæíî íå áîëåå ÷åì åäèíñòâåííûì
îáðàçîì.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ýòî ñäåëàòü íåâîçìîæíî. Ýòî çíà÷èò, ÷òî âåðøèíû, ñîîòâåò-
ñòâóþùèå îòñóòñòâóþùèì â ìîíîìå ïåðåìåííûì, íå ìîãóò áûòü ñìåæíûìè. Âûáðàòü ïà-
ðó íåñìåæíûõ âåðøèí èç ðàçíûõ äîëåé ìîæíî n2−2n ñïîñîáàìè. Äàëåå íóæíî âûáðàòü
ïåðåìåííûå, êîòîðûå áóäóò èìåòü ñòåïåíü 2. Â êàæäîé äîëå ðîâíî îäèí ëèñò, ïîýòîìó
ýòî ìîæíî ñäåëàòü (n− 1) · (n− 1) = (n− 1)2 ñïîñîáàìè. Èòîãî èìååì (n2 − 2n)(n− 1)2

ñëàãàåìûõ, êîòîðûå íå âñòðå÷àþòñÿ â ëåâîé ÷àñòè.
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Îáîçíà÷èì èõ ñóììó çà S. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî S ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíûì ìíîãî÷ëåíîì
ïî ïåðåìåííûì êàæäîé äîëè. Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî ïðèìåíèòü íåðàâåíñòâî î ñðåäíèõ.
Ïðîèçâåäåíèå ñëàãàåìûõ S áóäåò ðàâíî (x1 · . . . · xn · y1 · . . . · yn)k, ò.å. íóæíî ðåøèòü
óðàâíåíèå 2n · k = n(n − 2)(n − 1)2 · 2n, ò.å. k = n(n − 2)(n − 1)2. Òàêèì îáðàçîì, ïî
íåðàâåíñòâó î ñðåäíèõ S > n(n − 2)(n − 1)2 · x1 · . . . · xn · y1 · . . . · yn, è â ýòîì ñëó÷àå
äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî n(n− 2)(n− 1)2 > 2n− 4. Ïðè n > 2 ýòî íåðàâåíñòâî âåðíî.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åíî, ÷òî õîòü è îáîáù¼ííûé ïîëèíîìèàëüíûé Ýðåíáîðã íå âåðåí,
çàòî âåðåí Ýðåíáîðã â íåîòðèöàòåëüíûõ òî÷êàõ. Òåì ñàìûì, ê öèêëó ìîæíî ïðèìåíÿòü îïå-
ðàöèè ñêëåèâàíèÿ è ðàçìíîæåíèÿ è ïîëó÷àòü ãðàô, êîòîðûé áóäåò óäîâëåòâîðÿòü ÷èñëîâîìó
íåðàâåíñòâó.

Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî âåðíî ½ïîëóñèëüíîå“ íåðàâåíñòâî: à èìåííî, áóäåì èñïîëüçîâàòü,
÷òî P 2 + Q2 � (2− ε)PQ äëÿ ëþáîãî ε > 0 (ýòî çíà÷èò, ÷òî ìîæíî äîìíîæèòü îáå ÷àñòè íà
íåîòðèöàòåëüíûé ìíîãî÷ëåí òàê, ÷òî áóäåò âåðíî ïîêîýôôèöèåíòíîå íåðàâåíñòâî, ñëåäñòâèå
èç [11]). Ñðåäè ìîíîìîâ âèäà x1 · . . . ·xn ·

xk1

xl1
·y1 · . . . ·yn ·

yk2
yl2

áóäåì ðàññìàòðèâàòü òå, â êîòîðûõ

xk1yk2 , xl1yl2 /∈ E(G). Ïåðâóþ ïàðó ìîæíî âûáðàòü n(n− 2) ñïîñîáàìè, ïîñìîòðèì òåïåðü íà
âòîðóþ. Èíäåêñ l1 ìîæíî âûáðàòü (n− 1) ñïîñîáàìè, à l2 � õîòÿ áû n− 3 ñïîñîáàìè, ïîòîìó
÷òî ìàêñèìóì äâà çàïðåòà (ñìåæíûå âåðøèíû). Èòîãî, òàêèõ ñëàãàåìûõ õîòÿ áû n(n−1)(n−
2)(n− 3), è èõ ñóììó ìîæíî ñäåëàòü õîòÿ áû (n(n− 1)(n− 2)(n− 3)− ε)x1 · . . . ·xn · y1 · . . . · yn.
Ïðè n > 4 íåðàâåíñòâî n(n − 1)(n − 2)(n − 3) > 2n − 4 âûïîëíÿåòñÿ, îñòàëîñü ïîíÿòü, ÷òî
ïðîèñõîäèò ïðè n = 3 (ïðè n = 2 ðàâåíñòâî ïîêîýôôèöèåíòíîå). Âûäåëèì â ïðàâîé ÷àñòè
ñëàãàåìûå x21x2y

2
2y3, x

2
2x3y

2
3y1 è x

2
3x1y

2
1y2. Èõ ñóììà õîòÿ áû (3− ε)x1x2x3y1y2y3 (îòíîñèòåëüíî

ïîðÿäêà �), ÷òî áîëüøå, ÷åì 2.
Â èòîãå ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî âñå ãðàôû, ïîëó÷åííûå èç ëþáîãî ÷¼òíîãî öèêëà ñêëåèâàíèÿìè

è ðàçìíîæåíèÿìè, óäîâëåòâîðÿþò ½ïîëóñèëüíîìó“ è ÷èñëîâîìó íåðàâåíñòâó.
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Ðàññìîòðèì òåïåðü ãðàô-½ëåñåíêó“: ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãðàôîâ Gi ñòðîèòñÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

� G0 = K2, G1 = C4;

� Gn+1 ïîëó÷àåòñÿ èç Gn ñîåäèíåíèåì ñìåæíûõ âåðøèí ñòåïåíè 2 ïóò¼ì äëèíû 3.

Âåðøèíû Gn çàíóìåðóåì åñòåñòâåííûì îáðàçîì: V (G) = {x[1..n+1], y[1..n+1]}.
Ïîñ÷èòàåì, ÷åìó ðàâíî tn = τ(Gn). Ïóñòü T � êàêîå-òî îñòîâíîå äåðåâî Gn. Ðàçáåð¼ì

íåñêîëüêî ñëó÷àåâ:

� dT (xn+1) = dT (yn+1) = 1

Âåðøèíû xn+1 è yn+1 ÿâëÿþòñÿ ëèñòüÿìè â T , è èõ óäàëåíèå äà¼ò îñòîâíîå äåðåâî Gn−1.
Ïîëó÷àåì âêëàä tn−1.

� dT (xn+1) = 2, dT (yn+1) = 1

Óäàëåíèå ëèñòà yn+1 äåëàåò xn+1 ëèñòîì, â ñâîþ î÷åðåäü, óäàëåíèå xn+1 äà¼ò îñòîâíîå
äåðåâî Gn−1. Ñíîâà ïîëó÷àåì âêëàä tn−1.

� dT (xn+1) = 1, dT (yn+1) = 2

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ñëó÷àþ, âêëàä ðàâåí tn−1.

� dT (xn+1) = dT (yn+1) = 2

Ïîëó÷àåì, ÷òî â äåðåâå îòñóòñòâóåò ðåáðî xnyn, èíà÷å ïîëó÷èëñÿ áû öèêë xnynxn+1yn+1.
Çàìåíèì ïóòü xnyn+1xn+1yn íà ðåáðî xnyn è ïîëó÷èì îñòîâíîå äåðåâî Gn−1, ñîäåðæàùåå
ðåáðî xnyn. Íàäî ïîñ÷èòàòü êîëè÷åñòâî òàêèõ äåðåâüåâ. Îíî ðàâíî ðàçíîñòè êîëè÷å-
ñòâà âñåõ îñòîâíûõ äåðåâüåâ Gn−1 (êîòîðîå ðàâíî tn−1) è òåõ, ÷òî íå ñîäåðæàò xnyn (èõ
êîëè÷åñòâî ðàâíî tn−2), ÷òî äà¼ò âêëàä tn−1 − tn−2.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ ðåêóððåíòó: tn = 4tn−1 − tn−2, íà÷àëüíûå äàííûå
t0 = 1, t1 = 4.

Êàê òàêèå ðåêóððåíòû ðåøàòü? Äëÿ ýòîãî íóæíî íàéòè õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí
ðåêóððåíòû. Îí áóäåò ðàâåí t2− 4t+ 1. Åãî êîðíè ðàâíû λ1,2 = 2±

√
3. Îáùåå ðåøåíèå óðàâ-

íåíèÿ áóäåò èìåòü âèä tn = A(2−
√

3)n+B(2+
√

3)n. Íàêîíåö, îñòàëîñü íàéòè êîýôôèöèåíòû
â ñîîòâåòñòâèè ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè. Èìååì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó:{

A+B = 1

A(2−
√

3) +B(2 +
√

3) = 4

Ðåøàÿ ýòó ñèñòåìó, íàõîäèì A =
√
3−2
2
√
3
, B =

√
3+2
2
√
3
. Òàêèì îáðàçîì, èìååì ðåøåíèå: tn =

(2+
√
3)n+1−(2−

√
3)n+1

2
√
3

.

Êàê áóäåò âûãëÿäåòü ÷èñëîâàÿ ãèïîòåçà Ýðåíáîðãà äëÿ òàêîãî ãðàôà? Åñëè A = {x[1..n+1]},
B = {y[1..n+1]} òî èìååì ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî: ∑

T∈ST(Gn)

∏
k∈[1..n]

x
dT (xk)−1
k y

dT (yk)−1
k

·
 ∑

k∈[1..n+1]

xk

·
 ∑

k∈[1..n+1]

yk

 6
∏

k∈[1..n+1]

 ∑
xl∈NG(yk)

xl

 ∑
yl∈NG(xk)

yl


Ïðîèçâåäåíèå â ïðàâîé ÷àñòè áóäåò ðàâíî (x1+x2)(x1+x2+x3) · . . . ·(xn−1+xn+xn+1)(xn+

xn+1)(y1 + y2)(y1 + y2 + y3) · . . . · (yn−1 + yn + yn+1)(yn + yn+1).
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Áóäåì äîêàçûâàòü íåðàâåíñòâî èíäóêöèåé ïî n.
Áàçà n = 1, 2 âûïîëíåíà.
Ïåðåõîä: ïóñòü íåðàâåíñòâî äîêàçàíî äëÿ Gk ñ k 6 n− 1, äîêàçûâàåì äëÿ k = n.
Ðàññìîòðèì îñòîâíîå äåðåâî T ãðàôà Gn. Ðàññìîòðèì, êàêèå â í¼ì ìîãóò áûòü ñòåïåíè

âåðøèí xn+1 è yn+1:

� dT (xn+1) = dT (yn+1) = 1

Òîãäà T \ (xn+1, yn+1) ÿâëÿåòñÿ îñòîâíûì äåðåâîì Gn−1, è òàêèå äåðåâüÿ äàþò âêëàä
xnynτpol(Gn−1).

� dT (xn+1) = 2, dT (yn+1) = 1

Êàê è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå, T \ (xn+1, yn+1) ÿâëÿåòñÿ îñòîâíûì äåðåâîì Gn−1, è òàêèå
äåðåâüÿ äàþò âêëàä ynxn+1τpol(Gn−1).

� dT (xn+1) = 1, dT (yn+1) = 2

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ñëó÷àþ, òàêèå äåðåâüÿ äàþò âêëàä xnyn+1τpol(Gn−1).

� dT (xn+1) = dT (yn+1) = 2

Òîãäà T ñîäåðæèò ïóòü xnyn+1xn+1yn äëèíû 3 è íå ñîäåðæèò ðåáðî xnyn. Åñëè çàìåíèòü
ïóòü íà ðåáðî, òî ïîëó÷èòñÿ îñòîâíîå äåðåâî Gn−1, ñîäåðæàùåå ðåáðî xnyn. Â èòîãå
âêëàä îò òàêèõ äåðåâüåâ áóäåò íå áîëüøå, ÷åì xn+1yn+1τpol(Gn−1).

Èòîãî, èìååì ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî:

τpol(Gn) 6 τpol(Gn−1) · (xnyn + xnyn+1 + ynxn+1 + xn+1yn+1) = (xn + xn+1)(yn + yn+1)τpol(Gn−1)

Èñïîëüçóÿ èíäóêöèîííîå ïðåäïîëîæåíèå, çàïèøåì ñëåäóþùåå:

τpol(Gn)(x1 + . . .+ xn+1)(y1 + . . .+ yn+1) 6 τpol(Gn−1)(xn + xn+1)(yn + yn+1)·
· (x1 + . . .+ xn + xn+1)(y1 + . . .+ yn + yn+1) 6

6
(x1 + x2)(x1 + x2 + x3) . . . (xn−2 + xn−1 + xn)(xn−1 + xn)(xn + xn+1)(x1 + . . .+ xn+1)

(x1 + . . .+ xn)
·

· (y1 + y2)(y1 + y2 + y3) . . . (yn−2 + yn−1 + yn)(yn−1 + yn)(yn + yn+1)(y1 + . . .+ yn+1)

(y1 + . . .+ yn)

Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî ïåðâûé ìíîæèòåëü íå ïðåâîñõîäèò (x1 + x2)(x1 + x2 + x3) · . . . ·
(xn−1+xn+xn+1)(xn+xn+1), ÷òî ïîñëå ñîêðàùåíèÿ è äîìíîæåíèÿ íà çíàìåíàòåëü ðàâíîñèëüíî
íåðàâåíñòâó (xn−1 +xn)(x1 + . . .+xn +xn+1) 6 (x1 + . . .+xn)(xn−1 +xn +xn+1). Â îáåèõ ÷àñòÿõ
ñòîèò ñóììà äâóõ ìíîæèòåëåé ñ îäèíàêîâîé ñóììîé, è ïîñêîëüêó ìíîæèòåëü x1 + . . .+ xn+1

íå ìåíüøå òð¼õ îñòàëüíûõ, òî ïîëó÷àåì, ÷òî íåðàâåíñòâî âåðíî (ïðè ñäâèãå äâóõ ÷èñåë ñ
ôèêñèðîâàííîé ñóììîé ïðîèçâåäåíèå óâåëè÷èâàåòñÿ).

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åíî, ÷òî ÷èñëîâîé Ýðåíáîðã âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ëåñåíêè. Ñëåäîâà-
òåëüíî, äëÿ ãðàôîâ, êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ èç íåãî ðàçìíîæåíèÿìè, òîæå.
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Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùåå, áîëåå îáùåå óòâåðæäåíèå:

Óòâåðæäåíèå 2. Ïóñòü G � äâóäîëüíûé ãðàô, óäîâëåòâîðÿþùèé ÷èñëîâîé ãèïîòåçå Ýðåí-
áîðãà, xy ∈ E(G), G′ � ãðàô, ïîëó÷åííûé èç G äîáàâëåíèåì ïóòè xy1x1 . . . ynxny (ãäå x[1..n], y[1..n]
� íîâûå âåðøèíû). Òîãäà G′ òàêæå óäîâëåòâîðÿåò ÷èñëîâîé ãèïîòåçå Ýðåíáîðãà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàïèøåì, êàê âûãëÿäèò íåðàâåíñòâî äëÿ èñõîäíîãî ãðàôà G:

τpol(G) · (x+ A) · (y +B) 6 R ·K · L,

ãäå K � ñóììà ïåðåìåííûõ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ñîñåäÿì x â G, L � ñóììà ïåðåìåííûõ, ñîîò-
âåòñòâóþùèõ ñîñåäÿì y â G, A � ñóììà ïåðåìåííûõ, ñîîòâåòñòâóþùèõ âåðøèíàì äîëè G, â
êîòîðîé ñîäåðæèòñÿ x, êðîìå x, à B � ñóììà ïåðåìåííûõ, ñîîòâåòñòâóþùèõ âåðøèíàì äîëè
G, â êîòîðîé ñîäåðæèòñÿ y, êðîìå y. R � ïðîèçâåäåíèå ïî âñåì îñòàëüíûì âåðøèíàì G ñóìì
ïåðåìåííûõ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ñîñåäÿì ýòèõ âåðøèí â G. Êàê áóäåò âûãëÿäåòü íåðàâåíñòâî
äëÿ G′?

τpol(G) · (x+ x1 + . . .+ xn + A) · (y + y1 + . . .+ yn +B) 6 R · (K + y1) · (L+ xn)·
· (x+ x1)(x1 + x2) · . . . · (xn−1 + xn) · (y1 + y2)(y2 + y3) · . . . · (yn + y),

Ïîäñòàâëÿÿ íåðàâåíñòâî äëÿ τpol(G) è ñîêðàùàÿ íà R, ïîëó÷àåì, ÷òî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü
ñëåäóþùåå:

K · L · x1 · y1 · . . . · xn · yn · x · y
(

1

xy
+

1

xy1
+ . . .+

1

xny

)
· (x+ x1 + . . .+ xn + A)(y + y1 + . . .+ yn +B) 6

6 (K + y1)(L+ xn)(x+ x1) . . . (xn−1 + xn) · (y1 + y2) . . . (yn + y)(x+ A)(y +B),

Ïðèìåíÿÿ îöåíêó äëÿ öèêëà, ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå:

x1 · y1 · . . . · xn · yn · x · y
(

1

xy
+

1

xy1
+ . . .+

1

xny

)
6

(x+ x1) . . . (xn + x)(y + y1) . . . (yn + y)

(x+ x1 + . . .+ xn)(y + y1 + . . .+ yn)

Ïîäñòàâëÿÿ å¼ â ïðåäûäóùåå íåðàâåíñòâî è ñîêðàùàÿ íà (x+x1) . . . (xn−1+xn)(y1+y2) . . . (yn+
y), ïîëó÷àåì

KL(xn + x)(y + y1)(x+ x1 + . . .+ xn + A)(y + y1 + . . .+ yn +B) 6

6 (K + y1)(L+ xn)(x+ x1 + . . .+ xn)(y + y1 + . . .+ yn)(x+ A)(y +B)

Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü íåðàâåíñòâî ñ ïåðåìåííûìè îäíîé èç äîëåé, à èìåííî

L(xn + x)(x+ x1 + . . .+ xn + A) 6 (L+ xn)(x+ x1 + . . .+ xn)(x+ A)

Çàìåòèì, ÷òî (xn+x)(x+x1+ . . .+xn+A) 6 (xn+x+A)(x+x1+ . . .+xn), à ïîñåìó äîñòàòî÷íî
äîêàçàòü, ÷òî L(xn +x+A) 6 (L+xn)(x+A). L(x+A) â îáåèõ ÷àñòÿõ ñîêðàùàåòñÿ, îñòà¼òñÿ
Lxn 6 xn(x + A). À ýòî âåðíî ïî îïðåäåëåíèþ L è A (ò.ê. L � âñå ñîñåäè y â G, à x + A �
ñóììà âñåõ âåðøèí ïåðâîé äîëè G).

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ íåðàâåíñòâî äëÿ âåðøèí èç âòîðîé äîëè.

Òåïåðü ïîïðîáóåì îáîáùèòü óòâåðæäåíèå. ×òî åñëè ìû ïðèêëåèâàåì íå öèêë, à êàêîé-òî
äðóãîé ãðàô?

Óòâåðæäåíèå 3. Ïóñòü G1, G2 � äâóäîëüíûå ãðàôû, óäîâëåòâîðÿþùèå ÷èñëîâîé (ïîëó-
ñèëüíîé) ãèïîòåçå Ýðåíáîðãà, V (G1) ∩ V (G2) = {x, y}, E(G1) ∩ E(G2) = {xy}, G � ãðàô,
ïîëó÷åííûé èç G1 è G2 ñêëåèâàíèåì ïî ðåáðó xy. Òîãäà îí òàêæå óäîâëåòâîðÿåò ÷èñëîâîé
(ïîëóñèëüíîé) ãèïîòåçå Ýðåíáîðãà.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A1 � ñóììà ïåðåìåííûõ, ñîîòâåòñòâóþùèì âåðøèíàì ïåðâîé äîëè
G1, êðîìå x, B1 � ñóììà ïåðåìåííûõ, ñîîòâåòñòâóþùèõ âåðøèíàì âòîðîé äîëè G1, êðîìå y.
Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì îïðåäåëÿåì A2 è B2. Çà R1 îáîçíà÷èì ïðîèçâåäåíèå ïî âñåì âåðøèíàì
G1, êðîìå x è y, ñóìì ñîñåäåé ýòèõ âåðøèí, çà R2 � ïðîèçâåäåíèå ïî âñåì âåðøèíàì G2,
êðîìå x è y, ñóìì ñîñåäåé ýòèõ âåðøèí. Çà K1 îáîçíà÷èì ñóììó âñåõ ñîñåäåé x â G1, êðîìå
y, çà K2 � ñóììó âñåõ ñîñåäåé y â G1, êðîìå x. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì îïðåäåëÿåì K2 è L2.

Çàïèøåì, êàê áóäóò âûãëÿäåòü íåðàâåíñòâà äëÿ G1 è G2:

τpol(G1)(x+ A1)(y +B1) ≺ R1 · (K1 + y) · (L1 + x) (1)

τpol(G2)(x+ A2)(y +B2) ≺ R2 · (K2 + y) · (L2 + x) (2)

Õîòèì äîêàçàòü ñëåäóþùåå:

τpol(G)(x+ A1 + A2)(y +B1 +B2) ≺ R1 ·R2 · (K1 +K2 + y) · (L1 + L2 + x)

Ïóñòü τpol(G1) = P1+Q1, ãäå P1 � ýíóìåðàòîð îñòîâíûõ äåðåâüåâ, â êîòîðûõ ïðèñóòñòâóåò
ðåáðî xy,Q1 � â êîòîðûõ xy îòñóòñòâóåò. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì îïðåäåëèì τpol(G2) = P2+Q2.

Ïóñòü T � îñòîâíîå äåðåâî G. Åñëè îíî ñîäåðæèò ðåáðî xy, òî ñóæåíèÿ ýòîãî äåðåâà íà
G1 è G2 òàêæå ÿâëÿþòñÿ äåðåâüÿìè. Òàêèå äåðåâüÿ äàäóò âêëàä, ðàâíûé P1 · P2.

Åñëè æå ðåáðà xy â T íåò, òî ñóæåíèå íà îäèí èç ãðàôîâG1,2 ÿâëÿåòñÿ äåðåâîì, à íà âòîðîé
� ëåñ èç äâóõ äåðåâüåâ. Ïóñòü ñóæåíèå T íà G1 ÿâëÿåòñÿ äåðåâîì. Òîãäà òàêèå äåðåâüÿ äàþò
âêëàä Q1, â òî âðåìÿ êàê ñóæåíèå íà G2 äà¼ò âêëàä P2 (ïðè äîáàâëåíèè xy ïîëó÷àåòñÿ
îñòîâíîå äåðåâî, ñîäåðæàùåå xy), èòîãîâûé âêëàä ðàâåí Q1P2. Àíàëîãè÷íî, åñëè ñóæåíèå T
íà G2 ÿâëÿåòñÿ äåðåâîì, òî ïîëó÷àåì âêëàä P1Q2.

Òàêèì îáðàçîì, τpol(G) = P1P2 + P1Q2 +Q1P2 � (P1 +Q1)(P2 +Q2) = τpol(G1)τpol(G2).
Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâà äëÿ G1,2, ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå:

τpol(G) ≺ R1 ·R2 · (K1 + y)(K2 + y) · (L1 + x)(L2 + x)

(x+ A1)(x+ A2)(y +B1)(y +B2)

Ñðàâíèâàÿ ïðàâóþ ÷àñòü ïîëó÷åííîãî íåðàâåíñòâà ñ ïðàâîé ÷àñòüþ òîãî, ÷òî íàì íóæíî
äîêàçàòü, è ïåðåõîäÿ ê ïåðåìåííûì îäíîé èç äîëåé, ïîëó÷àåì, ÷òî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ñëå-
äóþùåå:

(x+ L1)(x+ L2)(x+ A1 + A2)� (x+ A1)(x+ A2)(x+ L1 + L2)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî A1 +A2 > L1 +L2 ïî îïðåäåëåíèþ, à òàêæå òî, ÷òî ïðè ñäâèãå ñ ñîõðàíåíèåì
ñóììû ïðîèçâåäåíèå íå óìåíüøàåòñÿ, èìååì ñëåäóþùåå:

(x+ L1)(x+ A1 + A2) 6 (x+ A1)(x+ L1 + A2)

Òî åñòü äîñòàòî÷íî äîêàçàòü

(x+ L2)(x+ L1 + A2) 6 (x+ A2)(x+ L1 + L2)

Îïÿòü æå, ýòî âåðíî, ïîñêîëüêó â îáåèõ ÷àñòÿõ ñòîÿò ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ìíîæèòåëåé ñ ôèê-
ñèðîâàííîé ñóììîé, è L1 + A2 íå ìåíüøå êàæäîãî èç òð¼õ ÷èñåë L2, A2, L1 + L2.

Áîëåå òîãî, íåðàâåíñòâî âåðíî ïîêîýôôèöèåíòíî: äåéñòâèòåëüíî, êîýôôèöèåíòû ïðè x3

è x2 ñîâïàäàþò (ïðè ïîñëåäíåì îíè ðàâíû L1 + L2 + A1 + A2. Ñðàâíèâàåì ïðè x: â ëåâîé
÷àñòè áóäåò (L1 +L2)(A1 +A2)+L1L2, â ïðàâîé (L1 +L2)(A1 +A2)+A1A2. Òî åñòü äîñòàòî÷íî
ñðàâíèòü L1L2 è A1A2. Ïîñêîëüêó L1 ≺ A1, L2 ≺ A2, òî ýòî âåðíî. Íàêîíåö, ñðàâíèâàåì
ñâîáîäíûå ÷ëåíû: L1L2(A1 +A2) ≺ A1A2(L1 +L2). Ïîñêîëüêó L1 ≺ A1, òî L1L2A2 ≺ L2A1A2,
à ïîñêîëüêó L2 ≺ A2, òî L1L2A1 ≺ L1A1A2. Ñêëàäûâàåì è ïîëó÷àåì òî, ÷òî íóæíî.

Íåðàâåíñòâî (y +K1)(y +K2)(y +B1 +B2) ≺ (y +B1)(y +B2)(y +K1 +K2) äîêàçûâàåòñÿ
àíàëîãè÷íî.
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6 Çàêëþ÷åíèå

Â ðàáîòå áûëà äîêàçàíà ãèïîòåçà Ýðåíáîðãà äëÿ êëàññà äèñòàíöèîííî-íàñëåäñòâåííûõ ãðà-
ôîâ, èç íå¼ âûâåäåíî åù¼ îäíî äîêàçàòåëüñòâî ôîðìóëû Ýðåíáîðãà äëÿ ãðàôîâ, ïîñòðîåííûõ
ïî äèàãðàììàì Þíãà. Êðîìå òîãî ïîêàçàíî, ÷òî äàííàÿ îöåíêà òî÷íà â ýòîì êëàññå (ò.å. ðà-
âåíñòâî äëÿ äèñòàíöèîííî-íàñëåäñòâåííîãî ãðàôà äîñòèãàåòñÿ â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå,
åñëè ãðàô ÿâëÿåòñÿ ãðàôîì Ôåððåðà-Þíãà).

Òàêæå ïðèâåäåíû ïðèìåðû ãðàôîâ, äëÿ êîòîðûõ ½ñèëüíàÿ“ ãèïîòåçà Ýðåíáîðãà íåâåðíà
� ýòî ÷¼òíûå öèêëû äëèíû õîòÿ áû 6, à òàêæå ãðàôû, äëÿ êîòîðûõ ãèïîòåçà âåðíà, íî ïðè
ýòîì îíè íå ÿâëÿþòñÿ äèñòàíöèîííî-íàñëåäñòâåííûìè � íàïðèìåð, ãðàô ½äîìèíî“. Îäíàêî
áûëî äîêàçàíî, ÷òî ÷¼òíûå öèêëû äëèíû õîòÿ áû 6 óäîâëåòâîðÿþò ½ïîëóñèëüíîìó“ íåðà-
âåíñòâó Ýðåíáîðãà (è äàæå ñòðîãîìó), ñëåäîâàòåëüíî, âñå ãðàôû, ïîëó÷àåìûå èç äëèííûõ
öèêëîâ ñêëåèâàíèÿìè è ðàçìíîæåíèÿìè, áóäóò óäîâëåòâîðÿòü ½ïîëóñèëüíîìó“ íåðàâåíñòâó.
Äëÿ ÷èñëîâîãî íåðàâåíñòâà àíàëîãè÷íî.

Òàêæå ïîêàçàíî, ÷òî ñêëåèâàíèå ãðàôîâ ïî ðåáðó ñîõðàíÿåò ½ïîëóñèëüíîå“ è ½÷èñëîâîå“
íåðàâåíñòâà Ýðåíáîðãà.

7 Äàëüíåéøèå ïëàíû

Îäíèì èç êðèòåðèåâ òîãî, ÷òî äâóäîëüíûé ãðàô äèñòàíöèîííî-íàñëåäñòâåííûé, ÿâëÿåòñÿ
îòñòóòñòâèå öèêëîâ äëèíû õîòÿ áû 6 è ½äîìèíî“ â êà÷åñòâå èíäóöèðîâàííûõ. Ó÷èòûâàÿ,
÷òî äëèííûå öèêëû íå óäîâëåòâîðÿþò îáîáù¼ííîìó íåðàâåíñòâó Ýðåíáîðãà, â îòëè÷èè îò
½äîìèíî“, â äàëüíåéøåì õîòåëîñü áû äîêàçàòü (èëè îïðîâåðãíóòü) ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå:

Ãèïîòåçà. Äâóäîëüíûé ãðàô G óäîâëåòâîðÿåò îáîáù¼ííîìó ïîëèíîìèàëüíîìó íåðàâåíñòâó
Ýðåíáîðãà, åñëè è òîëüêî åñëè îí íå ñîäåðæèò äëèííûõ èíäóöèðîâàííûõ öèêëîâ (äëèíû õîòÿ
áû 6).

Ñëåäñòâèå. Åñëè â òàêîì ãðàôå ðàçìåðû äîëåé ðàâíû, òî âûïîëíåíî ñëåäóþùåå íåðàâåí-
ñòâî: hp(G) 6 pm2(G), ãäå hp(G) � êîëè÷åñòâî ãàìèëüòîíîâûõ ïóòåé G (ïóòåé, êîòîðûå
ïðîõîäÿò ïî êàæäîé âåðøèíå ãðàôà), pm(G) � êîëè÷åñòâî ñîâåðøåííûõ ïàðîñî÷åòàíèé G.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàäî ïîñ÷èòàòü, ÷åìó ðàâíû êîýôôèöèåíòû ïðè ìîíîìå, â êîòîðîì âñå
ïåðåìåííûå âõîäÿò â ïåðâîé ñòåïåíè.
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