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1 Ââåäåíèå

Ìàðòèíãàëüíûå àíàëîãè øèðîêî ðàñïðîñòðàíåíû â ãàðìîíè÷åñêîì àíàëèçå è ÷àñòî ñëóæàò ìîäå-
ëÿìè òåîðåì â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå. Íàïðèìåð, ïðèíÿòî ðàññìàòðèâàòü ìàðòèíãàëüíûå ïðåîá-
ðàçîâàíèÿ êàê ìîäåëè îïåðàòîðîâ Êàëüäåðîíà�Çèãìóíäà. Â ðàáîòå [5] ßíñîí îõàðàêòåðèçîâàë H1

ìàðòèíãàëû, ñîãëàñîâàííûå ê m-ðåãóëÿðíîé ôèëüòðàöèè, â òåðìèíàõ îãðàíè÷åííîñòè êîíêðåòíî-
ãî ìàðòèíãàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ. Åãî òåîðåìó ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ìàðòèíãàëüíûé àíàëîã
çíàìåíèòîé òåîðåìû Ôåôôåðìàíà-Ñòåéíà î õàðàêòåðèçàöèè ïðîñòðàíñòâà H1 ïðåîáðàçîâàíèÿìè
Ðèññà. Îðèãèíàëüíûé ïîäõîä [8] ê òåîðåìàì âëîæåíèÿ Ñîáîëåâà îñíîâàí íà íåðàâåíñòâå Õàðäè�
Ëèòòëâóäà�Ñîáîëåâà. Ê ñîæàëåíèþ, ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ñòàíîâèòñÿ íåâåðíûì â ïðåäåëüíîì ñëó-
÷àå p = 1. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, âåðíî âëîæåíèå:

.

W
1

1(Rd) → L d
d−1

, (1)

êîòîðîå ïîçæå äîêàçàëè Ãàëüÿðäî [4] è Íèðåíáåðã [7]. Ïðîñòîå îáúÿñíåíèå ýòîãî ôàêòà ñîñòî-

èò â òîì, ÷òî ãðàäèåíòû
.

W
1

1(Rd)-ôóíêöèè åñòåñòâåííûì îáðàçîì âêëàäûâàþòñÿ â ïðîñòðàíñòâî
L1(Rd,Rd), îäíàêî îíè íå îõâàòûâàþò âñå ïðîñòðàíñòâî L1. Ïåðâîíà÷àëüíûé ñîáîëåâñêèé ïîäõîä
ñòàâèò åñòåñòâåííûé âîïðîñ: äëÿ êàêèõ ïðîñòðàíñòâ òèïà L1 íåðàâåíñòâî Õàðäè�Ëèòòëâóäà�Ñîáîëåâà
âåðíî? Ïðèâåäåííûå âûøå òåîðåìû âëîæåíèÿ äàþò ïðèìåðû òàêèõ ïðîñòðàíñòâ (ïðîñòðàíñòâî ãðà-

äèåíòîâ ôóíêöèé èç
.

W
1

1(Rd)).
Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ôóíêöèè èç L1(Rd,Cl), ò. å. ñóììèðóåìûå ôóíêöèè d ïåðåìåííûõ,

ïðèíèìàþùèå çíà÷åíèÿ â Cl.
Â ðàáîòå [9] áûëà äîêàçàíà òåîðåìà.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü α ∈ (0, d) è M çàìêíóòîå ïîäïðîñòðàíñòâî â ïðîñòðàíñòâå S′(Rd,Cl), èíâà-
ðèàíòíîå îòíîñèòåëüíî ñäâèãîâ è ðàñòÿæåíèé. Òîãäà êîíñòàíòà â íåðàâåíñòâå

∥Iα[f ]∥L d
d−α

≲ ∥f∥L1 , f ∈ M, (2)

ðàâíîìåðíà äëÿ âñåõ f ∈ M, åñëè è òîëüêî åñëè ïðîñòðàíñòâî M íå ñîäåðæèò çàðÿäîâ âèäà δ0×a,
a ∈ Rl \ {0}.

Çäåñü S′(Rd,Cl) ýòî ïðîñòðàíñòâî äâîéñòâåííîå ê êëàññó Øâàðöà ñî çíà÷åíèÿìè â Cl, òàêæå Iα
ýòî îïåðàòîð Ðèññà.

Òàê â ðàáîòå [1] áûëà ïîñòðîåííà âåðîÿòíîñòíàÿ ìîäåëü, (ôàêòè÷åñêè î÷åíü áëèçêàÿ ê ìîäåëè
ßíñîíà èç [5]), â ýòîé ðàáîòå äîêàçàí ìàðòèíãàëüíûé àíàëîã òåîðåìû 1.

1.1 Ìàðòèíãàëüíàÿ ìîäåëü

Â ýòîì ðàçäåëå ìû îáúÿñíèì êàê ïåðåíåñòè ïðåäûäóùèå ðåçóëüòàòû íà ÿçûê ìàðòèíãàëîâ. Â
íàøåé ðàáîòå áóäóò ðàññìàòðèâàòüñÿ ðåãóëÿðíûå ôèëüòðàöèè. Â ðàáîòå [1] ðàññìàòðèâàëèñü m-
ðàâíîìåðíûå ôèëüòðàöèè, òî åñòü, íàøà òåîðåìà 4 áóäåò îáîáùåíèåì ñîîòâåòñòâóþùåé òåîðåìû
ðàáîòû [1]. Ñíà÷àëà îïðåäåëèì ðåãóëÿðíóþ ôèëüòðàöèþ. Ïóñòü ó íàñ åñòü àòîìàðíàÿ ôèëüòðàöèÿ
F = {Fn}n⩾0, òî åñòü, F0 ñîñòîèò èç îäíîãî àòîìà è ëþáîé àòîì â àëãåáðå Fn äåëèòñÿ íà êîíå÷íîå
÷èñëî àòîìîâ â àëãåáðå Fn+1. Ìíîæåñòâî àòîìîâ â àëãåáðå Fn áóäåì îáîçíà÷àòü AFn. Ïóñòü äàíû
àòîìû ω ∈ AFn è ω′ ∈ AFn+1 òàêèå, ÷òî ω

′ ⊂ ω. Òîãäà áóäåì ãîâîðèòü, òî àòîì ω′ ïîòîìîê àòîìà ω,
à àòîì ω ÿâëÿåòñÿ ïðåäêîì àòîìà ω′, òàêæå áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå (ω′)↑ = ω. Ôèëüòðàöèÿ
F íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíîé åñëè ëþáîé àòîì èìååò õîòÿ áû äâà ïîòîìêà, è ñóùåñòâóåò ÷èñëî ε > 0
òàêîå ÷òî äëÿ ëþáîãî àòîìà |ω| > ε|ω↑|. Òàêæå áóäåì íàçûâàòü ôèëüòðàöèþ ïñåâäî-ðàâíîìåðíîé,
åñëè ñóùåñòâóåò òàêèå ÷èñëà 0 < γ < 1 è C > 1 , ÷òî äëÿ ëþáîãî àòîìà ω ∈ AFn âûïîëíåíî
íåðàâåíñòâî C−1γn ⩽ |ω| ⩽ Cγn.
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Ïóñòü ω1,...,ωk � ýòî ïîòîìêè àòîìà ω. Äëÿ êàæäîãî àòîìà ω îïðåäåëèì ïðîñòðàíñòâî Vω:

Vω =

{
v ∈ Rk

∣∣∣ k∑
1

|ωj |
|ω|

vj = 0

}
. (3)

Ïóñòü {dFn}n⩾1 � ýòî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìàðòèíãàëüíûõ ðàçíîñòåé äëÿ ìàðòèíãàëà F , ñîãëàñî-
âàííîãî ñ ôèëüòðàöèåé F , òî åñòü:

dFn = Fn − Fn−1, n ⩾ 1. (4)

Ïóñòü F � ýòî Rl-çíà÷íûé ìàðòèíãàë, òîãäà äëÿ ëþáîãî àòîìà ω ∈ AFn ôóíêöèþ fn+1|ω ìîæíî
åñòåñòâåííûì îáðàçîì îòîæäåñòâèòü ñ âåêòîðîì â V l

ω ⊂ Rkl, ãäå k � ýòî êîëè÷åñòâî ïîòîìêîâ àòîìà
ω.

1.2 Ïîòåíöèàë Ðèññà

Ïóñòü α ∈ (0, 1). Îñíîâíîé îáúåêò íàøåãî èçó÷åíèÿ � ýòî ïîòåíöèàë Ðèññà:

Iα[F ] =

∞∑
n=1

∑
ω∈AFn

|ω↑|αdFn. (5)

Äëÿ ðåãóëÿðíûõ ìàðòèíãàëîâ â ðàáîòå [6] ðàíåå áûëà äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà (äî ýòîãî â
ðàáîòå [10] ýòà òåîðåìà áûëà äîêàçàíà â ñëó÷àå äèàäè÷åñêèõ ìàðòèíãàëîâ).

Òåîðåìà 2. (Hardy-Littlewood-Sobolev). Äëÿ ëþáîãî p ∈ (1,∞) è äëÿ ëþáîãî q ∈ (p,∞), îïåðàòîð
I q−p

qp
äåéñòâóåò èç Lp â Lq.

Çàìå÷àíèå 1. Â ïðåäåëüíîì ñëó÷àå p = 1, îïåðàòîð I q−1
q

äåéñòâóåò èç L1 â ïðîñòðàíñòâî Ëî-

ðåíöà Lp,∞, íî íå äåéñòâóåò â Lp.

Â êíèãå [3] ìîæíî íàéòè îáùóþ èíôîðìàöèþ ïî ïðîñòðàíñòâàì Ëîðåíöà.

Òåîðåìà 3. Îïåðàòîð I q−1
q

äåéñòâóåò èç H1 â Lq,1.

Çäåñü H1 � ïðîñòðàíñòâî Õàðäè, ñîáñòâåííîå ïîäïðîñòðàíñòâî â L1, ñîñòîÿùåå èç òåõ ìàðòèí-
ãàëîâ F , äëÿ êîòîðûõ ìàêñèìàëüíàÿ ôóíêöèÿ F ∗ ÿâëÿåòñÿ ñóììèðóåìîé.

Òåîðåìà 1 óòâåðæäàåò, ÷òî â ìèðå åâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâ ïîòåíöèàëû Ðèññà äåéñòâóþò èç
íåêîòîðûõ ïðîñòðàíñòâ òèïà L1 íåïðåðûâíî â ñîîòâåòñòâóþùèå ïðîñòðàíñòâà Lp. Ïåðåâåä¼ì ýòè
ðåçóëüòàòû íà ÿçûê ìàðòèíãàëîâ.

Ïóñòü äëÿ ëþáîãî àòîìà ω äàíî ïðîñòðàíñòâîWω ⊂ V l
ω ⊂ Rkωl, ãäå kω � ýòî êîëè÷åñòâî ïîòîìêîâ

àòîìà ω. Îïðåäåëèì ïðîñòðàíñòâî M êàê ñëåäóþùåå ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà Rl-çíà÷íûõ L1

ìàðòèíãàëîâ.

M = {F ∈ L1(Rl)
∣∣∣∀n, ω ∈ AFn dFn+1|ω ∈ Wω}. (6)

Ìîæíî âîñïðèíèìàòü ïðîñòðàíñòâî M êàê àíàëîã ïðîñòðàíñòâà Cîáîëåâà.

Îïðåäåëåíèå 1. Ñîâîêóïíîñòü W ′ = (k;α1, ..., αk;W,W ↪→ Rlk) áóäåì íàçûâàòü ïðîñòðàíñòâîì
ñ ïàðàìåòðàìè åñëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1)
∑k

j=1 αj = 1,

2)Äëÿ ëþáîãî âåêòîðà v ∈ W âûïîëíåíî
∑k

j=1 αjvj = 0, ãäå vj ∈ Rl è v = (v1, ..., vk).
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Îïðåäåëåíèå 2. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðîñòðàíñòâ ñ ïàðàìåòðàìè W ′
j =

(kj ;αj,1, ..., αj,kj
;Wj ,Wj ↪→ Rlkj ) ñòðåìèòñÿ ê ïðîñòðàíñòâó ñ ïàðàìåòðàìèW ′ = (k;α1, ..., αk;W,W ↪→

Rlk) åñëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:
1) kj = k,
2) αj,i → αi, ∀i,
3) dim(Wj) = dim(W ),

4) Wj
G(lk,dim(W ))−→ W (ïðîñòðàíñòâà ðàññìàòðèâàþòñÿ, êàê ïîäïðîñòðàíñòâà â Rlk).

Çäåñü G(l, k) � ýòî ãðàññìàíèàí, ò. å. ñîâîêóïíîñòü âñåõ k-ìåðíûõ ëèíåéíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ â
Cl.

Äëÿ àòîìà ω îïðåäåëèì ïðîñòðàíñòâî ñ ïàðàìåòðàìè W ′
ω =

(
k; |ω1|

|ω| , ...,
|ωk|
|ω| ;Wω,Wω ↪→ Rlk

)
,

çäåñü k � ýòî êîëè÷åñòâî ïîòîìêîâ àòîìà ω, àòîìû ω1,...,ωk � ýòî ïîòîìêè àòîìà ω, à Wω ↪→ Rlk �
ýòî åñòåñòâåííîå âëîæåíèå.

Îïðåäåëèì ñåìåéñòâà

W0 =
{
W ′

ω

∣∣∣ãäå ω ∈ AFn äëÿ íåêîòîðîãî n
}
, (7)

Ñåìåéñòâî W çàìûêàíèå ñåìåéñòâà W0 îòíîñèòåëüíî âçÿòèÿ ïðåäåëîâ.

Îïðåäåëåíèå 3. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñåìåéñòâîW óäîâëåòâîðÿåò ïåðâîìó ñòðóêòóðíîìó óñëî-
âèþ åñëè äëÿ ëþáîãî ïðîñòðàíñòâà ñ ïàðàìåòðàìè W ′ = (k;α1, ..., αk;W,W ↪→ Rlk) ∈ W âûïîë-
íåíî ñëåäóþùèå óñëîâèå: åñëè âåêòîð a ⊗ v ïðèíàäëåæèò W , ãäå v ∈ Rl \ {0} è a ∈ Rk, òîãäà
a ̸= (−1, ...,−1, 1

αj
− 1,−1, ...,−1).

Â ýòîé ðàáîòå ìû äîêàæåì ñëåäóþùèå òåîðåìû.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü F � ðåãóëÿðíàÿ ôèëüòðàöèÿ, p > 1, à ñåìåéñòâî W óäîâëåòâîðÿåò ïåðâîìó
ñòðóêòóðíîìó óñëîâèþ. Òîãäà îïåðàòîð Ðèññà I p−1

p
äåéñòâóåò íåïðåðûâíî èç M â Lp,1.

Òåîðåìà 5. Ïóñòü F � ïñåâäî-ðàâíîìåðíàÿ ôèëüòðàöèÿ, p > 1, à ñåìåéñòâî W óäîâëåòâîðÿåò
ïåðâîìó ñòðóêòóðíîìó óñëîâèþ. Òîãäà îïåðàòîð Ðèññà I p−1

p
äåéñòâóåò íåïðåðûâíî èç M â B0,1

p,1.

Íîðìà â ïðîñòðàíñòâå Áåñîâà îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

∥F∥B0,1
p,1

=

∞∑
n=1

∥dFn∥Lp,1
. (8)

Èç ýòîãî ðàâåíñòâà âèäíî, ÷òî ∥F∥B0,1
p,1

≲ ∥F∥Lp,1
.

Ñíà÷àëà äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4 ñâåä¼ì ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 5, à å¼ ñâåäåì ê ÷àñòíîìó
ñëó÷àþ (òåîðåìà 7). Çàòåì â ãëàâå 3 äîêàæåì òåîðåìó 7.

Â ýòîé ðàáîòå íàì ïîíàäîáÿòñÿ áàçîâûå ôàêòû ïî ïðîñòðàíñòâàì Ëîðåíöà, à èìåííî ñëåäóþùèå
ôàêòû. Ïðîñòðàíñòâî Lp,q íîðìèðóåìî ïðè 1 < p < +∞ è 1 ⩽ q ⩽ +∞. Òàêæå èíòåðïîëÿöèîííàÿ
òåîðåìà Lpθ,q = (Lp0,q0 , Lp1,q1)θ,q, ãäå

1
pθ

= 1−θ
p0

+ θ
p1

(â êíèãå [3] ìîæíî íàéòè áàçîâûå ôàêòû ïî

èíòåðïîëÿöèîííîé òåîðèè).

2 Ñâåäåíèå ê ÷àñòíîìó ñëó÷àþ

Ëåììà 1. Ïóñòü F � ðåãóëÿðíàÿ ôèëüòðàöèÿ ñ ïàðàìåòðîì ε. Ñóùåñòâóåò ôèëüòðàöèÿ F ′,

òàêàÿ ÷òî AF ′
n ⊂

n⋃
j=0

AF j, äëÿ ëþáîãî àòîìà ω ∈ AF ′
n ëèáî åãî ïîòîìêè â ôèëüòðàöèè F ′
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òàêèå æå êàê è â ôèëüòðàöèè F , ëèáî ó íåãî òîëüêî îäèí ïîòîìîê � ýòî ñàì àòîì ω, à òàêæå
âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî (1− ε)n ⩾ |ω| ⩾ ε(1− ε)n.

Â ÷àñòíîñòè, ôèëüòðàöèÿ F ′ ïñåâäî-ðàâíîìåðíà ñ ïàðàìåòðàìè γ = 1− ε è C = ε−1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì ñòðîèòü ìíîæåñòâà AF ′
n èíäóêòèâíî. Ìíîæåñòâî AF ′

0 ñîñòîèò èç îäíîãî
àòîìà. Ïóñòü ìû ïîñòðîèëè ìíîæåñòâî AF ′

n. Îïðåäåëèì ìíîæåñòâî AF ′
n+1 ñëåäóþùåé ôîðìóëîé:

AF ′
n+1 =

{
ω ∈ AF ′

n

∣∣∣|ω| < (1− ε)n+1
}⋃{

ω
∣∣∣ω↑ ∈ AF ′

n |ω↑| ⩾ (1− ε)n+1
}
. (9)

Àòîìû ïåðâîãî èç äâóõ îáúåäèíÿåìûõ ìíîæåñòâ óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâó ïî èíäóêöèîííîìó
ïðåäïîëîæåíèþ. Äëÿ àòîìîâ âòîðîãî ìíîæåñòâà íàïèøåì îöåíêè. Àòîì ω ýòî ïîòîìîê àòîìà ω↑,
ñëåäîâàòåëüíî èç ðåãóëÿðíîñòè ôèëüòðàöèè âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî ε|ω↑| ⩽ |ω| ⩽ (1 − ε)|ω↑|, ïî
ïðåäëîæåíèþ èíäóêöèè âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî |ω↑| ⩽ (1− ε)n, ïîëó÷àåì

ε(1− ε)n+1 ⩽ ε|ω↑| ⩽ |ω| ⩽ (1− ε)|ω↑| ⩽ (1− ε)n+1. (10)

Çàìåòèì, ÷òî îïåðàòîð Ðèññà äëÿ ôèëüòðàöèè F ðàâåí îïåðàòîðó Ðèññà â ôèëüòðàöèè F ′, ïî-
ýòîìó òåîðåìà 4 ñëåäóåò èç òåîðåìû 5, òàê êàê ∥.∥Lp,1 ⩽ ∥.∥B0,1

p,1
. Äàëüøå áóäåì ñ÷èòàòü ôèëüòðàöèþ

ïñåâäî-ðàâíîìåðíîé. Çäåñü ìû ïåðåøëè îò ðåãóëÿðíîé ôèëüòðàöèè ê ïñåâäî-ðàâíîìåðíîé, çàîä-
íî èçìåíèëè íîðìó â ïðîñòðàíñòâå Ëîðåíöà íà íîðìó â ïðîñòðàíñòâå Áåñîâà. Âîïðîñ ñ íîðìîé â
ïðîñòðàíñòâå Áåñîâà è ðåãóëÿðíîé ôèëüòðàöèåé îñòà¼òñÿ îòêðûò, òàê êàê ïðè ïåðåõîäå ê ïñåâäî-
ðàâíîìåðíîé ôèëüòðàöèè íîðìà Áåñîâà ìîãëà ñèëüíî óìåíüøèòüñÿ.

Äëÿ ïñåâäî ðàâíîìåðíîé ôèëüòðàöèè ââåä¼ì ìîäèôèöèðîâàííûé îïåðàòîð Ðèññà ñëåäóþùåé
ôîðìóëîé (γ � ýòî ïàðàìåòð ïñåâäî-ðàâíîìåðíîé ôèëüòðàöèè):

I∗α[F ] =
∑
n⩾1

γαndFn. (11)

Çàìåòèì, ÷òî (Iα[F ])N ≍ (I∗α[F ])N (îíè îòëè÷àþòñÿ íå áîëåå ÷åì â C ðàç), ñëåäîâàòåëüíî ∥(Iα[F ])N∥Lp,1
≍

∥(I∗α[F ])N∥Lp,1
, èç ÷åãî ïîëó÷àåì ∥Iα[F ]∥B0,1

p,1
≍ ∥I∗α[F ]∥B0,1

p,1
(çäåñü ìû èñïîëüçóåì îáîçíà÷åíèå

(g)n = E(g|Fn)). Ñëåäîâàòåëüíî íàì äîñòàòî÷íî ñëåäóþùóþ äîêàçàòü òåîðåìó.

Òåîðåìà 6. Ïóñòü F ïñåâäî-ðàâíîìåðíàÿ ôèëüòðàöèÿ, p > 1, à ñåìåéñòâî W óäîâëåòâîðÿåò
ïåðâîìó ñòðóêòóðíîìó óñëîâèþ. Òîãäà îïåðàòîð Ðèññà I∗p−1

p

äåéñòâóåò íåïðåðûâíî èç M â B0,1
p,1.

Äëÿ ñåìåéñòâà W, óäîâëåòâîðÿþùåãî ïåðâîìó ñòðóêòóðíîìó óñëîâèþ, ââåäåì ôóíêöèþ

kW(θ) = sup
W ′∈W

sup
a⊗v∈W

aj⩾−1, v ̸=0

θ log

 k∑
j=1

αj |1 + aj |
1
θ

 . (12)

Çàìåòèì, ÷òî kW âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ (âûðàæåíèå ïîä ñóïðåìóìîì âûïóêëî ïî ïàðàìåòðó θ ïî
íåðàâåíñòâó Ã¼ëüäåðà).

Ïóñòü F � ïñåâäî-ðàâíîìåðíàÿ ôèëüòðàöèÿ, à ñåìåéñòâîW ñîîòâåòñòâóåò ýòîé ôèëüòðàöèè. Òî-
ãäà ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî ïðîñòðàíñòâà ñ ïàðàìåòðàìèW ′ = (k;α1, ..., αk;W,W ↪→ Rlk) ∈
W âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî αj ⩾ C−2γ. Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ïñåâäî-ðàâíîìåðíîé ôèëüòðàöèè
âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî kW(p−1) ⩽ p−1

p log(C2γ−1).
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Ëåììà 2. Ïóñòü ñåìåéñòâî W óäîâëåòâîðÿåò ïåðâîìó ñòðóêòóðíîìó óñëîâèþ. Òîãäà ñóùåñòâó-
åò ÷èñëî δ > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ïðîñòðàíñòâà ñ ïàðàìåòðàìè W ′ = (k;α1, ..., αk;W,W ↪→
Rlk) ∈ W, è äëÿ ëþáîãî âåêòîðà a⊗v ∈ W , ãäå v ∈ Rl\{0}, a ∈ Rk è aj ⩾ −1 âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî
aj ⩽ 1

αj
(1− δ)− 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ýòî íå òàê, òîãäà ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðîñòðàíñòâ ñ ïàðàìåò-
ðàìè W ′

n = (kn;αn,1, ..., αn,kn ;Wn,Wn ↪→ Rlkn) è âåêòîðîâ an ⊗ vn ∈ Rlkn , òàêèõ ÷òî vn ∈ Rl \ {0},
an ∈ Rkn , an,j ⩾ −1 è äëÿ íåêîòîðîãî in âûïîëíåííî an,in ⩾ 1

αn,i
(1 − 1

n ) − 1. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî

âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ (âûáîðîì ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè):

W ′
n → W ′ = (k;α1, ..., αk;W,W ↪→ Rlk), (13)

vn → v, (14)

an → a (15)

è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü in ïîñòîÿííà, ïóñòü i = in. Òîãäà W ′ ∈ W è a⊗ v ∈ W . Ïðè ýòîì âûïîëíåíû
íåðàâåíñòâà aj ⩾ −1, è ai ⩾ 1

αi
− 1. Ïî îïðåäåëåíèþ ïðîñòðàíñòâà ñ ïàðàìåòðàìè âûïîëíåíî

ðàâåíñòâî:

αiaiv = −
∑
j ̸=i

αjajv. (16)

Ñëåäîâàòåëüíî,

αiai = −
∑
j ̸=i

αjaj ⩽
∑
j ̸=i

αj = 1− αi ⩽ αiai. (17)

Çíà÷èò, âñå íåðàâåíñòâà îáðàùàþòñÿ â ðàâåíñòâà. Ïîýòîìó a = (−1, . . . ,−1, 1
αi

− 1,−1, . . . ,−1), ÷òî
ïðîòèâîðå÷èò ïåðâîìó ñòðóêòóðíîìó óñëîâèþ.

Ëåììà 3. Ïóñòü ñåìåéñòâî W óäîâëåòâîðÿåò ïåðâîìó ñòðóêòóðíîìó óñëîâèþ, òîãäà ñóùåñòâó-
åò ÷èñëî ε > 0, òàêîå ÷òî äëÿ ëþáîãî ïðîñòðàíñòâà ñ ïàðàìåòðàìè W ′ = (k;α1, ..., αk;W,W ↪→
Rlk) ∈ W, è äëÿ ñîíàïðàâëåííûõ âåêòîðîâ v ∈ Rl \ {0}, v1 ∈ Rl, . . . , vk ∈ Rl, òàêèõ ÷òî
(v1 − v, . . . , vk − v) ∈ W âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî αj∥vj∥ ⩽ (1− ε)∥v∥.

Íà ñàìîì äåëå, ýòà ëåììà ÿâëÿåòñÿ ïåðåôîðìóëèðîâêîé ïðåäûäóùåé ëåììû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü âåêòîð a = (a1, . . . , ak) ∈ Rk, òàêîé ÷òî vj − v = ajv. Òîãäà ïî ëåììå 2
âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî aj ⩽ 1

αj
(1− ε)− 1, ñëåäîâàòåëüíî, αj∥vj∥ = αj(aj + 1)∥v∥ ⩽ (1− ε)∥v∥.

Îïðåäåëåíèå 4. Äëÿ ïñåâäî-ðàâíîìåðíîé ôèëüòðàöèè F , ñåìåéñòâî W óäîâëåòâîðÿåò âòîðîìó
ñòðóêòóðíîìó óñëîâèþ åñëè kW(p−1) < p−1

p log(γ−1).

Ðàññìîòðèì ôèëüòðàöèþ F (M), çàäàííóþ ñëåäóþùèì ðàâåíñòâîì: F (M)
n = FnM . Ïóñòü I

(M)∗
α

� ìîäèôèöèðîâàííûé ïîòåíöèàë Ðèññà, ñîãëàñîâàííûé ñ ôèëüòðàöèåé F (M). Ïóñòü MM � ýòî
ïðîñòðàíñòâî ìàðòèíãàëîâ êëàññà M, ñóæåííûõ íà ôèëüòðàöèþ F (M). Òåïåðü îïèøåì, êàê îïðåäå-
ëÿåòñÿ W(M). Äëÿ êàæäîãî àòîìà ω ∈ AF (M)

n îïðåäåëèì äåðåâî Tω. Âåðøèíû äåðåâà � ýòî àòîìû
ω′ ∈ AFMn+r äëÿ r = 0, ...,M , òàêèå ÷òî ω′ ⊂ ω (åñëè àòîì ÿâëÿåòñÿ ñâîèì ïðåäêîì, òîãäà ýòîìó
àòîìó ñîîòâåòñòâóåò îäíà âåðøèíà). Êîðåíü äåðåâà � ýòî àòîì ω. Äâà àòîìà ñîåäèíåíû ðåáðîì,
åñëè îäèí àòîì ÿâëÿåòñÿ ïðåäêîì äðóãîãî â ôèëüòðàöèè F . Ïóñòü ω1,...,ωk � ýòî ëèñòû äåðåâà Tω.
Îïðåäåëèì ïðîñòðàíñòâî

V (M)
ω =

{
v ∈ Rk

∣∣∣ k∑
1

|ωj |
|ω|

vj = 0

}
. (18)
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Äëÿ âåêòîðà v ∈ Rkl è äëÿ êàæäîãî àòîìà ω′ â äåðåâå Tω îïðåäåëèì âåêòîð vω′ ∈ Rl ñëåäóþùåé
ôîðìóëîé (v = (v1, ..., vk) ãäå vj ∈ Rl):

vω′ =
∑

ωj⊂ω′

|ωj |
|ω|

vj . (19)

Îïðåäåëèì ïðîñòðàíñòâî W
(M)
ω :

W (M)
ω =

{
v ∈ Rkl

∣∣∣∀ω′ ∈ Tω ω′ íå ëèñò, ω′
1, ..., ω

′
t ïîòîìêè ω′, (vω′ − vω′

1
, ..., vω′ − vω′

t
) ∈ Wω′

}
. (20)

Âèäíî, ÷òî ïðîñòðàíñòâî W
(M)
ω èìååò ñòðóêòóðó, ïîñòðîåííóþ ïî äåðåâó Tω è ïðîñòðàíñòâàì Wω′ .

Çàìåòèì, ÷òî ïðîñòðàíñòâî MM ìîæíî îïðåäåëèòü ñëåäóþùåé ôîðìóëîé:

MM = {F ∈ L1(Rl)|∀n, ω ∈ AF (M)
n dFn+1|ω ∈ W (M)

ω }. (21)

Äëÿ àòîìà ω ôèëüòðàöèè F (M) îïðåäåëèì ïðîñòðàíñòâî ñ ïàðàìåòðàìè

W (M)
ω

′
=

(
k;

|ω1|
|ω|

, . . . ,
|ωk|
|ω|

;W (M)
ω ,W (M)

ω ↪→ Rlk

)
, (22)

çäåñü k � ýòî êîëè÷åñòâî ïîòîìêîâ àòîìà ω, àòîìû ω1, . . . , ωk � ýòî ïîòîìêè àòîìà ω â ôèëü-
òðàöèè F (M), à Wω ↪→ Rlk � ýòî åñòåñòâåííîå âëîæåíèå. Ñåìåéñòâî W(M) îïðåäåëÿåòñÿ àíàëîãè÷íî
ñåìåéñòâó W.

Ëåììà 4. Äëÿ ëþáîãî ìàðòèíãàëà F ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

∥I∗p−1
p

F∥B0,1
p,1

≲ ∥I(M)∗
p−1
p

F (M)∥B0,1
p,1

(23)

Çàìåòèì, ÷òî êîíñòàíòà â ýòîì íåðàâåíñòâå çàâèñèò îò M .

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûðàçèì

(
I∗p−1

p

F

)
Mk+r

÷åðåç

(
I
(M)∗
p−1
p

F (M)

)
k+1

, ãäå r = 1, 2, ...,M :

(
I∗p−1

p

F
)
Mk+r

= E

((
I
(M)∗
p−1
p

F (M)

)
k+1

∣∣∣FMk+r

)
− E

((
I
(M)∗
p−1
p

F (M)

)
k+1

∣∣∣FMk+r−1

)
. (24)

À ñëåäîâàòåëüíî (îïåðàòîð óñëîâíîãî ìàòîæèäàíèÿ îãðàíè÷åí íà ïðîñòðàíñòâå Lp,1 òàê êàê îíî
íîðìèðóåìîå), ∥∥∥∥(I∗p−1

p

F
)
Mk+r

∥∥∥∥
Lp,1

≲

∥∥∥∥∥
(
I
(M)∗
p−1
p

F (M)

)
k+1

∥∥∥∥∥
Lp,1

. (25)

Îòñþäà ïîëó÷àåì

M∑
r=1

γ(Mk+r) p−1
p

∥∥∥∥(I∗p−1
p

F
)
Mk+r

∥∥∥∥
Lp,1

≲ γ(k+1)M p−1
p

∥∥∥∥∥
(
I
(M)∗
p−1
p

F (M)

)
k+1

∥∥∥∥∥
Lp,1

. (26)

Ïðîñóììèðóåì ïî k è ïîëó÷èì æåëàåìîå íåðàâåíñòâî.

Ëåììà 5. Äëÿ ëþáîãî àòîìà ω ìèíèìàëüíîå ðàñòîÿíèå îò êîðíÿ äî ëèñòà äåðåâà Tω íå ìåíüøå

÷åì −M log(γ)−2 log(C)
2 log(C)−log(γ) .
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ω ∈ AF (M)
n , òîãäà |ω| ⩾ C−1γMn. Ëèñòüÿ äåðåâà Tω ïðèíàäëåæàò ìíîæå-

ñòâó AF (M)
n+1, ñëåäîâàòåëüíî, âåðîÿòíîñòü ëþáîãî ëèñòà íå áîëüøå ÷åì CγM(n+1). Îòíîøåíèå ìåæäó

âåðîÿòíîñòüþ àòîìà è åãî ïîòîìêà â ôèëüòðàöèè F íå áîëüøå, ÷åì C2γ−1. Ñëåäîâàòåëüíî, ïóòü

ìåæäó ω è ëþáûì ëèñòîì èìååò äëèíó õîòÿ áû −M log(γ)−2 log(C)
2 log(C)−log(γ) .

Ëåììà 6. Ïóòü ñåìåéñòâî W óäîâëåòâîðÿåò ïåðâîìó ñòðóêòóðíîìó óñëîâèþ (ñì. îïðåäåëå-
íèå 3), òîãäà äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ M ñåìåéñòâî W(M) óäîâëåòâîðÿåò âòîðîìó ñòðóêòóðíî-
ìó óñëîâèþ (ñì. îïðåäåëåíèå 4).

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåïðåäåëüíûå ïðîñòðàíñòâà â W(M) èìåþò ñòðóêòóðó, ïîñòðîåííóþ ïî äåðåâó
Tω è ïðîñòðàíñòâàì Wω′ äëÿ âåðøèí ω′, íå ÿâëÿþùèõñÿ ëèñòàìè â äåðåâå Tω. Äîêàæåì, ÷òî ïðå-

äåëüíûå ïðîñòðàíñòâà èìåþò ïîõîæóþ ñòðóêòóðó. Ïóñòü W
(M)
ωj

′
→ W ′, ìîæíî âûáðàòü ïîäïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü ñ èçîìîðôíûìè äåðåâüÿìè ñ êîðíåì Tωj
(åñòü áèåêöèÿ ìåæäó âåðøèíàìè, êîòîðàÿ

îòïðàâëÿåò êîðåíü â êîðåíü è ñîõðàíÿåò ðåáðà äåðåâà). Ïóñòü ýòî äåðåâî T , à åãî êîðåíü � ýòî
âåðøèíà c. Ïóñòü b âåðøèíà â äåðåâå T , ïóñòü îíà ñîîòâåòñòâîâàëà àòîìó ωj(b). Ìîæíî âûáðàòü
òàêóþ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ÷òî ïðîñòðàíñòâà ñ ïàðàìåòðàìè W ′

ωj(b)
ñõîäÿòñÿ ê ïðîñòðàíñòâó ñ

ïàðàìåòðàìè W ′
b. Ïóñòü W ′ = (k;α1, ..., αk;W,W ↪→ Rlk), è ïóñòü b1, . . . , bk � ýòî ëèñòüÿ â äåðåâå

T . Ââåä¼ì íà âåðøèíàõ äåðåâà T åñòåñòâåííûé ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê.
Äëÿ âåêòîðà v ∈ Rkl è äëÿ êàæäîé âåðøèíû b â äåðåâå T îïðåäåëèì âåêòîð vb ∈ Rl ñëåäóþùåé

ôîðìóëîé (v = (v1, ..., vk) ãäå vj ∈ Rl):

vb =
1∑

bj⩽b

αj

∑
bj⩽b

αjvj . (27)

Òîãäà ïðîñòðàíñòâî W èìååò âèä:

W =
{
v ∈ Rkl

∣∣∣∀b ∈ T b íå ëèñò, b′1, ..., b
′
t ïîòîìêè b, (vb − vb′1 , ..., vb − vb′t) ∈ Wb

}
. (28)

Ïóñòü tb � ýòî ðàññòîÿíèå îò êîðíÿ äåðåâà äî âåðøèíû b. Ïåðåéä¼ì ê îöåíêå ôóíêöèè kW(M) . Äëÿ
âåêòîðà a⊗ v ∈ W , âåêòîð (a⊗ v)b èìååò âèä w ⊗ v ïóñòü ýòî ab ⊗ v.

Äëÿ êàæäîé âåðøèíû b äåðåâà îïðåäåëèì âåêòîð wb = v(ab+1). Ïóñòü âåðøèíà b′ � ýòî ïîòîìîê
âåðøèíû b, òîãäà ïî ëåììå 3 âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî∑

bj⩽b′
αj∑

bj⩽b

αj
∥wb′∥ ⩽ (1− ε)∥wb∥. (29)

Ñëåäîâàòåëüíî
∑
bj⩽b

αj∥wb∥ ⩽ (1− ε)tb∥wc∥ (c � ýòî êîðåíü äåðåâà). Ïðèìåíèì ýòî íåðàâåíñòâî äëÿ

ëèñòà bj
αj∥wbj∥ ⩽ (1− ε)tbj ∥w∥. (30)

Ïî ëåììå 5 âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî tbj ⩾ −M log(γ)−2 log(C)
2 log(C)−log(γ) , à ñëåäîâàòåëüíî, ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì

÷èñëåM âåðíà îöåíêà (1−ε)tbj < 1
N äëÿ íåêîòîðîãî äîñòàòî÷íî áîëüøîãî íàòóðàëüíîãî N . Ñäåëàåì

îöåíêó

k∑
j=1

αj∥wbj∥p ⩽ max
0⩽αjqj⩽

∥wc∥
N

α1q1+···+αkqk=∥wc∥

k∑
j=1

αjq
p
j ⩽ ∥wc∥p

(
1

N minαj

)p−1

⩽ ∥wc∥p
(

C2

NγM

)p−1

. (31)

8



Çäåñü ìû ïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî ìàêñèìóì âûïóêëîé ôóíêöèè íà âûïóêëîì êîìïàêòå, äîñòèãàåòñÿ â
êðàéíèõ òî÷êàõ.

Ðàçäåëèì îáå ÷àñòè íåðàâåíñòâà 31 íà ∥wc∥p è âîçüì¼ì ëîãàðèôì

log

 k∑
j=1

αj |1 + aj |p
 ⩽ (p− 1)

(
log(γ−M ) + 2 log(C)− log(N)

)
. (32)

Îòñþäà kW(M)(p−1) ⩽ p−1
p log(γ−M )− p−1

p (log(N)− 2 log(C)), ñëåäîâàòåëüíî ïðè N > C2 ñåìåéñòâî

W(M) óäîâëåòâîðÿåò âòîðîìó ñòðóêòóðíîìó óñëîâèþ.

Ñëåäîâàòåëüíî, ÷òîáû äîêàçàòü òåîðåìó6, äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ñëåäóþùóþ òåîðåìó (ëåììà 4
ïëþñ ëåììà 6).

Òåîðåìà 7. Ïóñòü F ïñåâäî-ðàâíîìåðíàÿ ôèëüòðàöèÿ, p > 1, à ñåìåéñòâî W óäîâëåòâîðÿåò
âòîðîìó ñòðóêòóðíîìó óñëîâèþ. Òîãäà îïåðàòîð Ðèññà I∗p−1

p

äåéñòâóåò íåïðåðûâíî èç M â B0,1
p,1.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû àíàëîãè÷íî ðàññóæäåíèÿì ðàáîòû [1] è ïðèâåäåíî â ñëåäóþùåì
ðàçäåëå.

3 Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 7

Ëåììà 7. Ïóñòü p ∈ (1,∞) è ñåìåéñòâî W óäîâëåòâîðÿåò âòîðîìó ñòðóêòóðíîìó óñëî-
âèþ. Äëÿ ëþáîãî δ > 0 ñóùåñòâóåò δ0 > 0, äëÿ ëþáîãî ïðîñòðàíñòâà ñ ïàðàìåòðàìè W ′ =
(k;α1, ..., αk;W,W ↪→ Rlk) ∈ W è âåêòîðîâ a, b1, . . . , bk ∈ Rl óäîâëåòâîðÿþùèõ ñëåäóþùèì óñëî-
âèÿì:

(b1, . . . , bk) ∈ W, (33)

k∑
j=1

αj∥a+ bj∥ ⩽ (1 + δ0)∥a∥. (34)

Âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî  k∑
j=1

αj∥a+ bj∥p
 1

p

⩽ ekW(p−1)+δ∥a∥. (35)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü íå òàê, òîãäà ñóùåñòâóåò δ > 0, ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðîñòðàíñòâ ñ ïàðà-
ìåòðàìè W ′

n = (kn;αn,1, ..., αn,kn
;Wn,Wn ↪→ Rlkn) ∈ W è âåêòîðîâ an, bn,1, . . . , bn,kn

∈ Rl, òàêèå ÷òî
âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

(bn,1, . . . , bn,kn
) ∈ Wn, (36)

kn∑
j=1

αn,j∥an + bjn∥ ⩽

(
1 +

1

n

)
∥an∥. (37)

 kn∑
j=1

αn,j∥an + bj,n∥p
 1

p

⩾ ekW(p−1)+δ∥an∥. (38)
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Ïóñòü πan
� ýòî îðòîãîíàëüíàÿ ïðîåêöèÿ íà ïðÿìóþ Ran ⊂ Rl, à πa⊥

n
� ýòî ïðîåêöèÿ íà îðòî-

ãîíàëüíóþ ãèïåðïëîñêîñòü. Íàïèøåì îöåíêó:

kn∑
j=1

αn,j∥an + bn,j∥ ⩾
kn∑
j=1

αn,j∥an + πan
(bn,j)∥ ⩾ ∥an∥. (39)

Îòñþäà ïîëó÷àåì:

1

n
|an| ⩾

kn∑
j=1

(
αn,j∥an + bn,j∥ − αn,j∥an + πan

(bn,j)∥
)
=

kn∑
j=1

αn,j

∥πa⊥
n
(bn,j)∥2

∥an + bn,j∥+ ∥an + πan
(bn,j)∥

≍
kn∑
j=1

αn,j

∥πa⊥
n
(bn,j)∥2

∥an + bn,j∥
. (40)

À òàêæå

1

n
|an| ⩾

kn∑
j=1

αn,j(∥an + πan
(bn,j)∥ − ∥an∥) =

kn∑
j=1

αn,j(|an + πan
(bn,j)| − an) =

kn∑
j=1

αn,j

(
|an + πan

(bn,j)| − (an + πan
(bn,j))

)
= 2

kn∑
j=1

−αn,j(an + πan
(bn,j))χ{an+πan (bn,j)<0}. (41)

Ìû èíòåðïðåòèðóåì an è πan
(bn,j) êàê âåùåñòâåííûå ÷èñëà, òàê ÷òîáû an = ∥an∥. Íå óìàëÿÿ

îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî W ′
n → W ′ = (k;α1, ..., αk;W,W ↪→ Rlk), ∥an∥ = 1 è an → a. Òîãäà ìû

ïîëó÷èì
k∑

j=1

αn,j(−1− πan
(bn,j))χ{an+πan (bn,j)<0} = o(1) (42)

×òî ýêâèâàëåíòíî πan
(bn,j) ⩾ −1 + o(1) äëÿ âñåõ j. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

∑
j αn,jπan

(bn,j), òàê ÷òî

−1 + o(1) ⩽ πan
(bn,j) ⩽

1

αn,j
− 1 + o(1) ⩽ C2γ−1 − 1 + o(1). (43)

Èç íåðàâåíñòâó (40) ìû ïîëó÷àåì

k∑
j=1

αn,j

∥πa⊥
n
(bn,j)∥2

∥an + bn,j∥
= o(1). (44)

Ïðèìåíèì íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà è íåðàâåíñòâî (43), ïîëó÷èì

k∑
j=1

γ

C2

∥πa⊥
n
(bn,j)∥2

C2γ−1 + ∥πa⊥
n
(bn,j)∥

= o(1). (45)

Îòñþäà ∥πa⊥
n
(bn,j)∥ = o(1). Èç ýòîãî ìû ïîëó÷àåì ∥bn,j∥ ⩽ C2γ−1+ o(1), çíà÷èò ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî

bn,j → bj . Âèäíî, ÷òî bj ∥ a è (b1, . . . , bk) ∈ W , ñëåäîâàòåëüíî, (b1, . . . , bk) = v⊗a è vj ⩾ −1. Ñäåëàåì
îöåíêó

ekW(p−1)+δ ⩽

 k∑
j=1

αn,j∥an + bj,n∥p
 1

p

→

 k∑
j=1

αj |1 + vj |p
 1

p

⩽ ekW(p−1). (46)

Ïðîòèâîðå÷èå.
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Îïðåäåëåíèå 5. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî àòîì ω ∈ AFn ÿâëÿåòñÿ δ0-âûïóêëûì äëÿ ìàðòèíãàëà
F ∈ M åñëè

E(∥Fn+1∥ − ∥Fn∥)χω ⩾ δ0E∥Fn∥χω. (47)

Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî àòîì ω ÿâëÿåòñÿ δ0-ïëîñêèì äëÿ ìàðòèíãàëà F .

Åñëè δ0 è F ôèêñèðîâàíû, òî áóäåì íàçûâàòü àòîìû âûïóêëûìè è ïëîñêèìè. Ïóñòü Co � ýòî
ìíîæåñòâî âûïóêëûõ àòîìîâ, à Fl � ýòî ìíîæåñòâî ïëîñêèõ àòîìîâ.

Çàìåòèì, ÷òî ïî ëåììå 7 äëÿ ëþáîãî δ0-ïëîñêîãî àòîìà ω ∈ AFn âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

∥Fn+1χω∥Lp
⩽ ekW(p−1)+oδ0→0,p(1)∥Fnχω∥Lp

(48)

Îïðåäåëèì äâà íîâûõ ìàðòèíãàëà FCo è FFl:

FCo =

∞∑
n=0

∑
ω∈Co∩AFn

dFn+1χω; FFl =

∞∑
n=0

∑
ω∈Fl∩AFn

dFn+1χω. (49)

Çàìåòèì, ÷òî F = FCo + FFl. Äàëüøå ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî:

∥F∥L1
=

∞∑
n=0

E(∥Fn+1∥ − ∥Fn∥) =
∞∑

n=0

∑
ω∈AFn

E(∥Fn+1∥ − ∥Fn∥)χω. (50)

3.1 Îöåíêà âûïóêëûõ àòîìîâ

Ëåììà 8. Ïóñòü ω ∈ AFn ∩ Fl. Òîãäà

E∥dFn+1χω∥ ≲δ0 E(∥Fn+1 − ∥Fn∥∥)χω. (51)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî îïðåäåëåíèþ ïëîñêîãî àòîìà ìû ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî:

E∥Fn∥χω ⩽
1

δ0
E(∥Fn+1∥ − ∥Fn∥)χω. (52)

Ñëåäîâàòåëüíî,

E∥Fn+1∥χω ⩽
δ0 + 1

δ0
E(∥Fn+1∥ − ∥Fn∥)χω. (53)

Îòñþäà ìû ïîëó÷àåì îöåíêó:

E∥dFn+1∥χω ⩽ E(∥Fn∥+ ∥Fn+1∥) ⩽
δ0 + 2

δ0
E(∥Fn+1∥ − ∥Fn∥)χω. (54)

Ñëåäñòâèå 1.
∞∑

n=0

∥∥∥∥∥ ∑
ω∈Co∩AFn

dFn+1χω

∥∥∥∥∥
L1

≲ ∥F∥L1 (55)

Äîêàçàòåëüñòâî.

∞∑
n=0

∥∥∥∥∥ ∑
ω∈Co∩AFn

dFn+1χω

∥∥∥∥∥
L1

≲
∞∑

n=0

∑
ω∈Co∩AFn

E(∥Fn+1∥ − ∥Fn∥)χω

(50)

⩽ ∥F∥L1 (56)
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3.2 Îöåíêà ïëîñêèõ àòîìîâ

Ââåä¼ì ñòðóêòóðó ãðàôà íà ìíîæåñòâå ïëîñêèõ àòîìîâ. Äâà àòîìà ñîåäèíåíû ðåáðîì, åñëè îäèí
èç íèõ ÿâëÿåòñÿ ïðåäêîì äðóãîãî. Çàìåòèì, ÷òî â ãðàôå íåò öèêëîâ, ñîîòâåòñòâåííî ýòîò ãðàô
ðàçáèâàåòñÿ íà äåðåâüÿ (äåðåâüÿ ñîâïàäàþò ñ êîìïîíåíòàìè ñâÿçíîñòè). Ëþáîå äåðåâî T èìååò
êîðåíü ωT , êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ïëîñêèì àòîìîì. Äëÿ êàæäîãî äåðåâà T îïðåäåëèì ìàðòèíãàë FT :

FT =
∑
n⩾0

∑
ω∈T ∩AFn

dFn+1χω. (57)

Çàìåòèì, ÷òî FFl =
∑

T FT .
Çàìåòèì, ÷òî íåðàâåíñòâî (48) âëå÷¼ò ñëåäóþùóþ ëåììó.

Ëåììà 9. Ïóñòü α > kW(p−1). Äëÿ ëþáîãî äåðåâà ïëîñêèõ àòîìîâ T ñ êîðíåì ωT ∈ AFn0
, è äëÿ

ëþáîãî n ⩾ n0 âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî∥∥∥∥∥ ∑
ω∈T ∩AFn

Fn+1χω

∥∥∥∥∥
Lp

≲ eα(n−n0)∥Fn0
∥Lp

(58)

äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëåíüêèõ δ0.

Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü W óäîâëåòâîðÿåò âòîðîìó ñòðóêòóðíîìó óñëîâèþ. Ïóñòü T � ýòî äåðåâî
ïëîñêèõ àòîìîâ ñ êîðíåì ωT ∈ AFn0

. Òîãäà íåðàâåíñòâî

∑
n⩾n0

γ
p−1
p n

∥∥∥∥∥ ∑
ω∈T ∩AFn

Fn+1χω

∥∥∥∥∥
Lp,1

≲p E∥Fn0
∥χωT . (59)

âûïîëíåíî ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì δ0 > 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìîæíî âçÿòü p′ > p, òàêîå ÷òî kW( 1
p′ ) <

p−1
p log(γ−1). Òîãäà, ïî èíòåðïîëÿöèîí-

íîé òåîðåìå Lp,1 = (L pp′
2p′−p

, Lp′)( 1
2 ,1)

è ïî ëåììå 9 âûïîëíåíû ñëåäóþùèå íåðàâåíñòâà

∥∥∥∥∥ ∑
ω∈T ∩AFn

Fn+1χω

∥∥∥∥∥
Lp,1

≲

∥∥∥∥∥ ∑
ω∈T ∩AFn

Fn+1χω

∥∥∥∥∥
1
2

Lp′

∥∥∥∥∥ ∑
ω∈T ∩AFn

Fn+1χω

∥∥∥∥∥
1
2

L pp′
2p′−p

≲

eα(n−n0)∥Fn0χωT ∥
1
2

Lp′
∥Fn0χωT ∥

1
2

L pp′
2p′−p

= eα(n−n0)∥Fn0χωT ∥Lp (60)

äëÿ íåêîòîðîãî α ∈ (kW( 1
p′ ),

p−1
p log(γ−1)).

Òàê êàê íåðàâåíñòâî âûïîëíåíî äëÿ âñåõ n, ìû ìîæåì íàïèñàòü îöåíêó∥∥∥∥∥ ∑
ω∈T ∩AFn

dFn+1χω

∥∥∥∥∥
Lp,1

≲ eα(n−n0)∥Fn0
χωT ∥Lp

= |ωT |−
p−1
p eα(n−n0)∥Fn0

χωT ∥L1
≍

γ−n0
p−1
p eα(n−n0)∥Fn0χωT ∥L1 . (61)

Ñäåëàåì ôèíàëüíóþ îöåíêó:∑
n⩾n0

γ
p−1
p n

∥∥∥∥∥ ∑
ω∈T ∩AFn

dFn+1χω

∥∥∥∥∥
Lp,1

≲
∑
n⩾n0

γ− p−1
p (n−n0)eα(n−n0)∥Fn0χωT ∥L1 ≲ ∥Fn0χωT ∥L1 . (62)
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Ìû äîêàçûâàåì íåðàâåíñòâî ∥I∗p−1
p

F∥B0,1
p,1

≲ ∥F∥L1
, äëÿ ýòîãî îöåíèòü ñóììó

∞∑
n=1

γ
p−1
p n∥dFn∥Lp,1

≲
∞∑

n=1

γ
p−1
p n

∥∥∥∥∥ ∑
ω∈Co∩AFn

dFn+1χω

∥∥∥∥∥
Lp,1

+

∞∑
n=1

γ
p−1
p n

∥∥∥∥∥ ∑
ω∈Fl∩AFn

dFn+1χω

∥∥∥∥∥
Lp,1

. (63)

Áóäåì îöåíèâàòü ýòè ñóììû îòäåëüíî.
Íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî, äëÿ Fn+1 èçìåðèìîé ôóíêöèè g

∥g∥Lp,1
≲ γ− p−1

p n∥g∥L1
. (64)

Ýòî íåðàâåíñòâî âåðíî, òàê êàê |ω| ≳ γ−n äëÿ ëþáîãî àòîìà ω ∈ Fn+1.
Åñëè ñîâìåñòèòü ýòî íåðàâåíñòâî è ñëåäñòâèå 1, ìû ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî

∞∑
n=1

γ
p−1
p n

∥∥∥∥∥ ∑
ω∈Co∩AFn

dFn+1χω

∥∥∥∥∥
Lp,1

≲ ∥F∥L1
. (65)

Ïóñòü T1, T1, . . . � ýòî äåðåâüÿ íàøåãî ãðàôà, à ω1, ω2, . . . � ýòî èõ êîðíè, è ïóñòü ωj ∈ AFnj . Ìû
èñïîëüçóåì íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà (ïðîñòðàíñòâî Lp,1 íîðìèðóåìîå):

∞∑
n=1

γ
p−1
p n

∥∥∥∥∥ ∑
ω∈Fl∩AFn

dFn+1χω

∥∥∥∥∥
Lp,1

≲
∑
j

∞∑
n=1

γ
p−1
p n

∥∥∥∥∥∥
∑

ω∈Tj∩AFn

dFn+1χω

∥∥∥∥∥∥
Lp,1

ñëåä.2

≲

∑
j

∥Fnj∥χωj . (66)

Çàìåòèì, ÷òî ïðåäîê ëþáîãî àòîìà ωj ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì (èíà÷å ωj íå áûë áû êîðíåì äåðåâà Tj).
Ïî ëåììå 8 ∑

j

E∥Fnj
∥χωj

≲
∑
j

E(∥Fnj
∥ − ∥Fnj−1∥)χ(ωj)↑

50

≲ ∥F∥L1
. (67)
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