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1 Ââåäåíèå

Ìèíèìàëüíûå ëîêàëüíî âîãíóòûå ôóíêöèè è èõ àíàëîãè � ìàêñèìàëüíûå ëîêàëüíî âûïóêëûå ôóíêöèè
ÿâëÿþòñÿ âàæíûì îáúåêòîì ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà. Îíè ÷àñòî îêàçûâàþòñÿ ðåøåíèÿìè îïòèìèçàöè-
îííûõ çàäà÷ è ñîâïàäàþò ñ ôóíêöèÿìè Áåëëìàíà. Ïîäîáíûå ôóíêöèè âñòðå÷àþòñÿ â ðàáîòàõ [2], [3], [4].
Òàê â ðàáîòå [2] ïîêàçàíî, ÷òî â ñòðîãî âûïóêëîé îáëàñòè (êðèâèçíû ãðàíèöû îòäåëåíû îò íóëÿ) ñ C3,1

ãëàäêîé ãðàíèöåé ìàêñèìàëüíàÿ âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ ñ C3,1 ãëàäêèì ãðàíè÷íûì çíà÷åíèåì áóäåò C1,1 ãëàä-
êàÿ âïëîäü äî ãðàíèöû, à òàê æå ïðèâåäåíû ïðèìåðû C3,1−ε ãëàäêèõ ãðàíè÷íûõ çíà÷åíèé íà îêðóæíîñòè,
äëÿ êîòîðûõ ìàêñèìàëüíàÿ âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ íå ÿâëÿåòñÿ C1,1 ãëàäêîé âïëîäü äî ãðàíèöû è ïðèìåð
áåñêîíå÷íî ãëàäêîãî ãðàíè÷íîãî çíà÷åíèÿ íà îêðóæíîñòè, äëÿ êîòîðîãî ìàêñèìàëüíàÿ âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ
íå áóäåò äâàæäû äèôôåðèåíöèðóåìà â íåêîòîðîé âíóòðåííåé òî÷êå.

Â ðàáîòàõ [6] è [7] äîêàçûâàåòñÿ ðàâåíñòâî ôóíêöèé Áåëëìàíà è ñîîòâåòñòâóþùèõ ìèíèìàëüíûõ ëî-
êàëüíî âîãíóòûõ ôóíêöèé äëÿ îáëàñòåé, ïðåäñòàâëÿþùèõ ñîáîé ðàçíîñòü äâóõ âûïóêëûõ ìíîæåñòâ â R2

è Rd äëÿ d > 2 ñîîòâåòñòâåííî.
Äàííàÿ ðàáîòà ñîäåðæèò èçó÷åíèå êà÷åñòâåííûõ ñâîéñòâ ëîêàëüíî âîãíóòûõ ôóíêöèé. Òàê, íàïðèìåð,

èçâåñòíî, ÷òî ëîêàëüíî âîãíóòûå ôóíêöèè íà Ω ⊆ Rd ëèïøèöåâû âî âíóòðåííèõ òî÷êàõ îáëàñòè îïðåäå-
ëåíèÿ, à òàêæå ëîêàëüíî âîãíóòûå îãðàíè÷åííûå ñíèçó ôóíêöèè íà Ω ⊆ X íåïðåðûâíû âî âíóòðåííèõ
òî÷êàõ îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ, åñëè X � ëîêàëüíî âûïóêëîå ëèíåéíîå òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Â
äàííîé ðàáîòå áóäåò èçó÷àòüñÿ, êàêîé óðîâåíü ãëàäêîñòè ìîæíî ãàðàíòèðîâàòü â ãðàíè÷íûõ òî÷êàõ îáëà-
ñòè îïðåäåëåíèÿ â çàâèñèìîñòè îò ïîâåäåíèÿ ãðàíèöû îáëàñòè â äàííîé òî÷êå. Áîëåå ïîäðîáíî â äàííîé
ðàáîòå èçó÷àëîñü ïîâåäåíèå ôóíêöèè â ñîáñòâåííûõ òî÷êàõ âîãíóòîñòè ãðàíèöû îáëàñòè (ñì. îïðåäåëå-
íèå 3.2). Ñîáñòâåííûå òî÷êè âîãíóòîñòè ãðàíèöû îáëàñòè ìîæíî ñ÷èòàòü îñíîâíûì ïðèìåðîì ãðàíè÷íûõ
òî÷åê îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ëîêàëüíî âîãíóòîé ôóíêöèè. Âñå òî÷êè ñâîáîäíîé ãðàíèöû, ðàññìàòðèâàåìûå
â ðàáîòàõ [6] è [7], áóäóò òî÷êàìè âîãíóòîñòè ãðàíèöû îáëàñòè.

2 Îáùèå ïîíÿòèÿ è îïðåäåëåíèÿ.

Ïóñòü X � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì R, à Ω � åãî ïîäìíîæåñòâî. ×åðåç R îáîçíà÷èì ðàñøèðåí-
íóþ âåùåñòâåííóþ ïðÿìóþ, òî åñòü, R = R ∪ {−∞, +∞}. Àðèôìåòè÷åñêèå îïåðàöèè äîîïðåäåëèì íà R
ñëåäóþùèì îáðàçîì :

+∞+ (−∞) = −∞,

0 · (±∞) = 0,

îñòàëüíûå îïåðàöèè ïðîäëåâàþòñÿ åñòåñòâåííûì îáðàçîì.

Îïðåäåëåíèå 2.1. Ïóñòü ìíîæåñòâî Ω′ � âûïóêëîå ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà Ω. Ïóñòü ôóíêöèÿ B : Ω →
R óäâîëåòâîðÿåò óñëîâèÿì

∀x, y ∈ Ω′, ∀α ∈ [0, 1], αB(x) + (1− α)B(y) ⩽ B(αx+ (1− α)y),

B(x) = −∞, äëÿ x ∈ Ω \ Ω′.

Òîãäà ôóíêöèÿ B íàçûâàåòñÿ âîãíóòîé.

Çàìå÷àíèå 2.1. Ïóñòü ΓB =
{
(x, t) ∈ Ω× R

∣∣B(x) ⩾ t
}
� ïîäãðàôèê ôóíêöèè B. Òîãäà B âîãíóòà òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà "êîíå÷íàÿ" ÷àñòü ïîäãðàôèêà B � âûïóêëà. Òî åñòü, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
âûïóêëî ìíîæåñòâî ΓB ∩ Ω× R.

Çàìå÷àíèå 2.2. Ôóíêöèÿ B : Ω → R âîãíóòà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ôóíêöèÿ −B âûïóêëà, ãäå
îïðåäåëåíèå âûïóêëîé ôóíêöèè âçÿòî èç [5].

Îïðåäåëåíèå 2.2. Ïóñòü ôóíêöèÿ B : Ω → R óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

∀x, y ∈ Ω, åñëè [x, y] ⊆ Ω, òî ∀α ∈ [0, 1] âåðíî íåðàâåíñòâî αB(x) + (1− α)B(y) ⩽ B(αx+ (1− α)y).

Â òàêîì ñëó÷àå, ôóíêöèÿ B íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíî âîãíóòîé.

Òî åñòü, ëîêàëüíî âîãíóòàÿ ôóíêöèÿ � ýòî ôóíêöèÿ, âîãíóòàÿ íà ëþáîì îòðåçêå ñâîåé îáëàñòè îïðå-
äåëåíèÿ. Åñëè æå îáëàñòü Ω îêàçàëàñü âûïóêëîé, òî ëîêàëüíî âîãíóòàÿ ôóíêöèÿ íà Ω áóäåò âîãíóòîé.
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3 Îïðåäåëåíèå òî÷åê âîãíóòîñòè.

Íà÷èíàÿ ñ ýòîé ãëàâû X � ëîêàëüíî âûïóêëîå ëèíåéíîå òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Íå óìàëÿÿ îáù-
íîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî X � ëîêàëüíî âûïóêëîå ëèíåéíîå òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì R
(ëþáîå ëîêàëüíî âûïóêëîå ëèíåéíîå òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì C ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê
ëîêàëüíî âûïóêëîå ëèíåéíîå òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì R).

Íàïîìíèì, ÷òî îêðåñòíîñòü íóëÿ U íàçûâàåòñÿ àáñîëþòíî âûïóêëîé, åñëè äëÿ ëþáûõ òî÷åê a, b ∈ U
è ÷èñåë |α|+ |β| ⩽ 1 âåðíî âêëþ÷åíèå αa+ βb ∈ U .

Îïðåäåëåíèå 3.1. Ïóñòü x ∈ ∂Ω è ñóùåñòâóåò òàêàÿ àáñîëþòíî âûïóêëàÿ îêðåñòíîñòü íóëÿ U , ÷òî

(x+ U) ∩ intΩ = (x+ U) \ clV, (3.1)

ãäå V � íåïóñòîå îòêðûòîå âûïóêëîå ìíîæåñòâî. Òîãäà íàçîâ¼ì x òî÷êîé âîãíóòîñòè ãðàíèöû Ω.

Îïðåäåëåíèå 3.2. Ïóñòü x � òî÷êà âîãíóòîñòè ãðàíèöû Ω. Åñëè ïðè ýòîì ñïðàâåäëèâî âëîæåíèå

(x+ U) ∩ ∂Ω ⊆ Ω,

òî íàçîâ¼ì x ñîáñòâåííîé òî÷êîé âîãíóòîñòè ãðàíèöû Ω.

Ðèñ. 1: Ñîáñòâåííàÿ òî÷êà âîãíóòîñòè ãðà-
íèöû.

Ðèñ. 2: Íåñîáñòâåííàÿ òî÷êà âîãíóòîñòè
ãðàíèöû.

Îïðåäåëåíèå 3.3. Ïóñòü x � òî÷êà âîãíóòîñòè ãðàíèöû Ω. Åñëè ïðè ýòîì èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

(x+ U) ∩ ∂Ω ∩ Ω = ∅,

òî íàçîâ¼ì x íåñîáñòâåííîé òî÷êîé âîãíóòîñòè ãðàíèöû Ω.

Ïóñòü x � òî÷êà âîãíóòîñòè ãðàíèöû Ω, ìíîæåñòâî V òàêîå æå îòêðûòîå âûïóêëîå, êàê â ôîðìóëå 3.1.
Òîãäà ñóùåñòâóåò ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé ôóíêöèîíàë φ ∈ X ′, êîòîðûé îòäåëÿåò x îò V . Òî åñòü, ∀y ∈ V
ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî φ(y) > φ(x). Ïóñòü L =

{
y ∈ X

∣∣φ(y) = φ(x)
}
� îïîðíàÿ ãèïåðïëîñêîñòü ê V â

òî÷êå x (â òî÷êå x ìîæåò áûòü êàê åäèíñòâåííàÿ, òàê è ìíîæåñòâî ðàçëè÷íûõ îïîðíûõ ãèïåðïëîñêîñòåé).

Îïðåäåëåíèå 3.4. Ïóñòü x ∈ ∂Ω � òî÷êà âîãíóòîñòè ãðàíèöû Ω, V � òàêîå æå îòêðûòîå âûïóêëîå
ìíîæåñòâî, êàê â îïðåäåëåíèè 3.1. Ïóñòü â x ñóùåñòâóåò òàêàÿ îïîðíàÿ ãèïåðïëîñêîñòü L, ÷òî íàøëàñü
àáñîëþòíî âûïóêëàÿ îêðåñòíîñòü íóëÿ W , äëÿ êîòîðîé

(x+W ) ∩ L = (x+W ) ∩ L ∩ ∂V.

Òîãäà íàçîâ¼ì x ïëîñêîé òî÷êîé ãðàíèöû Ω, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå � íå ïëîñêîé.

Óòâåðæäåíèå 3.1. Ïóñòü òî÷êà x � ïëîñêàÿ òî÷êà âîãíóòîñòè ãðàíèöû îáëàñòè Ω, ìíîæåñòâî V
òàêîå æå îòêðûòîå âûïóêëîå, êàê â ôîðìóëå 3.1. Òîãäà â x ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ îïîðíàÿ ãèïåð-
ïëîñêîñòü ê V .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñóùåñòâîâàíèå ìû çíàåì, íàì íóæíî äîêàçàòü òîëüêî åäèíñòâåííîñòü. Åñëè ñóùåñòâóåò
äâå ðàçëè÷íûå îïîðíûå ãèïåðïëîñêîñòè L1 è L2, òî îíè çàäàíû ðàçëè÷íûìè îòäåëÿþùèìè ëèíåéíûìè
ôóíêöèîíàëàìè φ1 è φ2. Ïóñòü, íå óìàëÿÿ îáùíîñòè, L1 äîêàçûâàåò, ÷òî òî÷êà x � ïëîñêàÿ, à W �
àáñîëþòíî âûïóêëàÿ îêðåñòíîñòü íóëÿ, òàêàÿ ÷òî

(x+W ) ∩ L1 = (x+W ) ∩ L1 ∩ ∂V.

Ïóñòü y ∈ L1 ∩ (x+W ). Òîãäà, ðàç y ∈ ∂V , çíà÷èò, φ2(y) ⩾ φ2(x). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ñèëó àáñîëþòíîé
âûïóêëîñòè W èìååì 2x− y ∈ L1 ∩ (x+W ). Ñëåäîâàòåëüíî âåðíà öåïî÷êà íåðàâåíñòâ :

φ2(x) =
1

2
φ2(x) +

1

2
φ2(x) ⩽

1

2
φ2(y) +

1

2
φ2(x) ⩽

1

2
φ2(y) +

1

2
φ2(2x− y) = φ2(x).

×òî îçíà÷àåò, ÷òî φ2(x) = φ2(y) = φ2(2x−y). Òî åñòü, φ2

∣∣
L1∩W

= φ2(x). Â ñèëó ëèíåéíîñòè φ2 ýòî îçíà÷àåò,

÷òî φ2

∣∣
L1

= φ2(x), òî åñòü, ÷òî L1 ⊆ L2. Íî è L1, è L2 � ýòî àôôèíûå ãèïåðïëîñêîñòè êîðàçìåðíîñòè 1.
Ñëåäîâàòåëüíî, L1 = L2.
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Ðèñ. 3: Òî÷êè x, y, u � íå ïëîñêèå òî÷êè âîãíóòîñòè ãðàíèöû Ω, z � ïëîñêàÿ òî÷êà âîãíóòîñòè ãðàíèöû
Ω, v � íå òî÷êà âîãíóòîñòè ãðàíèöû Ω.

4 Î íåïðåðûâíîñòè ëîêàëüíî âîãíóòûõ ôóíêöèé â òî÷êàõ âîãíó-

òîñòè ãðàíèöû îáëàñòè.

Öåëüþ äàííîé ãëàâû ÿâëÿåòñÿ âûÿñíåíèå â êàêèõ òî÷êàõ âîãíóòîñòè ãðàíèöû îáëàñòè ìîæíî ãàðàíòè-
ðîâàòü íåïðåðûâíîñòü èëè õîòÿ áû ïîëóíåïðåðûâíîñòü ñâåðõó/ñíèçó. Ïðè èçó÷åíèè ëîêàëüíî âîãíóòûõ
ôóíêöèé íà ëîêàëüíî âûïóêëîì ëèíåéíîì òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå åñòåñòâåííî òðåáîâàòü ëîêàëü-
íóþ îãðàíè÷åííîñòü ñíèçó, òàê êàê áåç ýòîãî îãðàíè÷åíèÿ äàæå ëèíåéíûå ôóíêöèîíàëû ìîãóò áûòü âñþäó
ðàçðûâíûìè. Äëÿ êîíå÷íîìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà äàííîå îãðàíè÷åíèå âûãëÿäèò èçëèøíèì. Â ñâÿçè ñ ýòèì
ôàêòîì òåîðèÿ ðàçáèâàåòñÿ íà äâå ñ î÷åíü ïîõîæèìè òåîðåìàìè è äîêàçàòåëüñòâàìè, çà èñêëþ÷åíèåì òî-
ãî, ÷òî â êîíå÷íîìåðíîì ñëó÷àå íóæíî òðåáîâàòü ëèøü òî, ÷òîáû â îêðåñòíîñòè èçó÷àåìîé òî÷êè ôóíêöèÿ
íå ïðèíèìàëà çíà÷åíèå −∞, òîãäà êàê â ëîêàëüíî âûïóêëîì ñëó÷àå ïðèõîäèòñÿ òðåáîâàòü îãðàíè÷åííîñòü
ñíèçó â îêðåñòíîñòè òî÷êè. Îäíàêî â ñëó÷àå, êîãäà íàøà òî÷êà � òî÷êà âîãíóòîñòè ãðàíèöû, ïîñðåäñòâàì
ñëåäóþùåé òåîðåìû ìîæíî ñâåñòè êîíå÷íîìåðíûé ñëó÷àé ê ëîêàëüíî âûïóêëîìó.

Òåîðåìà 4.1. Ïóñòü x � ñîáñòâåííàÿ òî÷êà âîãíóòîñòè ãðàíèöû ìíîæåñòâà Ω ⊆ Rd. Ïóñòü ôóíê-
öèÿ B : Ω → R � ëîêàëüíî âîãíóòà è íå ðàâíà −∞ â îêðåñòíîñòè x. Òîãäà B îãðàíè÷åííà ñíèçó â
îêðåñòíîñòè x.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ìíîæåñòâî V òàêîå æå îòêðûòîå âûïóêëîå, êàê â ôîðìóëå 3.1. Ïóñòü U � òàêîé
øàð ñ öåíòðîì â x, ÷òî B|Ω∩U íå ïðèíèìàåò çíà÷åíèå −∞. Ïóñòü òî÷êè y1, . . . , yd+1 ∈ U òàêîâû, ÷òî
x ∈ int(conv({y1, . . . , yd+1})) (ñì. Ðèñ 4). Åñëè äëÿ êàêèõ-òî i ̸= j âûïîëíåíî [yi, yj ]∩ V ̸= ∅, òîãäà â ñèëó
âûïóêëîñòè V âåðíî, ÷òî ïåðåñå÷åíèå [yi, yj ] è clV � îòðåçîê. Íàçîâ¼ì áëèæíèé ê yi êîíåö ýòîãî îòðåçêà
ui, j , à äðóãîé ñîîòâåòñòâåííî uj, i (ñì. Ðèñ. 4).

Ðèñ. 4: Êîíñòðóêöèÿ òî÷åê yi è ui, j .

Ïóñòü F � ñëåäóþùåå ìíîæåñòâî:

F = ({y1, . . . , yd1} ∪ {ui, j | [yi, yj ] ∩ V ̸= ∅}) ∩ Ω.

Ïóñòü ìíîæåñòâî S � ñèìïëåêñ ñ âåðøèíàìè y1, . . . , yd+1, òî åñòü S = conv({y1, . . . , yd+1}). Íàì îñòàëîñü
ïîêàçàòü, ÷òî

B(v) ⩾ min{B(w)|w ∈ F}, v ∈ S ∩ Ω.
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Òî÷êà v ëåæèò â ñèìïëåêñå ñ âåðøèíàìè y1, . . . , yd+1. Ïóñòü v ëåæèò íà ãðàíè ðàçìåðíîñòè k ñèìïëåêñà
S, ãäå k ∈ {0, 1, . . . , d}. Ïðîâåä¼ì èíäóêöèþ ïî k.

Áàçà èíäóêöèè: k = 0, 1.
Ïðè k = 0 âûïîëíåíî v ∈ {y1, . . . , yd+1} ∩ Ω, ñîîòâåòñòâåííî

B(v) ⩾ min{B(yj)|yj ∈ Ω} ⩾ min{B(w)|w ∈ F}.

Ïðè k = 1 ñóùåñòâóþò òàêèå íîìåðà i, j, ÷òî òî÷êà v ïðåíàäëåæèò îòðåçêó [yi, yj ]. Åñëè [yi, yj ]∩V = ∅
òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî α, ÷òî v = αyi + (1− α)yj è ñîîòâåòñòâåííî

B(v) ⩾ αB(yi) + (1− α)B(yj) ⩾ min{B(yi), B(yj)} ⩾ min{B(w)|w ∈ F}.

Åñëè æå [yi, yj ]∩V ̸= ∅, òîãäà ëèáî v ∈ [yi, ui, j ], ëèáî v ∈ [yj , uj, i]. Ïóñòü, íå óìàëÿÿ îáùíîñòè, âûïîëíåíî
âêëþ÷åíèå v ∈ [yi, ui, j ]. Tîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî α, ÷òî v = αyi + (1− α)uj, i è ñîîòâåòñòâåííî

B(v) ⩾ αB(yi) + (1− α)B(uj, i) ⩾ min{B(yi), B(uj, i)} ⩾ min{B(w)|w ∈ F}.

Èíäóêöèîííûé ïåðåõîä.

Ïóñòü v ∈ conv({yi1 , . . . , yik+1
}), ãäå k ⩾ 2. Ïóñòü A � àôôèííàÿ îáîëî÷êà òî÷åê yi1 , . . . , yik+1

. Òîãäà
â ãèïåðïëîñêîñòè A ìû ìîæåì ïðîâåñòè ïðÿìóþ l, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç v, íî íå ïåðåñåêàþùóþ V ∩ A, à
çíà÷èò, è ñàìî ìíîæåñòâî V . Ïðÿìàÿ l ïåðåñåêàåòñÿ ñ ãðàíüþ conv({yi1 , . . . , yik+1

}) ïî îòðåçêó, íàçîâ¼ì
ýòîò îòðåçîê [w1, w2] (ñì. Ðèñ. 5).

Ðèñ. 5: Ïîñòðîåíèå òî÷åê w1 è w2.

Âåñü îòðåçîê [w1, w2] ëåæèò â ìíîæåñòâå Ω, ïðè ýòîì òî÷êè w1 è w2 ëåæàò íà ãðàíÿõ ñèìïëåêñà S
ðàçìåðíîñòè ñòðîãî ìåíüøå ÷åì k. Òî÷êà v ëåæèò íà îòðåçêå [w1, w2], ñîîòâåòñòâåííî, ñóùåñòâóåò ÷èñëî
α ∈ [0, 1] òàêîå, ÷òî v = αw1 + (1− α)w2 è âåðíà öåïî÷êà íåðàâåíñòâ:

B(v) ⩾ αB(wi) + (1− α)B(wj) ⩾ min{B(wi), B(wj)}
ïî ïðåäïîëîæåíèþ

èíäóêöèè
⩾ min{B(w)|w ∈ F}.

Òåîðåìà 4.2. Ïóñòü x � ñîáñòâåííàÿ òî÷êà âîãíóòîñòè ãðàíèöû Ω. Ïóñòü ôóíêöèÿ B : Ω → R �
ëîêàëüíî âîãíóòà è ñóùåñòâóåò W � òàêàÿ àáñîëþòíî âûïóêëàÿ îêðåñòíîñòü íóëÿ, ÷òî ôóíêöèÿ
B|(x+W )∩Ω îãðàíè÷åííà ñíèçó. Â òàêîì ñëó÷àå, ôóíêöèÿ B ïîëóíåïðåðûâíà ñíèçó â òî÷êå x.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íå óìàëÿÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî x = 0, B|W∩Ω ⩾ 0, à òàêæå, ÷òî ìíîæåñòâî
W ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì U èç îïðåäåëåíèÿ ñîáñòâåííîé òî÷êè âîãíóòîñòè ãðàíèöû îáëàñòè Ω, òî åñòü,
÷òî

W ∩ Ω =W \ V,
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ãäå V � îòêðûòîå âûïóêëîå ìíîæåñòâî. Ïóñòü φ îòäåëÿåò 0 îò V . Ïóñòü y ∈ 1
3W ∩V . Íå óìàëÿÿ îáùíîñòè,

φ(y) = 1. Ïóñòü ÷èñëî ε > 0 äîñòàòî÷íî ìàëî è

z ∈ Ω ∩ εW ∩
{
v ∈ X

∣∣ |φ(v)| < ε
}
.

Íàì íåîáõîäèìî ïðîâåðèòü, ÷òî B(z) ⩾ B(0) + o(1).
Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ: φ(z) ⩽ 0 è φ(z) > 0.

Ðèñ. 6: Ñëó÷àé φ(z) ⩽ 0.

Ñëó÷àé φ(z) ⩽ 0 (ñì. Ðèñ. 6). Â äàííîì ñëó÷àå, âåðíî âêëþ÷åíèå[
0,

1

ε
z

]
⊆W \ V ⊆ Ω.

È ñëåäîâàòåëüíî,

B(z) ⩾ (1− ε)B(0) + εB

(
1

ε
z

)
⩾ (1− ε)B(0). (4.1)

Ðèñ. 7: Ñëó÷àé φ(z) > 0.

Ñëó÷àé φ(z) = α > 0 (ñì. Ðèñ. 7). Â òàêîì ñëó÷àå, 0 < α < ε. Ïóñòü

u =
−α
1− α

y +
1

1− α
z.

Òîãäà

φ(u) =
−α
1− α

φ(y) +
1

1− α
φ(z) =

−α
1− α

1 +
1

1− α
α = 0.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, òàê êàê y ∈ 1
3W , z ∈ εW è W àáñîëþòíî âûïóêëà, ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå

u ∈
(

α

1− α

1

3
+

1

1− α
ε

)
W

α<ε
⊆
(

ε

1− ε

1

3
+

ε

1− ε

)
W ⊆ 3εW.

Ñëåäîâàòåëüíî, òàê êàê φ(u) ⩾ 0, â ñèëó ôîðìóëû (4.1) ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî B
∣∣
[0,u]

⩾ (1 − 3ε)B(0).

Òàê êàê âåðíî âêëþ÷åíèå z ∈ εW , ñëåäîâàòåëüíî ñïðàâåäëèâî è âêë÷åíèå
[
0, 1εz

]
∈ W . Çàìåòèì, ÷òî
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ðàç V îòêðûòîå âûïóêëîå è âåðíû ñîîòíîøåíèÿ 0 ∈ ∂V , z /∈ V , ñëåäîâàòåëüíî èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî[
z, 1

εz
]
∩V = ∅. Ïóñòü ψ̃ ∈ X ′ îòäåëÿåò z îò V , à ψ(·) = ψ̃(·)− ψ̃(z). Òîãäà, íå óìàëÿÿ îáùíîñòè, ψ(z) = 0,

ψ(y) > 0, ψ(0) ⩾ 0. Ñ äðóãîé ñòîðîíû z ∈ (y, u) è z ∈
(
0, 1εz

)
. Òî åñòü, ψ(u) < 0, ψ

(
1
εz
)
⩽ 0. Òàêèì

îáðàçîì, íà îòðåçêàõ [0, u] è
[
y, 1εz

]
åñòü ðîâíî ïî îäíîé òàêîé òî÷êå, ÷òî ψ â íåé çàíóëÿåòñÿ. Ïóñòü ýòî

áóäóò òî÷êè v è w ñîîòâåòñòâåííî. Çàìåòèì, ÷òî, ñ îäíîé ñòîðîíû, z, v, w ∈ span{z, y}, ñ äðóãîé ψ(z) =
ψ(v) = ψ(w) = 0. Òî åñòü, òî÷êè z, v, w ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé. Êðîìå òîãî, φ(v) ∈ [φ(0), φ(u)] = {0},
φ(z) = α, φ(w) ∈

[
φ
(
1
εz
)
, φ(y)

]
=
[
α
ε , 1

]
. Òî åñòü, ñóùåñòâóåò òàêîå δ ∈ (α, ε), ÷òî δw + (1− δ)v = z. Òàê

êàê ψ|[v,w] = 0, ñëåäîâàòåëüíî èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî [v, w]∩V = ∅. À çíà÷èò è âêëþ÷åíèå [v, w] ⊆ Ω∩W ,
òî åñòü,

B(z) ⩾ (1− δ)B(v) + δB(w) ⩾ (1− δ)B(v) ⩾ (1− ε)B(v) ⩾ (1− ε)(1− 3ε)B(0).

Äàëüøå åñòåñòâåííî ðàññìîòðåòü âîïðîñ î òîì, â êàêèõ òî÷êàõ ìû ìîæåì ãàðàíòèðîâàòü ïîëóíåïðå-
ðûâíîñòü ñâåðõó. Äëÿ íà÷àëà ïîêàæåì, ÷òî â ïëîñêèõ òî÷êàõ íåëüçÿ ãàðàíòèðîâàòü ïîëóíåïðåðûâíîñòü
ñâåðõó. Äëÿ ýòîãî ïðèâåä¼ì ïðèìåð ëîêàëüíî âîãíóòîé ôóíêöèè ðàçðûâíîé â äàííîé ïëîñêîé òî÷êå âî-
ãíóòîñòè ãðàíèöû.

Òåîðåìà 4.3. Ïóñòü x � ïëîñêàÿ ñîáñòâåííàÿ òî÷êà âîãíóòîñòè ãðàíèöû Ω. Ñóùåñòâóåò òàêàÿ ëî-
êàëüíî âîãíóòàÿ ôóíêöèÿ B : Ω → R, ÷òî B îãðàíè÷åíà ñíèçó â îêðåñòíîñòè x è B íå ïîëóíåïðåðûâíà
ñâåðõó â òî÷êå x.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íå óìàëÿÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî x = 0. Ïóñòü W � àáñîëþòíî âûïóêëàÿ
îêðåñòíîñòü íóëÿ è ôóíêöèîíàë φ ∈ X ′, òàêèå ÷òî

W ∩ Ω =W \ {x ∈ X
∣∣φ(x) > 0}. (4.2)

Ïóñòü òîãäà òî÷êà y òàêîâà, ÷òî φ(y) = 1. À òàêæå ïóñòü pW � ïîëóíîðìà, ïîñòðîåííàÿ ïî îêðåñòíîñòè
W . Òîãäà z 7→ pW (z) � âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ, ôóíêöèÿ z 7→ φ(z)y − z ëèíåéíà. Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ
z 7→ pW (φ(z)y − z) âûïóêëà, à çíà÷èò, ôóíêöèÿ z 7→ 1 − pW (φ(z)y − z) âîãíóòà. Äîêàæåì, ÷òî ïîäîéä¼ò
ñëåäóþùàÿ ôóíêöèÿ :

B(z) =

{
1− pW (φ(z)y − z), ïðè z ∈ Ω \

(
W ∩ {v ∈ X

∣∣φ(v) = 0}
)
,

0, ïðè z ∈W ∩ {v ∈ X
∣∣φ(v) = 0}.

(4.3)

Ïðîâåðèì ëîêàëüíóþ âîãíóòîñòü ôóíêöèè B.

Ðèñ. 8: Ïðèìåð ôóíêöèè, ðàçðûâíîé â ïëîñêîé òî÷êå.

Êîãäà z ∈ W ∩ {v ∈ X
∣∣φ(v) = 0}, òîãäà 1 − pW (φ(z)y − z) = 1 − pW (z) > 0. Òî åñòü, B(z) ⩽ 1 −

pW (φ(z)y − z). Òàê êàê ôóíêöèÿ z 7→ 1 − pW (φ(z)y − z) âîãíóòà, äëÿ ïðîâåðêè ëîêàëüíîé âîãíóòîñòè
B äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü âîãíóòîñòü âäîëü òàêèõ îòðåçêîâ, ÷òî îíè ëåæàò â Ω è ñîäåðæàò êàêóþ-íèáóäü
òî÷êó z, ëåæàùóþ â W ∩{v ∈ X

∣∣φ(v) = 0}, êàê âíóòðåííþþ. Â ñèëó (4.2) ýòî îçíà÷àåò, ÷òî φ = 0 íà âñ¼ì
îòðåçêå. Íî B|{

v∈X
∣∣φ(v)=0

} = min{0, 1− pW (z)}, à ìèíèìóì äâóõ âîãíóòûõ ôóíêöèé âîãíóò.

Ïðîâåðèì ëîêàëüíóþ îãðàíè÷åííîñòü ñíèçó ôóíêöèè B.
Åñëè z ∈ Ω ∩W ∩

{
v ∈ X

∣∣ |φ(v)| < 1
}
, òîãäà

B(z) ⩾ min{0, 1− pW (φ(z)y − z)} ⩾ min{0, 1− |φ(z)|pW (y)− pW (z)} ⩾ min{0, 1− pW (y)− 1} = −pW (y).
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Óñòàíîâèì îòñóòñòâèå ïîëóíåïðåðûâíîñòè ñâåðõó.
Ïóñòü ε > 0, ïðè ε < 1

pW (y) âûïîëíåíî −εy ∈ Ω \
(
W ∩ {v ∈ X

∣∣φ(v) = 0}
)
. Òî åñòü,

B(−εy) = 1− pw(φ(−εy)y − (−εy)) = 1− pW (0) = 1.

Íî ïðè ε→ 0 âåðíî −εy → 0.

Òåîðåìà 4.4. Ïóñòü x � íå ïëîñêàÿ ñîáñòâåííàÿ òî÷êà âîãíóòîñòè ãðàíèöû Ω. Ïóñòü ôóíêöèÿ B : Ω →
R � ëîêàëüíî âîãíóòà è ñóùåñòâóåò W � òàêàÿ àáñîëþòíî âûïóêëàÿ îêðåñòíîñòü íóëÿ, ÷òî ôóíêöèÿ
B|(x+W )∩Ω � îãðàíè÷åííà ñíèçó. Â òàêîì ñëó÷àå, ôóíêöèÿ B ïîëóíåïðåðûâíà ñâåðõó â òî÷êå x.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íå óìàëÿÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî x = 0, B|W∩Ω ⩾ 0, à òàê æå, ÷òî W ñîâïàäàåò
ñ U èç îïðåäåëåíèÿ ñîáñòâåííîé òî÷êè âîãíóòîñòè ãðàíèöû, òî åñòü, ÷òî

W ∩ Ω =W \ V,

ãäå V � íåïóñòîå îòêðûòîå âûïóêëîå ìíîæåñòâî. Ïóñòü ôóíêöèîíàë φ îòäåëÿåò 0 îò V . Ïóñòü y ∈ 1
3W ∩

V . Íå óìàëÿÿ îáùíîñòè, φ(y) = 1. Ïóñòü ÷èñëî ε > 0 äîñòàòî÷íî ìàëî. Òàê êàê x íå ïëîñêàÿ, âåðíî
íåðàâåíñòâî (

εW ∩
{
v ∈ X

∣∣φ(v) = 0
})

\ ∂V ̸= ∅.

Ïóñòü
zε ∈

(
εW ∩

{
v ∈ X

∣∣φ(v) = 0
})

\ ∂V.

Ïóñòü uε � òî÷êà íà èíòåðâàëå (y, zε), íå ëåæàùàÿ â V . Íå òðóäíî âèäåòü, ÷òî òîãäà [uε, zε] ∩ V = ∅, ñ
äðóãîé ñòîðîíû, ðàç âåðíû âêëþ÷åíèÿ y ∈ 1

3W è zε ∈ εW , ñëåäîâàòåëüíî âåðíî âêëþ÷åíèå uε ∈ 1
3W , à

çíà÷èò èìååò ìåñòî âêëþ÷åíèå [uε, zε] ⊆ Ω. Ïóñòü βε = φ(uε), òîãäà 0 < βε < 1. Ïóñòü

v ∈ Ω ∩ εW ∩
{
w ∈ X

∣∣ − εβε > φ(w) > ε
}
.

Íàì íåîáõîäèìî ïðîâåðèòü, ÷òî B(v) ⩽ B(0) + o(1) ïðè ε→ 0.
Ðàññìîòðèì òðè ñëó÷àÿ: φ(v) = 0, φ(v) > 0 è φ(v) < 0.

Ðèñ. 9: Ñëó÷àé φ(v) = 0.

Ñëó÷àé φ(v) = 0 (ñì. Ðèñ. 9). Â òàêîì ñëó÷àå, òî÷êà − 1
εv ∈ W \ V . È âåñü îòðåçîê

[
v, − 1

εv
]
ëåæèò â

W \ V . Òîãäà

B(0) ⩾
ε

1 + ε
B

(
−1

ε
v

)
+

1

1 + ε
B(v) ⩾

1

1 + ε
B(v).

Òî åñòü,
B(v) ⩽ (1 + ε)B(0). (4.4)

Ðèñ. 10: Ñëó÷àé φ(v) > 0.
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Ñëó÷àé φ(v) > 0 (ñì. Ðèñ. 10). Ïóñòü â äàííîì ñëó÷àå φ(v) = α > 0. Òàê êàê y ∈ 1
3W è v ∈ εW , âåñü

îòðåçîê [y, −y+2v] ñîäåðæèòñÿ âW . Èç âûïóêëîñòè V , ðàç y ∈ V , v /∈ V , çíà÷èò âåðíî [v, −y+2v]∩V = ∅.
Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî [v, −y + 2v] ⊆ Ω ∩W . Ïóñòü

w =
−α
1− α

y +
1

1− α
v =

α

1− α
(−y + 2v) +

1− 2α

1− α
v,

òîãäà φ(w) = 0, w ∈ [v, −y + 2v] è

w ∈
(

α

1− α

1

3
+

1

1− α
ε

)
W

α<ε
⊆
(

ε

1− ε

1

3
+

ε

1− ε

)
W ⊆ 3εW.

Òàêèì îáðàçîì,

1− 2ε

1− ε
B(v) ⩽

1− 2α

1− α
B(v) ⩽

1− 2α

1− α
B(v) +

α

1− α
B(−y + 2v) ⩽ B(w)

(4.4)

⩽ (1 + 3ε)B(0).

Ðèñ. 11: Ñëó÷àé φ(v) < 0.

Ñëó÷àé φ(v) = −α < 0 (ñì. Ðèñ. 11). Â äàííîì ñëó÷àå, α < εβε. Ââåä¼ì òî÷êó w = −αy + (1 + α)zε.
Òîãäà φ(w) = −α = φ(v), à òàêæå

w ∈
(
α
1

3
+ (1 + α)ε

)
W

α<εβε

⊆
(
εβε

1

3
+ (1 + εβε)ε

)
W

βε<1

⊆ 3εW.

Ðàç v ∈ εW , w ∈ 3εW , çíà÷èò âåðíî âêëþ÷åíèå
[
v, −1

5ε v +
(
1 + 1

5ε

)
w
]
⊆W . Òîãäà

1

1 + 5ε
B(v) ⩽

1

1 + 5ε
B(v) +

5ε

1 + 5ε
B

(
−1

5ε
v +

(
1 +

1

5ε

)
w

)
⩽ B(w).

Òî÷êè y, w, uε, zε ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé, à òàê æå âñå ëåæàò â W . Êðîìå òîãî, èç íèõ òîëüêî y ïðèíàä-
ëåæèò V . Â ñèëó âûïóêëîñòè ìíîæåñòâà V , ïîëó÷àåì [uε, w] ⊆ W \ V = W ∩ Ω. Òàêæå ìû çíàåì, ÷òî
φ(zε) = 0, φ(uε) = βε, φ(w) = −α, à çíà÷èò â ñèëó ëèíåéíîñòè φ âûïîëíåíî zε =

α
α+βε

uε +
βε

α+βε
w. Òàêèì

îáðàçîì

1

1 + ε
B(w) =

βε
βε + εβε

B(w) ⩽
βε

βε + α
B(w) ⩽

βε
βε + α

B(w) +
α

βε + α
B(uε) ⩽ B(zε)

(4.4)

⩽ (1 + ε)B(0).

5 Î ãëàäêîñòè ëîêàëüíî âîãíóòûõ ôóíêöèé â òî÷êàõ âîãíóòîñòè

ãðàíèöû îáëàñòè.

Íà÷èíàÿ ñ ýòîé ãëàâû, ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî êîíå÷íîìåðíûé ñëó÷àé.
Ìû õîòèì áîëåå äåòàëüíî îöåíèòü ãëàäêîñòü ëîêàëüíî âîãíóòûõ ôóíêöèé â òî÷êàõ âîãíóòîñòè ãðàíè-

öû. Äàæå åñëè ìû ðàññìîòðèì âîãíóòóþ íà âñ¼ì ïðîñòðàíñòâå ôóíêöèþ B : Rd → R, òî ìû ìîæåì ãàðàí-
òèðîâàòü ëèïøèöåâîñòü ôóíêöèè, íî íå ìîæåì ãàðàíòèðîâàòü äàæå ïîòî÷å÷íóþ äèôôåðåíöèðóåìîñòü
(íàïðèìåð, ôóíêöèÿ x 7→ −|x| âîãíóòà, íî íå äèôôåðåíöèðóåìà â íóëå). Ñîîòâåòñòâåííî â ãðàíè÷íûõ
òî÷êàõ òàê æå íå ïîëó÷èòñÿ ãàðàíòèðîâàòü ÷òî-òî áîëüøåå ÷åì ëèïøèöåâîñòü.
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Åñòåñòâåííûå âîïðîñû, íà êîòîðûå ìîæíî ïîïðîáîâàòü îòâåòèòü � ýòî â êàêèõ òî÷êàõ âîãíóòîñòè
ìîæíî ãàðàíòèðîâàòü ëèïøèöåâîñòü ôóíêöèè, èëè õîòÿ áû α-ã¼ëüäåðîâîñòü. Ýòè âîïðîñû ìîãóò áûòü
ïåðåôîðìóëèðîâàíû ÷åðåç ìîäóëü íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè â òî÷êå ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü x � ñîá-
ñòâåííàÿ òî÷êà âîãíóòîñòè ãðàíèöû Ω ⊆ Rd, ôóíêöèÿ B : Ω → R ëîêàëüíî âîãíóòà. Ïóñòü ωx � ìîäóëü
íåïðåðûâíîñòè B â òî÷êå x, òî åñòü,

ω(δ) = sup
{
|B(y)−B(x)|

∣∣∣ |y − x| ⩽ δ
}
.

Òîãäà íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè B â òî÷êå x ýêâèâàëåíòíà òîìó, ÷òî ω(δ) = o(1), ëèïøèöåâîñòü â òî÷êå
x ýêâèâàëåíòíà òîìó, ÷òî ω(δ) = O(δ), à α-ã¼ëüäåðîâîñòü â òî÷êå x ýêâèâàëåíòíà óñëîâèþ ω(δ) = O(δα).
Òàêèì îáðàçîì, îöåíêè ìîäóëÿ íåïðåðûâíîñòè ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê áîëåå òîíêèå õàðàêòåðèñòèêè
ãëàäêîñòè ôóíêöèè â òî÷êå. Â íàøåì ñëó÷àå óäà¼òñÿ ïðèâåñòè äîñòàòî÷íî òî÷íûå îöåíêè ìîäóëÿ íåïðå-
ðûâíîñòè â òåðìèíàõ òîãî êàê áûñòðî îòõîäèò ãðàíèöà îáëàñòè îò êàñàòåëüíîé ãèïåðïëîñêîñòè (îïîðíîé
ê äîïîëíåíèþ). Ïåðåä ôîðìóëèðîâêîé îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà äàííîé ãëàâû íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü ìîäóëü
ìàêñèìàëüíîãî óáûâàíèÿ ãðàíèöû îáëàñòè â òî÷êå âîãíóòîñòè. Ýòà õàðàêòåðèñòèêà áóäåò ôîðìàëèçàöèåé
ïîíÿòèÿ áûñòðîòû îòõîäà ãðàíèöû îáëàñòè îò êàñàòåëüíîé ãèïåðïëîñêîñòè.

Ïóñòü x � ñîáñòâåííàÿ òî÷êà âîãíóòîñòè ãðàíèöû îáëàñòè Ω, ïóñòü Uε � òàêîé øàðèê ðàäèóñà ε ñ
öåíòðîì x, ÷òî

Ω ∩ Uε = Uε \ V,

ãäå V � îòêðûòîå âûïóêëîå ìíîæåñòâî. Ïóñòü òàê æå â òî÷êå x ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ îïîðíàÿ ãèïåð-
ïëîñêîñòü L ê ìíîæåñòâó V . Ñäåëàåì ñäâèã ïðîñòðàíñòâà, òàê ÷òîáû òî÷êà x ñîâïàëà ñ íóë¼ì, à çàòåì
ïîâåðí¼ì ïðîñòðàíñòâî òàê, ÷òîáû ãèïåðïëîñêîñòü L ñîâïàäàëà ñ ãèïåðïëîñêîñòüþ {y ∈ Rd| yd = 0}, ïðè
ýòîì ìíîæåñòâî V ëåæàëî â íèæíåì ïîëóïðîñòðàíñòâå, òî åñòü, V ⊆ {y ∈ Rd| yd < 0}. Òîãäà â îêðåñòíîñòè
U òî÷êè 0 ãðàíèöà îáëàñòè âûãëÿäèò êàê

∂Ω ∩ U = {(y1, . . . , yd−1, −W (y1, . . . , yd−1))} ,

Ãäå W � íåêîòîðàÿ âûïóêëàÿ íåîòðèöàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ ðàâíàÿ â íóëå íóëþ.

Îïðåäåëåíèå 5.1. Ìîäóëåì ìàêñèìàëüíîãî óáûâàíèÿ ãðàíèöû îáëàñòè Ω â òî÷êå x íàçîâ¼ì ñëåäóþùóþ
ôóíêöèþ:

θ(δ) = sup
{
W (y)

∣∣ y ∈ Rd−1, |y| ⩽ δ
}
.

Çàìåòèì, ÷òî, åñëè ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç Sd−2 åäèíè÷íóþ ñôåðó â Rd−1, òî

θ(δ) = sup
{
W (δy)

∣∣ y ∈ Sd−2
}
,

à çíà÷èò ôóíêöèÿ θ âûïóêëà êàê ñóïðåìóì âûïóêëûõ. Â ÷àñòíîñòè, θ íå äèôôåðåíöèðóåìà íå áîëåå ÷åì
â ñ÷¼òíîì ìíîæåñòâå òî÷åê è å¼ ïðîèçâîäíàÿ ìîíîòîííî íå óáûâàåò.

Òàêæå â äàëüíåéøåì âàæíîé âñïîìîãàòåëüíîé ôóíêöèåé îêàæåòñÿ ôóíêöèÿ θ′(t)t−θ(t). Ýòà ôóíêöèÿ
� âòîðàÿ êîîðäèíàòà òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ êàñàòåëüíîé â òî÷êå (t, −θ(t)) ê ãðàôèêó ôóíêöèè x2 = −θ(x1)
è îñè x1 = 0 (ñì. Ðèñ. 12). Ýòà ôóíêöèÿ â íóëå ðàâíà íóëþ è íåóáûâàåò, òàê êàê (θ′(t)t− θ(t))′ = tθ′′(t) (â
ñëó÷àå íå ãëàäêîãî θ ðàâåíñòâî ìîæíî ïîíèìàòü â ñìûñëå ðàñïðåäåëåíèé).

Ðèñ. 12: Êàñàòåëüíàÿ ê ãðàôèêó ôóíêöèè x2 = −θ(x1).

Èç ìîäóëÿ ìàêñèìàëüíîãî óáûâàíèÿ ãðàíèöû â äàííîé òî÷êå âîãíóòîñòè ìîæíî ïîëó÷èòü äîñòàòî÷-
íî òî÷íûå îöåíêè ìîäóëÿ íåïðåðûâíîñòè â äàííîé òî÷êå. À èìåííî ìû áóäåì äîêàçûâàòü ñëåäóþùóþ
òåîðåìó.

Òåîðåìà 5.1. Ïóñòü x ∈ Ω � ñîáñòâåííàÿ òî÷êà âîãíóòîñòè ãðàíèöû îáëàñòè. Ïóñòü ôóíêöèÿ B : Ω →
R ëîêàëüíî âîãíóòà. Òîãäà âîçìîæíî 3 ñëó÷àÿ.

1) Åñëè x � ïëîñêàÿ, òî B ïîëóíåïðåðûâíà ñíèçó â òî÷êå x, íî íå îáÿçàòåëüíî ïîëóíåïðåðûâíà ñâåðõó.
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2) Åñëè â òî÷êå x ñóùåñòâóåò õîòÿ áû äâå îïîðíûå ãèïåðïëîñêîñòè (ê ìíîæåñòâó V ), òî B ëèï-
øèöåâà â òî÷êå x.

3) Åñëè x íå ïëîñêàÿ, íî â íåé ñóùåñòâóåò ðîâíî îäíà îïîðíàÿ ãèïåðïëîñêîñòü, òîãäà B â íåé
íåïðåðûâíà, íî ìîæåò áûòü íå ëèïøèùåâà. Ïðè ýòîì, åñëè B íå ëèïøèùåâà â òî÷êå x, òî-
ãäà ñóùåñòâóþò êîíñòàíòà ε > 0 è âîãíóòàÿ íåóáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ f : [0, ε] → R⩾0 òàêàÿ, ÷òî
ωx(δ) = f(δ) +O(δ), ïðè ýòîì f óäîâëåòâîðÿåò äâóì óñëîâèÿì:

f(θ′(t)t− θ(t)) = O

(
(θ′(t)t− θ(t))

t

θ(t)

)
, (5.1)

ε∫
0

f(θ′(t)t− θ(t))

t2
dt < +∞. (5.2)

Áîëåå òîãî, åñëè f óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (5.1) è (5.2) òîãäà ñóùåñòâóåò ëîêàëüíî âîãíóòàÿ
ôóíêöèÿ B : Ω → R, òàêàÿ, ÷òî ωx(δ) = f(δ) +O(δ).

Åñëè áû x áûëà ïëîñêîé òî÷êîé, òî ìîäóëü ìàêñèìàëüíîãî óáûâàíèÿ â íåé áûë áû íóë¼ì è â òàêîé
òî÷êå, êàê ãëàñèò òåîðåìà 4.3, ôóíêöèÿ ìîæåò áûòü ðàçðûâíà. Åñëè â òî÷êå åñòü íåñêîëüêî îïîðíûõ
ãèïåðïëîñêîñòåé, òî õîòü â íåé ìîäóëü ìàêñèìàëüíîãî óáûâàíèÿ íå îïðåäåë¼í, íå ôîðìàëüíî ìîæíî
ñ÷èòàòü, ÷òî â íåé θ(t) ≈ ct (äàëåå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî èç åäèíñòâåííîñòè îïîðíîé ãèïåðïëîñêîñòè ñëåäóåò,
÷òî θ(t) = o(t)).

Îñíîâíûì æå ïðèìåðîì òî÷åê âîãíóòîñòè ãðàíèöû îáëàñòè ÿâëÿþòñÿ òî÷êè, â êîòîðûõ ãðàíèöà îá-
ëàñòè îêàçàëàñü ãëàäêîé è âñå êðèâèçíû â êîòîðûõ îòäåëåíû îò íóëÿ. Òàê âñå òî÷êè ñâîáîäíîé ãðàíèöû,
ðàññìàòðèâàåìûå â ðàáîòàõ [6] è [7], îáëàäàþò äàííûì ñâîéñòâîì. Ýòîò ñëó÷àé îòäåëüíî ðàññìîòðåí â
ïàðàãðàôå 5.4.

Çàìå÷àíèå 5.2. Â óñëîâèè òåîðåìû ôóíêöèþ B : Ω → R ìîæíî çàìåíèòü íà ëîêàëüíî âîãíóòóþ ôóíê-
öèþ B : Ω → R, íå ïðèíèìàþùóþ çíà÷åíèå −∞ â îêðåñòíîñòè òî÷êè x, òàê êàê, åñëè B ïðèíèìàåò
çíà÷åíèå +∞ âáëèçè íå ïëîñêîé ñîáñòâåííîé òî÷êè âîãíóòîñòè x, òî B ðàâíà +∞ â îêðåñòíîñòè x.

Çàìå÷àíèå 5.3. Èç ìîíîòîííîñòè ôóíêöèé f è θ′(t)t− θ(t) è óñëîâèÿ (5.2) ñëåäóåò, ÷òî

f(θ′(t)t− θ(t)) = o (t) . (5.2∗)

Åñëè æå ïîòðåáîâàòü îò ôóíêöèè θ, ÷òîáû îíà íå ñèëüíî ìåäëåííî óáûâàëà ê íóëþ, à èìåííî ñëåäóþùåå
óñëîâèå ðåãóëÿðíîñòè (îíî âûïîëíåíî äëÿ θ(t) = tp ïðè p > 1 è θ(t) = e−1/t, íî íå âûïîëíåíî äëÿ
θ(t) = −t

log t)

∃p > 1 òàêîå, ÷òî â îêðåñòíîñòè íóëÿ âûïîëíåíî pθ(t) ⩽ θ′(t)t, (5.3)

òîãäà óñëîâèÿ (5.1) ïåðåïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

f(θ′(t)t− θ(t)) = O

(
(θ′(t)t− θ(t))

t

θ(t)

)
= O

(
t
θ′(t)t

θ(t)

)
≳ O (t) . (5.1′)

Òàêèì îáðàçîì â ñëó÷àå, ðåãóëÿðíîé, â ñìûñëå (5.3), ôóíêöèè θ óñëîâèå (5.2) âëå÷¼ò óñëîâèå (5.1) è òåì
ñàìûì ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì.

Äëÿ íà÷àëà çàìåòèì, ÷òî ìîäóëü íåïðåðûâíîñòè â òî÷êå ìîæíî ðàçáèòü íà äâå ñîñòàâëÿþùèå:

ωx(δ) = sup
{
|B(y)−B(x)|

∣∣∣ y ∈ Ω, |y − x| ⩽ δ
}
=

= max
{
sup

{
B(y)−B(x)

∣∣∣ y ∈ Ω, |y − x| ⩽ δ
}
, sup

{
B(x)−B(y)

∣∣∣ y ∈ Ω, |y − x| ⩽ δ
}}

=

= max {ω+, x(δ), ω−, x(δ)} .

Íàçîâ¼ì ω−, x � ìîäóëåì ïîëóíåïðåðûâíîñòè ñíèçó ôóíêöèè B â òî÷êå x, a ω+, x � ìîäóëåì ïîëóíåïðå-
ðûâíîñòè ñâåðõó ôóíêöèè B â òî÷êå x.

Çàìå÷àíèå 5.4. Ïîëóíåïðåðûâíîñòü ñíèçó â òî÷êå x ýêâèâàëåíòíà, òîìó ÷òî ω−, x(δ) → 0 ïðè δ → 0,
à ïîëóíåïðåðûâíîñòü ñâåðõó â òî÷êå x ýêâèâàëåíòíà, òîìó ÷òî ω+, x(δ) → 0 ïðè δ → 0.

Äàëåå, íå óìàëÿÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî x = 0 è V ⊆ {y ∈ Rd| yd < 0}.
Òåïåðü ïîéì¼ì, ÷òî íàì íóæíî èçó÷àòü òîëüêî ïîâåäåíèå ìîäóëÿ ïîëóíåïðåðûâíîñòè ñâåðõó â òî÷êå

0, à èìåííî äîêàæåì ñëåäóþùóþ ëåììó, óñèëèâàþùóþ òåîðåìó 4.2.
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Ëåììà 5.5. Ïóñòü 0 � òî÷êà âîãíóòîñòè ãðàíèöû îáëàñòè Ω ⊆ Rd, ôóíêöèÿ B : Ω → R � ëîêàëüíî
âîãíóòà, òîãäà ω−, 0(δ) = O(δ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Íå óìàëÿÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî B ⩾ 0 â ε-îêðåñòíîñòè íóëÿ. Ïîñìîòðèì íà
äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4.2. Ìû ïîëó÷èëè, ÷òî, åñëè

z ∈ Ω ∩ δW ∩
{
v ∈ X

∣∣ |φ(v)| < δ
}
,

ãäå W � àáñîëþòíî âûïóêëàÿ îêðåñòíîñòü íóëÿ, à φ ∈ X ′, îòäåëÿåò 0 îò V , òî

B(z) ⩾ (1− δ)(1− 3δ)B(0).

Íî â ñëó÷àå, êîãäà X = Rd êàê óñëîâèå z ∈ δW , òàê è óñëîâèå |φ(z)| < δ ìîæíî ãàðàíòèðîâàòü óñëîâèåì
|z| ⩽ cδ äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëîãî c > 0. Íî òîãäà ìû ïîëó÷àåì, ÷òî

ω−, 0(cδ) ⩽ B(0)− (1− δ)(1− 3δ)B(0) = (4δ − 3δ2)B(0) ⩽ 4B(0)δ = O(cδ).

Ïåðåéä¼ì ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 5.1. Òåîðåìà 5.1 ðàçáèòà íà 3 ñëó÷àÿ. Ðàçáåð¼ì èõ îòäåëüíî.

5.1 Ñëó÷àé 1 òåîðåìû 5.1.

Ñëó÷àé 1 ðàçîáðàí â ãëàâå 4, òàê ïîëóíåïðåðûâíîñòü ñíèçó äîêàçàíà â òåîðåìå 4.2, à ïðèìåð íå ïîëóíå-
ïðåðûâíîé ôóíêöèè ïîñòðîåí â òåîðåìå 4.3.

5.2 Ñëó÷àé 2 òåîðåìû 5.1.

Äëÿ ðàçáîðà ñëó÷àÿ 2 ìîäèôèöèðóåì äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4.4, à èìåííî äîêàæåì ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà 5.6. Ïóñòü 0 � ñîáñòâåííàÿ òî÷êà âîãíóòîñòè ãðàíèöû Ω ⊆ Rd, è â íóëå åñòü õîòÿ áû
äâå îïîðíûå ãèïåðïëîñêîñòè (ê ìíîæåñòâó V ). Ïóñòü ôóíêöèÿ B : Ω → R ëîêàëüíî âîãíóòà. Òîãäà B
ëèïøèöåâà â òî÷êå 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñëå çàìåíû ôóíêöèè B íà ôóíêöèþ B̃ : x 7→ B(Tx)+ c, ãäå T � îáðàòèìîå ëèíåéíîå
ïðåîáðàçîâàíèå, à c � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî îêðåñòíîñòü U äëÿ êîòîðîé Ω∩U = U \V
� ýòî ìíîæåñòâî

{
y
∣∣ |y| ⩽ 3

}
, à òàêæå, ÷òî B(x) ⩾ 0, ïðè x ∈ Ω ∩ U , ïðè ýòîì îäíà èç êàñàòåëüíûõ

ãèïåðïëîñêîñòåé çàäà¼òñÿ óðàâíåíèåì φ(x) = 0, ãäå φ(x) = −xd, à äðóãàÿ çàäà¼òñÿ óðàâíåíèåì ψ(x) = 0,
ãäå ψ(x) = −xd − x1, à òàê æå, ÷òî −ed ∈ V .

Ðèñ. 13: Ñëó÷àé 2.

Â òåîðåìå 4.4 äëÿ òî÷åê âèäà
x ∈ Ω ∩ δW ∩ {z ∈ X|φ(z) ⩾ 0}

ïîëó÷àåòñÿ îöåíêà âèäà

B(x) ⩽ (1 + 3δ)
1− δ

1− 2δ
B(0) ⩽ (1 + 10δ)B(0). (5.4)

Â íàøåì ñëó÷àå â êà÷åñòâå W ìîæíî âçÿòü åäèíè÷íûé øàð ñ öåíòðîì â íóëå.
Òàêèì îáðàçîì äëÿ ëèïøèöåâîñòè îñòàëîñü îöåíèòü ôóíêöèþ â òî÷êàõ âèäà

x ∈ Ω ∩
{
z ∈ X

∣∣∣ |z| < δ, φ(z) < 0
}
.

12



Ðèñ. 14: Ñëó÷àé φ(x) < 0.

Â äàííîì ñëó÷àå ïóñòü z = x− (x1 + xd)e1,

v =
1

5δ
z +

(
− 1

5δ
+ 1

)
x = x− 1

5δ
(x1 + xd)e1.

Òîãäà
ψ(z) = ψ(x)− (x1 + xd)ψ(e1) = 0,

|z| ⩽ |x|+ |x1|+ |x+ d| ⩽ 3δ è |v| ⩽ δ + 2δ
5δ ⩽ 3

5 . Ïðè ýòîì φ(v) = φ(z) = φ(x) = −xd, òî åñòü, îòðåçîê [x, v]
ëåæèò â îáëàñòè Ω è B(v) ⩾ 0. Çàìåòèì òàê æå, ÷òî z = 5δv + (1− 5δ)x. Òàêèì îáðàçîì

(1− 5δ)B(x) ⩽ (1− 5δ)B(x) + 5δB(v) ⩽ B(z)
5.4
⩽

ψ(z)=0
(1 + 30δ)B(0).

5.3 Ñëó÷àé 3 òåîðåìû 5.1.

Â äàííîì ñëó÷àå áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî Ω ñòàíäàðòíîãî âèäà, åñëè 0 � íå ïëîñêàÿ ñîáñòâåííàÿ òî÷êà âî-
ãíóòîñòè, â êîòîðîé ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ îïîðíàÿ ãèïåðïëîñêîñòü L = {x ∈ Rd|, xd = 0}, ïðè ýòîì
ìíîæåñòâî V èç îïðåäåëåíèÿ 3.1 ëåæèò â íèæíåì ïîëóïðîñòðàíñòâå, òî åñòü, V ⊆ {x ∈ Rd|xd < 0}.

Íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè B â äàííîì ñëó÷àå ñëåäóåò èç òåîðåì 4.2 è 4.4. Ñîîòâåòñòâåííî äîêàçàòåëüñòâî
ñëó÷àÿ 3 ìîæíî ðàçáèòü íà ÷åòûðå ïóíêòà.

3.1) Íàéòè âîãíóòóþ ôóíêöèþ f , äëÿ êîòîðîé ω0(δ) = f(δ) +O(δ).

3.2) Ïîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ f óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (5.1) è (5.2).

3.3) Äëÿ âîãíóòîé ôóíêöèè f , óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèÿì (5.1) è (5.2) ïîñòðîèòü ôóíêöèþ B : Ω → R,
äëÿ êîòîðîé ω0(δ) = f(δ) +O(δ).

3.4) Ïîêàçàòü, ÷òî óñëîâèÿ (5.1) è (5.2) íå âëåêóò ëèïøèöåâîñòü íè äëÿ êàêîãî θ.

5.3.1 Ðàçáîð ïóíêòà 3.1.

Äëÿ íà÷àëà çàìåòèì, ÷òî åñëè ìû íàéä¼ì íåñêîëüêî ôóíêöèé, òàêèõ, ÷òî f : ω0(δ) = f1(δ) + O(δ) =
f2(δ) +O(δ), òîãäà óñëîâèÿ (5.1) è (5.2) äëÿ íèõ ýêâèâàëåíòíû.

f1(θ
′(t)t− θ(t)) = f2(θ

′(t)t− θ(t)) +O(θ′(t)t− θ(t)) = O

(
(θ′(t)t− θ(t))

t

θ(t)

)
+O(θ′(t)t− θ(t)) =

= O

(
(θ′(t)t− θ(t))

t

θ(t)

)
,
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ε∫
0

f1(θ
′(t)t− θ(t))

t2
dt =

ε∫
0

f2(θ
′(t)t− θ(t)) +O(θ′(t)t− θ(t))

t2
dt =

=

ε∫
0

f2(θ
′(t)t− θ(t))

t2
dt+O

 ε∫
0

θ′(t)t− θ(t)

t2
dt

 =

ε∫
0

f2(θ
′(t)t− θ(t))

t2
dt+O

(
θ(t)

t

∣∣∣ε
0

)
=

=

ε∫
0

f2(θ
′(t)t− θ(t))

t2
dt+O

(
θ(ε)

ε
− θ′(0)

)
< +∞.

Ñëåäîâàòåëüíî, íàì äîñòàòî÷íî äîêàçàòü äëÿ îäíîé ôóíêöèè f , òàêîé ÷òî ω0(δ) = f(δ) + O(δ), ÷òî îíà
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (5.1) è (5.2). È òîãäà ëþáàÿ ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ ω0(δ) = f(δ) +
O(δ), áóäåò óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèÿì (5.1) è (5.2). Â ÷àñòíîñòè

ω0(θ
′(t)t− θ(t)) = O

(
θ′(t)t− θ(t)

θ′(t)

)
,

ε∫
0

ω0(θ
′(t)t− θ(t))

t2
dt < +∞.

Òåîðåìà 5.7. Ïóñòü Ω ñòàíäàðòíîãî âèäà, à ôóíêöèÿ B : Ω → R � ëîêàëüíî âîãíóòà. Òîãäà

ω0(δ) = (B(δed)−B(0)) +O(δ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Â òî÷êå 0 ôóíêöèÿ B íåïðåðûâíà, â ÷àñòíîñòè, îíà îãðàíè÷åíà â íåáîëüøîé îêðåñòíî-
ñòè íóëÿ. Ïóñòü, íå óìàëÿÿ îáùíîñòè, â ε-îêðåñòíîñòè íóëÿ Ω âûãëÿäèò êàê íàäãðàôèê ôóíêöèè −W , à
òàêæå â ýòîé îêðåñòíîñòè âûïîëíåíî 0 ⩽ B(x) ⩽M , äëÿ íåêîòîðîãî ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà M .

Ðèñ. 15: Ðèñóíîê ê òåîðåìå 5.7.

Ïóñòü x ∈ Ω, è |x| ⩽ δ, ãäå δ < ε
6 . Ïóñòü òî÷êà u çàäà¼òñÿ ôîðìóëîé u = x+(δ−xd)ed = (x1, . . . , xd−1, δ),

òî÷êà y ôîðìóëîé y = x+ ε
2ed, à òî÷êà v �

v =
ε

3δ
δed +

(
1− ε

3δ

)
u.

Òîãäà
|u| = |x+ (δ − xd)ed| ⩽ |x− xded|+ |δed| ⩽ |x|+ δ ⩽ 2δ < ε,

|y| =
∣∣∣x+

ε

2
ed

∣∣∣ ⩽ |x|+
∣∣∣ε
2
ed

∣∣∣ ⩽ δ +
ε

2
< ε,

|v| =
∣∣∣ ε
3δ
δed +

(
1− ε

3δ

)
u
∣∣∣ ⩽ ∣∣∣ ε

3δ
δed

∣∣∣+ ∣∣∣(1− ε

3δ

)
u
∣∣∣ ⩽ ε

3
+ 2δ

( ε
3δ

− 1
)
< ε.

È ñîîòâåòñòâåííî u ∈ [x, y] ⊆ Ω è δed ∈ [u, v] ⊆ Ω. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî

u = x+ (δ − xd)ed =
δ − xd

ε
2

(
x+

ε

2
ed

)
+

ε
2 − δ + xd

ε
2

x =
δ − xd

ε
2

y +
ε
2 − δ + xd

ε
2

x

è

δed =
1
ε
3δ

( ε
3δ
δed +

(
1− ε

3δ

)
u
)
+

ε
3δ − 1

ε
3δ

u =
1
ε
3δ

v +
ε
3δ − 1

ε
3δ

u =
3δ

ε
v +

ε− 3δ

ε
u.
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Òåïåðü ìû ìîæåì íàïèñàòü ñëåäóþùóþ öåïî÷êó íåðàâåíñòâ.

B(δed) ⩾
3δ

ε
B(v) +

ε− 3δ

ε
B(u) ⩾

ε− 3δ

ε
B(u) ⩾

ε− 3δ

ε

(
δ − xd

ε
2

B(y) +
ε
2 − δ + xd

ε
2

B(x)

)
⩾

⩾
ε− 3δ

ε

ε
2 − δ + xd

ε
2

B(x) ⩾
ε− 3δ

ε

ε
2 − 2δ

ε
2

B(x) = B(x)− δB(x)
7ε− 12δ

ε2
⩾ B(x)− δ

7B(x)

ε
⩾ B(x)− δ

7M

ε
.

Òàêèì îáðàçîì ìû ïîëó÷èëè ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå (B(δed)−B(0)) + 7M
ε δ ⩾ ω+, 0(δ). È ñîîòâåòñòâåííî

B(δed)−B(0) ⩽ ω0(δ) = max{ω+, 0, ω−, 0} ⩽ ω+, 0 + ω−, 0 = ω+, 0 +O(δ) ⩽ B(δed)−B(0) +O(δ).

Äàëåå ìû áóäåì äîêàçûâàòü, ÷òî ôóíêöèÿ δ 7→ B(δed) − B(0) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (5.1) è (5.2),
à òàêæå äëÿ âîãíóòîé íå óáûâàþùåé ôóíêöèè f , óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèÿì (5.1) è (5.2), ïîñòðîèì
ëîêàëüíî âîãíóòóþ ôóíêöèþB : Ω → R òàêóþ, ÷òî äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ δ âåðíî ðàâåíñòâîB(δed) = f(δ).

5.3.2 Ìîäóëü óáûâàíèÿ âäîëü íàïðàâëåíèÿ, åãî ñâÿçü ñ ìîäóëåì ìàêñèìàëüíîãî óáûâàíèÿ.

Ïóñòü y ∈ Sd−2, òîãäà ìîäóëü óáûâàíèÿ â íàïðàâëåíèè y � ýòî ôóíêöèÿ θy(δ) = W (δy), δ ⩾ 0. Ââåä¼ì
àíàëîãè óñëîâèé (5.1) è (5.2), äëÿ ôóíêöèè θy:

f(θ′y(t)t− θy(t)) = O

(
(θ′y(t)t− θy(t))

t

θy(t)

)
, (5.1y)

εy∫
0

f(θ′y(t)t− θy(t))

t2
dt < +∞. (5.2y)

Ïóíêò 3.2 òåîðåìû 5.1 áóäåò ðàçáèò íà äâå ÷àñòè

3.2.1) Ïîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ f óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (5.1y) è (5.2y) äëÿ ëþáîãî y ∈ Sd−2.

3.2.2) Ïîêàçàòü, ÷òî, åñëè ôóíêöèÿ f óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (5.1y) è (5.2y) äëÿ ëþáîãî y ∈ Sd−2, òîãäà
f óäîâëåòâîðÿåò è óñëîâèÿì (5.1) è (5.2).

Â äàëüíåéøåì íàì ïîíàäîáèòñÿ îöåíèâàòü ìàêñèìàëüíûé ìîäóëü óáûâàíèÿ è ìîäóëè óáûâàíèÿ âäîëü íà-
ïðàâëåíèÿ ÷åðåç äðóã äðóãà. Â îäíó ñòîðîíó θ(δ) = sup{θy(δ)| y ∈ Sd−2}, òî åñòü, θy(δ) ⩽ θ(δ). Ñëåäóþùàÿ
ëåììà äà¼ò îöåíêó â äðóãóþ ñòîðîíó.

Ëåììà 5.8. Ïóñòü òî÷êè y1, . . . , yd ∈ Sd−2 îáðàçóþò ïðàâèëüíûé ñèìïëåêñ ñ öåíòðîì â íóëå. Òîãäà

θ

(
δ

d− 1

)
⩽ max{θyj (δ)| j = 1, . . . , d}. (5.5)

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê ôóíêöèÿ W âûïóêëà,

max{θyj (δ)| j = 1, . . . , d} = max{W (δyj)| j = 1, . . . , d} = max{W (y)| y ∈ conv{δy1, . . . , δyd}}.

Ìíîæåñòâî conv{δy1, . . . , δyd} îáðàçóåò ïðàâèëüíûé ñèìïëåêñ ðàçìåðíîñòè d − 1 ñ öåíòðîì â íóëå è ðà-
äèóñîì îïèñàííîé ñôåðû 1 (îïèñàííàÿ ñôåðà � Sd−2). Òîãäà ðàäèóñ âïèñàííîé ñôåðû ñîñòàâëÿåò 1

d−1 .
Òàêèì îáðàçîì,

max{W (y)| y ∈ conv{δy1, . . . , yd}} ⩾ sup

{
W (y)| |y| ⩽ 1

d− 1

}
= θ

(
δ

d− 1

)
.

Çàôèêñèðóåì êàêîé-òî âûáîð òî÷åê y1, . . . , yd. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ξ ñëåäóþùóþ ôóíêöèþ

ξ(δ) = max{θyj (δ)| j = 1, . . . , d}. (5.6)

Òàêèì îáðàçîì ìû ïîëó÷èëè îöåíêó

ξ(δ) ⩽ θ(δ) ⩽ ξ((d− 1)δ). (5.7)

Ëåììà 5.9. Ïóñòü îáëàñòü Ω ñòàíäàðòíîãî âèäà è y ∈ Sd−2 òîãäà θy(δ) = o(δ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôóíêöèÿ θy âûïóêëà, íåîòðèöàòåëüíà è ðàâíà â íóëå íóëþ. Ñîîòâåòñòâåííî íóæíî
ëèøü ïðîâåðèòü, ÷òî ó θy ïðîèçâîäíàÿ â íóëå ðàâíà íóëþ. Åñëè ýòî íå òàê, òîãäà ïóñòü ïðîèçâîäíàÿ
â íóëå α > 0. Òîãäà äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ δ îòðåçîê [0, δy − αδed] ëåæèò â Ω. Íî òîãäà ôóíêöèîíàë,
îòäåëÿþùèé îòðåçîê [0, δy − αδed] îò ìíîæåñòâà V , çàäà¼ò âòîðóþ îïîðíóþ ãèïåðïëîñêîñòü â òî÷êå 0.

Ñëåäñòâèå 5.10. Åñëè â òî÷êå 0 ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ îïîðíàÿ ãèïåðïëîñêîñòü, òîãäà θ(δ) = o(δ).
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Ðèñ. 16: Ðèñóíîê ê ëåììå 5.9.

5.3.3 Ìèíèìàëüíàÿ ëîêàëüíî âîãíóòàÿ ôóíêöèÿ â êðèâîëèíåéíîì òðåóãîëüíèêå.

Â äàííîì ïóíêòå ìû âû÷èñëèì îïðåäåë¼ííóþ ìèíèìàëüíóþ ëîêàëüíî âîãíóòóþ ôóíêöèþ, êîòîðàÿ îêà-
æåòñÿ íà ïðÿìóþ ñâÿçàíà êàê ñ ïîëó÷åíèåì îöåíîê â ïóíêòå 3.2, òàê è ñ ïîñòðîåíèåì ëîêàëüíî âîãíóòîé
ôóíêöèè â ïóíêòå 3.3, à òàêæå áóäåò èãðàòü âñïîìîãàòåëüíóþ ðîëü â ïîñòðîåíèè ïðèìåðà â ïóíêòå 3.4.

Ïóñòü ε > 0 è τ : [0, ε] → R � òàêàÿ âûïóêëàÿ, âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ, ÷òî τ ′(0) = 0, τ ′(ε) < +∞.
×åðåç Uτ, ε îáîçíà÷èì ñëåäóùóþ îáëàñòü

Uτ, ε = {(x1, x2) ∈ R2|x1 ∈ [0, ε], x2 ⩾ −τ(x1), x2 ⩽ τ ′(ε)(ε− x1)− τ(ε)}. (5.8)

Ðèñ. 17: Îáëàñòü Uτ, ε.

Ïóñòü f : [0, τ ′(ε)ε− τ(ε)] → R � òàêàÿ âîãíóòàÿ íåóáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ, ÷òî f(0) = 0. Ââåä¼ì ñëåäó-
þùèé êëàññ ëîêàëüíî âîãíóòûõ ôóíêöèé

Λτ, ε, f = {B : Uτ, ε → R|B � ëîêàëüíî âîãíóòà, B(0, t) ⩾ f(t), B(ε, −τ(ε)) ⩾ 0},

à òàê æå Bτ, ε, f � ìèíèìàëüíóþ ôóíêöèþ äàííîãî êëàññà, òî åñòü,

Bτ, ε, f (x) = inf{B(x)|B ∈ Λτ, ε, f}.

Çàìå÷àíèå 5.11. Ôóíêöèÿ Bτ, ε, f ëîêàëüíî âîãíóòà è íåîòðèöàòåëüíà.

Åñëè â îáîçíà÷åíèÿõ îïóñêàåòñÿ ε, çíà÷èò ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî ε = 1.
×åðåç τ ′l (u) îáîçíà÷èì ëåâóþ ïðîèçâîäíóþ τ â òî÷êå u, à ÷åðåç τ ′r(u) � ïðàâóþ. Ïóñòü x = (x1, x2) ∈ Uτ

è x2 > −τ(x1), òîãäà èç òî÷êè x ìîæíî ïðîâåñòè åäèíñòâåííóþ êàñàòåëüíóþ ê êðèâîé t 7→ (t, −τ(t)),
òàêóþ, ÷òîáû â òî÷êå êàñàíèÿ (u, −τ(u)) áûëî âûïîëíåíî u ⩾ x1 (åñëè τ ëèíåéíà íà îòðåçêå [v, w], òî
âìåñòî òî÷êè êàñàíèÿ ìîæåò áûòü öåëûé îòðåçîê êàñàíèÿ [(v, −τ(v)), (w, −τ(w))], òîãäà ÷åðåç (u, −τ(u)
îáîçíà÷èì ïðàâûé êîíåö îòðåçêà). Ðàç ýòî êàñàòåëüíàÿ, äëÿ å¼ íàêëîíà −a âûïîëíåíî a ∈ [τ ′l (u), τ

′
r(u)], à

çíà÷èò îíà ïåðåñå÷¼ò îñü x1 = 0 â òî÷êå (0, au− τ(u)).
Ïóñòü

Bτ, ε, f (x1, x2) =


x1

ε∫
u

f(sτ ′(s)−τ(s))
s2 ds+ u−x1

u f(au− τ(u)), ïðè (x1, x2) ∈ Uτ, ε \ {(0, 0)} è x2 > −τ(x1),

x1
ε∫
x1

f(sτ ′(s)−τ(s))
s2 ds, ïðè (x1, x2) ∈ Uτ, ε \ {(0, 0)} è x2 = −τ(x1),

0, ïðè (x1, x2) = (0, 0).

(5.9)

Çàìå÷àíèå 5.12. Ïóñòü τε(t) = τ
(
t
ε

)
, òîãäà, òàê êàê àôôèíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñîõðàíÿþò âîãíóòîñòü,

Bτε, ε, f (x1, x2) = Bτ, f
(x1
ε
, x2

)
è

Bτε, ε, f (x1, x2) = Bτ, f

(x1
ε
, x2

)
.
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Ðèñ. 18: Ðèñóíîê ê ïîñòðîåíèþ âûøå, ñëó÷àé êàñàíèÿ â òî÷êå u.

Ðèñ. 19: Ðèñóíîê ê ïîñòðîåíèþ âûøå, ñëó÷àé êàñàíèÿ ïî îòðåçêó.

Â áóäóùåì ìû äîêàæåì, ÷òî Bτ, f = Bτ, f , íî ïåðåä ýòèì íàì íåîáõîäèìî íåìíîãî èçó÷èòü ôóíêöèþ
Bτ, f . Èç îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè Bτ, f (5.9) âèäíî, ÷òî íà îòðåçêàõ êàñàòåëüíûõ ñîîòâåòñòâóþùèõ ðèñóí-
êó 18 ôóíêöèÿ Bτ, f ëèíåéíà. Äàâàéòå ïîéì¼ì, ÷òî ôóíêöèÿ Bτ, f ëèíåéíà è íà îòðåçêàõ êàñàòåëüíûõ
ñîîòâåòñòâóþùèõ ðèñóíêó 19. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ñëåäóþùóþ ëåììó.

Ëåììà 5.13. Ïóñòü τ ëèíåéíà íà îòðåçêå [v, u], ïóñòü òàê æå t ∈ [v, u], òîãäà

t

1∫
t

f(sτ ′(s)− τ(s))

s2
ds = t

1∫
u

f(sτ ′(s)− τ(s))

s2
ds+

u− t

u
f(au− τ(u)).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôóíêöèÿ τ ëèíåéíà íà [v, u], à îòðåçîê [(0, au−τ(u)), (u, −τ(u))]� êàñàòåëüíûé, çíà÷èò
âíóòðè îòðåçêà s ∈ (v, u) âûïîëíåíî τ ′(s) = a è, ñëåäîâàòåëüíî,

sτ ′(s)− τ(s) = sa− (τ(u)− (u− s)a) = au− τ(u).
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Òî åñòü, èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ öåïî÷êà ðàâåíñòâ:

t

1∫
t

f(sτ ′(s)− τ(s))

s2
ds = t

1∫
u

f(sτ ′(s)− τ(s))

s2
ds+ t

u∫
t

f(sτ ′(s)− τ(s))

s2
ds =

= t

1∫
u

f(sτ ′(s)− τ(s))

s2
ds+ t

u∫
t

f(au− τ(u))

s2
ds = t

1∫
u

f(sτ ′(s)− τ(s))

s2
ds+ tf(au− τ(u))

u∫
t

1

s2
ds =

= t

1∫
u

f(sτ ′(s)− τ(s))

s2
ds+ tf(au− τ(u))

(
1

t
− 1

u

)
= t

1∫
u

f(sτ ′(s)− τ(s))

s2
ds+

u− t

u
f(au− τ(u)).

Òàêæå îòñþäà ìîæíî âûâåñòè ñëåäóþùåå çàìå÷àíèå.

Çàìå÷àíèå 5.14. Ïóñòü êàñàòåëüíàÿ [(0, au− τ(u)), (u, −τ(u))] êàñàåòñÿ íèæíåé ãðàíèöû ïî îòðåçêó
[(v, −τ(v)), (u, −τ(u))] (âîçìîæíî v = u). Òîãäà äëÿ ëþáîãî ÷èñëà w ∈ [v, u] è ëþáîé òî÷êè (x1, x2) ∈
[(0, au− τ(u)), (u, −τ(u))] âåðíî ðàâåíñòâî

Bτ, f (x1, x2) = x1

1∫
w

f(sτ ′(s)− τ(s))

s2
ds+

w − x1
w

f(aw − τ(w)).

Òåîðåìà 5.15. Ôóíêöèÿ Bτ, f ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíîé ëîêàëüíî âîãíóòîé ôóíêöèåé êëàññà Λτ, f , òî
åñòü,

Bτ, f = Bτ, f .

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàì íóæíî äîêàçàòü, ÷òî

Bτ, f (x1, x2) = Bτ, f (x1, x2).

Äëÿ ýòîãî ìû îòäåëüíî ïîêàæåì, ÷òî

Bτ, f (x1, x2) ⩾ Bτ, f (x1, x2),

è
Bτ, f (x1, x2) ⩽ Bτ, f (x1, x2).

Äëÿ ïåðâîãî íåðàâåíñòâà íàäî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè B ∈ Λτ, f âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî
B(x1, x2) ⩾ Bτ, f (x1, x2), à äëÿ âòîðîãî íåðàâåíñòâà íóæíî ïîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ Bτ, f � ëîêàëüíî
âîãíóòà.

Ëåììà 5.16. Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè B ∈ Λτ, f âûïîëíåíî B(x1, x2) ⩾ Bτ, f (x1, x2).

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî

Bτ, f (0, x2) = f(au− τ(u)) = f(x2),

à òàê æå

Bτ, f (1, −τ(1)) = 1

1∫
1

f(sτ ′(s)− τ(s))

s2
ds+

1− 1

1
f(au− τ(u)) = 0.

Òàê æå çàìåòèì, ÷òîBτ, f ëèíåéíà íà îòðåçêàõ êàñàòåëüíûõ [(0, au−τ(u)), (u, −τ(u))], ãäå a ∈ [τ ′l (u), τ
′
r(u)].

Òàêèì îáðàçîì íàì äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî

B(u, −τ(u)) ⩾ Bτ, f (u, −τ(u)) = u

1∫
u

f(sτ ′(s)− τ(s))

s2
ds.
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Ðèñ. 20: Ðèñóíîê ê ëåììå 5.16.

Ïóñòü g(u) = B(u, −τ(u)), h(u) = f(τ ′l (u)u − τ(u)), δ êàê íà ðèñóíêå, òîãäà 0 ⩽ δ ⩽ ε, h íåïðåðûâíà
ñëåâà è

g(u− ε) ⩾
u− ε

u− δ
B(u− δ, z) +

ε− δ

u− δ
h(u− ε) ⩾

u− ε

u− δ

(
u− δ

u
g(u) +

δ

u
h(u)

)
+
ε− δ

u− δ
h(u− ε) =

=
u− ε

u
g(u) +

ε

u
h(u)− δ

u
h(u)

(
1− u− ε

u− δ

)
+
ε− δ

u
(h(u− ε)− h(u)) +

(
ε− δ

u− δ
− ε− δ

u

)
h(u− ε) =

= g(u)− ε

(
g(u)

u
− h(u)

u

)
+ o(ε).

Ñîîòâåòñòâåííî ìû ïîëó÷èëè

g′l,u(u) ⩽
g(u)

u
− h(u)

u
, (5.10)

ãäå g′l,u(u) � ëåâàÿ íèæíÿÿ ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè g â òî÷êå u. Ïóñòü

gε(u) = u

1∫
u

h(s)

s2
− ε

s
ds.

Èç íåïðåðûâíîñòè ñëåâà h ñëåäóåò

g′ε, l(u) =
gε(u)

u
− h(u)

u
+ ε. (5.11)

Èç ñîîòíîøåíèé (5.10) è (5.11) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî g(u) ⩾ gε(u). Íî ïðè
ε→ 0

gε(u) → u

1∫
u

f(sτ ′(s)− τ(s))

s2
ds.

Òåì ñàìûì ìû ïîëó÷àåì

g(u) ⩾ u

1∫
u

f(sτ ′(s)− τ(s))

s2
ds.

Ëåììà 5.17. Ôóíêöèÿ Bτ, f ëîêàëüíî âîãíóòà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñïåðâà çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ Bτ, f íåîòðèöàòåëüíà è â òî÷êå (0, 0) ðàâíà íóëþ. Òàê
êàê äëÿ ëþáîãî îòðåçêà ñîäåðæàùåãî òî÷êó (0, 0) è ëåæàùåãî â îáëàñòè Uτ , òî÷êà (0, 0) ÿâëÿåòñÿ êîíöîì
îòðåçêà, çíà÷èò íàì äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ Bτ, f âîãíóòà íà îáëàñòè Uτ \ {(0, 0)}.

Çàìåòèì, ÷òî íàì äîñòàòî÷íî ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ãëàäêèå âíå íóëÿ ôóíêöèè f , òàê êàê ñîãëàñíî
òåîðåìå 5 ðàáîòû [1] äëÿ ëþáîãî ε > 0 ìû ìîæåì íàéòè ãëàäêóþ âîãíóòóþ ôóíêöèþ fε, òàêóþ ÷òî äëÿ
x > 0 âûïîëíåíî f(x) < fε(x) < (1 + ε)f(x). Òîãäà

Bτ, f (x1, x2) < Bτ, fε(x1, x2) < (1 + ε)Bτ, f (x1, x2).

È êàê òîëüêî ìû äîêàæåì âîãíóòîñòü ôóíêöèè Bτ, fε ìû ïîëó÷èì è âîãíóòîñòü ôóíêöèè Bτ, f êàê èíôè-
íóìà âîãíóòûõ ôóíêöèé.
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Ïóñòü
∂+B

∂+(αe1 + βe2)
(x1, x2) = lim

δ↘0

B(x1 + αδ, x2 + βδ)−B(x1, x2)

δ

� ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè B â òî÷êå (x1, x2) âäîëü ëó÷à â íàïðàâëåíèè αe1 + βe2 (â îòëè÷èè îò ∂B
∂(αe1+βe2)

ïðåäåë áåð¼òñÿ òîëüêî ïî ïîëîæèòåëüíûì δ). Äëÿ íà÷àëà âû÷èñëèì
∂+Bτ, f

∂+(αe1+βe2)
(x1, x2).

Óòâåðæäåíèå 5.18. Ïóñòü (x1, x2) ∈ Uτ \ {(0, 0)} è äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëîãî δ > 0 âåðíî âêëþ÷åíèå

[(x1, x2), (x1 + αδ, x2 + βδ)] ⊆ Uτ .

Òîãäà

∂+Bτ, f
∂+(αe1 + βe2)

(x1, x2) = α

 1∫
u

f(sτ ′(s)− τ(s))

s2
ds− 1

u
f(au− τ(u))

+ (β + αa)f ′(au− τ(u)), (5.12)

ãäå a è u êàê íà ðèñóíêàõ 18, 19, åñëè x2 > −τ(x1), åñëè æå x2 = −τ(x1), òîãäà u = x1, åñëè ïðè ýòîì
β > 0 è α ⩽ −β

τ ′
r(u)

, òîãäà a = −β
α , èíà÷å a = τ ′r(u).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ íà÷àëà çàìåòèì, ÷òî ðàç

[(x1, x2), (x1 + αδ, x2 + βδ)] ⊆ Uτ

çíà÷èò ïðè x2 = τ(x1) íàïðàâëåíèå αe1 + βe2 èä¼ò íå íèæå íèæíåé êàñàòåëüíîé, òî åñòü, ïðè α < 0
âûïîëíåíî β ⩾ −ατ ′l (u), à ïðè α > 0 âûïîëíåíî β ⩾ −ατ ′r(u) (ñì. Ðèñ. 21).

Ðèñ. 21: Íèæíèå êàñàòåëüíûå.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè x2 = τ(x1), β > 0 è α ⩽ −β
τ ′
r(u)

èìååì a ∈ [τ ′l (u), τ
′
r(u)]. Òî åñòü, òî÷êà (x1, x2)

âñåãäà ëåæèò íà îòðåçêå êàñàòåëüíîé [(0, au − τ(u)), (u, −τ(u))]. Åñëè æå êàñàòåëüíàÿ ñîäåðæàùàÿ îò-
ðåçîê [(0, au − τ(u)), (u, −τ(u))] êàñàåòñÿ íèæíåé ãðàíèöû ïî îòðåçêó, òî íàçîâ¼ì ëåâûé êîíåö îòðåçêà
(u−, −τ(u−)), à ïðàâûé (u+, −τ(u+)). Åñëè æå êàñàíèå ïðîèñõîäèò ïî òî÷êå, òîãäà u− = u+ = u. Ïóñòü
v ∈ [u−, u+], òîãäà

au− τ(u) = av − τ(v)
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è

α

 1∫
u

f(sτ ′(s)− τ(s))

s2
ds− 1

u
f(au− τ(u))

+ (β + αa)f ′(au− τ(u))−

−

α
 1∫
v

f(sτ ′(s)− τ(s))

s2
ds− 1

v
f(av − τ(v))

+ (β + αa)f ′(av − τ(v))

 =

= α

 1∫
u

f(sτ ′(s)− τ(s))

s2
ds− 1

u
f(au− τ(u))

+ (β + αa)f ′(au− τ(u))−

−

α
 1∫
v

f(sτ ′(s)− τ(s))

s2
ds− 1

v
f(au− τ(u))

+ (β + αa)f ′(au− τ(u))

 =

= −α
u∫
v

f(sτ ′(s)− τ(s))

s2
ds+α

(
1

v
− 1

u

)
f(au−τ(u)) = −α

u∫
v

f(au− τ(u))

s2
ds+α

(
1

v
− 1

u

)
f(au−τ(u)) = 0.

Òî åñòü, íàì äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî

∂+Bτ, f
∂+(αe1 + βe2)

(x1, x2) = α

 1∫
v

f(sτ ′(s)− τ(s))

s2
ds− 1

v
f(av − τ(v))

+ (β + αa)f ′(av − τ(v)), (5.13)

äëÿ êàêîãî-òî v ∈ [u−, u+].
Ïóñòü òî÷êà (x1 + αδ, x2 + βδ) ëåæèò íà êàñàòåëüíîé [(0, bv − τ(v)), (v, −τ(v))], ãäå b è v îïðåäåëåíû

êàê a è u äëÿ òî÷êè (x1, x2). Òîãäà ïîéì¼ì ñëåäóþùåå

Óòâåðæäåíèå 5.19. Ïðè δ ↘ 0 âûïîëíåíî b → a, ïðè ýòîì, åñëè β + αa > 0, òîãäà v → u+, åñëè
β + αa = 0, òîãäà v → u, åñëè β + αa < 0, òîãäà v → u−.

Ñõåìà äîêàçàòåëüñòâà. Íå òðóäíî âèäåòü, ÷òî âî âíóòðåííèõ òî÷êàõ íàêëîí êàñàòåëüíîé íåïðåðûâíî
çàâèñèò îò òî÷êè, ïîýòîìó, åñëè x2 > −τ(x1), òîãäà b→ a. Åñëè x2 = −τ(x1) è β > 0, α ⩽ −β

τ ′
r(u)

, òîãäà ìû

äâèæåìñÿ âíóòðü êàñàòåëüíîé è b = a. Â îñòàâøåìñÿ ñëó÷àå ìû èäåì â îáëàñòü ïðàâåå îòðåçêà êàñàòåëüíîé
[(0, τ ′r(u)u− τ(u)), (u, −τ(u))] ïðè ýòîì íå òðóäíî âèäåòü, ÷òî b→ τ ′r(u) = a.

Èç òîãî, ÷òî îòðåçêè [(0, au − τ(u)), (u, −τ(u))] è [(0, bv − τ(v)), (v, −τ(v))] êàñàòåëüíûå ñëåäóåò, ÷òî
a ∈ [τ ′l (u), τ

′
r(u)] è b ∈ [τ ′l (v), τ

′
r(v)]. Ðàç ïðè ýòîì b→ a, çíà÷èò lim inf v ⩾ u− è lim sup v ⩽ u+.

×èñëî β+αa ïîêàçûâàåò êàê ìû äâèæåìñÿ îòíîñèòåëüíî êàñàòåëüíîé [(0, au− τ(u)), (u, −τ(u))]. Åñëè
β + αa > 0 òîãäà ìû èä¼ì âûøå êàñàòåëüíîé è b > a, à çíà÷èò v ⩾ u+. Åñëè β + αa < 0 íèæå è v ⩽ u−.
Åñëè β + αa = 0, òî ìû äâèæåìñÿ ïàðàëëåëüíî êàñàòåëüíîé, ïðè α ⩽ 0 èëè u < u+ ìû îñòà¼ìñÿ âíóòðè
êàñàòåëüíîé è íå òðóäíî âèäåòü, ÷òî v → u, åñëè æå α > 0 è u = u+, òîãäà ìû èä¼ì â îáëàñòü ïðàâåå
îòðåçêà êàñàòåëüíîé, à çíà÷èò b > a è v ⩾ u+ = u.

Ñîîòâåòñòâåííî îáîçíà÷èì ÷åðåç w ïðåäåë v, òî åñòü,

w =


u+, ïðè β + αa > 0,

u−, ïðè β + αa < 0,

u, ïðè β + αa = 0.

(5.14)

Çàìå÷àíèå 5.20. Âåðíî íåðàâåíñòâî x1 ⩽ w.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ïîñòðîåíèþ x1 ⩽ u, à çíà÷èò íåðàâåíñòâî x1 > w ìîæåò âûïîëíÿòñÿ òîëüêî åñëè
w = u− ̸= u. Òî åñòü, òîëüêî ïðè β + αa < 0, òî åñòü, êîãäà ìû èä¼ì â îáëàñòü ëåâåå êàñàòåëüíîé, ÷òî
âîçìîæíî òîëüêî åñëè òî÷êà (x1, x2) íå ëåæèò íà íèæíåé ãðàíèöû, íî òîãäà x1 < u−.

Ìû áóäåì äîêàçûâàòü, ÷òî

∂+Bτ, f
∂+(αe1 + βe2)

(x1, x2) = α

 1∫
w

f(sτ ′(s)− τ(s))

s2
ds− 1

w
f(aw − τ(w))

+ (β + αa)f ′(aw − τ(w)). (5.15)
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Ðèñ. 22: Íàïðàâëåíèå αe1 + βe2 è òî÷êà (x1 + αδ, x2 + βδ).

Ñâåä¼ì ñëó÷àé w = x1 ê ñëó÷àþ w ̸= x1. Åñëè ïîìèìî ðàâåíñòâà w = x1 èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî x1+αδ = v,
òîãäà ìû äâèæåìñÿ ïî îòðåçêó êàñàòåëüíîé, ÷òî îçíà÷àåò, ÷òî β + αa = 0, è äà¼ò ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà

Bτ, f (x1, x2) = x1

1∫
w

f(sτ ′(s)− τ(s))

s2
ds+

w − x1
w

f(aw − τ(w)),

Bτ, f (x1 + αδ, x2 + βδ) = (x1 + αδ)

1∫
w

f(sτ ′(s)− τ(s))

s2
ds+

w − x1 − αδ

w
f(aw − τ(w)).

Òî åñòü,

Bτ, f (x1 + αδ, x2 + βδ)−Bτ, f (x1, x2) = αδ

1∫
w

f(sτ ′(s)− τ(s))

s2
ds+

−αδ
w

f(aw − τ(w)) =

= δ

α
 1∫
w

f(sτ ′(s)− τ(s))

s2
ds− 1

w
f(aw − τ(w))

+ (β + αa)f ′(aw − τ(w))

 .

Åñëè æå x1 + αδ ̸= v, òî òàê êàê è v → w è b→ a, çíà÷èò

Bτ, f (x1 + αδ, x2 + βδ) = (x1 + αδ)

1∫
v

f(sτ ′(s)− τ(s))

s2
ds+

v − x1 − αδ

v
f(bv − τ(v)) →

→ x1

1∫
w

f(sτ ′(s)− τ(s))

s2
ds+

w − x1
w

f(aw − τ(w)),= Bτ, f (x1, x2)

è

∂+Bτ, f
∂+(αe1 + βe2)

(x1 + αδ, x2 + βδ) = α

 1∫
v

f(sτ ′(s)− τ(s))

s2
ds− 1

v
f(bv − τ(v))

+ (β + αb)f ′(bv − τ(v)) →

→ α

 1∫
w

f(sτ ′(s)− τ(s))

s2
ds− 1

w
f(aw − τ(w))

+ (β + αa)f ′(aw − τ(w)).

Èç ÷åãî ñëåäóåò è ðàâåíñòâî (5.15).
Äàëåå, íå óìàëÿÿ îáùíîñòè, w ̸= x1. Çàìåòèì, ÷òî, òàê êàê

(x1, x2) ∈ [(0, aw − τ(w)), (w, −τ(w))]

è
(x1 + αδ, x2 + βδ) ∈ [(0, bv − τ(v)), (v, −τ(v))],

çíà÷èò
x2 = −τ(w) + a(w − x1)
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è
x2 + βδ = −τ(v) + b(v − x1 − αδ).

Òåì ñàìûì ìû ìîæåì âûðàçèòü δ ñëåäóþùèì îáðàçîì

δ(β + αb) = (w − x1)(b− a)− (v − w)b− (τ(v)− τ(w)).

Òàê êàê τ � âûïóêëà, òî ó íå¼ ñóùåñòâóþò ïðîèçâîäíûå ñïðàâà è ñëåâà, è îíè âîçðàñòàþò, à çíà÷èò

τ(v)− τ(w) = c(v − w),

ãäå
c ∈ [τ ′r(min{v, w}), τ ′l (max{v, w})] ⊆ [min{a, b}, max{a, b}].

Òî åñòü,
δ(β + αb) = (w − x1)(b− a)− (v − w)(b− ñ).

Òàê êàê v → w è b→ a, çíà÷èò (v − w)(b− ñ) = o(b− a). Òàêèì îáðàçîì èìååì

δ(β + αa) = δ(β + αb)− δα(b− a) = δ(β + αb) + o(δ) = (w − x1)(b− a)− (v − w)(b− ñ) + o(δ) =

= (w − x1)(b− a) + o(b− a) + o(δ).

È ðàç x1 ̸= w ïîëó÷àåì
δ(β + αa) = (w − x1)(b− a) + o(δ). (5.16)

À òàê æå
(v − w)b− (τ(v)− τ(w)) = o(δ), (5.17)

è

b− a =
δ(β + αa)

w − x1
+ o(δ) = O(δ), (5.18)

Òàê êàê

Bτ, f (x1 + αδ, x2 + βδ) = (x1 + αδ)

1∫
v

f(sτ ′(s)− τ(s))

s2
ds+

v − x1 − αδ

v
f(bv − τ(v))

è

Bτ, f (x1, x2) = x1

1∫
w

f(sτ ′(s)− τ(s))

s2
ds+

w − x1
w

f(aw − τ(w)),

çíà÷èò

Bτ, f (x1 + αδ, x2 + βδ)−Bτ, f (x1, x2) =

= (x1+αδ)

1∫
v

f(sτ ′(s)− τ(s))

s2
ds+

v − x1 − αδ

v
f(bv−τ(v))−x1

1∫
w

f(sτ ′(s)− τ(s))

s2
ds−w − x1

w
f(aw−τ(w)) =

= αδ

1∫
w

f(sτ ′(s)− τ(s))

s2
ds− αδ

v∫
w

f(sτ ′(s)− τ(s))

s2
ds− x1

v∫
w

f(sτ ′(s)− τ(s))

s2
ds+

v − x1
v

f(bv − τ(v))−

− αδ
1

v
f(bv − τ(v))− w − x1

w
f(aw − τ(w)) = αδ

1∫
w

f(sτ ′(s)− τ(s))

s2
ds− αδ

1

w
f(aw − τ(w)) + o(δ)+

+

x1( 1

w
− 1

v

)
f(aw − τ(w))− x1

v∫
w

f(sτ ′(s)− τ(s))

s2
ds

+
v − x1
v

(f(bv − τ(v))− f(aw − τ(w))).
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Òåì ñàìûì ìû ïðåäñòàâèëè ðàçíîñòü ôóíêöèè â äâóõ òî÷êàõ êàê cδ + o(δ) ïëþñ åù¼ äâà ñëàãàåìûõ.
Ðàññìîòðèì îñòàâøèåñÿ äâà ñëàãàåìûõ îòäåëüíî. Ïåðâîå îöåíèâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì∣∣∣∣∣∣x1

(
1

w
− 1

v

)
f(aw − τ(w))− x1

v∫
w

f(sτ ′(s)− τ(s))

s2
ds

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣x1

v∫
w

f(aw − τ(w))− f(sτ ′(s)− τ(s))

s2
ds

∣∣∣∣∣∣ ⩽
èç ìîíîòîííîñòè f

⩽

∣∣∣∣∣∣x1
v∫

w

f(aw − τ(w))− f(bv − τ(v))

s2
ds

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣x1( 1

w
− 1

v

)
(f(aw − τ(w))− f(bv − τ(v)))

∣∣∣∣ ⩽
èç âîãíóòîñòè f

⩽

∣∣∣∣x1( 1

w
− 1

v

)
max{f ′(c)| c ∈ {(aw − τ(w), bv − τ(v))}}((aw − τ(w))− (bv − τ(v)))

∣∣∣∣ =
= |O(1)o(1)O(1)(w(a− b)− ((v − w)b− (τ(v)− τ(w))))| (5.17), (5.18)= |O(1)o(1)O(1)(O(δ)− o(δ))| = o(δ).

(5.19)

À âòîðîå ñëåäóþùèì

f(bv − τ(v))− f(aw − τ(w)) =

= f ′(aw − τ(w))((bv − τ(v))− (aw − τ(w))) + o((bv − τ(v))− (aw − τ(w))) =

= f ′(aw − τ(w))(w(b− a) + ((v − w)b− (τ(v)− τ(w)))) + o(w(b− a) + ((v − w)b− (τ(v)− τ(w)))) =

(5.17), (5.18)
= f ′(aw − τ(w))

(
w

w − x1
(w − x1)(b− a) + o(δ)

)
+ o(O(δ) + o(δ)) =

5.16
= f ′(aw − τ(w))

(
w

w − x1
(δ(β + αa) + o(δ)) + o(δ)

)
+ o(δ) =

= δ(β + αa)
w

w − x1
f ′(aw − τ(w)) + o(δ), (5.20)

v − x1
v

(f(bv− τ(v))− f(aw− τ(w))) 5.19, (5.14)
=

(
w − x1
w

+ o(1)

)(
δ(β + αa)

w

w − x1
f ′(aw − τ(w)) + o(δ)

)
=

= δ(β + αa)f ′(aw − τ(w)) + o(δ).

Òàêèì îáðàçîì ìû ïîëó÷èëè

Bτ, f (x1 + αδ, x2 + βδ)−Bτ, f (x1, x2) =

= αδ

1∫
w

f(sτ ′(s)− τ(s))

s2
ds− αδ

1

w
f(aw − τ(w)) + δ(β + αa)f ′(aw − τ(w)) + o(δ)

Çàìå÷àíèå 5.21. Â óòâåðæäåíèè 5.18 ïî ñóùåñòâó ìû íå ïîëüçîâàëèñü ãëàäêîñòüþ f è äëÿ ïðîèçâîëü-
íîãî f ìû áû ïîëó÷èëè

∂+Bτ, f
∂+(αe1 + βe2)

(x1, x2) =

= α

 1∫
v

f(sτ ′(s)− τ(s))

s2
ds− 1

v
f(av − τ(v))

+


(β + αa)f ′r(av − τ(v)), ïðè β + αa > 0,

0, ïðè β + αa = 0,

(β + αa)f ′l (av − τ(v)), ïðè β + αa < 0,

(5.21)

äëÿ ëþáîãî v ∈ [u−, u+].

Òåïåðü ïîñìîòðèì äëÿ êàêèõ (x1, x2) ∈ Uτ \ {(0, 0)} íå âåðíî ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî

∂Bτ, f
∂(αe1 + βe2)

(x1, x2) = α

 1∫
u

f(sτ ′(s)− τ(s))

s2
ds− 1

u
f(au− τ(u))

+ (β + αa)f ′(au− τ(u)).

Â ñèëó óòâåðæäåíèÿ 5.18, ýòî ìîæåò áûòü òîëüêî â ñëó÷àå, åñëè

∂+Bτ, f
∂+(αe1 + βe2)

(x1, x2) ̸=
∂−Bτ, f

∂−(αe1 + βe2)
(x1, x2),
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ãäå
∂−Bτ, f

∂−(αe1 + βe2)
(x1, x2) = − ∂+Bτ, f

∂+(−αe1 − βe2)
(x1, x2).

Â ñèëó ôîðìóëû 5.12 ýòî ìîæåò áûòü òîëüêî åñëè äëÿ òî÷êè (x1, x2) è íàïðàâëåíèÿ αe1+βe2 âûáèðàþòñÿ
íå òàêèå æå a è u, êîòîðûå âûáèðàþòñÿ äëÿ òî÷êè (x1, x2) è íàïðàâëåíèÿ −αe1 − βe2. Åñëè (x1, x2)
íå ëåæèò íà íèæíåé ãðàíèöå, òîãäà ÷èñëà a è u âûáèðàþòñÿ íå çàâèñèìî îò çíà÷åíèÿ ÷èñåë α è β.
Åñëè (x1, x2) ëåæèò íà íèæíåé ãðàíèöû, òîãäà u = x1 è a ∈ [τ ′l (u), τ

′
r(u)]. Ðàç ïðè ýòîì îñìûñëåííû è

∂+Bτ, f

∂+(αe1+βe2)
(x1, x2) è

∂−Bτ, f

∂−(αe1+βe2)
(x1, x2), çíà÷èò αe1 + βe2 � ýòî êàñàòåëüíîå íàïðàâëåíèå. Òîãäà ëèáî β,

ëèáî −β ìåíüøå íóëÿ, à çíà÷èò â îäíîì èç íàïðàâëåíèé a âûáèðàåòñÿ êàê τ ′r(u), à â äðóãîì a < τ ′r(u).
Ïóñòü òî÷êè (x1, x2), (y1, y2) ∈ Uτ , òàêèå, ÷òî

[(x1, x2), (y1, y2)] ⊆ Uτ ,

Ïóñòü α = y1 − x1, β = y2 − x2, òîãäà, åñëè îòðåçîê [(x1, x2), (y1, y2)] íå êàñàòåëüíûé, òî íà í¼ì íå ìîæåò
áûòü òàêèõ òî÷åê, åñëè îí êàñàåòñÿ ïî òî÷êå, òî ýòî ìîæåò áûòü òîëüêî òî÷êà êàñàíèÿ, åñëè îí êàñàåòñÿ
ïî îòðåçêó, òî ýòî ìîæåò áûòü òîëüêî ñàìàÿ ïðàâàÿ òî÷êà êàñàíèÿ, òàê êàê ëåâåå å¼ íà îòðåçêå ôóíêöèÿ
ëèíåéíà. Ïóñòü, íå óìàëÿÿ îáùíîñòè, x1 ⩽ y1, à çíà÷èò è α ⩾ 0. Ïóñòü H : [0, 1] → R ôóíêöèÿ çàäàííàÿ
ñëåäóþùåé ôîðìóëîé

H(t) = B(x1 + αt, x2 + βt).

Òîãäà íàì íóæíî ïðîâåðèòü, ÷òî H � âîãíóòàÿ ôóíêöèÿ. Ìû çíàåì, ÷òî ó H âî âñåõ ìîæåò áûòü êðîìå
îäíîé òî÷êè c ∈ (0, 1) äèôôåðåíöèðóåìà, ïðè ýòîì åñëè òàêàÿ òî÷êà c åñòü, òî â íåé ñóùåñòâóþò H ′

l(c) è
H ′
r(c). Åñëè ìû ïîêàæåì, ÷òî H ′

l(c) ⩾ H ′
r(c), òîãäà âîãíóòîñòü H áóäåò ñëåäîâàòü èç âîãíóòîñòåé ôóíêöèé

H|[0, c] è H|[c, 1]. Åñëè òàêàÿ c ñóùåñòâóåò, òîãäà, ñ îäíîé ñòîðîíû

H ′
l(c) =

∂−Bτ, f
∂−(αe1 + βe2)

(x1+αc, x2+βc) = α

 1∫
u

f(sτ ′(s)− τ(s))

s2
ds− 1

u
f(au− τ(u))

+(β+αa)f ′(au−τ(u)),

äëÿ íåêîòîðûõ u è a = −β
α , ñ äðóãîé ñòîðîíû

H ′
r(c) =

∂+Bτ, f
∂+(αe1 + βe2)

(x1 + αc, x2 + βc) =

= α

 1∫
u

f(sτ ′(s)− τ(s))

s2
ds− 1

u
f(τ ′r(u)u− τ(u))

+ (β + ατ ′r(u))f
′(τ ′r(u)u− τ(u)).

Çíà÷èò β + αa = 0 è

H ′
r(c)−H ′

l(c) = α

(
1

u
f(au− τ(u))− 1

u
f(τ ′r(u)u− τ(u))

)
+ α(τ ′r(u)− a)f ′(τ ′r(u)u− τ(u)) =

äëÿ íåêîòîðîãî

t∈[au−τ(u), τ ′
r(u)u−τ(u)]= α

1

u
f ′(t)((au− τ(u))− (τ ′r(u)u− τ(u))) + α(τ ′r(u)− a)f ′(τ ′r(u)u− τ(u)) =

= α(τ ′r(u)− a)(f ′(τ ′r(u)u− τ(u))− f ′(t)) ⩽ 0.

Òåïåòü, íå óìàëÿÿ îáùíîñòè, H ïîòî÷å÷íî äèôôåðåíöèðóåìà. Ïðîâåðèì, ÷òî H íåïðåðûâíî äèôôåðåí-
öèðóåìà. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî H ′

l íåïðåðûâíà ñëåâà, à H
′
r íåïðåðûâíà ñïðàâà. Ïðîâåðèì,

÷òî H ′
r íåïðåðûâíà ñïðàâà (òî ÷òî H

′
l íåïðåðûâíà ñëåâà ïîëó÷àåòñÿ àíàëîãè÷íî). Ïóñòü ÷èñëà a, u è b, v

âûáèðàþòñÿ, êàê â óòâåðæäåíèè 5.18, ïî òî÷êàì (x1 + αt, x2 + βt) è (x1 + α(t+ δ), x2 + β(t+ δ)) ñîîòâåò-
ñòâåííî, à ÷èñëî w çàäà¼òñÿ ôîðìóëîé (5.14), òîãäà ïî óòâåðæäåíèþ 5.19 ìû çíàåì, ÷òî ïðè δ ↘ 0 v → w,
b→ a. È ìû ïîëó÷àåì

H ′
r(t+ δ) =

∂+Bτ, f
∂+(αe1 + βe2)

(x1 + α(t+ δ), x2 + β(t+ δ)) =

= α

 1∫
v

f(sτ ′(s)− τ(s))

s2
ds− 1

v
f(bv − τ(v))

+ (β + αb)f ′(bv − τ(v)) −→
δ↘0

→ α

 1∫
w

f(sτ ′(s)− τ(s))

s2
ds− 1

w
f(aw − τ(w))

+(β+αa)f ′(aw−τ(w)) = ∂+Bτ, f
∂+(αe1 + βe2)

(x1+αt, x2+βt) =

= H ′
r(t).
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Íàì îñòàëîñü ïðîâåðèòü, ÷òî H ′ ìîíîòîííî íå âîçðàñòàåò. Åñëè îòðåçîê [(x1, x2), (y1, y2)] � êàñàòåëüíûé,
òîãäà ïóñòü òî÷êà (x1+αc, x2+βc) � ñàìàÿ ïðàâàÿ òî÷êà êàñàíèÿ. Òîãäà H|[0, c] � ëèíåéíà, à çíà÷èò íàì
äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî H ′ ìîíîòîííî íå âîçðàñòàåò íà îòðåçêå [c, 1]. Ñîîòâåòñòâåííî ìîæíî ñ÷èòàòü,
÷òî, íå óìàëÿÿ îáùíîñòè, îòðåçîê [(x1, x2), (y1, y2)] ïåðåñåêàåòñÿ ñ íèæíåé ãðàíèöåé ìàêñèìóì ïî îäíîìó
èç êîíöîâ. È â ýòîì ñëó÷àå íàì äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî âíóòðè îòðåçêà ñóùåñòâóåò (H ′

r)
′
r è îíà íå

ïîëîæèòåëüíà. Ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç ñëåäóþùåé ëåììû.

Ëåììà 5.22. Ïóñòü (x1, x2) ∈ Uτ \ {0, 0}, ÷èñëà a è u âûáèðàþòñÿ êàê â óòâåðæäåíèè 5.18, à ÷èñëî w
çàäà¼òñÿ ôîðìóëîé (5.14). Ïóñòü òàê æå x1 ̸= w, òîãäà

∂+
∂+(αe1 + βe2)

∂+Bτ, f
∂+(αe1 + βe2)

(x1, x2) =
w(β + αa)2

w − x1
f ′′(aw − τ(w)).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü v è b âûáèðàþòñÿ ïî òî÷êå (x1 + αδ, x2 + βδ), êàê â óòâåðæäåíèè 5.18. Òîãäà ïî
óòâåðæäåíèþ 5.19 ïðè δ ↘ 0 v → w è b→ a.

Ìû çíàåì, ÷òî

∂+Bτ, f
∂+(αe1 + βe2)

(x1, x2) = α

 1∫
w

f(sτ ′(s)− τ(s))

s2
ds− 1

w
f(aw − τ(w))

+ (β + αa)f ′(aw − τ(w)).

è

∂+Bτ, f
∂+(αe1 + βe2)

(x1 + αδ, x2 + βδ) = α

 1∫
v

f(sτ ′(s)− τ(s))

s2
ds− 1

v
f(bv − τ(v))

+ (β + αb)f ′(bv − τ(v)).

Òàêèì îáðàçîì

∂+Bτ, f
∂+(αe1 + βe2)

(x1 + αδ, x2 + βδ)− ∂+Bτ, f
∂+(αe1 + βe2)

(x1, x2) =

= α

 1∫
v

f(sτ ′(s)− τ(s))

s2
ds− 1

v
f(bv − τ(v))

+ (β + αb)f ′(bv − τ(v))−

− α

 1∫
w

f(sτ ′(s)− τ(s))

s2
ds− 1

w
f(aw − τ(w))

+ (β + αa)f ′(aw − τ(w)) =

=

−α
v∫

w

f(sτ ′(s)− τ(s))

s2
ds+ α

(
1

w
− 1

v

)
f(aw − τ(w))

− α

v
(f(bv − τ(v))− f(aw − τ(w)))+

+ (β + αa)(f ′(bv − τ(v))− f ′(aw − τ(w))) + α(b− a)f ′(bv − τ(v)).

Òàêèì îáðàçîì ìû ðàçáèëè ðàçíîñòü íà ÷åòûðå ñëàãàåìûõ, îöåíèì èõ ïî îòäåëüíîñòè.
Àíîëîãè÷íî âû÷èñëåíèþ 5.19 ïîëó÷àåì−α

v∫
w

f(sτ ′(s)− τ(s))

s2
ds+ α

(
1

w
− 1

v

)
f(aw − τ(w))

 = o(δ).

Àíîëîãè÷íî âû÷èñëåíèþ 5.20 ïîëó÷àåì

f(bv − τ(v))− f(aw − τ(w)) = δ(β + αa)
w

w − x1
f ′(aw − τ(w)) + o(δ),

òî åñòü,

− α

v
(f(bv − τ(v))− f(aw − τ(w)))

5.19,(5.14)
=

(
−α

w
+ o(1)

)(
δ(β + αa)

w

w − x1
f ′(aw − τ(w)) + o(δ)

)
=

= −δ(β + αa)
α

w − x1
f ′(aw − τ(w)) + o(δ).

Àíîëîãè÷íî âû÷èñëåíèþ 5.20 ïîëó÷àåì

f ′(bv − τ(v))− f ′(aw − τ(w)) = δ(β + αa)
w

w − x1
f ′′(aw − τ(w)) + o(δ),
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òî åñòü,

(β + αa)(f(bv − τ(v))− f(aw − τ(w))) = δ(β + αa)2
w

w − x1
f ′′(aw − τ(w)) + o(δ).

Îñòàëîñü îöåíèòü ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå

α(b− a)f ′(bv − τ(v))
(5.18), (5.19), (5.14)

= α

(
δ(β + αa)

w − x1
+ o(δ)

)
(f ′(aw − τ(w)) + o(1)) =

= α
δ(β + αa)

w − x1
f ′(aw − τ(w)) + o(δ).

Òàêèì îáðàçîì ìû ïîëó÷àåì, ÷òî

∂+Bτ, f
∂+(αe1 + βe2)

(x1 + αδ, x2 + βδ)− ∂+Bτ, f
∂+(αe1 + βe2)

(x1, x2) =

= o(δ)−
(
δ(β + αa)

α

w − x1
f ′(aw − τ(w)) + o(δ)

)
+

(
δ(β + αa)2

w

w − x1
f ′′(aw − τ(w)) + o(δ)

)
+

+

(
α
δ(β + αa)

w − x1
f ′(aw − τ(w)) + o(δ)

)
= δ(β + αa)2

w

w − x1
f ′′(aw − τ(w)) + o(δ).

Óòâåðæäåíèå 5.23. Äëÿ ôóíêöèè Bτ, ε, f âåðíî ðàâåíñòâî

∂+Bτ, ε, f
∂+e1

(0, 0) = sup

{
∂+Bτ, ε, f
∂+e1

(x1, x2)
∣∣∣ (x1, x2) ∈ Uτ, ε

}
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ëîêàëüíîé âîãíóòîñòè ôóíêöèè Bτ, ε, f ñëåäóåò ðàâåíñòâî

∂+Bτ, ε, f
∂+e1

(0, 0) = sup

{
∂+Bτ, ε, f
∂+e1

(x1, 0)
∣∣∣ (x1, 0) ∈ Uτ, ε

}
.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, òàê êàê ôóíêöèÿ Bτ, ε, f ëèíåéíà âäîëü îòðåçêîâ êàñàòåëüíûõ, òî èç âîãíóòîñòè ñëåäóåò,
÷òî âåëè÷èíà

∂+Bτ, ε, f

∂+e1
ïîñòîÿííà âíóòðè êàñàòåëüíûõ è ìîæåò ëèøü ïàäàòü íà êîíöàõ.

Óñëîâèÿ àíàëîãè÷íûå (5.1) è (5.2) äëÿ τ íàçîâ¼ì (5.1τ ) è (5.2τ ).

f(τ ′(t)t− τ(t)) = O

(
(τ ′(t)t− τ(t))

t

τ(t)

)
, (5.1τ )

δ∫
0

f(τ ′(t)t− τ(t))

t2
dt < +∞. (5.2τ )

Çàìå÷àíèå 5.24. Óñëîâèÿ (5.1τ ) è (5.2τ ) � ýòî óñëîâèÿ íà ïîâåäåíèå ôóíêöèè f â íóëå, â ÷àñòíîñòè
óñëîâèå (5.2τ ) íå çàâèñèò îò âûáîðà ìàëîãî δ. À ïðè âûáîðå ðàçëè÷íûõ ε1 è ε2 ôóíêöèè Bτ, ε1, f è Bτ, ε2, f
îòëè÷àþòñÿ íà ëèíåéíóþ

Bτ, ε2, f (x1, x2)− Bτ, ε1, f (x1, x2) = x1

ε2∫
ε1

f(τ ′(s)s− τ(s))

s2
ds.

Óòâåðæäåíèå 5.25. Äëÿ ôóíêöèè Bτ, ε, f ðàâåíñòâî

∂+Bτ, ε, f
∂+e1

(0, 0) < +∞

âåðíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ôóíêöèÿ f óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (5.1τ ) è (5.2τ ).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü â òî÷êå t ôóíêöèÿ τ äèôôåðåíöèðóåìà, òîãäà êàñàòåëüíàÿ ê íèæíåé ãðàíèöû
îáëàñòè Uτ â òî÷êå (t, −τ(t)) ïåðåñåêàåò îñü x1 = 0 â òî÷êå (0, τ ′(t)t − τ(t)), à îñòü x2 = 0 â òî÷êå(
τ ′(t)t−τ(t)

τ ′(t) , 0
)
. Òîãäà äëÿ ôóíêöèè Bτ, f ðàâåíñòâî

∂+Bτ, ε, f
∂+e1

(0, 0) < +∞

âåðíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

Bτ, ε, f
(
τ ′(t)t− τ(t)

τ ′(t)
, 0

)
= O

(
τ ′(t)t− τ(t)

τ ′(t)

)
.

Íî

Bτ, ε, f
(
τ ′(t)t− τ(t)

τ ′(t)
, 0

)
=
τ ′(t)t− τ(t)

τ ′(t)

ε∫
t

f(sτ ′(s)− τ(s))

s2
ds+

t− τ ′(t)t−τ(t)
τ ′(t)

t
f(τ ′(t)t− τ(t)) =

=
τ ′(t)t− τ(t)

τ ′(t)

ε∫
t

f(sτ ′(s)− τ(s))

s2
ds+

τ(t)

τ ′(t)t
f(τ ′(t)t− τ(t)).

Îáà ñëàãàåìûõ íåîòðèöàòåëüíû, à çíà÷èò ìû ïîëó÷àåì, ÷òî ðàâåíñòâî

Bτ, ε, f
(
τ ′(t)t− τ(t)

τ ′(t)
, 0

)
= O

(
τ ′(t)t− τ(t)

τ ′(t)

)
èìååò ìåñòî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíåíû ñëåäóþùèå äâà ðàâåíñòâà

τ(t)

τ ′(t)t
f(τ ′(t)t− τ(t)) = O

(
τ ′(t)t− τ(t)

τ ′(t)

)
è

τ ′(t)t− τ(t)

τ ′(t)

ε∫
t

f(sτ ′(s)− τ(s))

s2
ds = O

(
τ ′(t)t− τ(t)

τ ′(t)

)
Íî ïåðâîå ðàâåíñòâî ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ (5.1τ ), à âòîðîå ðàâåíñòâî ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ (5.2τ ).

5.3.4 Ðàçáîð ïóíêòà 3.2.1.

Ïóñòü Ω ñòàäàðòíîãî âèäà, ôóíêöèÿ B : Ω → R ëîêàëüíî âîãíóëà è íå ëèïøèöåâà â íóëå. Ïóñòü ÷èñëî
ε > 0 äîñòàòî÷íî ìàëåíüêîå, ÷òîáû â ε îêðåñòíîñòè íóëÿ îáëàñòü Ω âûãëÿäåëà êàê íàäãðàôèê âîãíóòîé
ôóíêöèè −W è ôóíêöèÿ B îãðàíè÷åíà ñíèçó. Ìû õîòèì ïîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ f(t) = B(ted) − B(0)
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (5.1y) è (5.2y) äëÿ ëþáîãî y ∈ Sd−2. Çàìåòèì, ÷òî åñëè B íå ëèïøèöåâà â íóëå,
òî, â ñèëó òåîðåìû 5.7, ôóíêöèÿ f òàêæå íå ëèïøèöåâà â íóëå. Íî òàê êàê f âîãíóòà è íåïðåðûâíà â íóëå,
ýòî çíà÷èò, ÷òî â íåáîëüøîé îêðåñòíîñòè íóëÿ f âîçðàñòàåò. Ïóñòü, íå óìàëÿÿ îáùíîñòè, f âîçðàñòàåò â
ε îêðåñòíîñòè íóëÿ.

Çàôèêñèðóåì y. Åñëè â îêðåñòíîñòè íóëÿ θy = 0, òî óñëîâèÿ (5.1y) è (5.2y) ýâêèâàëåíòíû òîìó, ÷òî
f(0) = 0, ÷òî çàâåäîìî âûïîëíåíî. Ïóñòü θy ̸= 0 â îêðåñòíîñòè íóëÿ. Ïóñòü òîãäà δ > 0 òî÷êà, â êîòîðîé
ôóíêöèÿ θy äèôôåðåíöèðóåìà ïðè ýòîì δ äîñòàòî÷íî ìàëî, ÷òîáû âåñü êðèâîëèíåéíûé òðåóãîëüíèê

Ũ = {αy + βed|α ∈ [0, δ], β ⩾ −θy(α), β ⩽ θ′y(δ)(δ − x1)− θy(δ)}

ëåæàë â ε îêðåñòíîñòè íóëÿ. Òîãäà íà îáëàñòè Uθy, δ (ñì. ôîðìóëó (5.8) èëè Ðèñ. 17) åñòü ñëåäóþùàÿ
âîãíóòàÿ ôóíêöèÿ

B̃(x1, x2) = B (x1y + x2ed)−B(0)− x1
δ
(B(δy − θy(δ)ed)−B(0)).

Ýòà ôóíêöèÿ óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì

1)B̃(0, t) = B (ted)−B(0) = f(t),

1)B̃(0, 0) = f(0) = 0,

3)B̃(δ, −θy(δ)) = B (δy − θy(δ)ed)−B(0)− (B(δy − θy(δ)ed)−B(0)) = 0.
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Òî åñòü, B̃ ⩾ Bθy, δ, f , à ðàç ïðè ýòîì B̃(0, 0) = 0 = Bθy, δ, f (0, 0), çíà÷èò

∂+B̃

∂+e1
(0, 0) ⩾

∂+Bθy, δ, f
∂+e1

(0, 0).

Íî
∂+B̃

∂+e1
(0, 0) =

∂+B

∂+y
(0)− 1

δ
(B(δy − θy(δ)ed)−B(0)).

Â ñâîþ î÷åðåäü ∂+B
∂+y

(0) < +∞, òàê êàê èíòåðâàë (−εy, εy) ëåæèò â îáëàñòè. Çíà÷èò f óäîâëåòâîðÿåò

óñëîâèÿì (5.1τ ) è (5.2τ ), íî â íàøåì ñëó÷àå îíè ñîâïàäàþò ñ óñëîâèÿìè (5.1y) è (5.2y).

5.3.5 Ðàçáîð ïóíêòà 3.2.2.

Â äàííîì ïóíêòå ìû õîòèì ïîêàçàòü, ÷òî åñëè âîãíóòàÿ ôóíêöèÿ f óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (5.1y) è (5.2y)
äëÿ ëþáîãî y ∈ Sd−2, òîãäà f óäîâëåòâîðÿåò è óñëîâèÿì (5.1) è (5.2).

Âñïîìíèì ôóíêöèþ ξ çàäàííóþ ôîðìóëîé (5.6). Ïîêàæåì, ÷òî èç óñëîâèé (5.1y) è (5.2y) äëÿ y1, . . . , yd
ñëåäóþò àíàëîãè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ ôóíêöèè ξ. Òî åñòü, ñëåäóþùèå óñëîâèÿ

f(ξ′(t)t− ξ(t)) = O

(
(ξ′(t)t− ξ(t))

t

ξ(t)

)
, (5.22)

ε∫
0

f(ξ′(t)t− ξ(t))

t2
dt < +∞. (5.23)

Ðàç ìû âûáðàëè êîíå÷íîå ÷èñëî yj òî ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî óñëîâèÿ (5.1y) è (5.2y) ðàâíîìåðíû. Òî åñòü,
ñóùåñòâóþò ε, C > 0, òàêèå, ÷òî

f(θ′yj (t)t− θyj (t)) ⩽ C

(
(θ′yj (t)t− θyj (t))

t

θyj (t)

)
, ∀t < ε, j = 1, . . . , d,

ε∫
0

f(θ′yj (t)t− θyj (t))

t2
dt < +∞.

Ëåììà 5.26. Ïóñòü ζ1, ζ2 : [a−ε, a+ε] → R � âûïóêëûå ôóíêöèè. Ïóñòü ïðè ýòîì ζ1 ⩾ ζ2, ζ1(a) = ζ2(a)
è ζ1 äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå a. Òîãäà ζ2 äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå a è ζ ′1(a) = ζ ′2(a).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàç ζ1 ⩾ ζ2 è ζ1(a) = ζ2(a), çíà÷èò ζ
′
1(a) ⩾ ζ ′2r(a) è ζ

′
1(a) ⩽ ζ ′2l(a). Òî åñòü, ζ

′
2r(a) ⩽ ζ ′2l(a).

Íî, òàê êàê ζ2 � âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ, çíà÷èò ζ ′2r(a) ⩾ ζ ′2l(a). Ýòî âîçìîæíî òîëüêî åñëè âñå íåðàâåíñòâà
îáðàùàþòñÿ â ðàâåíñòâà. Òàêèì îáðàçîì ζ ′1(a) = ζ ′2(a).

Ïóñòü òåïåðü ξ äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå t < ε, òîãäà ñóùåñòâóåò j = j(t) òàêîé, ÷òî ξ(t) = θyj (t), à
çíà÷èò è ξ′(t) = θ′yj (t), òîãäà

f(ξ′(t)t− ξ(t)) = f(θ′yj (t)t− θyj (t)) ⩽ C

(
(θ′yj (t)t− θyj (t))

t

θyj (t)

)
= C

(
(ξ′(t)t− ξ(t))

t

ξ(t)

)
.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû

ε∫
0

f(ξ′(t)t− ξ(t))

t2
dt =

ε∫
0

f(θ′yj(t)(t)t− θyj(t)(t))

t2
dt ⩽

ε∫
0

d∑
j=1

f(θ′yj (t)t− θyj (t))

t2
dt < +∞.

Îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ f óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (5.22) è (5.23), òîãäà îíà óäîâëåòâîðÿåò
è óñëîâèÿì (5.1) è (5.2). Ýòî áóäåò ñëåäîâàòü èç ñîîòíîøåíèÿ (5.7) è ñëåäóþùåé ëåììû.

Ëåììà 5.27. Ïóñòü τ1, τ2 : [0, ε] → R � âûïóêëûå íå îòðèöàòåëüíûå, âîçðàñòàþùèå ôóíêöèè, òàêèå,
÷òî τ ′1(0) = τ ′2(0) = 0. Ïóñòü ñóùåñòâóþò òàêèå êîíñòàíòû c, C > 0, ÷òî

τ2(ct) ⩽ τ1(t) ⩽ τ2(Ct). (5.24)

Òîãäà âîãíóòàÿ ôóíêöèÿ f óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (5.1τ ) è (5.2τ ) äëÿ ôóíêöèè τ1, òîãäà è òîëüêî
òîãà, êîãäà îíà óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (5.1τ ) è (5.2τ ) äëÿ ôóíêöèè τ2.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Óñëîâèÿ (5.1τ ) è (5.2τ ) ýêâèâàëåíòíû òîìó, ÷òî

∂+Bτ, δ, f
∂+e1

(0, 0) < +∞.

Íå òðóäíî âèäåòü, ÷òî óñëîâèÿ (5.1τ ) è (5.2τ ) â íåêîòîðîì ñìûñëå îäíîðîäíû, òî åñòü, äëÿ ïîëîæèòåëüíûõ
êîíñòàíò c, C è äîñòàòî÷íî ìàëîãî δ âåðíî

∂+Bτ(c ), δ, f

∂+e1
(0, 0) < +∞ ⇐⇒

∂+Bτ(C ), δ, f

∂+e1
(0, 0) < +∞.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû ìîæíî çàìåòèòü ìîíîòîííîñòü óñëîâèé (5.1τ ) è (5.2τ ) ïî τ . Åñëè τ1 ⩾ τ2, òîãäà äëÿ
äîñòàòî÷íî ìàëîãî u < δ âåðíî âêëþ÷åíèå

Λτ2, u, f ⊆ Λτ1, δ, f ,

à çíà÷èò
Bτ1, δ, f |Λτ2, u, f

∈ Λτ2, u, f .

Òàêèì îáðàçîì
∂+Bτ2, u, f
∂+e1

(0, 0) ⩽
∂+Bτ1, δ, f
∂+e1

(0, 0).

Îò ñþäà âèäíî, ÷òî óñëîâèå (5.24) âëå÷¼ò ýêâèâàëåíòíîñòü óñëîâèé (5.1τ ) è (5.2τ ) äëÿ ôóíêöèé τ1 è τ2
(óñëîâèÿ äëÿ τ2 ýêâèâàëåíòíû óñëîâèÿì äëÿ τ2(C ), ÷òî âëå÷¼ò óñëîâèÿ äëÿ τ1, ÷òî âëå÷¼ò óñëîâèÿ äëÿ
τ2(c ), ÷òî ýêâèâàëåíòíî óñëîâèÿì äëÿ τ2).

5.3.6 Ðàçáîð ñëó÷àÿ 3.3.

Â äàííîì ïóíêòå íàì äàíà ôóíêöèÿ f óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì (5.1) è (5.2). Ìû õîòèì ïîñòðîèòü òàêóþ
ëîêàëüíî âîãíóòóþ ôóíêöèþ B : Ω → R, ÷òî äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ δ âåðíî ðàâåíñòâî f(δ) = B(δed).

Ìû çíàåì, ÷òî
∂+Bθ, ε, f
∂+e1

(0, 0) < +∞.

Ïóñòü δ < ε, â òî÷êå δ ôóíêöèÿ θ äèôôåðåíöèðóåìà è θ′(δ) < θ′l(ε). Òîãäà êàñàòåëüíàÿ èç òî÷êè δ
âíóòðåííÿÿ äëÿ îáëàñòè Uθ, ε.

Vθ, δ = {(x1, x2) ∈ R2| ëèáî x1 ⩾ δ, ëèáî ïðè x1 ∈ [0, δ)ëèáî x2 ⩽ −τδ, ëèáî x2 ⩾ τ ′(δ)(δ − x1)− τ(δ)}.
(5.25)

Ðèñ. 23: Îáëàñòè Vθ, δ è Uθ, δ.

Óòâåðæäåíèå 5.28. Ïóñòü ôóíêöèÿ T (x1, x2) = ax1 + bx2 òàêàÿ, ÷òî T (δ, −θ(δ)) = Bθ, ε, f (δ, −θ(δ)) è
T (0, θ′(δ)δ − θ(δ)) = f(θ′(δ)δ − θ(δ)). Ïóñòü òàê æå

a ⩽
∂−Bθ, ε, f
∂−e1

(
θ′(δ)δ − θ(δ)

θ′(δ)
, 0

)
.

Òîãäà ôóíêöèÿ

B̃(x1, x2) =

{
Bθ, ε, f (x1, x2), ïðè (x1, x2) ∈ Uθ, δ,

T (x1, x2), ïðè (x1, x2) ∈ Vθ, δ,

ëîêàëüíî âîãíóòà.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ôóíêöèÿ B̃ � ñêëåéêà äâóõ ëîêàëüíî âîãíóòûõ ôóíêöèé ïî îòðåçêó ëèíåéíîñòè, íà
êîòîðîì îíè ñîâïàäàþò. Ñîîòâåòñòâåííî âîãíóòîñòü ñêëåéêè íóæíî ïðîâåðÿòü íà íîâûõ îòðåçêàõ, òî åñòü,
îòðåçêàõ íå ëåæàùèõ íè â Uθ, δ, íè â Vθ, δ. Ýòî îòðåçêè, ïåðåñåêàþùèå îòðåçîê êàñàòåëüíîé

[(0, θ′(δ)δ − θ(δ)), (δ, −θ(δ))].

Ïóñòü [(x1, x2), (y1, y2)] � òàêîé îòðåçîê. Ïóñòü, íå óìàëÿÿ îáùíîñòè, (x1, x2) ∈ Uθ, δ è (y1, y2) ∈ Vθ, δ. Îí
ðàçáèâàåòñÿ íà äâå ÷àñòè

[(x1, x2), (z1, z2)] ∈ Uθ, δ

è
[(z1, z2), (y1, y2)] ∈ Vθ, δ,

ãäå
{(z1, z2)} = [(x1, x2), (y1, y2)] ∩ [(0, θ′(δ)δ − θ(δ)), (δ, −θ(δ))].

Íà ïåðâîì îòðåçêå ôóíêöèÿ B̃ âîãíóòà, òàê êàê îíà ëîêàëüíî âîãíóòà íà Uτ, δ, à íà âòîðîì òàê êàê îíà

âîãíóòà íà Vτ, δ. Ïóñòü α = y1 − x1, à β = y2 − x2. Òîãäà äëÿ ïðîâåðêè ëîêàëüíîé âîãíóòîñòè ôóíêöèè B̃
íàì îñòàëîñü óñòàíîâèòü, ÷òî

∂+T

∂+(αe1 + βe2)
(z1, z2) ⩽

∂−Bθ, ε, f
∂−(αe1 + βe2)

(z1, z2).

Òàê êàê îòðåçîê [(x1, x2), (y1, y2)] ïåðåñåêàåò êàñàòåëüíûé îòðåçîê [(0, θ′(δ)δ−θ(δ)), (δ, −θ(δ))] è ïðè ýòîì
(x1, x2) ∈ Uθ, δ, à (y1, y2) ∈ Vθ, δ, çíà÷èò β + αθ′(δ) > 0. Ðàç òî÷êà (z1, z2) ëåæèò íà êàñàòåëüíîì îòðåçêå

[(0, θ′(δ)δ − θ(δ)), (δ, −θ(δ))],

à òî÷êà
(
θ′(δ)δ−θ(δ)

θ′(δ) , 0
)
âíóòðåííÿÿ êàê äëÿ ýòîãî îòðåçêà, òàê è äëÿ îáëàñòè Uθ, ε, òî èç ëîêàëüíîé âîãíó-

òîñòè ôóíêöèè Bθ, ε, f è òîãî, ÷òî îíà ëèíåéíà âäîëü ýòîãî îòðåçêà ñëåäóåò, ÷òî

∂−Bθ, ε, f
∂−(αe1 + βe2)

(
θ′(δ)δ − θ(δ)

θ′(δ)
, 0

)
⩽

∂−Bθ, ε, f
∂−(αe1 + βe2)

(z1, z2)

(åñëè òî÷êà (z1, z2) âíóòðåííÿÿ, òîãäà áûëî áû ðàâåíñòâî). Ñ äðóãîé ñòîðîíû

∂+T

∂+(αe1 + βe2)
(z1, z2) = αa+ βb =

∂T

∂(αe1 + βe2)

(
θ′(δ)δ − θ(δ)

θ′(δ)
, 0

)
.

Òî åñòü, íàì äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ β + αθ′(δ) ⩾ 0 âåðíî íåðàâåíñòâî

∂T

∂(αe1 + βe2)

(
θ′(δ)δ − θ(δ)

θ′(δ)
, 0

)
⩽

∂−Bθ, ε, f
∂−(αe1 + βe2)

(
θ′(δ)δ − θ(δ)

θ′(δ)
, 0

)
.

Èç ôîðìóëû (5.21) âèäíî, ÷òî íàì íóæíî ñðàâíèòü äâå ëèíåéíûå ôóíêöèè (îò α è β) â ïîëóïëîñêîñòè
β + αθ′(δ) ⩾ 0. Ïðè ýòîì îíè ðàâíû íà ïðÿìîé β + αθ′(δ) = 0 (òàê êàê T è Bθ, ε, f ñîâïàäàþò íà îáùåì
îòðåçêå ëèíåéíîñòè). Òàêèì îáðàçîì, íàì äîñòàòî÷íî ñðàâíèòü èõ â òî÷êå β = 0, α = 1. Íî ïî óñëîâèþ

∂T

∂e1

(
θ′(δ)δ − θ(δ)

θ′(δ)
, 0

)
= a ⩽

∂−Bθ, ε, f
∂−e1

(
θ′(δ)δ − θ(δ)

θ′(δ)
, 0

)
.

Çàìå÷àíèå 5.29. Êàê è äëÿ ôóíêöèè Bθ, ε, f (ñìîòðè óòâåðæäåíèå 5.23), äëÿ ôóíêöèè B̃ âåðíî ðàâåí-
ñòâî

∂+B̃

∂+e1
(0, 0) = sup

{
∂+B̃

∂+e1
(x1, x2)

∣∣∣ (x1, x2) ∈ Uτ, δ ∪ Vτ, δ

}
.

Ïóñòü òåïåðü B′(x1, x2) = B̃(x1, x2)−x1 ∂+B̃∂+e1
(0, 0) ëîêàëüíî âîãíóòàÿ ôóíêöèÿ äåéñòâóþùàÿ èç Uτ, δ ∪

Vτ, δ â R íå âîçðàñòàþùàÿ ïî x1. Ïóñòü

Ω′ = {(x′, xd) ∈ Rd| (|x′|, xd) ∈ Uτ, δ ∪ Vτ, δ}.

Òîãäà íå òðóäíî âèäåòü, ÷òî Ω ⊆ Ω′ è íàì îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ B : Ω′ → R, çàäàííàÿ ôîðìó-
ëîé B(x′, xd) = B′(|x′|, xd) ëîêàëüíî âîãíóòà. ×òî â ñâîþ î÷åðåäü ñëåäóåò èç ñëåäóþùåé ëåììû (íóæíî
ïîäñòàâèòü b(x2) = −θ−1(−x2) ïðè x2 ∈ (−θ(δ), 0) è b(x2) = 0 ïðè äðóãèõ x2) (àíàëîãè÷íàÿ ëåììà áûëà
ðàññìîòðåíà â ìî¼ì áàêàëàâðñêîì äèïëîìå).
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Ëåììà 5.30. Ïóñòü b : R → [0, +∞) íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ. Îáëàñòè Yb, Y
′
b çàäàíû ôîðìóëàìè

Yb = {(x1, x2) ∈ R2|x1 ⩾ b(x2)},

Y ′
b = {(x′, xd) ∈ Rd| |x′| ⩾ b(xd)} = {(x′, xd) ∈ Rd| (|x′|, xd) ∈ Yb}.

Ïóñòü ôóíêöèÿ B′ : Yb → R ëîêàëüíî âîãíóòà è íåâîçðàñòàåò ïî ïåðåìåííîé x1, òîãäà ôóíêöèÿ B : Y ′
b →

R, çàäàííàÿ ôîðìóëîé B(x′, xd) = B′(|x′|, xd) ëîêàëüíî âîãíóòà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü îòðåçîê [(x′, xd), (y
′, yd)] ëåæèò â îáëàñòè Y

′
b , òîãäà äëÿ ëþáîãî α ∈ [0, 1] âåðíà

ñëåäóþùàÿ öåïî÷êà íåðàâåíñòâ

α|x′|+ (1− α)|y′| ⩾ |αx′ + (1− α)y′| ⩾ b(αxd + (1− α)yd).

Òåì ñàìûì îòðåçîê [(|x′|, xd), (|y′|, yd)] ëåæèò â îáëàñòè Yb è ìû ìîæåì íàïèñàòü ñëåäóþùóþ öåïî÷êó
íåðàâåíñòâ

B(αx′+(1−α)y′, αxd+(1−α)yd) = B′(|αx′+(1−α)y′|, αxd+(1−α)yd) ⩾ B′(α|x′|+(1−α)|y′|, αxd+(1−α)yd) ⩾
⩾ αB′(|x′|, xd) + (1− α)B′(|y′|, yd) = αB(x′, xd) + (1− α)B(y′, yd).

5.3.7 Ðàçáîð ïóíêòà 3.4.

Â äàííîì ïóíêòå íàì íóæíî ïîñòðîèòü ëîêàëüíî âîãíóòóþ ôóíêöèþ B : Ω → R íå ëèïøèöåâó â íóëå. Äëÿ
ýòîãî äîñòàòî÷íî íàéòè âîãíóòóþ ôóíêöèþ f : [0, δ] → [0, +∞) íå ëèïøèöåâó â íóëå è óäîâëåòâîðÿþùóþ
óñëîâèÿì (5.1) è (5.2), òî åñòü, òàêóþ, ÷òî äëÿ ôóíêöèè Bθ, δ, f âåðíî íåðàâåíñòâî

∂+Bθ, δ, f
∂+e1

(0, 0) < +∞.

Ìû ïîñòðîèì ëîêàëüíî âîãíóòóþ ôóíêöèþ B : Uθ, δ → R, òàêóþ, ÷òî f(t) = B(0, t)−B(0, 0) íå ëèïøèöåâà
â íóëå èïðè ýòîì

∂+B

∂+e1
(0, 0) < +∞.

Òîãäà

Bθ, δ, f (x1, x2) ⩽ B̃(x1, x2)
def
= B(x1, x2)−B(0, 0)− x1

δ
(B(δ, −θ(δ))−B(0, 0))

È òàê êàê B̃(0, 0) = 0, çíà÷èò

∂+Bθ, δ, f
∂+e1

(0, 0) ⩽
∂+B̃

∂+e1
(0, 0) =

∂+B

∂+e1
(0, 0)− 1

δ
(B(δ, −θ(δ))−B(0, 0)) < +∞.

Âûáåðåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê {un}n⩾0 òàêèõ, ÷òî u0 = δ, un > un+1 > 0 è äëÿ un ïðè n ⩾ 1
âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ

1) θ äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå un,

2) θ′(un) < θ′l(un−1),

3) θ′(un)un − θ(un) < θ′l(un−1)un−1 − θ(un−1),

4) un <
1
2n ,

5) θ′(un)un − θ(un) <
1
2n ,

6) θ′(un) <
1
2n .

Îíè ðàçáèâàþò îáëàñòü Uθ, δ íà ñëåäóþùèå ïîëîñû

Un = {(x1, x2) ∈ Uθ, δ|x1 ⩽ un, x2 ⩽ θ′l(un)(un − x1)− θ(un), x2 ⩾ −τx1
è ïðè x1 ⩽ un+1 âûïîëíåíî x2 ⩾ θ′(un+1)(un+1 − x1)− θ(un+1)}.
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Ðèñ. 24: Ðàçáèåíèå îáëàñòè Uθ, δ íà ïîëîñû U0, U1, . . . .

Ïðîâåðèì, ÷òî ïîäîéä¼ò ñëåäóþùàÿ ôóíêöèÿ

B(x1, x2) =



0, ïðè (x1, x2) ∈ U0,

nx2 +

(
n∑
j=1

θ′(uj)

)
x1 −

(
n∑
j=1

θ′(uj)uj − θ(uj)

)
, ïðè (x1, x2) ∈ Un,

−

(
+∞∑
j=1

θ′(uj)uj − θ(uj)

)
, ïðè (x1, x2) = (0, 0).

(5.26)

Çàìåòèì, ÷òî

B|Un
(x1, x2) =

n∑
j=1

x2 + θ′(uj)x1 − θ′(uj)uj + θ(uj).

Ïóñòü
T̃n(x1, x2) = x2 + θ′(un)x1 − θ′(un)un + θ(un).

Òîãäà ôóíêöèÿ T̃n çàíóëÿåòñÿ íà îòðåçêå

[(0, θ′(un)un − θ(un)), (un, −θ(un))],

îòðèöàòåëüíà íèæå íåãî è ïîëîæèòåëüíà âûøå íåãî. Òàêèì îáðàçîì ñëåäóþùàÿ ôóíêöèÿ ëîêàëüíî âî-
ãíóòà

Tn(x1, x2) =


0, ïðè (x1, x2) ∈

⋃
j<n

Uj ,

x2 + θ′(un)x1 − θ′(un)un + θ(un), ïðè (x1, x2) ∈ {(0, 0)} ∪
⋃
j⩾n

Uj .

Ïóñòü

Bn(x1, x2) =

n∑
j=1

Tj(x1, x2),

òîãäà Bn ëîêàëüíî âîãíóòà. Ïðè ýòîì Bn ↘ B, òî åñòü, è B ëîêàëüíî âîãíóòà. Ôóíêöèÿ B íåïîëîæèòåëüíà,
êàê ñóììà íåïîëîæèòåëüíûõ ôóíêöèé. Ðàç B ëîêàëüíî âîãíóòà íà Uθ, δ, òî å¼ èíôèìóì äîñòèãàåòñÿ ëèáî
â òî÷êå (δ, −θ(δ)), ëèáî íà îòðåçêå [(0, 0), (0, θ′l(δ)δ − θ(δ))]. Â òî÷êå (δ, −θ(δ)) ôóíêöèÿ çàíóëÿåòñÿ, à íà
îòðåçêå [(0, 0), (0, θ′l(δ)δ − θ(δ))] âîçðàñòàåò ïî x2. Òàêèì îáðàçîì

inf{B(x1, x2)| (x1, x2) ∈ Uθ, δ} = B(0, 0) = −

+∞∑
j=1

θ′(uj)uj − θ(uj)

 ïî óñëîâèþ 5

⩾ −

+∞∑
j=1

1

2j

 = −1 > −∞.

Òî åñòü, B : Uθ, δ → [−1, 0] ⊆ R. Åñëè

x2 ∈ [θ′(un+1)un+1 − θ(un+1), θ
′(un)un − θ(un)],
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òîãäà (0, x2) ∈ Un è èç óñëîâèÿ 5 ìû ïîëó÷àåì, ÷òî x2 <
1
2n . Òî åñòü,

B(0, x2) = nx2−

 n∑
j=1

θ′(uj)uj − θ(uj)

 ⩽
n

2n
−

 n∑
j=1

θ′(uj)uj − θ(uj)

 −→
n→+∞
(x2→0)

−

+∞∑
j=1

θ′(uj)uj − θ(uj)

 =

= B(0, 0)

Òî åñòü, B(0, x2) −→
x2→0

B(0, 0). Òàêèì îáðàçîì

∂+B

∂+e2
(0, 0) = lim

t↘0

∂+B

∂+e2
(0, t) = lim

n→+∞
n = +∞.

Òî åñòü, f(t) = B(0, t)−B(0, 0) íå ëèïøèöåâà â íóëå.
Åñëè (x1, 0) ∈ Un, òîãäà ïðè x1 → 0 âåðíî n→ +∞ è ïðè ýòîì

B(x1, 0) =

 n∑
j=1

θ′(uj)

x1 −

 n∑
j=1

θ′(uj)uj − θ(uj)

 ïî óñëîâèþ 6

⩽

 n∑
j=1

1

2j

x1 −

 n∑
j=1

θ′(uj)uj − θ(uj)


+∞∑
j=1

1

2j

x1 −

 n∑
j=1

θ′(uj)uj − θ(uj)

 = x1 −

 n∑
j=1

θ′(uj)uj − θ(uj)

 −→
x1→0

−

+∞∑
j=1

θ′(uj)uj − θ(uj)

 =

= B(0, 0).

À çíà÷èò, B(0, x1) −→
x1→0

B(0, 0) è

∂+B

∂+e1
(0, 0) = lim

t↘0

∂+B

∂+e1
(t, 0) = lim

n→+∞

n∑
j=1

θ′(uj) =

+∞∑
j=1

θ′(uj)
ïî óñëîâèþ 6

⩽
+∞∑
j=1

1

2j
= 1 < +∞.

Òàêèì îáðàçîì òåîðåìà 5.1 ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.

5.4 Òî÷êè íå íóëåâîé êðèâèçíû.

Îñíîâíûì ïðèìåðîì òî÷åê âîãíóòîñòè ãðàíèöû � òî÷êè â êîòîðûõ ∂Ω ãëàäêàÿ è âñå êðèâèçíû îòäåëåíû
îò íóëÿ. Â äàííîì ñëó÷àå ìîäóëü ìàêñèìàëüíîãî óáûâàíèÿ θ(δ) ∼ δ2 è óñëîâèÿ (5.1), (5.2) ñòàíîâÿòñÿ
ýêâèâàëåíòíû óñëîâèÿì

f(δ) = O(δ
1
2 ),

δ∫
0

f(t)

t
3
2

dt < +∞.

Â ñèëó ìîíîòîííîñòè f âòîðîå óñëîâèå âëå÷¼ò, òî ÷òî f(δ) = o(δ
1
2 ). Ïðè ýòîì f(δ) = δ

1
2

− log2(δ)
âîãíóòà â

îêðåñòíîñòè íóëÿ è óäîâëåòâîðÿåò îáîèì óñëîâèÿì.
Òàêèì îáðàçîì â äàííîì ñëó÷àå ìû ìîæåì ãàðàíòèðîâàòü, ÷òî ìîäóëü íåïðåðûâíîñòè â òî÷êå âåä¼ò

ñåáÿ ÷óòü ëó÷øå ÷åì ïðîñòî 1
2 -ã¼ëüäåðîâî, íî ïðè ýòîì ìîæåì ïîñòðîèòü ëîêàëüíî âîãíóòóþ ôóíêöèþ,

êîòîðàÿ â äàííîé òî÷êå âîãíóòîñòè 1
2 -ã¼ëüäåðîâà, íî íå

1
2 + ε-ã¼ëüäåðîâà íè äëÿ êàêîãî ïîëîæèòåëüíîãî

ε.
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