
� %��&� �
"�
� 
!&�9�)��, 6�� 6��&��� ��8(!6��&����� ?.?/� �� ��� ���� �

��� �������F ����A���@�

�� �����F ���A�

b�B�
��� �������	��� 
��!
��!� !��

����� #ca�&����
��

�� 	� <��� ��=
 <� f� >��?����

�����	
 � !"#!$%�&' $(%#)�!%�* ���' #�&* !%&� �+ �(%%&'%��, � ) !�-&,+
���./0+ �����	
 � !"#!$+ 
�&* !%&� �%��, ��"�+ 12�

��� ������	
���� D������\ L� 	�
 ]�A���E� D� 9� �!1����% �(��% !���� � �-� �-�
-� �� ��#$ Z�F�\�% ���� ++ ,�����- * �-��.����/0�1�-�1� 0���������� � .��-! �� 2 % �
��% ��- � 3����% ��- � .������# 0(� �!���2� 	�	
� 4� ��� ,#(� �� *� ��5��A�
67789:++;<=�<>?+���	�@
A+�����+98BC���	�	
���A

.���!�c��  !1����% ��h���2 -����10� ��������(��%�" ������� " � �� � � �-� �-�
�!2 -� �� ��#$ (0, 1)�% ����F -����#� / "��0���2 � �(���/� �#��!���2 �$ ���0-�0��
�#$ ���/��������� �!1����% ��������2 - -! ��0 (���/���#$F ��% �� %���� (���������
�(��% !���1� ��h���2 ��0'����!2���2 ����� � �� ����F -����#� �/��(���� &� � !��
��� �(����!����� -����10� ���F " ���� ��1� �0'�������� ��-� ' ���2 � "%�� �����
� (���- � .������� (����/� 2 �$�% �1� � /��#F  � -c� (����%��������� � b��
��-�������� ��h���2 � (��%��� �#���!���� $��% �����-�1� ���! -��-������ (0, 1)�
% ����#�

�������� �����: � �-� �- 1� � F $��% �����-�� ���!�F (0, 1)�% ���� �

�� ���
����� X ��3��� ��+ *��������� (0, 1)�"����� %����������� ���"�����
��� R��%��"��S "����� �"�2����� ��������������5� 5���� n,S 0oT ��[����+ ������
� %���*� /��"�������5� %���3��������+ "����� S �3��%�����#$�5� �� %���������
* �.�����5�������". ���. R�"& ���.��*T � "���"���� " ��������" �.�����5������
� ! 3��*�� ν&

r���� � � �������[�" OIn i "��2����� *������� ! (0, 1)�"����� ���"�������
nv On i *��������+ "������ � �.��� "� /��"����"� ���"������� nv Mn i "��2��
���� *������� ! (0, 1)�"����� ���"������� n � �.��� "� ���5������ "� /��"�����
"�v In i "��2����� ����*��� �� n /��"�����& 8�������S ���Mn +��+���+ %��"��2��
����" "��2����� OIn& ����*� n %�� In 3.��" �%.�*��� � %����� %����� IS ���� +���S
� *�*�" n ���� ����&

(�"� %�������*� ������ ��*�.�� ������� � ��5����" i %���3�� ����*��� /���
"�����u

{ij1, . . . , i
j
k(j)} ⊂ In, ∪ν

j=1{i
j
1, . . . , i

j
k(j)} ≡ In, {ir1, . . . , irk(r)} ∩ {iq1, . . . , i

q
k(q)} =

= Ø, r, q ∈ Iν , r �= q,

� ���+#$�! %��"����� A(ij1, . . . , i
j
k(j)) ∈ Mk(j) �� "����� A ∈ Mn& r���� i

j
1, . . . ,

ijk(j) i ��"��� ����* � ����3��� ��!����� "����� A&

���� �"��� � ���.S ��� /��� %���3�� ���*��������� �S %��*���*. ���3!���"�
�$� .��� ���� � �������� /��"����� ��!����� "����� S %�%���#$�! � � 3���� �
%��"����� & ��+ %���3���������� "����� A ∈ Mn � �#3�5� �� �.����5� 3��*�
Ok(j) R%��"����� TS j = 1, . . . , ν R�"& ���.��*TS �*��"�+#$�+ n4o �� %��"������ .2�
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C��NE��� , �� �� � �-� �-� � v �0!��#%� �� 1�� !��#%� /!�- %�

�� 3.��� %��"������� Ok(j)+1 � %��"������

A(ij1, . . . , i
j
k(j), . . . , i

ν
1 , . . . , i

ν
k(ν)) ∈Mk(j)+...+k(ν).

�"���� %�/��". �������3����� ����. %������ * �*�����". R��5����"����*�".T ���
%���������# ������� /��"����� ��!����� "����� R- ��� ,T i �! ����"��". ����
%���2���# � %�������� � 3�� ����*��� /��"�����S ����. ���"��.#$�! �.�����5��
����� � 3��*�&

�� D������� ���@��@� ����"�������" � � ��3��� ��5����" � �������+ "����
"�����5� ����� �.�����5������ ! 3��*�� ν0 R!��"������*�5� �����T 3����.���+ ��
�%���3� � ������+ ���.*�.�� ! ���3�������� n)S 6o � %� �.�� +��+���+ �5� "������
*�����S .��� ��#$�� ��*����.# �%�����*. ��[��"�� ������ � *������� ���" 
%��������+ R��""���������� %��"����� Ok(j)T& X����" ��� 5�.%% "��2����u
qU� X���Z�����T���  ��Q��Q���� "��2����� "����� A ∈ OIn

hq(A) = {r|aqr = 0, r ∈ I}, q ∈ I,

� rU� ��������T���  ��Q��Q���� "��2����� "����� A ∈ OIn

vr(A) = {q|aqr = 0, q ∈ I}, r ∈ I.
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�����" � .����" �%�����*� ������ R��""���������� "����� Ok(j)T �%����������
� �*����� ��%����.�"�� � ��5����"� nJo "��2����� dq,r(A) = hq(A) ∩ vr(A), q, r ∈ I,
��.2�� ��+ ���"�������+ "��2����

D(q,r)(A) = dq,r(A) ∩ dr,q(A), q, r ∈ I, q < r. R,T


��2����� R,T !���*�����.#� ���.*�.�� � ���3������� ��!����� "����� Au ��"�
"���������� ���%���2���+ �.��� ������������ 5������ ���5�����&

w.��" %���%���5���S ��� *�*�"���3� �3����" .������ � ������ ν %��"��2����
R�.�����5������ � 3��*�Tu

Jj = {ij1, i
j
2, . . . , i

j
k(j)} ⊂ In, j = 1, . . . , ν; ∪ν

j=1J
j = In, Jp ∩ Jq = Ø, p �= q, p, q ∈ Iν .

�! /��"��� ����#� ��"��� ����* � ����3��� ��!����� "����� AS �� %����������
*���� ! ���%���2�� �.��� � "����� Ok(j)& x�� %�����+�� %�������� *�* %������
���*. ����* � ����3���

π =

⎛⎝ 1 2 . . . k(1) k(1) + 1 . . .
2∑

r=1
k(r) . . .

ν−1∑
r=1

k(r) + 1 . . .
ν∑

r=1
k(r)

i11 i12 . . . i1k(1) i21 . . . i2k(2) . . . iν1 . . . iνk(ν)

⎞⎠ ,

��* � %������������.# "�����. P = {bξμ} :

bξμ =

{
1, ���� μ = π(ξ),
0, ���� μ �= π(ξ),

��*.#S ��� "������ PAP
′
� 3.��� "������� A �����" �.�����5������ ! 3��*�� ν&

�����" ����� ��+ ��5�+������ ����2���+ ��5����"� ��������� π(ξ) = μ � %�������
���*� π = (π(1), π(2), . . . , π(n)) ��������S ��� μ�� ����3�� R����*�T ��!����� "����� 
3.��� ξ�" ����3��" R����*��T � %���3����������&

8�������� �������� "��2���� D(q,r) ��+ /��"����� %��"����� Ok(j) Rj�5�
�.�����5�������5� 3��*�S j = 1, . . . , νT � /��" ��.���

D̄j,s
(is,ik(j)+1−s)

≡D(is,ik(j)+1−s)∩{is, ..., ik(j)+1−s}={is, ..., ik(j)+1−s}, s= 1, ...,

[
k(j)

2

]
, R0T

+��+���+ *�����.*���� "& r���� � � �������[�" [a] i ����+ ����� �� ������+S ���!�
��� ����*� j � s 3.�.� �3��������u j i ��"�� �.�����5�������5� 3��*�v s i ��"��
%�� S .���������+#$�� �������. R0TS �"��.�" � s�" .�����" j�� ����� ������ %����
3���& �"���� �%���+�� �� %���������� ��������S � ����"�������"�" ��2� ��5����"�
%����!���� ��3�� /��"����� ijr ∈ InS r = 1, . . . , k(j)S *���� � ���2� ����� � %��"���
2����� Jj = {ij1, i

j
2, . . . , i

j
k(j)}&

�����" ����.�� �3������ ���"���� �� ��S ��� ��5����" +��+���+ %���3��� "S
����*�S ���%��� !S %���3�� R%���������T ������+ ��[� ����� ���������S *���� � �3���
%�����#� ������� �%���������� *����5.����� R�"& ���.��*T i � �����" �.�����5��
����� ! 3��*��S �� %�����!��+$�" ��*�����5� ��*���������5� �������+v ������� !S
*�2� � %�������� � ������� ��*�5� ���3����+ "��2����� In �� ν %��"��2���� J

j

R���*���*�Tu

Jj = {ij1, i
j
2, . . . , i

j
k(j)} ⊂ In : ∪ν

j=1J
j = In, Jp ∩ Jq = Ø, p �= q, p, q ∈ Iν ,
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%���%���5��� ��*�#����� �� ����"������+ ��*�����5� ����� ���������S �"�#$�!
�����5��� � !���*�������*� ���*���*� R*����5.�������� ��2�������� %� �����
���. R0TT&

�������������S � ���. ��""���������� %��"����� Ok(j) � ������� �����*���� !
� 5����������� ! ���.*�.�� ! "��2����S ��+ %�������� ! "��2���� Jj %��+��*
���������+ /��"����� � ��! +��+���+ ���.$������� " R%�� %��*�����*�� ����������
3.��" ���%���5��� �! � %��+�*� ����������+TS ��* *�* /�� /��"��� ���.*�.��� ��2�
�������� � ��������# �� %���������*� � %������! "��2���� Jj &

X�������!S �� ���5� "��2����� ��������� ���*���*� ��%����.�" � *������� ���
������+ %�����+#� �.$�������� ��*������ ����� %����2�$�! ����"������# �������
���& x�� ��+���� � ��"S ��� ��*�#��#��+ ������� S �3��%�����#$�� %��������� ����
*���*� � ������"� 3���[�" �����" �.�����5������ ! 3��*��S ��" � �.�[�� �� .2�
����"������ !&

��2� �3�.��" *�#��� � "�"��� ��3�� ��5����"�& ���2�� ���5� ��"���"S ���
�� *�2��" s�" .����� j�� ����� ������ %���3��� ��5����"� %�� %��������� j�5� �.���
���5�������5� 3��*� ���"��.#��+ � � �������[�" �*����� ��%����.#��+ ���*���*�
"��2����&

�� 5 ,& <������ "��2����� ωj,s �������+ ��+ *�2��5� %����5� Rs = 1T .����+
j�� ����� ������ %���3��� %� %�����.

ωj,s := In\
(
∪j−1
p=1J

p
)
. R4T

�����������S ��� ��+ %����� ����� "��2����� ω1,1 = In. r���� 2� �������+ �����
������ %.���� "��2����� F j,1S � %���+#$�� �.�*��# %�"+�� �3 .2� ����"������ !
/��"����! "��2����� ωj,1 %�� %���3��� �� /��" .����� ��+ j�� �����&

�� 5 0& ���� �%����� "��2����� ωj,s = Ø, �� %�� s = 1 %���!���" �� [�5 qS
� %�� s > 1 i �� [�5 6S ����� � %���+�" ����.#$�� %.�*� ��5����"� i [�5 4&

�� 5 4& ��� ��%.���" �%����" "��2����� Rωj,s �= ØT ���"��.#��+ �$� ��� "���
2����� /��5� .����+u

i "��2����� Gj,s, �����+$�� �� /��"����� (q, r), .���������+#$�! �������. R0Tu

Gj,s = {(q, r)| {q, r} ⊂ Dj,s
(q,r) ≡ D(q,r) ∩ ωj,s, q, r ∈ ωj,s, q < r}, R)T

i "��2����� Qj,sS ���������� %.����S � %���+#$�� �.�*��# %�"+�� �3 ��%����
������� �� s�" .����� j�� ����� /��"����� "��2����� Gj,s.

��5 )& ��%��� ����"����" "��2����� Gj,s\Qj,s i "��2����� ��Z��S�C� ���U
���S���=& �����" ����.�� � ������ ����.#$�� ��.���&

,& ���� "��2����� ���"�2� ! %�����2���� �� %.��� RGj,s\Qj,s �= ØTS �� � 3��
�����+ QZ����= \������ αj,s = (αj,s

1 , αj,s
2 ) ∈ Gj,s\Qj,s, ��+ *�����5�

|Dj,s
αj,s | = max

α
|Dj,s

α |, αj,s, α ∈ Gj,s\Qj,s.

� �� 3��� � 3�����5� .�����5� /��"���� αj,s � "��2�����Dj,s
αj,s ����+��+u �%�����

"��2�����

ωj,s+1 =
(
ωj,s ∩Dj,s

(αj,s
1 ,αj,s

2 )

)
\{αj,s

1 , αj,s
2 }

� F j,s+1 := Ø ����.#$�5� .����+& 
��2����� F j,s+1 R��* 2�S *�* � ������� � � [�
"��2����� F j,1 � Qj,sT 3.��� ����� �����"���# �3 /��"����! �%����5� "��2�����
ωj,s+1, ��%��������� ! .2� �� �����" .�����&
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������ /��"��� ��%�"������+ *�* ��%��������� � �� s�" .�����u Qj,s := Qj,s ∪
αj,s& �����" �����[����+ ����"������� /��5� ��.��+ .���������" ��"��� .����+ ��
������. (s := s+ 1) � %���!���" �� [�5 0&

0& ���� 2� "��2����� ���"�2� ! %�����2���� %.��� RGj,s\Qj,s = ØTS �� �� /���
"����� �%����5� "��2����� ωj,s\F j,s � 3������+ ���W���= \������ β ∈ ωj,s\F j,s.
����� /��5� �� ��%�"������+ *�* ��%��������� � � ��*�" *�������S �& �& ���������+
/��"����" "��2����� F j,s := F j,s ∪ β& �������[�� %�����2���� %� /��� ����� ��5�
��"�����.���+ ����.#$�" %.�*��" R�"& [�5 6T ��5����"�&

��� %.���" 2� "��2����� ωj,s\F j,s = Ø ������.���+ ������� �� %��� �.$��
Rs := s− 1T .������ j�� ����� ������ %���3��� � %���!���" �� [�5 )&

�� 5 6& ���!�� %� j�� ����� ������ %���3��� %�� %��������� j�5� �.�����5������
��5� 3��*� Jj ��*���������+ %�� � %������� ����5� �� ��*�! .������u

,T ��3�S *�5�� �%����� "��2����� s�5� .����+ %.��� Rωj,s = ØT R����� ����� /���
"�����S �3���.#$�! j�� �.�����5������ � 3��*S ����� � �����2�� 2(s−1) /��"�����u

Jj := {αj,1
1 , αj,1

2 , . . . , αj,s−1
1 , αj,s−1

2 });

0T ��3�S *�5�� ��� /��"��� "��2����� Gj,s 3 �� .2� %���+� � *������� QZ��U
�C�S �& �& � ��.��� Gj,s\Qj,s = Ø %�� ��%.���" �%����" "��2����� Rωj,s �= ØTS %����"
�� ��� /��"��� �%����5� "��2����� 3 �� ����"����� �� ��� "�"��� *�* ���W��C�
Rωj,s\F j,s �= ØS β ∈ ωj,s\F j,sT&

X� �����" ��.��� ����� /��"�����S �3���.#$�! j�� �.�����5������ � 3��*S
�������& 8�� ������� �� 2s− 1 /��"�����u Jj := {αj,1

1 , αj,1
2 , . . . , αj,s−1

1 , αj,s−1
2 , β}& X rj

��%�"����" *��������� .������S %������� ! %�� %��������� j�5� �.�����5��������
5� 3��*�& �����" ��+ �����5� ����� /��"����� "��2����� Jj *��������� .������
rj := s− 1, ��+ �������5� rj := s.

��5 J& ��%���������� ������� ����"��������5� "��2����� Jj %�����+�� �.�
$�������� ��*������ *��������� ������ ������ %���3���& ��+ /��5� %���� %��������+
*�2��5� "��2����� Jj ���3!���"� %�������� �����S������ i ��*�#���� /��"��� S
� 3�� *���� ! � *������� .���� ! �� s�" .����� j�� ����� �� "�2�� ��"����� ��
/��"���� � ������ "��2����� Jj S �� ����� �.�����5������ ! 3��*��&

7��"�������+ ��*�� �%������ ���3.�� �������+ ���! ��%�"�5������ ! "���
2����&

,& 
��2����� /��"�����S .���������+#$�! �������. R0T � ��%��������� ! �����
��+ � s�5� .����+ � *������� .���� ! %�� %��������� j�5� �.�����5�������5� "��2��
����

Ψj,s := Jj\
(
∪s−1
μ=1{α

j,μ
1 , αj,μ

2 }
)
.

0& 
��2����� ��%���%�*���� ! /��"�����

Zj,s := {α ∈ (Gj,s\Qj,s) ∩ (Ψj,s ×Ψj,s) | Dj,s
α ≡ Ψj,s},

�����2�$�� /��"��� S ��%���������� *���� ! � *������� .���� !S ���� ���"�2�����
%�������� .2� ����"��������� "��2����� Jj & r����

s =

{
rj − 1, rj − 2, . . . , 1, ���� k(j) �������,
rj , rj − 1, . . . , 1, ���� k(j) �����&

r�*�#��������+ �%�����+ %����2�����+ i %���� �*� ��%���%�*���� ! /��"����� �
"��2����� .2� ��%��������� ! /��5� .����+ %�� %��������� j�5� �.�����5�������5�
3��*�u

Qj,s := Qj,s ∪ Zj,s.

U) � %��&� �
"�
� 
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4& 
��2����� B ���"��.���+ �� ����"������ ! � %������� %���3��� "��2����
J1& x�� ������S ��� "��2����� Ψ1,1 ���������+ /��"����" "��2����� B := B∪{Ψ1,1}S
���� {Ψ1,1} /∈ B& X ������ ��3�� ��5����"� B := Ø& �����"S ���� {J1} ∈ B, �� %�+�
"�� !�� %��*��$��" � �������" �������� ���� ������� � %�������5� .����+ %����5�
3��*� Rs := r1T � %���!���" �� [�5 4 ��5����"�&

�� 5 1& ���������� ��������5� �.�����5�������5� 3��*� �������" � .��������+
�! �3$�5� ����� R��*.$�5� ��"���T �� ������. Rj := j + 1T � .������*� � �������
��� %���2���� ������*� .����+ Rs := 1T � "��2���� .2� ��%��������� ! �� /��"
.����� /��"����� � *������� QZ���C� RQj,1 := ØT � ���W��C� RF j,1 := ØT& ����� ��5�
%���!���" �� [�5 , ��5����"�&

�� 5 q& ��5�� ωj,1 = Ø R�& �& ����"������� %����+ ����� ������ %���3���

� In ≡
(
∪j−1
p=1J

p
)
, %����" ����� �.�����5������ ! 3��*�� ���*���*� ����� ν = j−1TS

�� %��������+ ��������� ν � �������C� ν0 i "���"���� " �����" �.�����5������
� ! 3��*�� �� ���! .2� %�������� ! ���*����* �� %��� ! ����+! ������ %���3���
��5����"�&

���� ����� �.�����5������ ! 3��*�� ν ����� %���������� ���*���*� "���[�S
��" ν0S �� ��"� ����+ ���*���*� � ����� �� �.�����5������ ! 3��*�� ν0 := ν ������
�+��+ �������C��&

�����" %�� � %������� ���������

[
|ω1,1|
ρ1,1

]
=

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
ν0 − 1, ����

[
|ω1,1|
ρ1,1

]
�= |ω1,1|

ρ1,1
,

ν0, ����

[
|ω1,1|
ρ1,1

]
=

|ω1,1|
ρ1,1

,

��5����" ��*�������� ��3��.S ��* *�* �������[�� %���3�� �� %������� %��������
���3����� � "���[�" �����" �.�����5������ ! 3��*��& ���.������ ���3����� � +��
�+���+ ��[����" %����������� ������S � ����� �.�����5������ ! 3��*�� ν0 i !���
"������*�" �����"&

(�������� ��������� �������� ν0 ����� ���"������� "����� n& �����" %����
��������+ � %�����*� �� ��*�������� �������" %�����.�. ��������S ����.�[��� ��
%�������� .������ Rs := rjT ν�� ����� ������ %���3��� � %���!���" �� [�5 ) ��5��
���"�&

8�"���"S ��� %�� ���2���� %� �����. %���3��� *�* ����! Rj := j + 1 ���
s := s + 1T i %�+"�� !��S ��* � ���� i �3���� � Rj := j − 1 ��� s := s − 1T ��.�
$�����+#��+ 
����C� �������� �� %���%�*�������� �������[�5� %�����2���+ %� ���
*.$�� ����� ������ %���3���& w���� � %�����*� ��3�� �����5� ��5����"� R�������
� �5���������"T �"�#� ��� ��%� ��������+&

��% du ��+ 3������ �5� %�����*� !���*�����S ��� �� *�2��" %����" .����� %��
%��������� ��������5� j�5� �.�����5�������5� 3��*� 3.��� %����"����+ ��[���� �
%���%�*�������� �������[�5� %�����2���+ %� ��*.$�� ����� %���3���& 8�������S
��� %�� � %������� �����������

j − 1 +
|ωj,1|
ρj,1

� ν0 R6T

�������[�� %�����2���� %� ������ ����� ���������3�����S ��* *�* %������� * %��
�������# ���*���*� � �����" �.�����5������ ! 3��*�� ν �� ���������

j − 1 +
|ωj,1|
ρj,1

� ν � j − 1 + |ωj,1|. RJT

� %��&� �
"�
� 
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x�� ������S ��� *��������� �.�����5������ ! 3��*�� 3.��� �� "���[�S ��" ��*����
���& X ��*�" ��.��� ���3!���"� ����.���+ �� %�������� .������ %��� �.$�5� 3��*�
Rj := j − 1S s := rjT � %���!���" �� [�5 ) ��5����"�&

r���� � � �������[�"

ρj,s =

{
|Dj,s

αj,s |, ���� Gj,s\Qj,s �= Ø,
1, ���� Gj,s\Qj,s = Ø � ωj,s\F j,s �= Ø.

��% _u %�����*� �5� %��������+ ����*� %�� %��������� %����5� �.�����5������
��5� 3��*�& X������ %� �����. %���3��� � %���2����" .����+ Rs := s− 1 %�� s > 1T
%����������+ �� [�5 ) ��5����"�S ���� %�� ����"������� ��������5� /��"���� α1,s ∈
G1,s\Q1,s �� s�" .����� �� ���� .�����5� %�� %��������� %����5� �.�����5�������5�
3��*� � %���+���+ �����������

2(s− 1) + ρ1,s <

[
n

ν0

]
.

��% Yu /��� ��% 3������ %�����*� ��%����.���+ ����*� %�� � %������� ���
������� j = ν0 − 1& _��� %�� ����"������� ��������5� /��"���� αj,s ∈ Gj,s\Qj,s

�� s�" .����� �� ���� .�����5� %�� %��������� j�5� �.�����5�������5� 3��*� ��
� %���+���+ ���������

2(s− 1) + ρj,s = |ωj,1|,

�� ��.$�����+���+ ������� %� �����. %���3��� Rj := j − 1S s := rjT � %���!���" ��
[�5 ) ��5����"�&

8�"���"S ��� %�����*� ���! ���! ��%�� %�����+��+ � ��5����"� %�� � 3��� ����
�����5� /��"���� �� ���� .�����5� ��� *������5� R�"& [�5 )T&

8*������� ��3�� ��5����"�S ���� ����� �5� ��3��� �� 3 �� %������� %� %�����
���� " � [� �5��������+"S %����!���� %�� � %������� �����������

|ω1,1|
ρ1,1

� ν0.

(�  
���
 �
�!�����!�B� �����	������@ ��B�
����� �����"�������.�"
��3��. ��5����"� ��+ %����������� (0, 1)�"����� u

A =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 1 0 0 0
0 1 0 1 1 1 0 0 0 0
1 0 1 0 0 0 1 1 0 0
0 0 1 0 0 0 1 0 0 0
1 0 1 0 0 0 0 1 1 0
0 1 0 0 1 1 0 0 0 1
0 0 0 1 0 1 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

X %�[�" 5����������� � � �����*���� � ���.*�.�� � "��2����� ��!�����
"����� A R��3�& , � 0T& X *������� ��������5� ���3����+ "��2����� I10 %���5��"S
��� Jj = {j}, j = 1, . . . , n&

UJ � %��&� �
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� 
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:�
��;� <� 9���-���
�+�$� ����&����$� .��3���	


i hi(A) i hi(A)
� ��+?+/+0+A+1+K+�+�.� @ �?+0+A+@+1+�.�
? ��+?+0+A+@+K+�+�.� 1 ��+/+0+1+K+��
/ ��+/+1+K+�+�.� K ��+?+/+A+1+K+�+�.�
0 �?+0+A+@+�+�.� � ��+?+/+A+@+1+K+�+�.�
A ��+?+0+A+@+K+�+�.� �. ��+?+/+0+A+@+K+�+�.�

:�
��;� =� :����&
�+�$� ����&����$� .��3���	


i vi(A) i vi(A)
� ��+?+/+A+1+K+�+�.� @ ��+?+0+A+@+�+�.�
? ��+?+0+A+@+K+�+�.� 1 ��+/+@+1+K+��
/ ��+/+1+K+�+�.� K ��+?+/+A+1+K+�+�.�
0 ��+?+0+A+@+1+�.� � ��+?+/+0+A+1+K+�+�.�
A ��+?+A+@+K+�+�.� �. ��+?+/+0+A+@+K+�+�.�

����� �����" "��2����� dq,r = hq ∩ vr, q, r ∈ I10, q �= r& r���"S ��%����.+

"��2����� dq,r, ���"��.�" "��2�����D
j,s
(q,r), .���������+#$�� �������. R0T& �����"

+��� dq,r ��%����.#��+ ���� ���u %�� %��������� %����5� �.����5� 3��*� Rj := 1T ��+
%����5� .����+ Rs := 1T

D(q,r) = dq,r ∩ dr,q, q, r ∈ ω1,1 ≡ In, q < r, {q, r} ⊂ dq,r, {q, r} ⊂ dr,q,

�%����� "��2����� ω1,1 ��2��������� In& ����� ���"��.�" "��2����� ��Z��S�C�
������S���=

Gj,s = {(q, r)|{q, r} ⊂ Dj,s
(q,r), D

j,s
(q,r) = D(q,r) ∩ ωj,s, q, r ∈ ωj,s, q < r}.

:�
��;� >� ;
�
&�������&� �-��	$%  ��.����	 ���	�8� ���	�� ���	�8� )��&


α �α1,1 |D1,1
α | α D1,1

α |D1,1
α |

� w�+?x ��+?+A+K+�+�.� @ �@ w/+�x ��+/+1+K+�+�.� @
? w�+/x ��+/+1+K+�+�.� @ �1 w/+�.x ��+/+K+�+�.� A
/ w�+Ax ��+?+A+K+�+�.� @ �K w0+Ax �?+0+A+@+�.� A
0 w�+1x ��+/+1+K+�� A �� w0+@x �?+0+A+@+�.� A
A w�+Kx ��+?+/+A+1+K+�+�.� K ?. w0+�.x �?+0+A+@+�.� A
@ w�+�x ��+?+/+A+1+K+�+�.� K ?� wA+@x �?+0+A+@+�.� A
1 w�+�.x ��+?+/+A+K+�+�.� 1 ?? wA+Kx ��+?+A+K+�+�.� @
K w?+0x �?+0+A+@+�.� A ?/ wA+�x ��+?+A+K+�+�.� @
� w?+Ax ��+?+0+A+@+K+�+�.� K ?0 wA+�.x ��+?+0+A+@+K+�+�.� K
�. w?+@x �?+0+A+@+�.� A ?A w@+�.x �?+0+A+@+�.� A
�� w?+Kx ��+?+A+K+�+�.� @ ?@ w1+Kx ��+/+1+K+�� A
�? w?+�x ��+?+A+K+�+�.� @ ?1 w1+�x ��+/+1+K+�� A
�/ w?+�.x ��+?+0+A+@+K+�+�.� K ?K wK+�x ��+?+/+A+1+K+�+�.� K
�0 w/+1x ��+/+1+K+�� A ?� wK+�.x ��+?+/+A+K+�+�.� 1
�A w/+Kx ��+/+1+K+�+�.� @ /. w�+�.x ��+?+/+A+K+�+�.� 1

��� %��������� �#3�5� j�5� 3��*� �� s�" .����� /��"��� (q, r) ∈ Gj,s "��2�����
��Z��S�C� ������S���= Gj,s 3.��" ���%���5��� � %��+�*� .3 ����+ "�$������
|Dj,s

(q,r)| R��3�& 4T& X ������������ � /��" .%��+�������� "��2����� %����5� .����+

Rs = 1T %�� %��������� %����5� �.�����5�������5� 3��*� Rj = 1T �"��� ���

G1,1 = {(1, 8), (1, 9), (2, 5), (2, 10), (5, 10), (8, 9), (1, 10), (8, 10), (9, 10), (1, 2), (1, 3), (1, 5),

� %��&� �
"�
� 
!&�9�)��, 6�� 6��&��� ��8(!6��&����� ?.?/� �� ��� ���� � U1



(2, 8), (2, 9), (3, 8), (3, 9), (5, 8), (5, 9), (1, 7), (2, 4), (2, 6), (3, 7), (3, 10), (4, 5), (4, 6),

(4, 10), (5, 6), (6, 10), (7, 8), (7, 9)}.

X *������� QZ����X� \������� �� %����" .����� � 3����" ����� �$� �� ����"���
���� ! �� /��" .����� G1,1\Q1,1 /��"��� α1,1 = (α1,1

1 , α1,1
2 ) = (1, 8)S ��+ *�����5�

"��2����� D1,1
(q,p) �"��� "�*��"����.# "�$�����u |D

1,1
(1,8)| = 8S � �����" 3����.# %���

���*. ��%� _

2(s− 1) + ρ1,s >

[
n

ν0

]
.

X ������������ � �� ���.������" R0 + 8 > 1T %�����2��" �������[�� %�����2����
%� ������ ����� ������ %���3���& X 3���� � /��"��� %�"�$��" � "��2����� Q1,1 =
{(1, 8)} *�* ��%��������� � � *������� QZ����X�&

r���� 2� "�2�� �������S ��5����� RJTS ����� �.�����5������ ! 3��*��

10

8
=

n

|D1,1
(1,8)|

� ν � n = 10

���*���*�S *�����+ "�2�� 3 �� ����"������� �� 3��� � 3�����5� .�����5� /��"���
��& �����" �� /��� ����*� ����.��S ���%��� !S ��� ��+ ������ (0, 1)�"����� ��
�.$����.�� ���*���*� � !��"������*�" �����" γ = 1; ������� !S ��� ���"��.�"�+
���*���*� � .����" ������[���+ R6T ���2�� �"��� ����� �.�����5������ ! 3��*��
"���[��S ��" ν0&

��� � 3�����" QZ����� /��"���� α1,1 = (1, 8) �%����� "��2����� �����5� .����+

ω1,2 =
(
ω1,1 ∩D1,1

(1,8)

)
\{1, 8} = {2, 3, 5, 7, 9, 10}

�����2�� J /��"�����& X����" ��3���� "��2����� Q1,2 := ØS F 1,2 := Ø&
���� �� %����" .����� "��2����� ���"�2� ! %�����2���� G1,1S �����+$�� ��

/��"�����S .���������+#$�! �������. R0TS �� �%����" "��2����� ω1,1 �"��� 4- /���
"�����S �� �� "��2����� ω1,2 � ������������ � R)T "��2����� G1,2 = {(9, 10), (2, 5),
(2, 9), (2, 10), (3, 9), (5, 9), (5, 10), (3, 7), (7, 9)} �����2�� ,- /��"�����S ��* *�* ����*�
��+ ��! � %���+���+ �������� R0T&

X *������� .�����5� /��"���� �� �����" .����� %����� ����� ������ %���3���
� 3����" %��. α1,2 = (α1,2

1 , α1,2
2 ) = (9, 10). r���" �����" 3����.# %�����*. ��%� _u

2(s− 1) + ρ1,s >

[
n

ν0

]
.

�� ���.����� R2+5 > 1T .3�2���� � ���3!���"���� �������[�5� %�����2���+ %� /���
����� ������ %���3���&

x��"��� (9, 10) ��%�"����" � "��2����� Q1,2 := Q1,2 ∪ {(9, 10)} *�* ��%������
���� � � *������� .�����5�& ����� ���"��.�" �%����� "��2����� ������5� .����+
Rs := s+ 1Tu

ω1,3 =
(
ω1,2 ∩D1,2

(9,10)

)
\{9, 10} = {2, 3, 5}

� �����" ��3���� "��2����� Q1,3 := ØS F 1,3 := Ø&

��2����� ���"�2� ! %�����2���� G1,3 �����2�� ����*� ���� /��"��� RG1,3 =

{(2, 5)}TS ��* *�* ����*� ��+ ��5� � %���+���+ �������� R0T& X 3����" �5� � *�������

Uq � %��&� �
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.�����5� α1,3 = (α1,3
1 , α1,3

2 ) = (2, 5) � �����" 3����.# %�����*.

2(s− 1) + ρ1,s >

[
n

ν0

]
.

�� ���.����� R4 + 2 > 1T .3�2���� � ���3!���"���� �������[�5� %�����2���+ %�
/��� ����� ������ %���3���& r�%�"����" %��. (2, 5) *�* ��%���������.# � *�������
.�����5� /��"���� �� "��2����� Q1,3 := Q1,3 ∪ {(2, 5)}. r���" ���"��.�" �%�����
"��2����� ����.#$�5� .����+ Rs := s+ 1Tu

ω1,4 =
(
ω1,3 ∩D1,3

(2,5)

)
\{2, 5} = Ø,

%�� /��" r1 := s− 1 = 3&
X���� ������ %���3��� %�������� ��+ %����5� �.����5� 3��*� � �����2��

������ ����� /��"�����& 
��2����� /��"����� {α1,1
1 , α1,1

2 , α1,2
1 , α1,2

2 , α1,3
1 , α1,3

2 } =
{1, 2, 5, 8, 9, 10}S .���������+#$�! �������. R0TS �"��� "�$�����S ����.# JS i "����
[.# ���"������� "����� S �& =& %������ %��������+ %��������*� �� ��*�����& ����
������" �3�������� "��2����� J1 := {1, 2, 5, 8, 9, 10}, k(1) := 6&

����� /��5� ���3!���"� ������� %����2������ ��+ %����5� ������ %���3���S ��+
��5� �����" ����������.#$�� *�2��". .����# ��%�"�5������ � "��2����� Rk(1) p
�����T

Ψ1,3 = J1\{1, 8, 9, 10} = {2, 5}, Z1,3 = Ø.

�����" ��"���"S ��� G1,3\Q1,3 = Ø&
X�%�"�5������ � "��2����� �����5� .����+

Ψ1,2 = J1\{1, 8} = {2, 5, 9, 10}, Z1,2 = {(2, 5), (2, 9), (2, 10), (5, 9), (5, 10)}.

� ��* *�* Z1,2 �≡ Ø, �� .�����+ .3���� �� �%��*� ����"�������" ! �� /��" .����� ��
���� .���� ! ����� /��"�����u

Q1,2 := Q1,2 ∪ Z1,2 = {(9, 10), (2, 5), (2, 9), (2, 10), (5, 9), (5, 10)}.

���.������" %����2�����+ �� �����" .����� +��+���+ ��*�#����� �� ���� .���� !
6 /��"�����& 
��2����� ���"�2� ! %�����2���� 3.��� �����+�� ����*� �� ) /���
"�����u

G1,2\Q1,2 = {(3, 9), (3, 7), (3, 10), (7, 9)}.

X�%�"�5������ � "��2����� %����5� .����+

Ψ1,1 = J1 = {1, 2, 5, 8, 9, 10}, Z1,1 = {(1, 2), (1, 5), (2, 8), (2, 9), (5, 8), (5, 9)}.

������ "��2����� G1,1 %�����+�� ��*�#���� �� ����"������+ �� %����" .����� %���
��5� 3��*� J /��"�����u

Q1,1 := Q1,1 ∪ Z1,1, Q1,1 = {(1, 8), (1, 2), (1, 5), (2, 8), (2, 9), (5, 8), (5, 9)}.

�����" "��2����� /��"�����S *���� � "�5.� ��%����������+ �� %����" .�����
� *������� .���� !u G1,1\Q1,1 = {(1, 9), (2, 5), (2, 10), (5, 10), (8, 9), (1, 10), (8, 10), (9, 10),
(1, 3), (3, 8), (3, 9), (1, 7), (2, 4), (3, 7)S (2, 6), (3, 10), (4, 5), (4, 6), (4, 10), (5, 6), (6, 10), (7, 8)S
(7, 9)} i ������� .2� �� 04 /��"�����&

� %��&� �
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������+�" �� %�������2����� "��2����� Ψ1,1 *�* /��"���� "��2����. B& ��*
*�* {Ψ1,1} /∈ BS �� ��� ���������+ /��"����" 3�����5� "��2����� B := B ∪ {Ψ1,1}&

r���" %���!���" * %��������# �����5� �.�����5�������5� 3��*� �� ��%�������
In\J1. 
��������+ %���"��� ��"��� 3��*� �� ������. j := j + 1 � %���5�+ s = 1S
�����" �%����� "��2����� � ������������ � R4Tu

ω2,1 := In\
(
∪j−1
r=1J

r
)
= {3, 4, 6, 7}.

�����" *�2� � ��� %�� ��"������ ��"��� 3��*� %�����+�" ������[���� "�2�
�. ��"���" ��������5� ����+$�5��+ 3��*� j � ��*���� " �����" �.�����5������ !
3��*�� ν0& X %���+���+ �� ��������� j = ν0 − 1? RX /��� "�"��� j = 2S � ν0 = 10&T
����� �� ω2,1 ���"��.�" � ��%����������" ��3�& 4 "��2����� G2,1 = {(q, r) : {q, r} ⊂
D2,1

(q,r), D
2,1
(q,r) = D1,1

(q,r) ∩ ω2,1, q, r ∈ ω2,1, q < r}. 8�� ������� �� ��.! �����"�$� !
/��"����� G2,1 = {(3, 7), (4, 6)}. X *������� QZ����X� \������� R%���������� �� ����
��*�"�� %�� T �� %����" .����� %��������+ �����5� �.����5� 3��*� � 3����" %���
� � /��"��� α2,1 = (α2,1

1 , α2,1
2 ) = (3, 7), ��+ *�����5� "��2�����D2,1

(q,p) �"��� "�$�����

|D2,1
(3,7)| = 2.

r���" ���3!���"� � %������ 3����.# %�����*. ��%� d �� �������3��������
�������[�5� %�����2���+ %� /��� ����� ������ %���3���u

j − 1 +
|ωj,1|
ρj,1

= 1 +
|ω2,1|
|D2,1

(3,7)|
= 1+

4

2
< ν0 = 10.


�%�[�� %��������+ %�����*� p ����2�� �� %��������� ���*���*� � "���[�"
�����" 3��*��S ��" ��*�����+& ����". %�����2��" ���2���� %� /��� ����� ������
%���3���u �����" .������ /��"��� � "��2����� Q2,1 = {(3, 7)}&

��%����.+ RJTS "�2�� � %����� ����*. ����� �.�����5������ ! 3��*�� ν R��*.�
$.#S ������#$.# /��� ����� %���3���TS *�����+ �*��� �����+ �� ����� .2� �����
"������� ! 3��*�� � �����* ����!. � ����. ����� 3��*��S *���� � "�5.� 3 �� %��
������ %�� ���2���� %� ������ ����� %���3���u

1 +
|ω2,1|
|D2,1

(3,7)|
= 1 +

4

2
= 3 � ν � 1 + |ω2,1| = 5.

��*�" �3����"S ��2� %�� ��"�" ��3��5�%��+���" ��!���S ���5�+�� %� �����.
%���3��� ����!S %��.��" ���*���*. A "���[�" �����" �.�����5������ ! 3��*��S
��" . ��*������&

r���"S .��������+ ������* .����+ Rs := s + 1TS ���"��.�" �%����� "��2�����
�����5� .����+ ω2,2 = Ø.

r�����S %��!�� %� /��� ����� ��*�����& 
��2����� J2 = {3, 7} �3��%������� �.���
���5������ � 3��* ���"��� 2× 2, ��* *�* |J2| = 2 � r2 := 1. ���3!���"� � %������
%����2������& ��������� � ��%�"�5������ � "��2����� %����5� .����+

Ψ2,1 = J2 = {3, 7}, Z2,1 = Ø,

�� ��"��+#� "��2����� ���"�2� ! %�����2���� G2,1\Q2,1 = {(4, 6)}&
����!���" * %��������# ������5� �.�����5�������5� 3��*� �� ��%�������

In\(J1 ∪ J2)& 
��������+ %���"��� ��"��� 3��*� �� ������. j := j + 1 � %���5�+
s := 1S �����" �%����� "��2����� � ������������ � R4Tu

,-- � %��&� �
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ω3,1 := In\
(
∪j−1
r=1J

r
)
= {4, 6}

� %���5��" Q3,1 := Ø, F 3,1 := Ø&
�� ω3,1 ���"��.�" "��2����� G3,1& 8�� �����2�� ����*� ���� /��"��� RG3,1 =

{(4, 6)}TS �5� � � 3����" � *������� .�����5� α3,1 = (4, 6)& ����� /��5� ���2� � �
%������ 3����.# %�����*. ��%� d �� �������3�������� �������[�5� %�����2���+
%� /��� ����� ������ %���3���u

j − 1 +
|ω3,1|
ρ3,1

= 1 +
|ω3,1|
|D3,1

(4,6)|
= 2 +

2

2
< ν0 = 10.

������*� .3�2���� � ���3!���"���� �������[�5� %��!�2����+ %� ������ �����&
X 3���� � � *������� .�����5� /��"��� %�"�$��" � "��2����� ��%��������� !
Q3,1 := {(4, 6)}. r���"S .��������+ ������* .����+ Rs := s + 1TS ���"��.�" �%���
��� "��2����� �����5� .����+ ω3,2 = Ø.

r�����S %��!�� %� ����� ��*�����& 
��2����� J3 = {4, 6} �3��%������� �.������
5������ � 3��* ���"��� 2 × 2S ��* *�* |J3| = 2 � r3 := 1& ���3!���"� � %������
%����2������& ��������� � ��%�"�5������ � "��2����� %����5� .����+

Ψ3,1 = J3 = {4, 6}, Z3,1 = Ø,

�� ��"��+#� "��2����� ���"�2� ! %�����2���� G3,1\Q3,1 = Ø&
����� �����" �%����� "��2����� ����.#$�5� 3��*�u

ω4,1 = In\
(
∪j−1
r=1J

r
)
= Ø.

8�� %.���& � /�� ������S ��� ���*���*� %��������& t���� �.�����5������ ! 3��*��
����� ν = 3& � ��� ���������+ ��*���� " ν0 := 3& X /��� "�"��� j = 4& ���������*�
πS �3��%�����#$�+ %��������� ��!����� "����� A * ���. R�"& ���.��*TS �����2��
$�". ��� �.�����5������ ! 3��*� Rν = 3TS �"��� ���

π =

(
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1 2 5 8 9 10 3 7 4 6

)
.

��%�"��"S ��� ����� ��������� π(ξ) = μ ��������S ��� μ�� �+� R����*� ��� ����3��T
��!����� "����� A ����"��� ξ�� �+� R����*� ��� ����3��T � %���3���������� PAP

′

R��3�& )T&

:�
��;� ?� <�����
��	�#�
� .
����
 P � ����)�
-�	
��
� .
����
 PAP
′

P =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, PAP

′
=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0 1 1 0 0
0 0 0 0 0 0 1 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1 1
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 1 1 0 0 0 0 0 1 1
0 1 1 0 0 1 0 0 0 1
1 0 0 1 0 0 1 1 0 0
1 0 0 1 1 0 1 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.
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r���" �������" %�����.�. ��������u j := j − 1 = 3& X ���. ��5�S ���

G3,1\Q3,1 = Ø, ω3,1\F 3,1 = {4, 6} �= Ø,

� *������� *������5� /��"���� β � 3����" �#3��S ��%��"��S β = 4, F 3,1 := F 3,1∪{4}&
� ��* *�* .������ s = 1, �� ���3!���"� ������� 3����.# %�����*. ��%� du

j − 1 +
|ωj,1|
ρj,1

= 2 +
2

1
= 4 > ν0.

8�� �� � %���+���+S %���". ���3!���"� �%.������+ �� %�������� .������ %��� �.�
$�5� 3��*� Rj := j − 1 = 2, s := 1T& 
��2����� G2,1\Q2,1 = {(4, 6)} %���%�*���� !
/��"�����S �$� �� ����"������ ! � *������� .���� !S �����2�� ����*� ���� /��"���&
�5� � � 3����" � *������� .�����5� α2,1 = (4, 6)& X ���. ��5�S ��� j = ν0 − 1 = 2S
%������" 3����.# %�����*. ��%� �u

2(s− 1) + ρj,s = |D2,1
(4,6)| = |ωj,1|

� .3�2���"�+ R0 + 2 = |D2,1
(4,6)| �= |ω2,1| = 4T � ��"S ��� ��%���������� /��"����� /��5�

.����+ � *������� .���� ! � *����� ! �� %������� %�������� ���*���*. � "���[�"
�����" �.�����5������ ! 3��*��S ��" ��*������& ��5�� �%.�*��"�+ �� %��������
.������ %��� �.$�5� %����5� 3��*�u

j := j − 1 = 1, s := r1 = 3.

�����" %�����*. �� �������3�������� �������[�5� %�����2���+ %� ������ ����
��& ��* *�* ��� /��"��� "��2����� ���"�2� ! %�����2���� .2� 3 �� ��%����
����� � *������� .���� ! R�& �& � ��.��� G1,3\Q1,3 = ØTS �� � .����" ��5�S ���
ω1,3\F 1,3 = {2, 3, 5} �= ØS �� ���� *������5� /��"���� �� ������" .�����

2(s− 1) + ρ1,s = 4 + 1 = 5 >

[
n

ν0

]
= 3

���2�� 3 �� ����"����� R� ������������ � ���.������"� ��������� %�����*� ��%� dT
*�2� � �� /��"����� "��2����� ω1,3\F 1,3 = {2, 3, 5}.

��/��". �� ������" .����� ������� %���5��" β = 2, F 1,3 := F 1,3 ∪ {2} � ���"��
�.�" "��2����� J1 := {1, 2, 8, 9, 10}, k(1) := 5&

r���" � %����" %����2������S ��+ ��5� ���3!���"� %�������� ����������.#�
$�� *�2��". .����# ��%�"�5������ � "��2����� R %�� �������" p s = r1−1, . . . , 1T&
X�%�"�5������ � "��2����� �����5� .����+

Ψ1,2 = J1\{1, 8} = {2, 9, 10}, Z1,2 = Ø.

X ���. ��5�S ��� Z1,2 = ØS "��2����� ���"�2� ! %�����2���� �� �����" .�����

G1,2\Q1,2 = {(3, 9), (3, 7), (3, 10), (7, 9)}

�������+ ����"��� "&
����"����� ��%�"�5������ � "��2����� %����5� .����+

Ψ1,1 = J1 = {1, 2, 8, 9, 10}, Z1,1 = Ø,

,-0 � %��&� �
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.3�2���"�+S ��� %� ��� 2� %������S ��� � �� %��� �.$�" .�����S "��2����� ����
"�2� ! %�����2���� �������+ ����"��� "&

� ��* *�* {Ψ1,1} /∈ B, �� ��� ���������+ /��"����" 3�����5� "��2����� B :=
B ∪ {Ψ1,1}. ����� /��5� %���!���" * %��������# �����5� �.�����5�������5� 3��*�
�� ��%������� In\J1. 
��������+ %���"��� ��"��� 3��*� �� ������. j := j + 1
� %���5�+ s := rj = 1, �����" �%����� "��2����� � ������������ � R4Tu

ω2,1 := In\
(
∪j−1
r=1J

r
)
= {3, 4, 5, 6, 7}.

����� �� ω2,1 ���"��.�" "��2����� G2,1& 8�� ������� �� ) �����"�$� ! /��"�����u

G2,1 = {(4, 5), (4, 6), (5, 6), (3, 7)}.

X *������� QZ����X� \������� R%���������� �� ���� ��*�"�� %�� T �� %����" .�����
%��������+ �����5� �.�����5�������5� 3��*� � 3����" %��� � /��"��� α2,1 =
(α2,1

1 , α2,1
2 ) = (4, 5), ��+ *�����5� "��2����� D2,1

(q,p) �"��� "�$����� |D2,1
(4,5)| = 3&

�����" *�2� � ��� %�� ��"������ ��"��� 3��*� %�����+�" ������[���� "�2�
�. ��"���" ��������5� 3��*� j � ��*���� " �����" �.�����5������ ! 3��*�� ν0.
X %���+���+ �� ��������� j = ν0 − 1? �� ��*�" /��%� � %������+ ��5����"�
j = ν0 − 1 = 2& � /�� ������S ��� ���3!���"� ������� 3����.# %�����*. ��%� �
�� �������3�������� �������[�5� %�����2���+ %� ������ ����� ������ %���3���u

2(s− 1) + ρj,s = |D2,1
(4,5)| = 3 �= |ω2,1| = 5.

���.����� %�����*� ����������� �S ��� %������� * �������. �� %�������� .������
%��� �.$�5� %����5� 3��*�u j := j − 1 = 1, s := r1 = 3&

��* *�* "��2����� ω1,3\F 1,3 = {3, 5}S �� �� ������" .����� %���5��" β = 3S
F 1,3 := F 1,3 ∪ {3} = {2, 3} � ���"��.�" "��2����� J1 := {1, 3, 8, 9, 10}, k(1) := 5&

r���" %������" %����2������& ��������������� �����" ����������.#$�� *�2�
��". .����# ��%�"�5������ � "��2����� R%�� �������" ����� /��"����� J1 .������
s = r1 − 1, . . . , 1T& �� ����"������+ ��%�"�5������ ! "��2���� �����5� .����+

Ψ1,2 = J1\{1, 8} = {3, 9, 10}, Z1,2 = {(3, 10)}, Q1,2 := Q1,2 ∪ Z1,2

����.��S ���

Q1,2 = {(9, 10), (2, 5), (2, 9), (2, 10), (5, 9), (5, 10), (3, 10)}

� "��2����� ���"�2� ! %�����2����

G1,2\Q1,2 = {(3, 9), (3, 7), (7, 9)}

."���[���+ �� ���� /��"���& (����" ��%�"�5������ � "��2����� %����5� .����+

Ψ1,1 = J1 = {1, 3, 8, 9, 10}, Z1,1 = {(3, 10)}, Q1,1 := Q1,1 ∪ Z1,1.

�����2������ �� %����" .����� ��*�#���� �� "��2����� ���"�2� ! %�����2����
���� /��"��� G1,1\Q1,1 = {(1, 9), (2, 5), (2, 10), (5, 10), (8, 9), (1, 10), (8, 10), (9, 10), (1, 3)S
(3, 8), (3, 9), (1, 7), (2, 6), (2, 4)S (3, 7), (4, 5), (4, 6), (4, 10), (5, 6), (6, 10), (7, 8), (7, 9)}&

��* *�* {Ψ1,1} /∈ B, �� ��� ���������+ /��"����" 3�����5� "��2����� B := B ∪
{Ψ1,1} = {{1, 2, 5, 8, 9, 10}, {1, 2, 8, 9, 10}, {1, 3, 8, 9, 10}}& ����� %���!���" * %��������#
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�����5� �.�����5�������5� 3��*� �� ��%������� In\J1. 
��������+ %���"��� ��"���
3��*� �� ������. j := j + 1 � %���5�+ s := rj = 1, �����" �%����� "��2�����
� ������������ � R4Tu

ω2,1 := In\
(
∪j−1
r=1J

r
)
= {2, 4, 5, 6, 7}.

� �� �%����" "��2����� ω2,1 ���"��.�" "��2�����G2,1& 8�� ������� �� J ������
"�$� ! /��"����� G2,1 = {(2, 4), (2, 5), (2, 6), (4, 5), (4, 6), (5, 6)}. X *������� QZ����X�
\������� R%���������� �� ���� ��*�"�� %�� T �� %����" .����� %��������+ �����5�
�.����5� 3��*� � 3����" %��� � /��"��� α2,1 = (α2,1

1 , α2,1
2 ) = (2, 4)S ��+ *�����5�

"��2����� D2,1
(q,p) �"��� "�$����� |D2,1

(4,5)| = 4.

������+�" ������[���� "�2�. ��"���" ��������5� 3��*� j � ��*���� " �����"
�.�����5������ ! 3��*�� ν0. X %���+���+ �� ��������� j = ν0 − 1? �� ��*�" /��%�
� %������+ ��5����"� j = ν0− 1 = 2& � /�� ������S ��� ���2� � %������ 3����.#
%�����*. ��%� � �� �������3�������� �������[�5� %�����2���+ %� ����� ������
%���3���u

2(s− 1) + ρj,s = |D2,1
(2,4)| = 4 �= |ω2,1| = 5.

���.����� %�����*� ����������� �& ���3!���"� �����������+ �� %�������� .������
%��� �.$�5� 3��*�u j := j − 1 = 1, s := r1 = 3.

� ��* *�* ω1,3\F 1,3 = {5}S �� �� ������" .����� %���5��" β = 5S F 1,3 := F 1,3 ∪
{5} = {2, 3, 5}& r���" ���"��.�" "��2����� J1 := {1, 5, 8, 9, 10}S k(1) := 5 � %������"
%����2������S ��+ ��5� ���3!���"� %�������� ����������.#$�� *�2��". .����#
��%�"�5������ � "��2����� R�������� ����� k(1) /��"����� J1S s = r1 − 1, . . . , 1T&

����"������� ��%�"�5������ ! "��2���� �����5� .����+

Ψ1,2 = J1\{1, 8} = {5, 9, 10}, Z1,2 = Ø

.3�2���� � ��"S ��� �%�����+ %����2�����+ �� �����" .����� �� %������� ��*�#�
���� �� ����"������+ ��%��������� � /��"��� u

Q1,2 = {(9, 10), (2, 5), (2, 9), (2, 10), (5, 9), (5, 10), (3, 10)}.

� "��2����� ���"�2� ! %�����2���� ������� �� 4 /��"�����u

G1,2\Q1,2 = {(3, 9), (3, 7), (7, 9)}.

��+ ��%�"�5������ ! "��2���� %����5� .����+

Ψ1,1 = J1 = {1, 5, 8, 9, 10}, Z1,1 = Ø

!���*�����S ��� Z1,1 = ØS �& �& �� /��" .����� %����2������ �� ��"��+�� "��2�����
���"�2� ! %�����2����&

X ���. ��5�S ��� {Ψ1,1} /∈ BS ��� ���������+ /��"����" 3�����5� "��2�����

B := B ∪ {Ψ1,1} = {{1, 2, 5, 8, 9, 10}, {1, 2, 8, 9, 10}, {1, 3, 8, 9, 10}, {1, 5, 8, 9, 10}}.

����� /��5� %���!���" * %��������# �����5� �.�����5�������5� 3��*� �� ��%���
����� In\J1. 
��������+ %���"��� ��"��� 3��*� �� ������. j := j + 1 � %���5�+
s := rj = 1, �����" �%����� "��2����� � ������������ � R4Tu

ω2,1 := In\
(
∪j−1
r=1J

r
)
= {2, 3, 4, 6, 7}.
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����� �� ω2,1 ���"��.�" "��2����� G2,1S *������ ������� �� ) /��"�����u
G2,1 = {(2, 4), (2, 6), (4, 6), (3, 7)}. X *������� QZ����X� \������� R%���������� �� ����
��*�"�� %�� T �� %����" .����� %��������+ �����5� �.����5� 3��*� � 3����" %���
� � /��"��� α2,1 = (α2,1

1 , α2,1
2 ) = (2, 4), ��+ *�����5� "��2�����D2,1

(q,p) �"��� "�$�����

|D2,1
(2,4)| = 3&

������+�" ������[���� "�2�. ��"���" ��������5� 3��*� j � ��*���� " �����"
�.�����5������ ! 3��*�� ν0& X %���+���+ �� ��������� j = ν0 − 1? �� ��*�" /��%�
� %������+ ��5����"� j = ν0− 1 = 2& � /�� ������S ��� ���2� � %������ 3����.#
%�����*. ��%� � �� �������3�������� �������[�5� %�����2���+ %� ������ �����
������ %���3���u

2(s− 1) + ρj,s = |D2,1
(2,4)| = 3 �= |ω2,1| = 5.

���.������" %�����*� +��+���+ ������� �� %�������� .������ %��� �.$�5� 3���
*�u

j := j − 1 = 1, s := r1 = 3.

� ��* *�* ω1,3\F 1,3 = Ø, �� �%.�*��"�+ �� .������ ��2� s := s− 1 = 2&

��2����� G1,2\Q1,2 = {(3, 9), (3, 7), (7, 9)} �� %.���& X *������� .�����5� /��"���

�� � 3����" α1,2 = (3, 9)& X ���. ��5�S ��� j = 1S �����" %�����*. ��%� _u

2(s− 1) + ρ1,s = 4 >

[
n

ν0

]
= 3.

8�� %�*�� ����S ��� ��*�� ������� R� ��%����������" /��"���� α1,2 = (3, 9) � *����
���� .�����5� �� �����" .�����T ���3!���"� ����"�������� *�* %���%�*���� �S %��
/��" Q1,2 := Q1,2 ∪ {(3, 9)}. r���" ���"��.�" �%����� "��2����� ����.#$�5� .����
�+u s := s+ 1, ω1,3 =

(
ω1,2 ∪D1,2

(3,9)

)
= {7, 10}. X����" ��3���� "��2����� Q1,3 := Ø,

F 1,3 := Ø. ( .����" ��5�S ���

G1,3 := Ø, ω1,3\F 1,3 = {7, 10} �= Ø,

� *������� *������5� � 3����" β = {7} � �.� 2� F 1,3 := F 1,3 ∪ {7}. r���" ���"��
�.�" "��2����� J1 := {1, 3, 7, 8, 9}, k(1) := 5& X %���+�" %����2������S ��+ ��5�
���3!���"� %�������� ����������.#$�� *�2��". .����# ��%�"�5������ � "��2��
���� R�������� ����� k(1) /��"����� J1T& ����"�������" ��%�"�5������ � "��2�����
�����5� .����+

Ψ1,2 = J1\{1, 8} = {3, 7, 9}, Z1,2 = {(3, 7), (7, 9)}, Q1,2 := Q1,2 ∪ Z1,2.

8%�����+ %����2�����+ %�������� ��*�#���� �� ����"������+ /��"��� �R4S1TSR1SUT�&

��2����� ���"�2� ! %�����2���� 3.��� �����+�� �� ����5� /��"���� RG1,2\Q1,2 =
{(3, 10)}T& ��+ ��%�"�5������ ! "��2���� %����5� .����+

Ψ1,1 = J1 = {1, 3, 7, 8, 9}, Z1,1 = {(1, 7), (3, 7), (7, 8), (7, 9)}, Q1,1 := Q1,1 ∪ Z1,1

%����2������ %�������� ��*�#���� �� %����" .����� ) /��"����S %�������2��
$�� "��2����. ���"�2� ! %�����2���� %����5� .����+& X ���. ��5�S ��� "���
2����� Ψ1,1 �� +��+���+ /��"����" "��2����� B R{Ψ1,1} /∈ B), ��� ���������+
/��"����" 3�����5� "��2����� B := B ∪ {Ψ1,1} = {{1, 2, 5, 8, 9, 10}, {1, 2, 8, 9, 10}S
{1, 3, 8, 9, 10}, {1, 5, 8, 9, 10}S{1, 3, 7, 8, 9}}& r���" %���!���" * %��������# �����5� �.���
���5�������5� 3��*� �� ��%������� In\J1. 
��������+ %���"��� ��"��� 3��*� ��
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������. j := j + 1 � %���5�+ s := rj = 1S �����" �%����� "��2����� � ������������
� R4Tu

ω2,1 := In\
(
∪j−1
r=1J

r
)
= {2, 4, 5, 6, 10}, Q2,1 := Ø.

����� �� ω2,1 ���"��.�" "��2����� G2,1 = {(2, 4), (2, 5), (2, 6), (2, 10), (4, 5),
(4, 6), (4, 10), (5, 6), (5, 10), (6, 10)}. 8�� ������� �� ,- /��"�����& X *������� QZ����X�
R%���������� �� ���� ��*�"�� %�� T �� %����" .����� %��������+ �����5� �.����5�
3��*� � 3����" %��� � /��"��� α2,1 = (α2,1

1 , α2,1
2 ) = (2, 4)S ��+ *�����5� "��2�����

D2,1
(q,p) �"��� "�$����� |D2,1

(2,4)| = 5& ( .����" � %������+ ��������� j = ν0 − 1 = 2

�����" 3����.# %�����*. ��%� �u 2(s− 1) + ρj,s = 5 = |ωj,1| = 5.
��� QZ����� /��"���� α2,1 = (2, 4) �%����� "��2����� �����5� .����+

ω2,2 =
(
ω2,1 ∩D1,1

(2,4)

)
\{2, 4} = {5, 6, 10}

�����2�� 4 /��"����& X����" ��3���� "��2�����Q2,2 := ØS F 2,2 := Ø& �� ω2,2 ���"��
�.�" "��2����� G2,2& 8�� �����2�� ����*� 4 /��"����u G2,2 = {(5, 6), (5, 10), (6, 10)}&
X *������� .�����5� � 3����" α2,2 = (5, 6) � �����" 3����.# %�����*. ��%� �u

2(s− 1) + ρj,s = 3 = |ωj,1| = 3.

������*� %�*�� ����S ��� "�2�� %�����2��� ���2���� %� /��� �����& ����". �����

�" �%����� "��2����� ������5� .����+ Rs := s + 1Tu ω2,3 =
(
ω2,2 ∩D1,1

(5,6)

)
\{5, 6} =

{10}& 8�� �����2�� ���� /��"���& X����" ��3���� "��2����� Q2,3 := ØS F 2,3 := Ø&
�� ω2,3 ���"��.�" "��2����� G2,3 = ØS � ω2,3\F 2,3 = {10} �= ØS %���". � 3����"
� *������� *������5� β = 10 � �����" "��2����� J2 := {2, 4, 5, 6, 10}, k(1) := 5&
83s�������� J1 ∪ J2 ≡ InS � /�� ������S ��� ���*���*� %��������& �����" �����
�.�����5����� ! 3��*�� ν = 2 < ν0 ��*�����& ����������*�S *�����+ �3��%�������
��*.# *����5.����# R��3�& 6TS �"��� ���

π =

(
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1 3 7 8 9 2 4 5 6 10

)
.

:�
��;� @� <�����
��	�#�
� .
����
 P � ����)�
-�	
��
� .
����
 PAP
′

P =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, PAP

′
=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1 1 1 1 0
0 0 0 0 0 1 0 1 1 1
0 0 0 0 0 0 1 0 1 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 1 1 0 0 0 0 0 0 0
1 1 1 1 0 0 0 0 0 0
0 1 1 0 0 0 0 0 0 0
1 1 0 1 1 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

����� ���*���*. � "���[�" �����" �.�����5������ ! 3��*�� �� .�����+S � ����
���S %���������+ ���*���*� ��[��� ��!���.# �����. R!��"�����A*�� ����� γ =
ν0 = 2T&
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H� '�!�������� X ������ %�����2����5� "����� ��2�� ���+ %��������+ �%�
��"������ ���*���*� n1o %.��" %���3��� ������� ! *�"3������ "�*��"���� ! ���
������" ! "��2���� 5���� nqo �� %��"��2����� ���[��& ��" �� "���� �����3�����
� � "���� � ������+ �.�����5������ ! 3��*��S �*����� ��%����.#$�� ���.*�.��
� � ���3������� 3����� ! "�����S %�����+�� ��%��������� �%������� � *�������
��������+ ������ ������ %���*�S ��� �3��%������� �.$��������� ��*��$���� *������
���� ����"�������" ! ���������&
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