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��2 (���!�c�� ��10!2��#� %���� (��������2 � "�����#$ ��� %����-�$ %���!�� %�c�
��� �!���1� / ! �� Z{p|\F -����#� (���(�! 1 �� %���!���� ��� �� ��!�-� ����#
(���"������ F �� � ����# (����/!���2� �!2 b��1� � ��-��� � "��#$ (���%���#$ �-!&�
��� � !���� ��0������� (���0-�� , �� �������� %���!� ������� � ��"%�c����� 0���#�
� �� � "!���#� % -��b-���%����-�� ( � %���# � " ����%���� �� -�����#$ ��!��  � �
!�" � 0(� �!���2 % -��b-���%����-�%� ��������2%�� .�- " ��F ��� ��� %�- b-����
%�-� (�� (�2%#$ ���������2$ � � "!���#� ��-���# b-���%�-� �(����!2���2 !�����#�
%� 0(� �!2�%#%� � "�����#%� �����% %�� }�!� ��"��- �� ���/$���%���� 0���#� ��
��01�� % -��b-���%����-�� ( � %���#F (��#h &'�� �0�������!������ %���!� {p|
- 0(� �!�����-�% ��"�������2%F �� b�� (������� - ��!�����#% � "�����#% �����% %
� "!���#$ ��(��� D ��%����� ���� ��#� (��$�� � "� /��-� ������������#$ (���-���F
-����#� ����� � � (�����( $ (��������2 (��1� %%�#$ 0(� �!���� � �� /�!�" ���
����������0&'�$ (��1� %%�#$ ���c���� 0(� �!2�%�� � "������� �����%#�
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8wT %�+������ � %����� %��
������ ~~ �& �� ������" +��+���+ ��.���� ��3�����*�� %��"�� %� /*���"�*�
X& X& �������� n,o& X ��5��+� ���� �������.�� ��� �������� *�* "����� z������ i
� %.�*{ R�>GOLBiDLBOLB�T& d ��! %�� /�� ��%�������� %��*������ "���"���*� � /*��
��"�*� %��!����� ������� � /��% ����5� ����������+ �� 3.���5� �������+ n0pJo ��
��*�����5� �%��� �������� �������������� �%���� �� *����*� �%�������� ! ��%�*�
��� "����� n1o& X �����+$�� ���"+ �*�.�������� "������ 
8w �� � � ���� ��"�����
� %������2�����+ 3���[�" �����" ��.�� ! %.3��*����& ��*S .2� 46 ��� �.$����.��
� �*����� �.�*������.�� "�2�.�������+ ���������+ 'GB=FG;B>DG;: 'GOLBiYLBOLB
\MMDA>;B>DG nqoS *�����+ �3s����+�� .��� !S �*����� �������#$�! ��" � ������� �
������ � ��%�*� ������ � %��*��*� %��"�����+ "������ 
8w& ���������+ ������
� ��*�������5�� � 2.���� � ��5.�+��� %������� "�2�.������ � *����������& ���
����#� � 0--U 5& ��������.�� "��[��3� � %���*� "�����5� .����+ %� �3��. � �3���
3��*� ���� ! ��+ 3���[������ ���������� ! /*���"�*S /�� 3��� ���� ! z������ i
� %.�*{ R�DF:< 'GOLBiYLBOLB `;B;P;M= R�'Y`TT nUo& 8�5�������+ /*���"����*�5�
����.��������� � �������+ %�����5��� ���� "�2�.������ � %���*� n,-o& X ������
�����������*�� ���� � � ���� ��3��� 
8w �2�5���� %.3��*.#��+ ��������" n,,o&
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X�� /�� 3�� ���� ! ��!��+��+ � ��*� ��" ����.%�S ���3 *�2� � �������.#$���+
�"�� ���"�2����� �%��3������� ���� ���� � ��5����" �� ������ ! ���� !& (���
�.�� ��"�����S ��� 3���� � "����� 
8w �*�#��� � .��3��*� %� "�*��/*���"�*�
*�* � ������ n,0p,)oS ��* � �� �.3�2�" n,6o&

X �����+$�� ��3��� ��������.# ����"����*.# "����� 
8w %�����5����+ %���
"��+�� *�* �����."��� ������� ���5������ ! ��������� /*���"����*�5� �������+S
� *������� ����������*�� ����� ��+ %��5����*� .%���������*�! ��[���� %�� ������
����� ������������ ! %��5��""& ��+ /��5� �����3����� �� "�����*���+S ����������
�����+ �� �������"����� "������������ ���� %����������� � ���� %����3����+&
��� ��*�" %��!��� ��2���[�� /*���"����*�� %�*������� i ������= ��Q������=
����Q�� RXX�T ����"���������+ *�* ������+ %���"����+S ��+ *������ � ������+
����������.#$�� .��������& X��"�2����� .%�������+ � ������ ������ ���+��+ ��
����.#$�� ��% u ���%��� !S ������� � %� ����� %������ ���������� �� ��.������!
�������� *��%������ �� ��������� ! *������ ! ���.����S � ������� !S /�� ��5.���
�.�" � �� ������ ��*������������ ������ "�*��/*���"����*�� %���"��� & X %���
��" ��.��� R3�� ���+��+ �����5� ��*����T "����� %����"��� ��� �������� .%����+��
"�� �����" �������� ! .��������& 
��� �����5� ��*���� � �3$�" ��.��� %�����
��� * ������. ���������� .%����+�"�� �����" & ��� ��*�" %��!��� "�����������+
%��"���" %��*�����*� ��� ������� � � "���"������*�� ������ .%�������+ "���� 
%��������+ %��5��""� ! .%�������� � ������� ���3������.#$�! �3���� ! ��+���
n,JS ,1o& x�� %�����+�� �����3�� ���� �������� �������+ ��5������� ! /*���"�* ��
������ ������������ ! %��5��"" ��+ ��*����� %����������� � *����*�������� �!
���������# %� "��� ����3����� � ��2�"� �������5� ���"���&

�� Y�
%!�%
� I������ ��I���� ]D^� ����*� �%�[�" ������ � /��"��� 
"����� 
8w& X ��3���� 
8w %���������� n �������� R��*�����T /*���"�*�& x��
����� ������.���+ � ������� ! 3���! ���� ! nUp,,o � ������� �� ���� ! ��*�����S
* 5���� " �� ��! �����+��+u ��5���������� � � �������� � ���"�2����� %� �3��
�. � �3��3��*� %�������� �����"����S �3$�� ���� � %������������� 3�� ���� !S
��*���� � ��.5��& ��2��+ ������� +��+���+ �������"���� %������������" ��*����
��5� ������ � %����3�����" %���.*��� ��� .��.5 ��.5�! ��������& w�����+ ��3����

8w ������+ �� ��� �� *��������S *�2� � �� *���� ! %��������+�� ��3�� "�����.
����������.#$�! ���"����&

����C� ���������� �3$�� "����� 
8w +��+���+ (n× n)�"������  V��C ���U
�Z��� ��� Ap � /��"����"� pij R�.3&T& 8�� %�������� � ��3����& (���3� /��5� *����
����� �%�����+#� �����SQ������ �����
����� *�2��� j�� ������� /*���"�*� *�*
%�����������+S �& �& %����3����� %���.*��� ��.5�! �������� ��+ %����������� ����
�5� %���.*��& x��"��� ������ "����� �"�#� %������������ pij = PiaijInj S 5��
Pi R�.3&���iT i ���� %���.*��� i�� �������S aij i �������X��� ��= ��\VV�W����S �
Inj i �3s�" 5�����5� � %.�*� j�� ������� � ���.������" � ��2���� R��j�5��T R���
%��"��S ���� �5��S *.3�"��� �5�� � �& �&T& X������� aij R� ���.������" � ��2����
��i�R��j�5��TT �%�����+�� *��������� i�5� ���� %���.*���S ���3!���"�� ��+ � %.�*�
������ j�5� ���� %���.*��� � ������. ���"���& ��!����5����*�� *�/�������� 
aij !���*�����.#� �����[������ ��!����5��S ��%����.�" ! � *�2��" ��*���� /*����
"�*�& X�� ���5������ � /��"��� pjj %��������+#� ��3�� ������ *�2��� �������
�� ��3������ � �.2� &

(.""� /��"����� *�2��5� ����3�� "����� Ap ����� ����"���� %��"�2.����
��5� %����3����+ Ppj � j�� �������& ���� /��"��� "����� Ap ����"�������� %�
����*�"S �� ��� �"�#� ����.#$�� �" ��u pij i /�� ����"���� %���.*���S *����.#
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 &���.�&� 	 "���3��. 	$�
3���� Ap{pij} /.��"2

� 	 ���������+�$% 	���#��
% R{rij} /8�"2

����������� → 	��
��
 ���������� ���������� �������� �������
������������� ��������� ����
 ����������� ��� ��

!
 	��
��
 ���������
�����"
 ������
 p11 = 71.8 p12 = 57.7 p13 = 0.0 Y1 = 157.8 I1 = 287.3
#��
 ������� r11 = 0.25 r12 = 0.2 r13 = 0.0 Y r1 = 0.325
$
 �������������

�����"
 ������
 p21 = 81.0 p22 = 34.8 p23 = 46.4 Y2 = 128.2 I2 = 290.4
#��
 ������� r21 = 0.28 r22 = 0.12 r23 = 0.312 Y r2 = 0.264
%
 ����������
�����"
 ������
 p31 = 54.8 p32 = 18.4 p33 = 20.6 Y3 = 55.0 I3 = 148.8
#��
 ������� r31 = 0.19 r32 = 0.063 r33 = 0.138 Y r3 = 0.113

&��
 ��������
 V1 = 79.7 V2 = 179.5 V3 = 81.8 Vb = 145.0
#��
 ��������
 V r1 = 0.277 V r2 = 0.618 V r3 = 0.55 rg = Vb/I4 = I4 = ''� =

= 0.298 = 486.0

������� ��� �� I1 = 287.3 I2 = 290.4 I3 = 148.8 I4 = ''� = Iss = 1212.5
= 486.0

#����� �� �� W1 = 47.7 W2 = 108.0 W3 = 47.8 Wb = 93.2 rw = W/V =
= 0.597

#��
 ������ Wr1 = 0.166 Wr2 = 0.372 Wr3 = 0.321 Wrb = 0.192 Kb = Wb/W =
= 0.458

������
 Pr1 = 32.0 Pr2 = 71.5 Pr3 = 34.0 Prb = 51.8 Pr = 189.3
#��
 ������
 Prr1 = 0.111 Prr2 = 0.246 Prr3 = 0.228 Prrb = 0.107

������
 ������� Pc1 = 255.3 Pc2 = 218.9 Pc3 = 114.8 Pcb = 434.2 Pc = 1023.2
#��
 ������������
 Rs1 = 0.889 Rs2 = 0.754 Rs3 = 0.772 Rsb = 0.893 Rs = 0.844

(�������
����
 Rnt1 = 0.125 Rnt2 = 0.327 Rnt3 = 0.296 Rntb = 0.119 Rnt0 = 0.185

i�+ ������� *�* %������������ %������+�� �� 5�� *�2��� j�� ������� *�* %����3����
�#& (.""� /��"����� *�2��� i�� ����*� � *������5� %����3����+ ����� ����"����
�3s�"� ������������� %���.*��� R5���� " %����2�"T Xi /��� ������� /*���"�*�&

	����= �������� �3$�� "����� 
8w R�"& (n+1)�� ����3�� ��3��� T %��������
�+�� ��3�� n�"��� � ��*��������3��  ����� ��= ����Q�W�� �������X� �����
�����&
��+ �5� /��"����� %���+� �3��������+u Y = (Y1, . . . , Yn)

T = (P1Y n1, . . . , PnY nn)
T &

"���T�� ���������� "����� z������ i� %.�*{ +��+���+ (n+1)�+ ����*� V&
�� /��"��� Vj i %�*������� ��
�������=  ����� ��S ������� � � *�2��" ��*����
%��������������� ���� /*���"�*�& 8�� �%�����+#��+ ��������# "�2�. �2�����
"�� ����"����# 5�����5� � %.�*� %���.*��� Ij = PjInj � j�" ��*���� � ����"����#
�5� %��"�2.�����5� %����3����+ Ppj S �& �& Vj = Ij−Ppj& ��� /��" ��3�������+ �����
"���� Vj �*�#���� ��� �������+#$��u Z�����C �� �����Q ��Q�� ���"� ! ��3�����
*�� Wj v ������� ����X�� Txj S *���� � .����������#��+ %������������"v �� ���
���
C�T Prhj i �������+ � ���%��+2���� %�����������+& t����+ %��3 �� +��+���
�+ *�* �������*�" ���������� � �������� /*���"�*�S ��* � ��!���� %�����������+&
(���.�� �"��� � ���.S ��� Wj � %��3 �� �� .%��� ����5�� Prj i /*��5���� ���
���� � %���"��� & 8�� ����#��+ ���[��"� .%���������*�"� R��"����������� "�T
��[���+"� �� ������ %��5������ ����*� �2����"�� *��s#�*�.� � %��2��5� �% �
��& ��*����S �.""� ������ �� %��"�2.������ %����3����� � �%���. ��.�� �������+��
����Z��� �����C� Z�����C R �
� ����� �TT Pcj = Ppj+Wj & 8�*.�� Prj = Ij−Pcj
��� Prj = Vj −Wj &

d������C= �������� ��3��� 
8wS �� (n+ 1)�� ���5������ � /��"���S i /��
X� Q��� �����C= 
?�S�� Vb& 8� ���"��.���+ *�* �.""� ���! ����5�� � ��.5�! � �
%���& ��� /��" Vb i /*��5��� � %���"���S �& �& ��S � ����� ������ S ����������+
� ��!���"� %��[��5� 5���S �� � ��.5�� i �������+ ���[��"� .%���������*�"� ��[��
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��+"�S ������������� "� �� 3���������*. ��!���� � �������� ! �3+��������� ����
/*���"�*�&

x*���"�*� ��!�����+ � �����+��� ���������+ R+��+���+ �����������TS ���� 5��
��� � %����2� ���� 5���� " � %.�*�" Xi = IiS � �.""����+ ��3�������+ �����
"���� i �.""����". %����3����# V = Y & X /��" ��.��� ������ � 3������� � �����
��[���+S ��%����� � � ����������� ! ��������!S %��".� ��� n,)o

Ii = ri1I1 + . . .+ rinIn + Y riIn+1, i = 1, . . . , n, R,T

5�� rij =
pij

Ij
=

PiaijInj

PjInj
=

Piaij

Pj
i /��"��� �����WC ���� ����T�C� W�� R{rij}v

In+1 i XX�v Y ri = Yi/In+1 i ���"������� � %� XX� *�"%����� ��*���� *�����
��5� %����3����+& ��� XX� R� �.3&�5��T ����� � ����� 3.��" %���"��� �."". ��3���
���� ! ����"����� Vj S ������� ! � %��������������� ����� /*���"�*�S � 3#�2���
VbS *���� � ����"���������+ *�* ��3�������+ ����"���� ���� %����3����+&

(�  ���
����� 
��������� 
��������!�� ��
��� ]D^� ����"����" "��
������5����*�� %�����% %��������+ �����" �������� ! .��������S �%�� ��#$��
��"������ �3s�"�� � %.�*� %���.*��� %� ������+" � XX�& ��+ /��5� %������" �����
%������[�� 3��������� ������[����

Vj =Wj + Prj =Wj + Txj + Prhj . R0T

��2��+ �� �������S %����������� ! � R0TS +��+���+ ��*������ ����� �� ����"����
�.""����5� � %.�*� %���.*��� � j�� �������u

Ppj = rpjIj , Vj = (1− rpj)Ij , rpj =
n∑

i=1

rij ,

Wj = rwjVj = rwj(1 − rpj)Ij , P rj = (1− rwj)Vj = (1− rwj)(1 − rpj)Ij .

R4T

X R4T rpj i *�/��������S �%�����+#$�� �.""���.# ���# �����SQ�����X� �����
U
����� Ppj � � %.�*� Ij S rwj i  ������  ����� �����C ��Q�� � j�� �������&

X����" � ����"������� ����X �� ���
C�T tp � 3.��" �������S ��� �� ���� � ���
2� ��+ ���! ��������& ��5��S .��� ��+ R4TS %��.��"

Txj = tpPrj = tp(1− rwj)(1 − rpj)Ij ,

P rhj = (1 − tp)Prj = (1− tp)(1− rwj)(1− rpj)Ij .
R)T

�������" * �%�����# /*���"����*�� ����"�*�& 83������" ����� I
(k)
j � %.�*

%���.*��� � j�" ��*���� /*���"�*� � k�" �������" %������S 3.��" �������S ��� /��

5��& �.��� Cp
(k−1)
j i ���������� � �������� *�%���� � ������� %��� �.$�5� 5���&

8������� %���%���2���� ������� � ��"S ��� %������ � %.�*� �� *���� k�5� �������5�
%������ %��%���������� ���������+" %��� �.$�5� %������u

Cp
(k−1)
j = Fej

(
I
(k)
j − I

(k−1)
j

)
, j = 1, . . . , n, R6T

5�� Fej i ������"*���� j�5� ��*���� /*���"�*� n,)o&
r�%�[�" �����". R6T � ���"������ ���"�

I
(k)
j = I

(k−1)
j +

1

Fej
Cp

(k−1)
j , j = 1, . . . , n. RJT
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w���� ��������� %������������ %����� ����� .�������� RJT ������� �� *��*���������
�������*� ���������� � �! ��+�� � ������� "� "�*��/*���"����*�"� %���"����"�&

�������" ����������.#$�� %��"�� & w.��" ������� ����.# %��3 �� � %��� �

�.$�" �������" %������ Prh
(k−1)
j ���������� " �������*�" ����������S �& �&

Cp
(k−1)
j = Prh

(k−1)
j = (1− tp)(1 − rwj)(1− rpj)I

(k−1)
j .

��������� /�� � ��2���� � RJT � .��� ��+ �������� 3��������� .�������� R,TS �"��"
����.#$.# ��������.# �����".u

I
(k)
j = I

(k−1)
j +

1

Fej
(1− tp)(1− rwj)(1− rpj)×

×
(
rj1I

(k−1)
1 + . . .+ rjnI

(k−1)
n + Y rjI

(k−1)
n+1

)
, j = 1, . . . , n.

R1T

X �����"� R1T n .�������� � n+1 ������+ %���"����+& ��%����������� .������
��� "�2�� %��.����S �%�� ��+ ����"�*. ���� %����3����+ R3#�2����� ���� TS
������� %���"����� *������ +��+���+ In+1 = XX�& ��+ /��5� �����" %��+��� �
�
U
R����X� ����X� rgS �%�����+#$�5� ���# 3#�2��� � XX�u Vb = rgIn+1& 
��� ��+
�%��������� XX� *�* �."" ���! ��3������ ! ����"����� � ���".� R4TS "�2��
��%����� .��������S �%�� ��#$�� ���.*�.�. XX�S � ��3����� �5� � �����". R,Tu

In+1 = V1 + . . .+ Vn + Vb = (1− rp1)I1 + . . .+ (1− rpn)In + rgIn+1. RqT

83������" �������. XX� �� *���� k�5� �������5� %������ ����� I
(k)
n+1& �.���

Cp
(k−1)
b i �3s�" 3#�2��� ! ���������� � %��� �.$�" �������" %������& ��5��

%������ XX� �� *���� k�5� �������5� %������ %��%���������� ���������+" %��� �
�.$�5� %������u

Cp
(k−1)
b = Feb

(
I
(k)
n+1 − I

(k−1)
n+1

)
, RUT

5�� Feb i ������"*���� ���� %����3����+ n,)o& r�%�[�" .�������� RUT � ���"����
��� ���"�u

I
(k)
n+1 = I

(k−1)
n+1 +

1

Feb
Cp

(k−1)
b . R,-T

���*��������+ %����� ����� .�������+ R,-T ������� �� �������*�� 3#�2��� !
���������� � �! ��+�� � ������� "� "�*��/*���"����*�"� %���"����"�& ��*�2�"
���� �� �%���3��S *�* /�� �������& XX� "�2�� .������ ��������� �� ��3�����"����
3#�2����� ���� � 3#�2���.# %��3 ��S �& �& In+1 = Pcb + Prb& ���# Pcb � XX�
�3������" ����� rsbS ��5�� Pcb = rsbIn+1S Prb = (1 − rsb)In+1& ����%���2�" �����S
��� ��+ 3#�2����+ %��3 �� � %��� �.$�" �������" %������ ���� �� ����������S
�& �&

Cp
(k−1)
b = Pr

(k−1)
b = (1− rsb)I

(k−1)
n+1 .

��������++ /�� � ��2���� � R,-T � .��� ��+ ���.*�.�. XX� RqTS %��.���" ��������
��� .��������S �%�� ��#$�� ����"�*. 3#�2����� ���� u

I
(k)
n+1 = I

(k−1)
n+1 +

1− rsb
Feb

(
(1− rp1)I

(k−1)
1 + . . .+ (1− rpn)I

(k−1)
n + rgI

(k−1)
n+1

)
. R,,T

8�"���"S ��� �����"� R1TS R,,T +��+���+ %�����S �& �& ������� �� (n+ 1)�5� .����
����+& 8�� %�����+�� ������������� ���+��� ������ ! /*���"����*�! %���"�����S

� %��&� �
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��*�! *�* rpj S rwj S tpS rgS rsbS �� ����"�*. %������� %����������� � %����3����+& (��
���". R1TS R,,T "�2�� ��%����� � ��*������ ���"�& ��+ /��5� �����" � ����"�������
��*��� ����� ! %���"��� ! I = (I1, . . . , In, In+1)

T & X ���.������ ��!���"S ���

I(k) = DI(k−1), k = 1, 2, . . . , R,0T

5�� D = E+MR̃& ��� /��" E i ��������+ ((n+ 1)× (n+ 1))�"������S

R̃ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
r11 r12 · · · r1n Y r1
r21 r22 . . . r2n Y r2
...

...
. . .

...
...

rn1 rn1 · · · rnn Y rn
1− rp1 1− rp2 · · · 1− rpn rg

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , R,4T

M i ���5�������+ "������ ����

M =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
(1−tp)(1−rw1)(1−rp1)

Fe1
· · · 0 0

...
. . .

...
...

0 · · · (1−tp)(1−rwn)(1−rpn)
Fen

0

0 · · · 0 1−rsb
Feb

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ . R,)T

' � � � � � � � � �� (����"� �������� ! .�������� R1TS R,,T i ���� �� ���"�2�
� ! ��������� ����"����*�� "����� 
8wS � �� � ��� ����2��� "�������5����*��
%�����% �� %��������+& X ��*�����" �" ��� ���"�2�� �����5�+ � �%������" ���

��"�*� "�!������*�! �3s�*���& ���������� Cp
(k−1)
j R� �3$�" ��.��� �������� �T

+��+#��+ �����5�" ��� S %����2����� * ���.& 7�����"*���� Fej i /�� �����5�

"��� S � ������� %����$���� � %.�*�� I
(k)
j − I

(k−1)
j i .�*�����+S %��*���*. ��"�

5���� � � %.�*� %���.*��� � ��*����! /*���"�*� I
(k)
j %��������+#� ��3�� �*������

%����������� R��%��"��S , "�� ����"�3���� � 5��T& ���"� ��5�S %�� � ���� �����" 
"�2�� � ��2��� ���.*�.�� � /��"��� 3��������5� ������[���+ R0T ����� ��.5��
"�*��/*���"����*�� %���"��� S ���3 �������� �! ���+��� �� %��� � ����� ����
����� ! .��������&

������#�����.�" ��"������ ,& ��+ /��5� �����" � ����"������� *�/��������
knjS �%�����+#$�� ���# ������ %��3 ��S *�����+ ���� �� %����3����� Prnj � ��
���������� Prcj & ��5�� Prhj = Prnj + Prcj S %�� /��" 3����� R0T %��"�� ���

Vj =Wj + Txj + Prnj + Prcj , R,6T

5�� � .����" R)T

Prnj = knjPrhj , P rcj = (1− knj)Prhj = (1− knj)(1− tp)(1− rwj)(1− rpj)Ij . R,JT

���"�" �� ���"���� 3��������� ������[���� R,6T& t���� ������ %��3 ��S %��

�.������ � %��� �.$�" �������" %������ Prc
(k−1)
j S 3.��" ������� ���������� "

R� �����" ��.���T �������*�" ����������S �& �& � .����" R,JT

Cp
(k−1)
j = Prc

(k−1)
j = (1−knj)Prh

(k−1)
j = (1−knj)(1−tp)(1−rwj)(1−rpj)I(k−1)

j . R,1T
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��������++ � ��2���� R,1T � RJTS %��.���" �����5 �����" R1Tu

I
(k)
j = I

(k−1)
j +

1

Fej
(1 − knj)(1 − tp)(1− rwj)(1 − rpj)×

×
(
rj1I

(k−1)
1 + . . .+ rjnI

(k−1)
n + Y rjI

(k−1)
n+1

)
, j = 1, . . . , n.

R,qT

(����"� R,qTS R,,T � ���� �� "�����*���+ "����� R1TS R,,TS � *������ ���� ����
� ��"������ ,& �� ��*�����+ ��%��� ���"����� ���%����� � R,0T& ��� /��" "������

R̃ �� "��+���+S � . "����� M %� ���5����� � %��� ! n ����*�! ���+� ��������
���.#$�� ������� �� .�������� R,qT& 8��3� ��"���"S ��� �3� /�� "����� �%�� �
��#� ���� � ��� 2� %������ ����"�*� �������+ /*���"�*� ��5����& 8������ �������
� ��"S ��� �����+ "����� %�������� � .����" 3���[�� ����������� 3��������5� �����
��[���+ R0T R�"& R,6TT& x�� %������ * ���"�2����� ��.���� ���+��� 3���[�5� �����
/*���"����*�! %�*��������& � 5�.%%� %���"����� rpj S rwj S tpS rgS rsb ��3���+#��+
������� knj &

H� ��
���@���� 
��������� 
��������!�� ��
��� ]D^� X %& 4 3 ��
%�*�����S *�* ��.������� ������ /*���"����*�� �����" � ���� ������ %��3 ��
��*����� /*���"�*� ��� �� ������� � ����� %�����$�#��+ � ����������S *���� �S
� ���# �������S �������.#� ����"�*. �������+ ��5����& ��� /��" ��������S ���
���������� "�5.� �"��� ���[�## %�����.& X ��*�" ��.��� ��� +��+#��+ .%����+#�
$�" �����������" R���[��� �����TS �%���3� " ��"����� ����"�*. � ������������
� ������� ����".�������� "� ���+"� �������+& (����"� R,0TpR,)T � �����" ��.���
%��"�� ��� �������� .%����+�"�� ���������� �����" u

I(k) = DI(k−1) +Qu(k−1), 0 � u
(k−1)
j � Lj, k = 1, 2, . . . , R,UT

5�� u(k−1) = (u
(k−1)
1 , . . . , u

(k−1)
n+1 )T i ��*��� .%�������� R����������T � %��� �.$�"

�������" %������v LjS j = 1, . . . , n+1S i ������������� � *������� S �%�����+#$��
���������� � �5��������+ �� .%�������+v Q i ���5�������+ "������S %� ���5�����
*������ ���+� ��3� �.��S ��3� ������ S � ������"���� �� ��5�S *�*�� �� ��*�����
/*���"�*� %��.���� ����.% * ������������ " %��5��""�"&

83����" ���"���� �� ��.5�� ���"�2����� .%�������+& X [� .2� ��"�������S
��� "��5�� "�*��/*���"����*�� %���"��� /*��5��� �S �& �& ����#��+ ���[��"�
.%���������*�"� ��[���+"�& ��*�2�"S *�* /��� ��*� "�2�� �������� � %������
2����� "�����&

����"����" ��.���S *�5�� .%����+�" " %���"����" +��+���+ ����5 �� %��3 ��&
t���� tp 3.��" �3�������� 3����.# ����*. ����5�S � ����� utp i �5� �������# R.%����
�����TS .���������+#$.# ���������� " /*���"����*�" �5��������+"u |utp| � u∗tpS
5�� u∗tp i ��*�����+ %���2�������+ ��������& ��5�� tp + utp i /�� z%����#$�+{
����*� ����5�S � %��� � n ���5������ ! /��"����� "����� M R�"& R,)TT "�2��
��%����� ��*u

(1− tp− utp)βi, βi =
(1− rwi)(1− rpi)

Fei
, i = 1, . . . , n.

X /��" ��.��� "��������������+ "������ %��"�� ���

M̃ = M+ utpM0, M0 = diag(−β1, . . . ,−βn, 0), R0-T

� %��&� �
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����� M i "������ R,)T& 
��� ��+ %������������ R0-TS %��.��" ����.#$.# "����
��*���# �����" R,UTu

I(k) = DI(k−1) +Qu(k−1) + utpD0I
(k−1), 0 � uj � Lj, |utp| � u∗tp. R0,T

X �����"� R0,T D0 = M0R̃S j = 1, . . . , n+ 1S k = 1, 2, . . . .
����� ����"����" ��.���S *�5�� .%����+�" "� %���"����"� +��+#��+ ������

��� ������! �����* �%��� ��.�� � ��*����! /*���"�*� rwi& ��+ 3���� ! �����*
��!����" �3��������� rwiS � �! �������� R.%�������+T �3������" uwi& X����" �����
�������� �5���������S ����2�#$�� /*���"����*�� �" �� /��! ������� |uwi| � u∗wiS
5�� u∗wi i ��*���� � %���2������ � *������� & ��5�� %��� � n ���5������ ! /���
"����� "��������������� "����� R,)T �"�#� ���

(1− rwi − uwi)γi, γi =
(1− tp)(1 − rpi)

Fei
, i = 1, . . . , n,

� ��"� "������ "�2�� 3 �� ��%����� � ���"�

M̃ = M+
n∑

i=1

uwiMi, Mi = diag(0, . . . , 0,−γi, 0, . . . , 0), R00T

� *������M i "������ R,)T& 
��� ��+ %������������ R00TS %��.��" ��*.# "������
*���# �����" R,UTu

I(k) = DI(k−1) +Qu(k−1) +

n∑
i=1

uwiDiI
(k−1), 0 � uj � Lj , |uwi| � u∗wi. R04T

X �����"� R04T Di = MiR̃S j = 1, . . . , n+ 1S i = 1, . . . , nS k = 1, 2, . . . .
' � � � � � � � � �� (����" R0,TS R04T �����+��+ * *����. 3������� ! .%����+��

" ! �����"S %��*���*. �! %��� � ����� �����2�� � *������� ���5��" ! %����������+
.%����+�" ! %���"����� � ����� ! %���"��� !&

X ��*�#����� ����"����" ���3���� �3$�� ��.���S *�5�� .%����+�" "� %���"���
��"� �������"���� +��+#��+ �������� ������! �����* �%��� ��.�� rwi � ����5� ��
%��3 �� tp& (�!���++ ������� � �3��������+ %���"��� !S ��%�[�" %������������
���5������ ! /��"����� "��������������� "����� R,)T ��*�" �3����"u

(1 − tp− utp)(1− rwi − uwi)νi, νi =
(1− rpi)

Fei
, i = 1, . . . , n,

��� (
(1 − tp)(1− rwi)− (1− tp)uwi − (1− rwi)utp + utpuwi

)
νi.

(�"� "������ "�2�� 3 �� %����������� � ���"�

M̃ = M+ utpM̃0 +

n∑
i=1

uwiM̃i + utpUwV, R0)T

5�� M i "������ R,)TS

M̃0 = diag((rw1 − 1)ν1, . . . , (rwn − 1)νn, 0), M̃i = diag(0, . . . , 0, (tp− 1)νi, 0, . . . , 0),

6q � %��&� �
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Uw = diag(uw1, . . . , uwn, 0), V = diag(ν1, . . . , νn, 0).

8�"���"S ��� ���5������ "� /��"����"� "����� Uw +��+#��+ .%����+�" � %��
��"��� & 
��� ��+ %������������ R0)TS %��.��" ����������.#$.# "�����*���#
�����" R,UTu

I(k) = DI(k−1) +Qu(k−1) + utpD̃0I
(k−1) +

n∑
i=1

uwiD̃iI
(k−1) + utpUwṼI(k−1),

0 � uj � Lj, |utp| � u∗tp, |uwi| � u∗wi, k = 1, 2, . . . .

R06T

X �����"� R06T D̃0 = M̃0R̃S D̃i = M̃iR̃S Ṽ = VR̃S j = 1, . . . , n+ 1S i = 1, . . . , n&
r�"���"S ��� R06T i /�� ���������+ .%����+�"�+ �����"�S %��*���*. �� %��� �

����� +��+#��+ %�����"�"� ������ ���%��� ������������ .%����+�" ! %���"�����&
J� $��������� �������������� �
�B
���� Y����
��� ��
��
� ���5���

��������� "�*��/*���"����*�! ��������� ��.$�����+���+ �� ������ ���������� ���
��"����*�� "����� 
8w R,0TpR,)T& 83$�� ��5����" ��[���+ /��� ������ ������� ��
��.! ������& X��%��� !S ���3!���"� �����������*�+ ����*� ���! ������ ! "�*��/*��
��"����*�! %�*�������� ��5����& �������+ ���� %�� /��" i ��������*���+ /��"���
��� "����� D �����" R,0T& � ������� !S ���3.���+ %�������� ��[���� %��.����
[���+ �����" S ����������.#$�� ������ " ������� " ���� "& x�� "�2�� �������S
%��"���� "���� S %����������� � � n,qo& 8���*. ���*�������� "����� "�2�� ��.�
$������� �� ������ �����������*�� �����"���� �3 /*���"�*� ��5���� �� %��[� �
5�� &

��+ ��[���+ ������ .%�������+ ������������ "� %��5��""�"� "�2�� ��%����
������ .%����+�" � �����" R,UTS R0,TS R04TS R06T& ( /*���"����*�� ���*� �����+
������� %��������+#� ����.#$�� ������u ��+ ��%�����������5� ����� %�����������
�����3����� %��� ���������� ��+ *�2��5� ��*���� /*���"�*�v ����" �3��%����� ��
����*� *������� ���������� ������������ ! %���*���S �� � �! *����*��# � ��2�"�
�������5� ���"��� %� "��� ���3!���"���� �� ������ %�����%� �3������ ��+��& ( "��
��"������*�� ���*� �����+ %����+ ������ ���� ������ %��5��""��5� .%�������+S
� �����+ i ������ ���3�������� %��5��""��5� ��2�"� �.�*�����������+ �3s�*��
.%�������+ n,JS ,1o& ���*���*. ��� ������ ��� ��+��� S �� ������� ����"����" �.��
��������5� %��!��� ���������� %��5��""� ! .%��������&

��+ ��5� ���3 ���%�������� "���� "���"������*�� ������ .%�������+ * %���
*���� " ������" .%�������+ /*���"�*��S �����" %��+��� ���� ��W�����X�  W���U
���& ��� /��" ���"���" 3.��" %���"��� �%������������ %� ����.#$�" %�����+"u
,T 5������� %����������+ T i ������* ���"��� R� 5���!TS �� *�����" %�����.#��+
����������v 0T *�������� � "�"��� ���*�����5� ���"��� k0, . . . , kN ∈ [k0, k0 + T ]v
4T *�������� � %�*�������S *���� " ���2� .���������+�� ����� � %���"��� �
� *�������� � "�"��� ���"��� Iij = Ii(kj)S i = 1, . . . , n + 1S j = 0, . . . , N S �����
"�5.� 3 �� .�����+ � 3���� �3$�5� ����& X *������� �������� "����� "�*��/*����
"����*�� ����"�*� 3.��" ����"�������� .%����+�".# �����". R,UT&

��*�2�" �3$.# �!�". ��[���+ ������ %����������+ �������������� %��5��"�
" �� 5�������� T ��+ �������� %�� ������� ! � *����� ! ���� ! %� ��*���.
� %.�*� %���.*��� ��*����� /*���"�*�& ��� k0 = 0 �"��" I(0) = I0S I(T ) = I1&
�� �.��S /�� ������ �3��%�����+ %������5� ����� /*���"�*�& ��+ �� ����5�� %�����
���*� �.2�� ����*�������� � %��������" ����[���� 2����"�� .��������� � %.�*�
%� *�2��� *�"%������ ��������5� ��*���� I0S ���3 ������ ��*��� I1& ��%.���" "
.%��������" 3.��� %����������������� ��*����� u(0),u(1), . . . ,u(T−1)& 8�� ��� �����
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�+ ���X�����C� Q����������S ���� ��[��� %���������.# �����. %������� �����" 
R,UT �� �����+��+ I0 � I1&

��+ %��������+ %��5��""��5� .%�������+ ��%�[�" �3$�� ��[���� �����" R,UT
� ���"� ��[� � � "�"��� ���"��� k = T %������+�" �5� * �������". ��*���. I1&
���.��" �����". .�������� ������������ ��*����� u(0),u(1), . . . ,u(T−1)u

DT−1Qu(0) + . . .+DQu(T−2) +Qu(T−1) = I1 −DT I0. R0JT


������ �����" R0JT �"��� 3����.# ���.*�.�. A =
(
DT−1Q, . . . ,DQ,Q

)
& ����

����� �� ���"��������S rangA = rang
(
A, I1 −DT I0

)
S +��+���+ ���3!���" " � ���

������� " .������" �.$���������+ %��5��""��5� .%�������+ ��+ %�� �����+���
I0S I1S �& �& ���"�2����� ���������� �����5� �������������5� �������+& r�"���"S
��� �����"� R0JT %�� .������ �� ���"�������� "�2�� �"��� "��5��3����� ��[����&
X /��" ��.��� ���������+ �*�.������ ������ �3 �%��"�����" %��5��""��" .%������
��� � ������������ � ��*���� " *�������" *�������&

��+ *����*��� ������������ ! %��5��"" ����.�� ������ ��%����������� .%����
�+#$�� �����������S *������ %���+�� ��� ���� ���3������.#$�" .%��������"&
���� � ��"*�! ��*�����5� �������+ ������.���+ %��5��""� � ��2�" ����������
up(k) = u(k)S k = 0, . . . , T − 1S � ����������.#$�� %����� � � %.�* %���.*���
Ip(k) = I(k)S k = 0, . . . , T − 1S �� �5� *����*��+ ���"�2�� %� ��*��. �������� �3�
������ ��+�� vs = L(I(k) − Ip(k))& r���� ��*��� �������� I(k) − Ip(k) !���*�����.��
"��. ��*������+ �������5� � %.�*� �� %������5� � k�" %������& 83$�� ��5����"
��[���+ ������ ���3�������� R%��������+ "����� LT � ������3���� � %��"�� 
�5� ���������� "�2�� ����� � n,Uo& ���.�����.#$�� .%�������� ��+ �����" R,UT
%��"�� ���

u(k) = up(k) + L(I(k)− Ip(k)). R01T

8�� �%�� ���� ��.��� �3��������.# %��5��"". �������������+ � ��5����" �� *���
��*��� � %������� ���������� ��+ *�2��5� ��*���� /*���"�*�&

K� '�!�������� 8�"���" *�#��� � "�"��� � ���"�2� � ��%�������+ �����
���[�! ������������& X ��3��� %�����2�� ��5.�+�� � "���� %��������+ "�����
*�/���������� �����" �������� ! .��������S ��� ������ ���� � *���� "������
.��3� " ��+ ������� ! %����2����& X�*��� ����� ! %���"��� ! �*�#���� � ��3+
XX�S ��� �3��%������� %�����. "����� � � 5���� �������� �� �� ������� ! ������
5��& 8%����� � ��5����" %��������+ %��5��""� ! � ���3������.#$�! .%��������
R*����*��� ������������ ! %��5��""T ��+ �����" R,UT i /�� ��[� 3���� � ���
����� %����2���� ������ .%�������+ � /*���"����*�� ����"�*�& ��*S ����"������
� � � [� ��5����" ���3�������� ��+��� %���%���5���S ��� ��*������+ %�������#
����.%� ��+ ��"�����+S �& �& �"��� "���� ��.��� ��* ��� ���"�� %����� �3������
��+��& X ���������� /�� ����*� �� ���5�� ���"�2��& X ��*�" ��.��� "�5.� 3 �� ������
������� "���� ������� �%������� ! ��������*������ �����+��+ �����" S *���� �
%�����+#� %� ��3�#����+" ������������ %��� � ��*��� ��*������� ��+ �������[��
5� ��%���������+ � *�����! ���3������.#$�! �3���� ! ��+���& ���� � *���� �����
��� �����+ ���3��������� %�� ��%����� �3������ ��+�� n,1S ,Uo&

��+ %�������� ! ����"����*�! "������ 
8w �� "���� �*�.���� ������ "���
5�������5� �������S *�5�� ���3!���"� .��� ���� ������� � ��%��������� � �5�����
����+ �� ����� � %���"��� � � .%����+#$�� ������� n0-p06o& ��[���� ������ %��
�������+ � ���������� ���.�����.#$�5� .%�������+ R01T ��*2� %���%�*�����& X ���
���+$�� ���"+ ����������+ "��5�%��5��""� � %��!��S *���� � �3�3$��� %��3��".
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