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' 2 -��-0������� (�������� ���% � �#�-� ������(��1� (���0-� � .�� b��% ����
� ���2F ��� ���%# � 0�!���2$ �������%����1� � ��" ���2'�1� ��01 �� ��01 �#/�� 
����$ �������� �� !�"0&� (��������F -������ �(����!2�� � - c�#� %�%��� ���%���
�$ (���"����������� � �������������� (��������� .���"����������� (�������� ���%#
��� c �� ��-0'�� �/d�%# (���0-���F -����#� �� �!��0�� (���"����� � (��� ���� � 
�#��-e �������������� f " � �� ��-0'�� �/d�%# ����������F � (� �!2�%#� ���%��
� %������" ��& ����� ��$��!�1�� (���"������ F �� (�"��!22 �� 0�� ��� ��� .���(��
! 1 ���2 � -c�F ��� 0��!��#� �"���c-� - c��� ���%# " ���2� - - �� �� ��������
������1� (�������2F � - � �� �������������1� (�������2 -��-0������F �(����!2�%#�
� (�%�'�& b-"�1���� " � ���� ������� ���0-�0�#� �!2 ���!��0�%�� %���!� (�!0���#
�� � �� �� � �������2 (� gbh0 f � -! ��� (��1� %%�#$ � � -! ��� (�"������#$
��� ��1��� .�������  � !�" �!�2��2 ������� ���0-�0�# � ��2" ��#$ � ��� ( � %�����
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����� �*������ �������� ����� ! �5� %����*������ � ��*�" %��*����
� " ��������" ����������.#$�� ������& (���� � ���.*�.� %�����+#� /���*�����
�%�� ���� *�* *��*.�������S ��* � *��%��������� ����"���������S %�����++ ���[��
���� *���� ��[��" ! �5��� ! ����� �� ���� ��%���+�"���� RADIO:=I=GB;F>BNT � ���
"��+�"���� RMLPMB>BLB;P>:>BNT � %�������� �5��*�� n,p)oS � ��*2� �%�����*� �! ����"�
��5� ���+��+ � ������"���� �� ������+ ������� ��+��& ���*��*� ����.��������� ��
� �*�S *�����+ �%�� �����+ ��+�+"� � �5��S +��+���+ �������� ���%������������
� ���������� ! .�����+! � %����������� ��+ �5��*��S ��� �*�.������.�� ��". �����
��5� ����"��������+ .������*�� � �*� n6o& ��� /��" �%�����*� ��+��S � ��2����+
� �������+! ������5� ���+��+S *�* %�*����� � nJoS %��������+�� ��3�� ������� � �*�
���� ��+ �����������+S �%���3� � ��%��$��� ��3�� � ��5� ��5.��������+S ��%���
"�� %� ��5�+�����# �*�.2�#$�� ���� %�����������+"�& ����". "�2�� ��*�#����S
��� ����.��������� � .�����+! �3$�� *��*.������ i �������� ���������� +������
� "�2�� 3 �� ���*� �� � *����*��� �%��"�����5� .%�������+S � ��������� %��������
�������5� %�������S %��*���*. *��*.�����+ 3�� ����.���������S *�* ��"������+ � n1oS
%������� * �������������". �.3��������# .����� �5��*��& X���. %�������������
�����5� ��%�������+ "��5�� ��%��� %��%��2��". �� ���*� � S !��+ 3 �� %��.��� 
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!���[�� ����������*�� ���.����� nqS Uo& ��*S ��+�� ����� ! ���.*�.� � ����������.#�
$�! �" ���������� � .�����+! ����"�*� �5����5� %������� ����"���������� � n,p4o&
r����������+ ����� ��3�� � �3����� ����� ! �5� %���+$��� �5��" � /*��������+�
"�S �����*�#$�" %���".$�������� � %����3������*�" *����*��� R�"&S ��%��"��S n1S
,-S ,,oTS � �� ���"+ *�* ������������ �5� � %������������� "� /*��������+"� �����
�������� ��"��5�& ��� /��" .����+ �5��*��S %����*������ � ��%���+�"����# � �!
�������+!S ������.# ����"������#��+ *�* ������������ � � � �������" ��%�������
� � �� ��*���� � /��"��� � ������� i �����+S "����+S �%��������+ � %�& n,0p,JoS
�.*�������.+�� *���� "� �5��*� "�5.� �������� ���� ���# ������.# ����# %����
����+&

X ������ ������ ��.�����+ ����������� %�������� ���"�%������������� �����
�� �� �3$�" *��*.������" � �*� �3 �� � .�����+! �! ������5� ����"��������+S
� ��*2� %��������+ ������ ���+��+ ������� ���.*�.� �� ��*�� *�"%����� "�����
*�* .����� � �����2*� %�����������S �3s�" %����������� � ����������S %��3 ��
���"&

X %& 0 %��������+ ����"����*�+ ������+ �5�� � %���2������ "� /*��������+"�S
��%������� "� �� %��.����� "����������5� 3��5� i ."���[���� %������������� !
R.����� !T �����2�*& r� �����. 3�����+ *��������*�+ "����� ���5�%���� �.��� n,1oS
�"�#$�+ ����.#$�� *���*�� �%������& �.��� N = {1, . . . , n}S n � 2S i *�������
"��2����� ���"�%������������� ������ �� �3$�" *��*.������" � �*� �3 ��& ��2�
��+ ���"� i ∈ N %����"��� ��[���� � %��������"�" �3s�"� ui ∈ Ui ⊂ CompR+&
��5��

∑
j∈N uj %�*�� ���� �.""��� � �3s�" ������ �� � �*�& ����%���5����+S ���

�3�����+ �.�*��+ �%���� �������� � ������ � �������" ���� P = p −
∑

j∈N uj S
5�� p > 0 i "�*��"����� ���"�2��+ ����"���� ������ ������ R%����"����+ ��*�
���������� � %����+����T& ��%���������� 3.��" %���5��� ����������������� �%���
��& t�$� ���5� %����+�� � �����2*� ���" � ������������ "����� �� .��� ��#��
�+S %��*���*. �� �*�� ��#� ���+��+ �� ������5����*�� ��[���+S � .����� � ���
���2*� ci ���" �����#��+ ��*�������� "�& ���3 �� ���" i �3.�����������
�+ �.�*���� Fi(u1, . . . , un) = (p −

∑
j∈N uj)ui − ciui& X "����� �.��� ��������

���" %� �/[. +��+���+ ��*�� ��3�� uN = (uN1 , . . . , u
N
n )S ��� ��+ �#3 ! i ∈ N

� ui ∈ Ui � %���+���+ ����������� Fi(u
N
1 , . . . , u

N
i−1, ui, u

N
i+1, . . . , u

N
n ) � Fi(u

N
1 , . . . , u

N
n )&

��+ *�2��� ���" i ��5*� �%�������� ��������� � %� �/[. �3s�" %�����������u
uNi = (p−nci+

∑
j �=i cj)/(n+1)& �������������+ 3�����+ "����� *��*.������ ��%���

�+���+ ���"�2�����# ���" ���+�� �� �����+��� ����! %������������� ! �����2�*
%���������" ������������ ! ��������S ������.�" ! �� ������ ! ����� ! ���.*�.�
��!S � ����� ������.���+ *�* ����"����*�+ �5�� � ���*�����" ���"���&

X %& 4 ��.�����+ ����������� %�������� ���" %�� ��%���������� ��.! *����
��� ������5�� � /*��5���� �������#$���+ � ���*�����" ���"��� ������� ���.*�.���v
� %& ) i ���+��� ����� ! %���"����� �5� �� ���������� %� �/[.& ������������
��������� ��[���� �5� %�� ���������� ���������� �� ��.! *������&

�� A������������@ ��
���!���@ ���B������ C%
�� � ������� �����
��
��������� X ��%������� * *��������*�� "����� �.���S %������������� � %& ,S
����"����" ���5�%���# *�* ����"����*.# �5�. � ���*�����" ���"��� �� "��2����
��" %������� T = {0, 1, . . . , T }S T � 2& X ������ ! .�����+! .����� � �����2*�
R����� �����2*�T ���" �"�#� ����"����*�� !���*���& w.��" ����"�������� ���
���2*� ���" iS �3�������" � �� ci(t) � 0S *�* �������.S �"�#$.# ��������#
"��+���+ �� ���"���"& 
%�������� ���"�� �����+���" ����! �����2�* "�2�� �3���
%����� �� %�� [���� *��*.������%���3����� � �����3�������� 3������S ���S � ���#

� %��&� �
"�
� 
!&�9�)��, 6�� 6��&��� ��8(!6��&����� ?.?/� �� ��� ���� � ,,



�������S %��������+���+ %����������� �����" " %����2����" ������ ����"����*�!
�5�& �.��� ��3�� c(t) = (c1(t), . . . , cn(t))

′ �3�������� �����+��� �����2�* ���" � "��
"��� ���"��� t ∈ T %�� ������ ! ������� ! �����2*�! c(0) ≡ c0 = (c10, . . . , cn0)

′&

�������� ����"�*� �����2�* ��%�[�" � ����

c(t+ 1) = f(t, g(t), c(t), y1(t), . . . , yn(t)), t ∈ T \ {T },

����� yi(t) ∈ Yi ⊂ CompR+ i ������������ � .����+ R����� ����������T ���" i
� "�"��� ���"��� tS � ����2��" /*��������� �%�����+�" � ��������" � ��2���+
εi(t)
2 y2i (t)S %�� �������" ��*.$�" �������� εi(t) > 0S � ��"� %������ f i ��%��� ���

�����������.�"�+ %� �����2*�" � ���������+" �.�*��+& 8������� �!���*�����
�.�" %���"��� g(t)& �.��� ���" ��������.#� � ���� %������������� � ��!����5��&
���.����� ���+��+ ���������� ����� ���" �� ��.5.# "�2�� 3 �� �%���� 5����"&
��+ /��5� ���2������" "��2����� ���" � ���[���"� ��*�����5� 5���� (N, g(t))S
� *�����" g(t) ⊆ N ×N i "��2����� ��+���S %������������� ��3��"� 5���� � �%���
���+#$�� �5� ���.*�.�. � "�"��� ���"��� t ∈ T \{T }& X ���+! .%��$���+ 5���
R����T � "�"��� ���"��� t ��%�[�" *�* g(t)& ��� /��"S �������+ ��+�� "�2�. ���"��
"� i, j ∈ N S j �= iS �3�������".# �� (i, j)S 3.��" %���5���S ��� (i, j) = (j, i) � (i, j) ∈ g(t)
��5�� � ����*� ��5��S *�5�� gij(t) = gji(t) = 1S 5�� gij(t) � gji(t) i /��"��� 3�������
"����� �"�2�����S ����#$�� ���������������.# ���� g(t) 3�� %�����&

x*��5����� ���"�������� ������� ���.*�.� �5� %�����."�����S ��� � �#3��
"�"��� ���"��� t ∈ T \{T } ���� +��+���+ ��������&

��+ ���" i ∈ N %������ ��"�����+ �� �����2�* �� ���"��� ������" ����.#�
$�" �3����"u

ci(t+ 1) = δci(t)−
∑
j∈N

μij(t)yj(t), t ∈ T \ {T }, ci(0) = ci0, R,T

5��

μij(t) =

{
αi(t), j = i,

βij(t) gij(t) + γij(t)(1 − gij(t)), j �= i.

����"��� δ � 1 !���*�����.�� �*������ ��"�����+ �����2�* ���" � �������" ����
"��� ����. ���"�2��5� .���������+ ��%����.�" ! ��!����5�� %����������� %�� ���
�.������ ��%��������� ! ���������� � �! "����������#& ����"��� αi(t) ����2���
/���*� �� ���������� ��"�� ���" � ��*.$�� "�"���S � βij(t) � γij(t) i ��*.$��
/���*� �� ���������� ���" ������� j ∈ Ni(g(t)) := {r ∈ N : (i, r) ∈ g(t)} � ����
g(t) � ���" j /∈ Ni(g(t)) ∪ {i}S �� +��+#$���+ ������" � ���� ��������������& ���
%���������� %���%���5����+ � %������� ������[���� αi(t) > βij(t) > γij(t) � 0 ��+
�#3 ! i, j ∈ N &

��%.���" " %��������" ���" i ∈ N � "�"��� ���"��� t ∈ T \ {T } �����
��" %��. �������� (ui(t), yi(t)) ∈ Ui × YiS 5�� ui(t) 3.��" �����%���������� *�*
%��������������� %�������� ���" � "�"��� tS � yi(t) 3.��" �����%���������� *�*
�������������� %�������� ���" � /��� "�"���& X����" ��%��������� � �3�����
����+u u(t) = (u1(t), . . . , un(t))S y(t) = (y1(t), . . . , yn(t))S u = (u(0), . . . , u(T − 1))S
y = (y(0), . . . , y(T − 1))&

���3 �� ���" i � ���*��������� � "�"��� ���"��� t ∈ T \ {T } ��%�[�" *�*

Fi(t, ci(t), u(t), yi(t)) =
(
p−

∑
j∈N

uj(t)
)
ui(t)− ci(t)ui(t)−

εi(t)

2
y2i (t),

,0 � %��&� �
"�
� 
!&�9�)��, 6�� 6��&��� ��8(!6��&����� ?.?/� �� ��� ���� �



�& �& *�* �������� �� ��*.$�� � �.�*�S ���"��.�"�� ��5����� ������������ "����
�� *��*.������ �.��� � �������� �3������ �.�*���� �%����S � ��*.$�! ������S
*���� � �*�#��#� %������������� � ������ � ���������� � %�����������& X ����
"������ � "�"��� ���"��� %��3 �� ���" �%������" �� ���������� ����"����#
���� Φi(T, ci(T )) = ηi − ηci(T )S 5�� η > 0 i *�/�������� ��*�������� %�����������S
� ηi > 0 i "�*��"�����+ � �����+ ����"���� %����������� (ηi > ηp)& ��5�� �3$.#
%��3 �� ���" �� ��# %�����2���������� �5� ������" �.�*�������"

Ji(c0, u, y) =

T−1∑
t=0

ρtFi(t, ci(t), u(t), yi(t)) + ρTΦi(T, ci(T )), R0T

� *�����" ρ ∈ (0, 1] i *�/�������� ���*����������+S +��+#$���+ �3$�" ��+ ���!
���" � %����+�� " �� ���"���& X ��*�� %�������*� ����"����*�+ "����� *��*.�����
��5� %����������� � ��������������" ���� ��������*����������+ �5�� � ���*�����"
���"��� � n�"����� %���"����� �����+��+ � ��."��� "� ��3���"� ��������& 8��
"���"S ��� %�� /*��5����" ���"�������� ���� �����2*� ���" �� %�����2����
��+��� �� ���+#� �� �� � 3�� ��%.���"�5� %�������+S %��*���*. +��+#��+ %����+��
� "�& �� /��� %������ ������ %���3��5� ��%� � "����� �� ����"������#��+&

8%�[�" %�������� ���" � ����"�*�& X ������� � "�"��� ���"��� %�� �3$��
��������� ���� g(0) � ������� ! �����2*�! c0 ���" �������"���� � ��������"�
��.5 �� ��.5� � 3���#� ���� ��%.���" � �������+ i %�� (ui(0), yi(0))S i ∈ N S i
*�2��+ �� ��! ��[��� *�*�� �3s�" %���.*��� %��������� � *�*�� �3s�" ��������
��� ������� � ��*.$�� "�"��� ���"���& ��*�� � 3�� %������� ���"� i %��3 ��
Fi(0, ci0, u(0), yi(0))& ����� �����2*� "��+#��+S ��5����� %�����. R,TS � ������+��+
���� "� ci(1)S i ∈ N & X ��������� "�"��� ���"��� t ∈ T \ {T } %�� �3$����������
���� g(t) ���" �������"���� � ��������"� ��.5 �� ��.5� � 3���#� ��%.���" �
�������+ i ��*.$�� �3s�" %����������� � ���������� (ui(t), yi(t))S i ∈ N S ��� %���
����� * %��3 �� Fi(t, ci(t), u(t), yi(t)) � �����2*�" ci(t + 1) ���" i � ����.#$�"
%������& X ���"������ � "�"��� ���"��� t = T *�2��+ ���"� %��.���� ��������
�.# ����"���� Φi(T, ci(T )) � �3$.# %��3 ��S ������� ���".# � ������������ � R0T&
����� /��5� %������ ��*���������+&

��+ %�����������+ ����"����*�5� !���*���� ����"��������+ ���" � ���� �5� 
� ���"������ ���"�S ��5����� n,qoS �3������" ����� ui ������5�# ���" i ∈ N S
%���%�� ��#$.# �� ��������� � � 3�� ��%.���"�5� %�������+ � ������"���� ��
��*.$�� �����"����S � "��2����� ������5�� /��� ���" �3������" ����� Ui& X���.
������������� � 3��� ��������S %���%�� ���" ! ������5�+"�S �%������" �.�*��#
� �5� [� ���" i *�* Ji(u) = Ji(c0, u, y)S 5�� u = (u1, . . . , un) �3�������� ��3��
������5�� ���"&

D�
�
������� ����"����*�� "�����# *��*.������5� %����������� � ��������
�������" %�� ������" ����"��������� ���" ������" �5�. Γ = 〈N, {Ui}i∈N , {Ji}i∈N〉&

(� $��������� �� EFG%� X �5�� Γ ����������" %� �/[. +��+���+ ��3�� �������
5�� uN = (uN1 , . . . , u

N
n )S ���� ��+ �#3�5� i ∈ N � %������ uNi = arg maxui∈Ui Ji(ui, u

N
−i)S

5�� ��3�� ������5�� (ui, u
N
−i) ���������+ �� uN ��[� ��"S ��� ���"� i �"���� �����

��5�� uNi ��%����.�� ui& ��+ ��5� ���3 ����� ���������� %� �/[.S ��2�� %����
"���S �� *�*.# �����"���# �%���#��+ ���" %�� � 3��� ������5��& ����"����"
� %����������.�" ���"�2� � ������� & w.��" �������S ��� ���" "�5.� %������
2������+ %��5��""� ! ��� %�������� ! ������5��S �3�������" ! ����� uOL

i � uFBi
��������������& X %����" ��.��� ��%.���"�� %�������� %���%�� �����+ ��*.$�".
���*����������". "�"���. ���"��� � ��3��. ������� ! �����2�*S � �� �����" i

� %��&� �
"�
� 
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��*.$�". ���*����������". "�"���. ���"��� � ��3��. �����2�* � /��� "�"���&
w���� ���"����� ���X������=  �����X��= uOL

i ���" i ∈ N ������" %������
uOL
i (t, c0) : T \ {T } �→ Ui × YiS *������ *�2��". ���*����������". "�"���. ����
"��� � ������� " �������+" �����2�* ��������� " �3����" ������ � ������������
��%.���"�� %�������� uOL

i (t, c0) = (uOL
i1 (t, c0), u

OL
i2 (t, c0)) = (ui(t), yi(t))& ��Z�W���U

��=  �����X��= uFBi ���" i ������" %������ uFBi (t, c) : T \ {T } × R
n
+ �→ Ui × YiS

*������ *�2��". ���*����������". "�"���. ���"��� � ��3��. �����2�* c(t) =
(c1(t), . . . , cn(t))

′ ��������� " �3����" ������ � ������������ ��%.���"�� %��������
uFBi (t, c(t)) = (uOL

i1 (t, c(t)), uOL
i2 (t, c(t))) = (ui(t), yi(t))&

X �������[�" 3.��" ��%��������� ����.#$�� �3��������+& �.��� 1 �3��������
n�"��� � ��*���S �����+$�� �� ������S ei i ������� � n�"��� � ��*��� � i�� *�"�
%�������S ������ �������S i ∈ N S � I i ��������+ n × n "������& �.��� �����
μi(t) = (μ1i(t), . . . , μni(t))

′ ��+ i ∈ N &
���� ������	
�	 �� 
��� � ����������� 
����	����� ��+ �%��������+

���������+ %� �/[. � %��5��""� ! ������5�+! ���%����.�"�+ %�����%�" "�*��"."�
�����+5��� n,qS ,Uo& ���������� "�2�� �����S ��%����.+ ����.#$.# �����".&

"��
��� �� �Q �T �i1(t) ∈ R
n
 �i2(t) ∈ R Q����������?� ���Q������C�  ���U

��Y�����

�i1(t) =

{
δ2M(t+ 1)−1�i1(t+ 1)− ρt 1−(n+1)ei

n+1 , t �= T,

0, t = T,
R4T

�i2(t) =

{
δ
[
�i1(t+ 1)′M(t+ 1)−1m(t+ 1) + �i2(t+ 1)

]
− ρt p

n+1 , t �= T,

−ρTη, t = T,
R)T

��� � �� V��� i ∈ N 
 X�� �����W� M(t) � ������ m(t) Z���?� �  �X�� �� ������Q[

M(t) = I −
∑

j∈N
αj(t−1)

ρt−1εj(t−1)μj(t − 1)�j1(t)
′
 m(t) =

∑
j∈N

αj(t−1)
ρt−1εj(t−1)μj(t − 1)�j2(t)�

� �� �����WC M(t) �
�����C ��� � �� t �= 0
 �� ��
��  �����X�= uOLN =
(uOLN

1 , . . . , uOLN
n ) ������ � ���� �����C� ������� ��� �� �\YQ � ���X�����C�

 �����X���
 ���������C ������X� uOLN
i (t, c0)
 i ∈ N 
 t ∈ T \ {T }
 ���?� ���

uOLN
i1 (t, c0) =

p+ (1− (n+ 1)ei)
′cOLN(t)

n+ 1
, R6T

uOLN
i2 (t, c0) = − αi(t)

ρtεi(t)

(
�i1(t+ 1)′M(t+ 1)−1(δcOLN(t) +m(t+ 1)) + �i2(t+ 1)

)
, RJT

X�� ���QR�� ������� �C� �Z���S�� cOLN(t) �� ���������T�� ������� � �Z Q�����U
���

cOLN(t) =M(t)−1(δcOLN(t− 1) +m(t)), t ∈ T \ {0}, cOLN(0) = c0. R1T

� � * � � � � � � � � � � �& X����" ��+ ���" i ∈ N �.�*��# y�"�������

Hi(t, c(t), u(t), y(t), ψi(t+ 1)) = ρt
[(
p−

∑
j∈N

uj(t)
)
ui(t)− ci(t)ui(t)−

εi(t)

2
y2i (t)

]
+

+
∑
j∈N

ψij(t+ 1)
[
δcj(t)−

∑
r∈N

μjr(t)yr(t)
]
, t ∈ T \ {T },

����� ψi(t) = (ψi1(t), . . . , ψin(t))
′ i ��*��� ��%�+2��� ! %���"��� !& (���.+ n,qoS ���

�� ��3�� ������5�� uOLN(t, c0) +��+���+ ����������" %� �/[.S �.$����.#� ���.��� �
��%�+2��� � %���"��� � ψi(t)S t ∈ T \ {0}S i ∈ N S .���������+#$�� ������[���+"

,) � %��&� �
"�
� 
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uOLN
i1 (t, c0) =

p− ci(t)−
∑

j �=i u
OLN
j1 (t, c0)

2
,

uOLN
i2 (t, c0) = −

∑
j∈N ψij(t+ 1)μji(t)

ρtεi(t)
,

ψij(t) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
−ρtuOLN

i1 (t, c0) + δψii(t+ 1), j = i, t �= T,

−ρT η, j = i, t = T,

δψij(t+ 1), j �= i, t �= T,

0, j �= i, t = T,

ci(t+ 1) = δci(t)−
∑
j∈N

μij(t)u
OLN
j2 (t, c0), t �= T, ci(0) = ci0,

�� *���� ! ����. ��*�#���"S ��� ψij(t) = 0 ��+ ���! i �= j � t& ( .����" /��5�
� ��*���� ! %���3��������� %��.���"S ���

uOLN
i1 (t, c0) =

p− (n+ 1)ci(t) +
∑

j∈N cj(t)

n+ 1
, RqT

uOLN
i2 (t, c0) = −αiψii(t+ 1)

ρtεi(t)
, RUT

5�� %����� � ��2���� ���%���� � R6T& X���. ����5�� ��5�.����� �.�*��� y�"�������
Hi %� ��3��. (ui(t), yi(t)) R5���� � "���� "����� y���� ���� −2ρt � 2εi(t)ρ

2t

��������������TS �� "�*��"�����+ %� ���� " %���"��� " ���� ����������.# ���*.
"�*��"."�S .���������+#$.# RqTS RUT&

(�%�+2��� � %���"��� � 3.��" ��*��� � �������" %� �����2*�" ���� ψii(t) =
�i1(t)

′c(t) + �i2(t) � %�*�2�"S ��� �i1(t) � �i2(t) .���������+#� R4TS R)T& ( .����" RJT
� %�����������+ ��%�+2��� ! %���"��� ! .�������� ����"�*� �����2�* "�2�� ���
%����� � ���� c(t+ 1) =M(t+ 1)−1(δc(t) +m(t+ 1))S t ∈ T \ {T }S ��� ���%����� � R1T&
��5�� A .����" RqT � RUT ��*�#���"S ���

ψii(t) = �i1(t)
′c(t) + �i2(t) = −ρt p+ (1− (n+ 1)ei)

′c(t)
n+ 1

+

+ δ[�i1(t+ 1)′c(t+ 1) + �i2(t+ 1)] =

= −ρt p+ (1− (n+ 1)ei)
′c(t)

n+ 1
+

+ δ
[
�i1(t+ 1)′M(t+ 1)−1(δc(t) +m(t+ 1)) + �i2(t+ 1)

]
.

X ������������ � "�����" ���%�������� ! *�/���������� %��.���" R4TS R)T& �����"�
��*�����&

 
���
 �� ������#�����.�" ���.����� �����" , �� ���!%�������� "����
�� *��*.������5� %����������� � ��������������"S �& �& T = 3& ����"����" ��.���
����"��������+ ���! � ��� ��! ���" Rn = 3 ��� n = 4T � �����" �! ���������
��� %�������� %�� ��� ��! ���� ! ����� ! ���.*�.��!S *�2��+ �� *���� ! �������+
����"����� �� %���+2���� ���� �5� R��+ *�2��5� �������� j = 1, 2, 3, 4 �������
���.*�.� g(t) = gj S t ∈ T T& 8������ � %���"��� ��+ "�����������+ � 3���" ����
�.#$�"�u p = 500S εi(t) = 1000 � ηi = 100 000 %���2�" �����*�� "� . ���! ���"S

� %��&� �
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� 
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η = 1000v %���"��� ��!����5����*�5� .���������+ δ = 1.07v ������� � �����2*�
���" ������" ��*2� �����*�� "� � ���� "� ci0 = 100S *�/�������� ���*�������
����+ ρ = 0.95v %���"��� ������5� ���+��+ αi(t) = 1.8S βij(t) = 1S γij(t) = 0.5 ��2�
�����*�� � . ���! ���" � %����+�� �� ���"���&

:�
��;� <� �
	��	���� �� � !� uOLN "�� #��$��% 	�"�	 ����	$% ����&���
� ����	����	�'(�� ���)$��

� 9&4&�� � �5 g1 � �5 g2

t = 0 t = 1 t = 2 t = 3 t = 0 t = 1 t = 2 t = 3

uOLN
1 (t) K.�... K��1�/ K/�00K 2 K.�... K���K� K?�?/. 2

uOLN
2 (t) K.�... 1��100 1��/1A 2 K.�... K.��AA K.���? 2

uOLN
3 (t) K.�... 1��100 1��/1A 2 K.�... K.��AA K.���? 2

uOLN
4 (t) K.�... 1��100 1��/1A 2 K.�... 1���?/ 1K��00 2

yOLN
1 (t) ?�.A? ��KK� ��1�. 2 ?�.0� ��K1� ��1�. 2

yOLN
2 (t) ?�.0� ��K10 ��1�. 2 ?�.0/ ��K1A ��1�. 2

yOLN
3 (t) ?�.0� ��K10 ��1�. 2 ?�.0/ ��K1A ��1�. 2

yOLN
4 (t) ?�.0� ��K10 ��1�. 2 ?�./K ��K1? ��1�. 2
cOLN
1 (t) �..�... �1��K/ �0��1K �/�0�� �..�... �K�?.1 �1�.�/ �@�0A�
cOLN
2 (t) �..�... ���?// ���.A� ���0K1 �..�... ���?// ���.A� ���0K@
cOLN
3 (t) �..�... ���?// ���.A� ���0K1 �..�... ���?// ���.A� ���0K@
cOLN
4 (t) �..�... ���?// ���.A� ���0K1 �..�... �..�?@0 �.��.�K �.?�A/?

POLN(t) �K.�... �1K��1@ �1K�0?@ 2 �K.�... �1��/K1 �1��?0/ 2

JOLN
1 �� A11�1�? �@ 1���@K1

JOLN
2 �/ 0�@�0�� �/ @@��K@�

JOLN
3 �/ 0�@�0�� �/ @@��K@�

JOLN
4 �/ 0�@�0�� �. @?1�.?@

� 9&4&�� � �5 g3 � �5 g4

t = 0 t = 1 t = 2 t = 3 t = 0 t = 1 t = 2 t = 3

uOLN
1 (t) K.�... K.�1@� K��0�/ 2 �..�... �..�1K1 �.��/K0 2

uOLN
2 (t) K.�... K.�1@� K��0�/ 2 �..�... ���1?1 ���?�0 2

uOLN
3 (t) K.�... 1��10? 1��/1/ 2 �..�... ���1?1 ���?�0 2

uOLN
4 (t) K.�... 1��10? 1��/1/ 2 2 2 2 2

yOLN
1 (t) ?�.01 ��K11 ��1�. 2 ?���A ����? ��1�. 2

yOLN
2 (t) ?�.01 ��K11 ��1�. 2 ?���. ���.K ��1�. 2

yOLN
3 (t) ?�.0� ��K10 ��1�. 2 ?���. ���.K ��1�. 2

yOLN
4 (t) ?�.0� ��K10 ��1�. 2 2 2 2 2
cOLN
1 (t) �..�... �K�?.K �1�.�A �@�0A� �..�... �K��1? �K�@0/ ���.A.
cOLN
2 (t) �..�... �K�?.K �1�.�A �@�0A� �..�... �..�./� �..�1/0 �.?��0?
cOLN
3 (t) �..�... ���?/A ���.A@ ���0�? �..�... �..�./� �..�1/0 �.?��0?
cOLN
4 (t) �..�... ���?/A ���.A@ ���0�? 2 2 2 2

POLN(t) �K.�... �1K��11 �1K�0?K 2 ?..�... ����1A� ?..�.?K 2
JOLN
1 �@ A/?�K0/ ?0 00K�.@@

JOLN
2 �@ A/?�K0/ ?� ?/0��.A

JOLN
3 �/ 0���@@K ?� ?/0��.A

JOLN
4 �/ 0���@@K 2

X ��3�& , %������� �������+ ��*.$�! ��������� ! �3s�"�� %�����������
uOLN
i (t) = uOLN

i1 (t, c0)S ���������� y
OLN
i (t) = uOLN

i2 (t, c0) � �����2�* c
OLN
i (t) ��+ *�2�

��� ���" i ∈ N %�� ���������� %� �/[. � %��5��""� ! ������5�+! uOLN(t, c0)&
X ��� ��*2� %���������� ��������� � %��3 �� JOLN

i u= Ji(c0, u
OLN, yOLN) =

Ji(u
OLN) � ��*.$�� ��� S ���"��.�" � � ������������ � �������� �3������ �.�*�

���� �%����u � ���������� %� �/[. ��*�� ��� ���� POLN(t)u= p −
∑

j∈N uOLN
j (t)S

,J � %��&� �
"�
� 
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t ∈ T \ {T }& X�� %����������� � ������� �*�.5��� �� ������5� ���*� %���� ��%+�
���& w���� %����3� � ������ ���������+ � %��5��""� ! ������5�+! 3.��� ����"���
��� � %& )&

���� ������	
�	 �� 
��� � ����������� 
����	����� ��+ �%��������+
���������+ %� �/[. � %�������� ! ������5�+! ���%����.�"�+ .��������" y�"����
����i	*�3�iw���"��� n,qo& ���������� "�2�� �����S ��%����.+ ����.#$.# ����
��".&

"��
��� �� ��
��  �����X�= uFBN = (uFBN
1 , . . . , uFBN

n )
 ���������C ������X�
uFBN
i (t, c) = (uFBN

i1 (t, c), uFBN
i2 (t, c)) = (ai1(t)

′c+bi1(t), ai2(t)′c+bi2(t))
 i ∈ N 
 t ∈ T \{T }

� c = (c1, . . . , cn)

′ i �������C= ��
�� �Z���S��
 ������ � ���� �����C� �������U
 ��� �� �\YQ � ��Z�W����C�  �����X��� ��X�� � ���T�� ��X��
 ��X��  QR� ��Q��
���� ������� ��Y����  � ���C ���Q������C�  �����Y���=

ai1(t) =
1− (n+ 1)ei

n+ 1
, ai2(t) = − 1

ρtεi(t)

[
δI−

∑
j∈N

μj(t)aj2(t)
′
]′
Ki(t+ 1)μi(t), R,-T

bi1(t) =
p

n+ 1
, bi2(t) = − 1

ρtεi(t)

[
ki(t+ 1)−Ki(t+ 1)

∑
j∈N

μj(t)bj2(t)
]′
μi(t), R,,T

Ki(t) = 2ρtai1(t)ai1(t)
′ − ρtεi(t)ai2(t)ai2(t)

′ +

+
(
δI −

n∑
j=1

μj(t)aj2(t)
′
)′
Ki(t+ 1)

(
δI −

n∑
j=1

μj(t)aj2(t)
′
)
, R,0T

ki(t) = 2ρtai1(t)bi1(t)− ρtεi(t)ai2(t)bi2(t) +

+
(
δI −

n∑
j=1

μj(t)aj2(t)
′
)′[

ki(t+ 1)−Ki(t+ 1)
∑
j∈N

μj(t)bj2(t)
)]
, R,4T

κi(t) = ρt
(
b2i1(t)−

εi(t)

2
b2i2(t)

)
+ κi(t+ 1) −

−
[
ki(t+ 1)− 1

2
Ki(t+ 1)

∑
j∈N

μj(t)bj2(t)
]′ ∑

j∈N

μj(t)bj2(t) R,)T

 X������C�� Q ������� Ki(T ) = 0
 ki(T ) = −ρT ηei
 κi(T ) = ρT ηi ��� i ∈ N 
 � ���
\��� ��Z�� �T ρtεi(t) − μi(t)

′Ki(t + 1)μi(t) ����S����T�� ��� i ∈ N � t ∈ T \ {T }�
����� ��X�
 Ji(u

FBN) = 1
2 c

′
0Ki(0)c0 + ki(0)

′c0 + κi(0) ��� i ∈ N �
��* � � � � � � � � � � �& �� ������ ����"����*�! �5� n,qp0-o ����.��S ��� uFBN

+��+���+ ����������" %� �/[. ��5�� � ����*� ��5��S *�5�� �.$����.#� �.�*���
Vi(t, ·) : Rn �→ RS t ∈ T S i ∈ N S .���������+#$�� .�������# y�"�������i	*�3�i
w���"���u

Vi(t, c) = max
(ui(t),yi(t))∈Ui×Yi

[
ρt

(
p− ci − ui(t)−

∑
j �=i

uFBN
j1 (t, c)

)
ui(t)− ρt

εi(t)

2
y2i (t)+

+ Vi

(
t+ 1, δc− μi(t)yi(t)−

∑
j �=i

μj(t)u
FBN
j2 (t, c)

)]
. R,6T

X *����� ��������*��������� ! �5� ��*�� �.�*��� "�2�� ����� � �%��������" ����
Vi(t, c) = 1

2c
′Ki(t)c + ki(t)

′c + κi(t) � 5������ " .������" Vi(T, c) = ρT (ηi − ηci)&
����%���5�+ ������ � ��� ��������� ! ������5��S �& �& uFBN

i1 (t, c) = ai1(t)
′c + bi1(t)

� uFBN
i2 (t, c) = ai2(t)

′c+ bi2(t) � ��[�+ �����. "�*��"������ � R,6TS ��!���"S ���

� %��&� �
"�
� 
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uFBN
i1 (t, c) =

p− ci −
∑

j �=i u
FBN
j1 (t, c)

2
,

uFBN
i2 (t, c) = − 1

ρtεi(t)

[(
δc−

∑
j∈N

μj(t)u
FBN
j2 (t, c)

)′
Ki(t) + ki(t)

′
]
μi(t),

���

ai1(t)
′c+ bi1(t) =

p− ci −
∑

j �=i(aj1(t)
′c+ bj1(t))

2
,

ai2(t)
′c+ bi2(t) = − 1

ρtεi(t)

[(
δc−

∑
j∈N

μj(t)(aj2(t)
′c+ bj2(t))

)′
Ki(t) + ki(t)

′
]
μi(t).

��+ *�2��� ���" � *�2��5� ���*����������5� "�"���� ���"��� .�������� R,6T
��%.�*��� ����.#$.# ��%���u

Vi(t, c) = max
(ui(t),yi(t))∈Ui×Yi

[(
ρtp
0

)′ (
ui(t)
yi(t)

)
− c′

(
ρtei 0

) (
ui(t)
yi(t)

)
−

− 1

2

(
ui(t)
yi(t)

)′ (
2ρt 0
0 ρtεi(t)

) (
ui(t)
yi(t)

)
−

∑
j �=i

uFBN
j (t, c)′

(
ρt 0
0 0

)(
ui(t)
yi(t)

)
+

+ Vi

(
t+ 1, δc−

(
0 μi(t)

) (
ui(t)
yi(t)

)
−

∑
j �=i

(
0 μj(t)

)
uFBN
j (t, c)

)]
.

��%����.+ �������� %������������ ������5�� ���" � *��������� � ��� �.�*��� ViS
� %�[�" "�����. *����������� ���" ��+ � ��2���+S ��*�#�����5� � *������� �
�*�3*�u (

−ρt 0
0 1

2

(
μi(t)

′Ki(t+ 1)μi(t)− ρtεi(t)
)) .

X���. .������ �����" �����+ "������ ������������ �%��������S ��� �3��%�������
�������������� ��[���+ ����������.#$�� ������ "�*��"������& ��%����.+ "����
���%�������� ! *�/���������� ��+ ���! i ∈ N � t ∈ T \ {T }S %��.���" ���
���". R,-TS R,,TS ������������ ��[���� *������ ������������ ai1(t)S bi1(t)S ai2(t)
� bi2(t) �3��%������� �������������� ���������+ %� �/[. n,qo& �����S %��*���*.

Fi =
(
uFBN
i1 (t, c)

)2− εi(t)
2

(
uFBN
i2 (t, c)

)2
S .�������� y�"�������i	*�3�iw���"��� R,6T

� .����" ���� �.�*��� Vi(t, c) � ����������5� %�������+ %���%�[�" ��*u

Vi(t, c) = ρt
[(
uFBN
i1 (t, c)

)2 − εi(t)

2

(
uFBN
i2 (t, c)

)2]
+ Vi

(
t+ 1, δc−

∑
j∈N

μj(t)u
FBN
j2 (t, c)

)
,

���

1

2
c′Ki(t)c+ ki(t)

′c+ κi(t) = ρt
[(
ai1(t)

′c+ bi1(t)
)2 − εi(t)

2

(
ai2(t)

′c+ bi2(t)
)2]

+

+
[1
2

(
δc−

∑
j∈N

μj(t)
(
aj2(t)

′c+ bj2(t)
))′

Ki(t+ 1) + ki(t+ 1)′
]
×

×
(
δc−

∑
j∈N

μj(t)
(
aj2(t)

′c+ bj2(t)
))

+ κi(t+ 1).

8%������� ��������� � *�/�������� � *����������� � �������� ����+!S � ��*�
2� � ���5��"�"S �������+$�" �� cS %��!���" * ������[���+" R,0TpR,)T& ���*���*.
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Vi(t, c) %��������+�� ��3�� %��3 �� ���" i ∈ N � ���������� %� �/[. � �5��S
������#$���+ � "�"��� ���"��� t %�� ��3��� �����2�* cS �� Ji(u

FBN) = Vi(0, c0) ��+
i ∈ N & �����"� ��*�����& �

' �� � � � � � �� X ���������� %� �/[. �3s�" %����������� uFBN
i1 (t, c) �����+�

����*� �� ��3��� �����2�* ���" � �� �����+� �� "�"���� ���"���S � �� ���"+ *�*
�3s�" ���������� uFBN

i2 (t, c) �%�����+#��+ � ��3���" �����2�* ���"S � "�"����"
���"���& ���"� ��5�S �3s�" %����������� uFBN

i1 (t, c) � uOLN
i1 (t, c0) �"�#� �����*�� �

�.�*�������� � ���&

:�
��;� =� �
	��	���� �� � !� uFBN "�� #��$��% 	�"�	 ����	$% ����&���
� ����	����	�'(�� ���)$��

� 9&4&�� � �5 g1 � �5 g2

t = 0 t = 1 t = 2 t = 3 t = 0 t = 1 t = 2 t = 3

uFBN
1 (t) K.�... K��K.K K/�01� 2 K.�... K��?.? K?�?@/ 2

uFBN
2 (t) K.�... 1��1@A 1��0.� 2 K.�... K.��1K K.�??� 2

uFBN
3 (t) K.�... 1��1@A 1��0.� 2 K.�... K.��1K K.�??� 2

uFBN
4 (t) K.�... 1��1@A 1��0.� 2 K.�... 1���1� 1K�?/� 2

yFBN
1 (t) ?�.// ��K1� ��1�. 2 ?�.@� ��KKA ��1�. 2

yFBN
2 (t) ?�.K0 ��K�A ��1�. 2 ?�.K@ ��K�1 ��1�. 2

yFBN
3 (t) ?�.K0 ��K�A ��1�. 2 ?�.K@ ��K�1 ��1�. 2

yFBN
4 (t) ?�.K0 ��K�A ��1�. 2 ?���. ���.K ��1�. 2

cFBN
1 (t) �..�... �1�.K� �0�K/� �/�?@� �..�... �K�.@� �@�1KA �@�?.1
cFBN
2 (t) �..�... ����/? �K�K�/ ���/K. �..�... ���.KA �K�K�� ���?/K
cFBN
3 (t) �..�... ����/? �K�K�/ ���/K. �..�... ���.KA �K�K�� ���?/K
cFBN
4 (t) �..�... ����/? �K�K�/ ���/K. �..�... �..�.K0 �..�K�1 �.?�?/�

PFBN(t) �K.�... �1K�K�1 �1K�/.? 2 �K.�... �1��?@/ �1��.0K 2
JFBN
1 �� 110�.1A �@ K�.���0

JFBN
2 �/ A?/�?�. �/ 1@0�?AA

JFBN
3 �/ A?/�?�. �/ 1@0�?AA

JFBN
4 �/ A?/�?�. �. @���/��

� 9&4&�� � �5 g3 � �5 g4

t = 0 t = 1 t = 2 t = 3 t = 0 t = 1 t = 2 t = 3

uFBN
1 (t) K.�... K.�1K? K��0/0 2 �..�... �..�1K. �.��/10 2

uFBN
2 (t) K.�... K.�1K? K��0/0 2 �..�... ���10A ���/?? 2

uFBN
3 (t) K.�... 1��11/ 1��0?. 2 �..�... ���10A ���/?? 2

uFBN
4 (t) K.�... 1��11/ 1��0?. 2 2 2 2 2

yFBN
1 (t) ?�.A� ��KK0 ��1�. 2 ?�.�@ ���.? ��1�. 2

yFBN
2 (t) ?�.A� ��KK0 ��1�. 2 ?��/� ���?? ��1�. 2

yFBN
3 (t) ?�.K0 ��K�A ��1�. 2 ?��/� ���?? ��1�. 2

yFBN
4 (t) ?�.K0 ��K�A ��1�. 2 2 2 2 2
cFBN
1 (t) �..�... �K��.K �@�KA� �@�?K@ �..�... �K��0� �K�@.K ���.�?
cFBN
2 (t) �..�... �K��.K �@�KA� �@�?K@ �..�... ����KA �..�@@� �.?�.@0
cFBN
3 (t) �..�... �����K �K�K1? ���?�A �..�... ����KA �..�@@� �.?�.@0
cFBN
4 (t) �..�... �����K �K�K1? ���?�A 2 2 2 2

PFBN(t) �K.�... �1K�K�. �1K�?�? 2 ?..�... ����1/. �����K? 2

JFBN
2 �@ @0/�1.1 ?0 A/A�0��

JFBN
2 �@ @0/�1.1 ?� ??/�010

JFBN
3 �/ A0A�A1/ ?� ??/�010

JFBN
4 �/ A0A�A1/ 2
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�������+ ��*.$�! ��������� ! �3s�"�� %����������� uFBN
i (t) = uFBN

i1 (t, cFBN(t))S ���
�������� yFBN

i (t) = uFBN
i2 (t, cFBN(t))S �����2�* cFBN

i (t) ��+ *�2��� ���" %�� ������
����� %� �/[. � %�������� ! ������5�+! uFBN(t, c)S � ��*2� ��������� ! %��3 ���
JFBN
i u= Ji(c0, u

FBN, yFBN) = Ji(u
FBN) � ��*.$�! ��� PFBN(t)u= p −

∑
j∈N uFBN

j (t)S
t ∈ T \ {T }& w���� %����3� � ������ ���������+ � %�������� ! ������5�+! 3.���
%���������� � %& )S ����*� 3�5� � ������ ���.������� %�*�� ����S ��� ��+ ���! ����
�"�������" ! ����� ! ���.*�.� ��%���������� ��*�5� ��%� ������5��S �& �& *�5��
���" ���%���.#��+ * ��*.$�" �����2*�" *��*.������S � �� ����*� * ������� "S
%�����+�� ���" ���"�" ."���[��� ���� �����2*� � ����������& X �� 2� ���"+ *��
�������� ���"�*��*.������ �� � �*� "�2�� �5���� *�#���.# ����& ��5�� �� � �*�
%���.����.#� ��� �� ���" S ���������� %� �/[. � %�������� ! ������5�+! %���
����� ���"�" �.�[.# %��3 �� %� ��������# A �! %��3 ��# � ���������� � %���
5��""� ! ������5�+!& ���"� ��5�S %�� ��%���������� %�������� ! ������5�� ����
" � ���������� %�������+� 3���[� %���.*��� � *�2� � "�"��� ���"���& ��5�� ��
� �*� ��� ���" S /�� .2� �� �"��� "����&

H� ���@��� ��
����
�� ������B� ������
������@ �� 
��������� �� EF�
G%� (��� g ������" qU��XQ�����=S ���� ��+ �#3 ! i, j ∈ N S i �= jS � %���+���+ ������
���� |Ni(g)| = |Nj(g)| = q& ���������� " ��%�*��"S � *�����" %����!����� ���.[��
��� ��""���������� "�2�. ���"�"� � *�2��" �� ����"������ ! ����� %��"����
�5� S 3 �� ����& ��* ���������S �"���� ���� %����%�����+�� ����"�*. *��*.������
�%���3����� ���" � %������� ���������� � 3�����5� ���������+ %� �/[.& X ������
����� %� �/[. %�� ��.����� ����"����*�� �5� �� q���5.�+���� ���� �� . �����
���" �� ��3�#�����+ *��*.������� %���".$����� %���� *�*�����3� ��.5�� ����
"�� R� ����� ��������� ! �3s�"�� %�����������S ����������S �����2�* � ������TS
��� �3.�������� �����*�� "� ��!��� "� !���*�������*�"� ���"& ��� ������� %��
������+ ���" � %��"���! , � 0 3 �� ��%�������� ��������� � ��+ ������ 5�����
���.*�.� u �������+ R���� g3 � g4T � ������ R���� g1 � g4TS � ��*2� �������� � �����
��.��� ����+���� ���.*�.� � z�������������{ ���"�� R���� g2T& ����� ��������
3.�.� ����"����� ��� �������� ��"�����+ ����& ��������.+ %���!�� �� g1 * g2S
"�2�� %��+�� �����"���� ����� ��+�� � ������S �� g3 * g2 i �����"���� ����� ��+��
� �������� ����S *�5�� ��*�#����� ��+�� %������� * z�������������{ ���"�S ��!���
�++ %�� /��" ��+������ ������� !S �S ��*����S ������ %���!��� �� g2 * g4 %�������
� +���� /���*� *��������� ���" �� � �*� %�� �������� ����& X!��� "� %���"���
��"� ��+ ���! "������ ! ���.���� ��.2�� ���� � �� ��3�& , � 0&

���� ������	 
	�� �� �������  ����� 8�"���" /���*� ��3������+ ���
� ! ��+��� � ���� ��� .������+ �.$����.#$�! �� %��3 �� ���" � ���������� %�
�/[.& ����"���� %���3� ! /���*��� %������� ���"�S ��������.+�� �� ���# %���
3 ��S ������� ���3!���"���� %����"���� ��*.$�� ���.*�.� ����"�����[���� ��
����"� *��*.�����"�&

E�I��
���� �� �� ��.! ���" 3|���[.# %��3 �� �"��� ��S . *������ 3���[�
%�+" ! ������� R%�� %����! ���� !T&

x�� � ��� ������� �� ��%������������" ��������� %��3 ���S �������+ *���� !
%���������� � ��3�& , � 0&

E�I��
���� �� �� %��3 �� �#3�� ���" ���+#� ��� ��+�� � ����S ��2� ��S
� *���� � ���"� �� ��������� ��%������������& r����������� ��"������ %��3 ���
��3�#�����+ . ��! ���"S *���� � ��%������������ .�����.#� � �������� ��� .�����
��� ��+��&

x�� "�2�� ��"����� �� ���� !S %����������� ! � ��3�& 4& X ��� ΔJOLN
i �ΔJFBN

i
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%�*�� ��#� ������������� ��"������ �3$�� %��3 �� ���" iS � ��2����� � %���
�����!S %�� ��"������ ����S *�5�� ���" %�����2���#��+ ���������� � %��5��""�
� ! � %�������� ! ������5�+! ��������������& ��%��"��S %�� %���!��� �� ���� g2
* ���� g3 ���" 0 � ) R*���� � �����#� ��+�� "�2�. ��3��T %��.��#� ��"��� �
%������ %��3 ��S � . ���" , � 4 %��3 �� ������������� ."���[����+&
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��;� >� *�	��	����+����+ �
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�:6 � �& ΔJOLN
1 ΔJOLN

2 ΔJOLN
3 ΔJOLN

4 ΔJFBN
1 ΔJFBN

2 ΔJFBN
3 ΔJFBN

4
g1 → g2 −�0�@0. ��?KA ��?KA −?��?@� −�0�AK. ��1K? ��1K? −?.��0�
g2 → g1 �1��A. −��?@K −��?@K ?1�..? �1�.@� −��1A� −��1A� ?@�0K�
g2 → g3 −��.1. ?.��00 −��/.0 ?@��A@ −��0@0 ?.��?. −��AK� ?@�@�1
g3 → g2 ��.K? −�1�/�1 ��/?� −?��?// ��0K@ −�1�/.� ��@�0 −?��.1?
g2 → g4 0@�?�/ AA�/0� AA�/0� 2 0A�?AK A0���/ A0���/ 2
g4 → g2 −/��@00 −/A�@?@ −/A�@?@ 2 −/���A1 −/A��0@ −/A��0@ 2

E�I��
���� (� 
��������� %��3 �� � ���������� %���� .������+ ��+�� 3���[�
. ��! ���"S �����+"� *���� ! �� +��+���� �� ���� ���"�S .������[�+ ��+��&

��%��"��S %�� %���!��� �� ���� g3 * g2 %���2������ � /���*� . ���" 4 � [�S
��" . ���" ,&

E�I��
���� H� ��2��� ���"� � 5���� ����"����+ * ."���[���# *���������
����! *��*.������ �� � �*�S � �������������S * "���%����&

���3���[�� /���*� � %������� %��3 �� � +��+���+ %�� %���!��� �� ���� g2
* g4S ��� "�2�� ��*2� ���*������ *�* .!�� ���" ) � � �*�& � � �3����.# ������.u
%�� %�+������ �� � �*� ����5� .������*� %��3 �� �.$����.#$�! ���" ��"����
�������+S � �5� �!�� "�2�� 3 �� ��3��*������&

���� ������	 
	�� �� �	!�"�	 �	��� �� �����5�� � %& )&, ����� ��"���"
/���*� ��3������+ ��� ! ��+��� � ���� ��� .������+ �.$����.#$�! �� ��*.$.#
���. ������ %���.*��� �� � �*�S *�5�� ���" %�����2���#��+ ���������+ %�
�/[.& ����"���� %���3� ! /���*��� %������� ������� � ��� � ���+��� ���.*�.� 
����"�����[���+ ���" �� *�����.# ���. %���.*��� ��+ %����3����+& ��%����.+
���� � ��3�& , � 0S � �����" ����������� � ��"�����+ ��*.$�! ���S � ��2��� �
� %�������!S %�� ��"������ ����S *�5�� ���" %�����2���#��+ ����������5� %����
����+& (���������.#$�� �������+ �3������" �����ΔPOLN(t) �ΔPFBN(t) � %������"
� ��3�& )&

:�
��;� ?� *�	��	����+����+ ��&�(�% �
	��	���$% ��� & �-.�����' ����
/���������+��� �-.������0 12

�:6 � �& ΔPOLN(0) ΔPOLN(1) ΔPOLN(2) ΔPFBN(0) ΔPFBN(1) ΔPFBN(2)
g1 → g2 .�... .�?/. .�0A1 .�... .�?.A .�0�K
g2 → g1 .�... −.�??� −.�0AA .�... −.�?.0 −.�0�1
g2 → g3 .�... −.�??K −.�0A0 .�... −.�?.K −.�0??
g3 → g2 .�... .�??� .�0A@ .�... .�?.K .�0?0
g2 → g4 ������ ���/A@ ���A�@ ������ ���0�1 ���@�?
g4 → g2 −�.�... −�.���K −�.�/�� −�.�... −�.�?01 −�.�0@K

E�I��
���� J���� ��!������� *��������� .������*�� �� � �*� ������+ ���.*�
�.�� �� �*�� ���� �*������3� �����"�5� ���+��+ �� ��*.$�� ��� & ���� 2� �����
.������*�� �� � �*� ."���[����+ R.�����������+TS �� /�� %������� * ��"����".
����. R���2���#T ��*.$�� ��� �� %���.*��#&
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������ .����2����� ��5*� �3s+�����S �%���+�� �� ���� � ��3�& )u � ��.��� %���
�.�����+ ��� ��! ���" ��"������ ��*.$�! ��� � ���������� �� %��� [��� -&6} %��
��"������ *����5.����� ����v %���!�� 2� �� ���� g2 * g4S �& �& .!�� ���" ) � � �*�S
%�����+�� �����[�"�+ ���"�" %�� ���� ��*.$�� ��� �� %���.*��# *�* "���"."
�� ,,}& ��*2� ��"���"S ��� � ."���[����" R.���������"T *��������� ���" �3$��
�3s�" %��������"�5� ������ �� � �*� � ���������� %� �/[. ���2����+ R����������TS
��� ����.�� �� ���� �3������ �.�*��� �%����&

���� ������	 
	�� �� ���	#	��	  ����� �� ��������� %����������� !
���.������� "�����������+ %������" ��3�#�����S *������ "�2�� ������� ���������
� " ��������" � �������������" %�������� ���" %�� ���������� ���������+ %�
�/[. � ��.! *�����! ������5��&

E�I��
���� K� X ���������� %� �/[.S ���� ���"� i � ���� �"��� 3���[� ��+���S
��" ���"� j (ci0 = cj0)S �� � .�����+! ���������+ �u

• %��5��""� ! ������5�+! uOLN
i (t) � uOLN

j (t)S yOLN
i (t) � yOLN

j (t)S ��� %�����+��
���"� i %���������� � ������������� �� "���[� ���" jv

• %�������� ! ������5�+! uFBN
i (t) � uFBN

j (t)S �� yFBN
i (t) � yFBN

j (t)S ��� %�����
�+�� ���"� i %���������� �� "���[�S � ������������� �� 3���[� ���" j&

x�� ��3�#����� ����.�� �� ������� ��3�& , � 0 � "�2�� 3 �� �3s+����� �%����
��*�� ������.�" ! ������5�� i �� ���"��� ��� �� ���"��� � ��*.$�5� �����+��+
�����2�*&

����
L
����� ��� �����*���" *��������� ���" �� � �*� ��������"� �� ����
� *����� ������5�� R%��5��""� � ��� %�������� �T ��*.$�� �3s�" %�����������
� ���������� %� �/[. 3.��� � [� . ��� ���" S *�����+ �"��� ���*�� ��*.$��
�����2*�&

� � * � � � � � � � � � � �& ���*���*. � ���������� %� �/[. ��+ �#3 ! i ∈ N � t ∈
T \ {T } uNi (t) =

p−(n+1)cNi (t)+
∑

j∈N cNj (t)

n+1 R�"& ��*����������� �����" , � 0TS �� �� �����

������� cNi (t) < cNj (t)S 5�� j �= iS ����.��S ��� uNi (t) − uNj (t) = cNj (t) − cNi (t) > 0S

� uNi (t) > uNj (t)& r���� ���!��� ����*� N �3�������� %��������������� %�������� � ���
���2*� � ���������� %� �/[. R� *����� *�* %��5��""� ! ������5��S ��* � � *�����
%�������� !T&

���� ������$ 
	�� �� ��#	�%!�  ����� 8����" �.�������������� ������
2�* ���" � ���������� %� �/[. * ��"�����# ����& X ��3�& 6 %������� �������
����� � ��"�����+ ��������� ! �����2�* R� }T %�� %���!��� �� ����� ���� * ��.5��S
*���� � ������� �� ���� ! �� %��"���� ,S 0&

E�I��
���� M� X ���������� %� �/[. � *����� %�������� ! ������5�� �����2�
*� ���" "���� �.���������� * ���� �. ��+��S � *������ ��� .�����.��S ��" � *����
�� %��5��""� ! ������5��& X ���������� %� �/[. � *����� %��5��""� ! ������5��
�����2*� ���" 3���� �.���������� * ���� �. ��+��S � *������ ��� �� .�����.��S
��" � *����� %�������� ! ������5��&

�������������S ���������� �3������ ���"���� �� %���!�� �� ����� ���� * ��.�
5��S %�� *���� ! .���+���� ���� ��+��u �� g1 * g2 � �� g3 * g2& x�� ��3�#����� "�2��
����".�������� %���3� " �3����" � � �3����.# ������.S ��"���� .������� ��+�� ��
�� ��3�������&

J� '�!�������� X ������ %�����2��� � ����������� ����"����*�+ "����� *����
���������� *��*.������S �*�#��#$�+ � ��3+ �������������� %�������� ���" � .����
��+! �! ������5� ����"��������+& (���".������� .����2����+S !���*�����.#$��
���������� %� �/[. � *�����! %��5��""� ! � %�������� ! ������5��S ��� %�����+��
���"�" ���%�������� ���� %�������� * �����"����S *������ ��� ���%���5�#� � "��
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�:6 � �& �&!6� i ΔcOLN
i (1) ΔcOLN

i (2) ΔcOLN
i (3) ΔcFBN

i (1) ΔcFBN
i (2) ΔcFBN

i (3)
g1 → g2 � ��.A/ ?��0? /�?0A ��..? ?�.@� /��A�

? −.�... −.�... −.�... −.�.0K −.�.1A −.�.K.
/ −.�... −.�... −.�... −.�.0K −.�.1A −.�.K.
0 ��./� ?�.@1 /�.@� .��@� ���0A ?��/0

g2 → g1 � −��.0? −?�.�1 −/��0/ −.���? −?�.�� −/�.@?
? .�... .�... .�... .�.0K .�.1A .�.K.
/ .�... .�... .�... .�.0K .�.1A .�.K.
0 −��.?K −?�.?A −?��1. −.��A? −���.K −?�KA.

g2 → g3 � .�..� .�..? .�..? .�.0K .�.1@ .�.K?
? −��.// −?�.A@ −/�.0� −.��K@ −���K0 −?��1A
/ .�../ .�..A .�..A .�.// .�.A/ .�.A1
0 −��.?@ −?�.?. −?��@@ −.��@@ −���/. −?�K1/

g3 → g2 � −.�..� −.�..? −.�..? −.�.0K −.�.1@ −.�.K?
? ��.0/ ?�.�� /��0A .���A ?�.?0 /�.@1
/ −.�../ −.�..A −.�..A −.�.// −.�.A/ −.�.A1
0 ��./@ ?�.@? /�.A@ .��1A ���@K ?��AK

g2 → g4 � .�11� ��@K� ?�@�A .��.A ��KK/ ?���@
? .�K.A ��@�� ?�@@� .��.K ��K@/ ?�K01
/ .�K.A ��@�� ?�@@� .��.K ��K@/ ?�K01
0 2 2 2 2 2 2

g4 → g2 � −.�11/ −��@A/ −?�@?0 −.�K�1 −��K0K −?�K//
? −.�1�� −��@1. −?�@.. −.��.. −��K?� −?�1@K
/ −.�1�� −��@1. −?�@.. −.��.. −��K?� −?�1@K
0 2 2 2 2 2 2

"��� %���+��+ ��[����& ��*�����S ��� %��������������� %�������� ���" � ������
����� %� �/[. �"��� �����*�� � �.�*�������� � ��� ��+ ��.! ����"�������" !
*������ ������5��& ���"���+ �� ��S ��� ����������*�� �3��������� %�������� ��+
/*��5����5� ������+ �����S ��%.�*����+ �! �������� � ���� � "�"��� ���"���u %���
������������� �.�������������� ���������+ %� �/[. � %���%���2���� ����"�������
���� �� ���" %���+2���� �5� � %�� �����*�� ! "������ ! %���"����! . ���! ���"S
���3 � ������ �"���� /���*� S �����*�#$�� �� ���.*�.� ��+���& w.�.�� �����
� " ��.���"S ������ ����������.#$�! ���������� ��" �� "���� %������� ������� �+�
�������� ! ��3�#�����& 
 ����� �� 3.��" �! ��� %��������S � ��[� ��������"�+
�� ���3���� %�*�������� !& X��%��� !S �3���.2���S ��� %�� %����+���" *���������
���" �� � �*� ���� �� �*�� ���� �����"�5� ���+��+ �� ��������� � ��� ��+ %��
���3����+S ����*� � ."���[����" *��������� ���" ��3�#�����+ ���� �����������
��� & X������ !S ."���[���� *��������� ���" �� � �*� �������� � 5���� ������
[�"�+ ���"�"S %��*���*. /�� %������� * �$.��"�". .��������# �! ��������� !
%��3 ��� R*�* %�*�� ��#� ��3�#����+S *�* "���"." �� )6}T& ��*����S ������ %���
3 ��� ���" � ���������� %� �/[. ��"�������.�� %���".$����� R!��� � �� �����
�.$���������T %�������� ! ������5�� %���� %��5��""� "� %��*�����*� ��+ ���!
���.������� "�����������+S ��� "�2�� �3s+��+���+ ���*���� ���" �� ��*.$�� ���
���2*�S � �� ����*� �� ������� �& �������S �������� " � %�*� ��*� � " �������+
������ ����������5� %�������+ ���" � ��"*�! ����"�������� "����� %�� /���5���
��" ���"�������� ����& ��*�� ������������ 3.��� %�������� � �������[�"&
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 S"C�� @�
 P�I),"� G� 8�
 %�B�K+� "� " J�
 R�!-# .� dPCmGIZ JV]PE >> [PWHPm GS
yNGRG]HN gCMFHPE� ?.�.� bGc� 11� �̀ ?�K2?00�

/� P�I),"� G� 8�
 &��"A R� �V]PE GR RPCmGIZE >> eVRFLGGZ GS JV]P CBPGIU mHCB PNGRG]HN VDDcHNV	
CHGRE > PFE �̀ zGMRJ+ g� qV]HI� O]ECPIFV]7 ycEPWHPI gNHPRNP+ ?.�A� bGc� 0� �̀ �A2�@0�

0� ������� T� �� �$!� & % �& >> ��� 6��&4 %��, � (!&, &$! &   �!&9(h �&,� ?.�.� �� ?� l ��
�� �.12�?0�

A� S"C�� @�
 G"!�B�KS"�7�-��7 P� .� [�� RPCmGIZE >> {BP [Od� �GMIRVc GS yNGRG]HNE� ?..��
bGc� /?� d 0� �̀ @K@21.1�

@� &'�" P�
 U- P� O FURV]HN VRVcUEHE GS NGIDGIVCP HRWPEC]PRCE VRF P]HEEHGR CV| DGcHNU HR VR GcHJGDGcU
]VIZPC mHCB RPCmGIZ P|CPIRVcHCU >> aDPIVCHGRE [PEPVINB TPCCPIE� ?.?.� bGc� 0�� �̀ K�2K/�

1� 6���-�- +�
 .�H(�!>-�- .� �URV]HN [�� mHCB EDHccGWPIE7 _G]DPCHCHGR WE NGGDPIVCHGR >> �GMIRVc
GS yNGRG]HN �URV]HNE � _GRCIGc� ?..�� bGc� //� �̀ A@K2AK?�

K� V����,>�! 6�
 6��#W"K�!H��B"� ��
 &��"A R� �BGsE mBG HR RPCmGIZE� �VRCPF7 {BP ZPU DcVUPI >>
yNGRG]PCIHNV� ?..@� bGc� 10� d A� �̀ �0./2�0�1�

�� S"C�� @�
 P",'- @� dPCmGIZE GS NGccVLGIVCHGR HR GcHJGDGcU >> �V]PE VRF yNGRG]HN ~PBVWHGI� ?../�
bGc� 0/� d �� �̀ A12KA�

�.� VA�"X P�
 S����)"F�", P�
 Y��HF�!�! *� �McCH]VIZPC GcHJGDGcU7 ECIVCPJHN EMLECHCMCPE VRF NG]DcP	
]PRCE >> �GMIRVc GS `GcHCHNVc yNGRG]U� ��KA� bGc� �/� d /� �̀ 0KK2A���

��� V!�H"A��W� R�
 Y!��>"� +� `MLcHN JGGFE HR RPCmGIZE >> �GMIRVc GS yNGRG]HN {BPGIU� ?..1�
bGc� �/A� �̀ 01K20�0�

�?� �7�!-� -, 6�
 6'�� V�K.�
 .A 6�KZ�
 [��B R�K6� O CmG	EPNCGI ]GFPc GS PRFGJPRGME JIGmCB mHCB
cPHEMIP P|CPIRVcHCHPE >> �GMIRVc GS yNGRG]HN {BPGIU� ?.�/� bGc� �0K� �̀ K0/2KA1�
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