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ВВЕДЕНИЕ 

Новый подход к разработке численных решений интегральных 

уравнений часто связан с применением интерполяции. К известным методам 

решения интегральных уравнений Вольтерра второго рода относятся, прежде 

всего, метод трапеции и метод Симпсона. Метод трапеции довольно прост в 

использовании. Это следует отнести к преимуществам данного метода. Как 

известно, при проверке результата решения часто используется несколько 

различных методов. Поэтому желательно применять несколько различных 

методов для решения одного и того же уравнения. Следует отметить, что 

различные типы сплайнов довольно часто используются при решении задач 

интерполяции. Кратко напомним одну из главных причин их широкого 

использования. 

Пусть 𝑃𝑛- интерполяционный многочлен, который решает задачу 

интерполяции Лагранжа, когда мы используем значения функции Рунге в 

равноудаленных узлах на интервале [−1,1]. Как известно (факт был 

установлен Рунге в 1901 году), верно следующее соотношение: 

|| 𝑓 − 𝑃𝑛 ||  →  ∞    где    𝑛 →  +∞. 

Таким образом, последовательность интерполяционных многочленов 

𝑃𝑛 не стремится к функции Рунге, когда n стремится к бесконечности. Таким 

образом, при решении различных задач математической физики широко 

используются сплайны. Следует отметить, что работы [1]-[34] относятся к 

числу множества работ, посвященных численным методам решения 

интегральных уравнений Вольтерра. В [1] авторы обсуждают 

сверхсходимость “интерполированных” решений коллокации для слабых 

сингулярных интегральных уравнений Вольтерра второго рода. В работе [2] 

рассматривается метод Рунге-Кутта 6-го порядка с семиступенчатым 

методом нахождения численного решения интегро-дифференциального 

уравнения Вольтерра. В работе [2] интегральный член в интегро-
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дифференциальном уравнении Вольтерра был аппроксимирован с 

использованием численного метода интерполяции Лагранжа. В работе [3] 

представлено численное решение  интегральных уравнений Вольтерра-

Фредгольма со слабой особенностью. В [3] представлен новый 

вычислительный метод, основанный на B-сплайнах. В работе [4] обсуждается 

численное решение класса слабых сингулярных интегральных уравнений 

Вольтерра. В работе [4] для решения проблемы сингулярности решения 

применяется дробная интерполяция Лагранжа, и разрабатываются 

эффективные методы граничных значений дробной коллокации. В работе [5] 

метод радиальных базисных функций используется для решения 

интегрального уравнения Вольтерра. Новый метод коллокации для 

численного решения интегральных уравнений Фредгольма, Вольтерра и 

смешанных уравнений Вольтерра-Фредгольма второго рода был представлен 

в работе [6]. В работе [7] было предложено квадратичное правило для 

численного решения линейных и нелинейных двумерных интегральных 

уравнений Фредгольма на основе квазиинтерполяции сплайнами. 

Использование локальных полиномиальных и неполиномиальных 

сплайнов позволяет нам построить новые методы решения интегрального 

уравнения Вольтерра второго рода. В статье [8] обсуждается использование 

полиномиальных и неполиномиальных сплайнов третьего порядка 

аппроксимации. Эти сплайны показали хорошую численную устойчивость и 

подходят для построения решений как на однородной, так и на неоднородной 

сетке узлов. 

В исследовании [11] предлагается применять методы машинного 

обучения при численном решении систем обыкновенных дифференциальных 

уравнений (ODEs). 

В статье [12] исследуется применение аппроксимаций с сохранением 

положительности для решения двумерной модели Лотки-Вольтерра 

"хищник-жертва", с мультипликативными «шумами». 
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Интегральные уравнения Вольтерра с вырожденными ядрами играют 

важную роль в теории эволюционирующих динамических систем в 

экономике, экологии и энергетике. В статье [13] представлена новая 

численная схема решения интегральных уравнений Вольтерра первого рода с 

кусочно-непрерывными ядрами. В статье [19] предлагается численная схема 

решения линейных интегральных уравнений Вольтерра первого род 

дробного порядка  с кусочно-непрерывными ядрами. Разработанный подход 

основан на методе полиномиальной коллокации и эффективно 

аппроксимирует  слабо сингулярные интегралы. 

В работах [14], [18] исследуются стохастические интегральные 

уравнения Вольтерра, работы [15] и [17] посвящены численному решению 

линейных интегральных уравнений Вольтерра–Фредгольма второго рода. 

Эти интегральные уравнения обычно используются в математической физике 

для решения многих задач. Приведены численные примеры, проводится 

сравнение между численными результатами. 

В статье [16] представлено решение задачи идентификации нелинейной 

системы на основе модели Вольтерра. В представленной работе для 

идентификации нелинейной системы с дискретным временем используется 

новый алгоритм оптимизации на основе совокупности, широко известный 

как алгоритм синус-косинуса (SCA). 

Преимущества барицентрической рациональной интерполяции (BRI), 

введенной Флотером и Хорманном, включают стабильность интерполяции, 

отсутствие полюсов и высокую точность для любой достаточно гладкой 

функции. Авторы в статье [20] разрабатывают преобразованную схему BRI 

для решения двумерного дробного интегрального уравнения Вольтерра, 

решение которого может быть негладким, поскольку его производные могут 

быть неограниченными вблизи границы интегральной области. 

В статье [21] представлен универсальный метод оптимизации 

структуры и  мощности изолированных энергосистем на примере реальной 

туристической базы. Для оптимального управления процессами зарядки и 



7 
 

разрядки, а также определения режимов работы аккумуляторных батарей 

использовалась модель, основанная на нелинейных интегральных уравнениях 

Вольтерра, которая учитывает нелинейную зависимость эффективности от 

состояния заряда. 

В статье [23] вводится метод разделения шага θ для решения 

стохастических интегральных уравнений Вольтерра с общими гладкими 

ядрами и приведены некоторые численные эксперименты для проверки 

теоретических результатов. 

В исследовании [24] решение обратных переходных задач механики 

стержней основано на методе функций влияния. С его применением обратная 

задача сводится к решению системы интегральных уравнений типа 

Вольтерра первого рода во времени относительно искомой внешней осевой 

нагрузки упругого стержня. 

В статье [25] представлена математическая модель операционного 

риска для расчета вероятности, которая представлена в виде интегро-

дифференциальных уравнений Вольтерра и решается методом декомпозиции 

Адомиана, в [28] представлен метод  для верификации численных 

результатов решения интегральных уравнений Вольтерра с вырожденными 

ядрами 

Основной целью работы [26] является исследование приближенных 

решений нечетких интегральных уравнений Вольтерра (как линейных, так и 

нелинейных) с вырожденным ядром с помощью метода гомотопического 

анализа. В статье [27] приводится новый метод решения стохастических 

нелинейных интегральных уравнений Вольтерра с использованием  

операционной матрицы Лежандра. 

В статьях [29] и [34] приведены эффективные численные методы для 

решения линейных интегральных уравнений Вольтерра и интегро-

дифференциальных уравнений Вольтерра первого и второго рода с 

экспоненциальными, сингулярными, регулярными ядрами и ядрами типа 

свертки. Эти методы основаны на применении полиномов Лагерра и 
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полиномов Тушара. Все вычисления и графики выполнены с применением 

программы MATLAB. 

В статье [30] метод коллокации, основанный на двумерной 

барицентрической интерполяции Гегенбауэра, используется для решения  

специальных двумерных интегральных уравнений Фредгольма-Вольтерра. 

В статье [32] исследуются линейные интегральные уравнения 

Вольтерра второго рода с разрывным ядром, полученные из задач 

выравнивания нагрузки и энергетической системы. Для решения этой задачи 

предложен метод гомотопических возмущений. В [33] авторы 

аппроксимируют общую неподвижную точку двух операторов, 

удовлетворяющих рациональным условиям сжатия, с помощью 

итерационных схем типа Юнга в комплекснозначных банаховых 

пространствах. 

В данной работе локальные сплайновые аппроксимации используются 

для построения расчетных формул для решения интегрального уравнения 

Вольтерра. Здесь мы используем как полиномиальные, так и 

неполиномиальные сплайны четвертого порядка аппроксимации.  

В разделе 1 обсуждаются свойства локального многочлена, 

полиномиально-тригонометрических сплайнов и интегродифференциальных 

сплайнов четвертого порядка аппроксимации.  

В разделе 2 рассматривается использование для построения решения 

интегрального уравнения не только полиномиальных и неполиномиальных 

локальных сплайнов лагранжева типа, но и интегродифференциальных 

сплайнов четвертого порядка приближения. В результате интегро-

дифференциальные сплайны дают меньшую погрешность, но в этом случае 

предполагается, что значения интегралов по интервалам сетки известны. 

Здесь также предлагается модификация метода Симпсона, в которой 

применяются сплайновые аппроксимации. 
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ФОРМУЛИРОВКА ПРОБЛЕМЫ 

 

Предположим, что система функций 𝜑𝑖(𝑥) образует систему Чебышева. 

Мы определяем основные сплайны на интервале [𝑥𝑗 , 𝑥𝑗+1], решая систему 

уравнений (вслед за профессором С.Г. Михлиным мы называем эту систему 

фундаментальными соотношениями)  

∑ 𝜑𝑖(𝑥𝑘)𝑤𝑘(𝑥) = 𝜑𝑖(𝑥)

𝑘𝑚

𝑘=𝑘0

, 𝑖 = 1, … , 𝑚 + 1.         (1) 

Здесь 𝑘𝑚 − 𝑘0 = 𝑚 + 1. 

Мы считаем, что определитель этой системы отличается от нуля. При 

различном выборе функций 𝜑𝑖(𝑥) и целого числа 𝑘0 , 𝑘𝑚 мы получаем 

базовые сплайны, подходящие для аппроксимации в начале интервала [𝑎, 𝑏], 

в середине интервала или в конце интервала [𝑎, 𝑏]. В случае полиномиальной 

системы 𝑥𝑖 фундаментальная система (1) имеет вид 

∑ 𝑥𝑘
𝑖 𝑤𝑘(𝑥) = 𝑥𝑖

𝑘𝑛

𝑘=𝑘0

, 𝑖 = 1, … , 𝑚 + 1, 𝑥 ∊ [𝑥𝑗 , 𝑥𝑗+1]. 

В этой работе мы сосредоточимся на сплайнах четвертого порядка 

аппроксимации. Поэтому в нашем случае мы рассматриваем 𝑚 = 3. Таким 

образом, существует четыре уравнения и четыре неизвестные базисные 

функции 𝑤𝑘(𝑥). 

Выделим важные особые случаи. Предположим, что носитель сплайна 

занимает интервал [𝑥𝑗−3, 𝑥𝑗+1]. Сплайны 𝑤𝑗, подходящие для аппроксимации 

вблизи левого конца интервала [𝑎, 𝑏], могут быть получены, когда 𝑘0 = 𝑗, 

𝑘𝑚 = 𝑗 + 3. В этом случае должно выполняться условие 𝑗 = 0, . . . , 𝑛 − 2. 

Предположим, что носитель сплайна занимает интервал [𝑥𝑗−2, 𝑥𝑗+2]. Сплайны 

𝑤𝑗, подходящие для аппроксимации в середине интервала [𝑎, 𝑏], могут быть 

получены, когда 𝑘0 = 𝑗, 𝑘𝑚 = 𝑗 + 3. В этом случае должно выполняться 
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условие 𝑗 = 0, … , 𝑛 − 2. Предположим, что носитель сплайна занимает 

интервал [𝑥𝑗−2, 𝑥𝑗+2]. Сплайны 𝑤𝑗, подходящие для аппроксимации вблизи 

правого конца интервала [𝑎, 𝑏], могут быть получены, когда 𝑘0 = 𝑗 − 1, 

𝑘𝑚 = 𝑗 + 2. В этом случае должно выполняться условие 𝑗 = 2, … , 𝑛. 

В следующем подразделе мы подробнее рассмотрим кубические 

полиномиальные сплайны. 

 

Кубические полиномиальные сплайны 

 

Сначала напомним особенности аппроксимации функций сплайнами 

вблизи правого конца интервала [𝑎, 𝑏], вблизи левого конца интервала [𝑎, 𝑏] 

и в середине интервала. Пусть {𝑥𝑗} - множество узлов на интервале [𝑎, 𝑏]. 

Базисные сплайны, образующие непрерывную полиномиальную 

аппроксимацию в интервале 𝑥 ∈ [𝑥𝑗 , 𝑥𝑗+1]  ⊂ [𝑎, 𝑏], могут быть записаны 

следующим образом: 

𝜔𝑗
𝑀(𝑥) =

(𝑥 − 𝑥𝑗+1)(𝑥 − 𝑥𝑗+2)(𝑥 − 𝑥𝑗+3)

(𝑥𝑗 − 𝑥𝑗+1)(𝑥𝑗 − 𝑥𝑗+2)(𝑥𝑗 − 𝑥𝑗+3)
, 𝑥 ∈ [𝑥𝑗+1, 𝑥𝑗+2], 

𝜔𝑗
𝑀(𝑥) =

(𝑥 − 𝑥𝑗+1)(𝑥 − 𝑥𝑗−1)(𝑥 − 𝑥𝑗+2)

(𝑥𝑗 − 𝑥𝑗+1)(𝑥𝑗 − 𝑥𝑗−1)(𝑥𝑗 − 𝑥𝑗+2)
, 𝑥 ∈ [𝑥𝑗 , 𝑥𝑗+1], 

𝜔𝑗
𝑀(𝑥) =

(𝑥 − 𝑥𝑗−1)(𝑥 − 𝑥𝑗−2)(𝑥 − 𝑥𝑗+1)

(𝑥𝑗 − 𝑥𝑗−1)(𝑥𝑗 − 𝑥𝑗−2)(𝑥𝑗 − 𝑥𝑗+1)
, 𝑥 ∈ [𝑥𝑗−1, 𝑥𝑗], 

𝜔𝑗
𝑀(𝑥) =

(𝑥 − 𝑥𝑗−1)(𝑥 − 𝑥𝑗−2)(𝑥 − 𝑥𝑗−3)

(𝑥𝑗 − 𝑥𝑗−1)(𝑥𝑗 − 𝑥𝑗−2)(𝑥𝑗 − 𝑥𝑗−3)
, 𝑥 ∈ [𝑥𝑗−2, 𝑥𝑗−1], 

𝜔𝑗
𝑀(𝑥) = 0, 𝑥 ∉ [𝑥𝑗−2, 𝑥𝑗+2]. 

Непрерывная полиномиальная аппроксимация 𝑈𝑗
𝑅(𝑥) вблизи левого 

конца интервала [𝑎, 𝑏] использует правый базисный сплайн 𝜔𝑗
𝑅(𝑥) вида: 

𝜔𝑗
𝑅(𝑥) =

(𝑥 − 𝑥𝑗+1)(𝑥 − 𝑥𝑗+2)(𝑥 − 𝑥𝑗+3)

(𝑥𝑗 − 𝑥𝑗+1)(𝑥𝑗 − 𝑥𝑗+2)(𝑥𝑗 − 𝑥𝑗+3)
, 𝑥 ∈ [𝑥𝑗 , 𝑥𝑗+1], 



11 
 

𝜔𝑗+1
𝑅 (𝑥) =

(𝑥 − 𝑥𝑗)(𝑥 − 𝑥𝑗+2)(𝑥 − 𝑥𝑗+3)

(𝑥𝑗+1 − 𝑥𝑗)(𝑥𝑗+1 − 𝑥𝑗+2)(𝑥𝑗+1 − 𝑥𝑗+3)
, 𝑥 ∈ [𝑥𝑗 , 𝑥𝑗+1], 

𝜔𝑗+2
𝑅 (𝑥) =

(𝑥 − 𝑥𝑗)(𝑥 − 𝑥𝑗+1)(𝑥 − 𝑥𝑗+3)

(𝑥𝑗+2 − 𝑥𝑗)(𝑥𝑗+2 − 𝑥𝑗+1)(𝑥𝑗+2 − 𝑥𝑗+3)
, 𝑥 ∈ [𝑥𝑗 , 𝑥𝑗+1], 

𝜔𝑗+3
𝑅 (𝑥) =

(𝑥 − 𝑥𝑗)(𝑥 − 𝑥𝑗+1)(𝑥 − 𝑥𝑗+2)

(𝑥𝑗+3 − 𝑥𝑗)(𝑥𝑗+3 − 𝑥𝑗+1)(𝑥𝑗+3 − 𝑥𝑗+2)
, 𝑥 ∈ [𝑥𝑗 , 𝑥𝑗+1]. 

Аппроксимация с помощью этих базисных сплайнов может быть 

записана в виде: 

𝑈𝑗
𝑅(𝑥) = 𝑢(𝑥𝑗)𝜔𝑗

𝑅(𝑥) + 𝑢(𝑥𝑗+1)𝜔𝑗+1
𝑅 (𝑥) +   

𝑢(𝑥𝑗+2)𝜔𝑗+2
𝑅 (𝑥) +   𝑢(𝑥𝑗+3)𝜔𝑗+3

𝑅 (𝑥). 

Непрерывная полиномиальная аппроксимация 𝑈𝑗
𝐿(𝑥) вблизи правого 

конца интервала [𝑎, 𝑏] использует левый базисный сплайн 𝜔𝑗
𝐿(𝑥) вида: 

𝜔𝑗−2
𝐿 (𝑥) =

(𝑥 − 𝑥𝑗−1)(𝑥 − 𝑥𝑗)(𝑥 − 𝑥𝑗+1)

(𝑥𝑗−2 − 𝑥𝑗−1)(𝑥𝑗−2 − 𝑥𝑗)(𝑥𝑗−2 − 𝑥𝑗+1)
, 𝑥 ∈ [𝑥𝑗 , 𝑥𝑗+1], 

𝜔𝑗−1
𝐿 (𝑥) =

(𝑥 − 𝑥𝑗−2)(𝑥 − 𝑥𝑗)(𝑥 − 𝑥𝑗+1)

(𝑥𝑗−1 − 𝑥𝑗−2)(𝑥𝑗−1 − 𝑥𝑗)(𝑥𝑗−1 − 𝑥𝑗+1)
, 𝑥 ∈ [𝑥𝑗 , 𝑥𝑗+1], 

𝜔𝑗
𝐿(𝑥) =

(𝑥 − 𝑥𝑗−2)(𝑥 − 𝑥𝑗−1)(𝑥 − 𝑥𝑗+1)

(𝑥𝑗 − 𝑥𝑗−2)(𝑥𝑗 − 𝑥𝑗−1)(𝑥𝑗 − 𝑥𝑗+1)
, 𝑥 ∈ [𝑥𝑗 , 𝑥𝑗+1], 

𝜔𝑗+1
𝐿 (𝑥) =

(𝑥 − 𝑥𝑗−2)(𝑥 − 𝑥𝑗−1)(𝑥 − 𝑥𝑗)

(𝑥𝑗+1 − 𝑥𝑗−2)(𝑥𝑗+1 − 𝑥𝑗−1)(𝑥𝑗+1 − 𝑥𝑗)
, 𝑥 ∈ [𝑥𝑗 , 𝑥𝑗+1]. 

Аппроксимация с помощью этих базисных сплайнов может быть 

записана в виде: 

𝑈𝑗
𝐿(𝑥) = 𝑢(𝑥𝑗−2)𝜔𝑗−2

𝐿 (𝑥) + 𝑢(𝑥𝑗−1)𝜔𝑗−1
𝐿 (𝑥) +   𝑢(𝑥𝑗)𝜔𝑗

𝐿(𝑥) +   𝑢(𝑥𝑗+1)𝜔𝑗+1
𝐿 (𝑥). 

Непрерывная полиномиальная аппроксимация 𝑈𝑗
𝑀(𝑥) в середине 

интервала [𝑎, 𝑏] использует средний базисный сплайн 𝜔𝑗
𝑀(𝑥) вида: 

𝜔𝑗−1
𝑀 (𝑥) =

(𝑥 − 𝑥𝑗)(𝑥 − 𝑥𝑗+1)(𝑥 − 𝑥𝑗+2)

(𝑥𝑗−1 − 𝑥𝑗)(𝑥𝑗−1 − 𝑥𝑗+1)(𝑥𝑗−1 − 𝑥𝑗+2)
, 𝑥 ∈ [𝑥𝑗 , 𝑥𝑗+1], 

𝜔𝑗
𝑀(𝑥) =

(𝑥 − 𝑥𝑗−1)(𝑥 − 𝑥𝑗+1)(𝑥 − 𝑥𝑗+2)

(𝑥𝑗 − 𝑥𝑗−1)(𝑥𝑗 − 𝑥𝑗+1)(𝑥𝑗 − 𝑥𝑗+2)
, 𝑥 ∈ [𝑥𝑗 , 𝑥𝑗+1], 
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𝜔𝑗+1
𝑀 (𝑥) =

(𝑥 − 𝑥𝑗−1)(𝑥 − 𝑥𝑗)(𝑥 − 𝑥𝑗+2)

(𝑥𝑗+1 − 𝑥𝑗−1)(𝑥𝑗+1 − 𝑥𝑗)(𝑥𝑗+1 − 𝑥𝑗+2)
, 𝑥 ∈ [𝑥𝑗 , 𝑥𝑗+1], 

𝜔𝑗+2
𝑀 (𝑥) =

(𝑥 − 𝑥𝑗−1)(𝑥 − 𝑥𝑗)(𝑥 − 𝑥𝑗+1)

(𝑥𝑗+2 − 𝑥𝑗−1)(𝑥𝑗+2 − 𝑥𝑗)(𝑥𝑗+2 − 𝑥𝑗+1)
, 𝑥 ∈ [𝑥𝑗 , 𝑥𝑗+1]. 

Аппроксимация с помощью этих базисных сплайнов может быть 

записана в виде: 

𝑈𝑗
𝑀(𝑥) = 𝑢(𝑥𝑗−1)𝜔𝑗−1

𝑀 (𝑥) + 𝑢(𝑥𝑗)𝜔𝑗
𝑀(𝑥) +   

𝑢(𝑥𝑗+1)𝜔𝑗+1
𝑀 (𝑥) +   𝑢(𝑥𝑗+2)𝜔𝑗+2

𝑀 (𝑥). 

Аппроксимационные свойства этих базисных сплайнов хорошо 

известны. Обозначим ∥ 𝑢(𝑛) ∥[𝑥𝑗,𝑥𝑗+1]= max[𝑥𝑗,𝑥𝑗+1] |𝑢(𝑛)(𝑥)|. Следующая 

теорема может быть легко доказана (см. также [8]). 

Теорема 1: Пусть 𝑢 ∈ С4[𝑎, 𝑏]. 𝑥𝑗 = 𝑎 + 𝑗ℎ, 𝑗 = 0, 1, … , 𝑛, ℎ =
𝑏−𝑎

𝑛
, 𝑛 ≥

3. Для аппроксимации функции 𝑢(𝑥), 𝑥 ∈ [𝑥𝑗 , 𝑥𝑗+1], с помощью левого и 

правого сплайнов справедливы следующие неравенства: 

|𝑢(𝑥) − 𝑈𝑗
𝐿(𝑥)| ≤ 𝐾ℎ4 ∥ 𝑢(4) ∥[𝑥𝑗−2, 𝑥𝑗+1], 𝐾 = 1. 

|𝑢(𝑥) − 𝑈𝑗
𝑅(𝑥)| ≤ 𝐾ℎ4 ∥ 𝑢(4) ∥[𝑥𝑗, 𝑥𝑗+3],  𝐾 = 1. 

Для аппроксимации функции 𝑢(𝑥), 𝑥 ∈ [𝑥𝑗 , 𝑥𝑗+1], со средними 

сплайнами справедливо следующее неравенство: 

|𝑢(𝑥) − 𝑈𝑗
𝑀(𝑥)| ≤ 𝐾ℎ4 ∥ 𝑢(4) ∥[𝑥𝑗−1,𝑥𝑗+2],  𝐾 = 0.5625. 

Доказательство. Легко заметить, что 𝑈𝑗
𝑅 является интерполяционным 

многочленом, а 𝑥𝑗 , 𝑥𝑗+1, 𝑥𝑗+2, 𝑥𝑗+3 являются узлами интерполяции, и 

𝑈𝑗
𝑅(𝑥𝑗) = 𝑢(𝑥𝑗),  𝑈𝑗

𝑅(𝑥𝑗+1) = 𝑢(𝑥𝑗+1), 

𝑈𝑗
𝑅(𝑥𝑗+2) = 𝑢(𝑥𝑗+2), 𝑈𝑗

𝑅(𝑥𝑗+3) = 𝑢(𝑥𝑗+3). 

Используя оставшийся член, мы получаем 

𝑢(𝑥) − 𝑈𝑗
𝑅(𝑥) =

𝑢(4)(𝜏)

4!
(𝑥 − 𝑥𝑗)(𝑥 − 𝑥𝑗+1)(𝑥 − 𝑥𝑗+2)(𝑥 − 𝑥𝑗+3), 𝜏 ∈

[𝑥𝑗 , 𝑥𝑗+3]. 
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Мы можем использовать 𝑥 = 𝑥𝑗 + 𝑡 ℎ, 𝑡 ∈ [0,1]. Можно легко 

подсчитать, что 

max
𝑡∈[0,1]

|𝑡(𝑡 − 1)(𝑡 − 2)(𝑡 − 3)| = 1. 

Из этого следует, что на равномерной сетке с шагом h 

max𝑥∈[𝑥𝑗,𝑥𝑗+3] |𝑢(𝑥) − 𝑈𝑗
𝑅(𝑥)| ≤ ℎ4 max

[𝑥𝑗,𝑥𝑗+3]
|𝑢(4)|. 

Таким образом, мы получаем, что 𝐾 = 1. Ранее в работе [8] 

рассматривались квадратичные сплайны. 

 

Кубические и квадратичные полиномиальные сплайны 

 

Функция 𝑢(𝑥), 𝑥 ∈ [𝑥𝑗 , 𝑥𝑗+1], может быть аппроксимирована левым или 

правым полиномиальными сплайнами следующим образом. Левый 

квадратичный полиномиальный сплайн (см. [8]) может быть записан в виде: 

𝑈𝑗
𝐿(𝑥) = 𝑢(𝑥𝑗−1)𝜔𝑗−1

𝐿 (𝑥) + 𝑢(𝑥𝑗)𝜔𝑗
𝐿(𝑥) + 

𝑢(𝑥𝑗+1)𝜔𝑗+1
𝐿 (𝑥), 𝑥 ∈ [𝑥𝑗 , 𝑥𝑗+1],          (2) 

где 

𝜔𝑗−1
𝐿 (𝑥) =

(𝑥 − 𝑥𝑗)(𝑥 − 𝑥𝑗+1)

(𝑥𝑗−1 − 𝑥𝑗)(𝑥𝑗−1 − 𝑥𝑗+1)
, 

𝜔𝑗
𝐿(𝑥) =

(𝑥 − 𝑥𝑗+1)(𝑥 − 𝑥𝑗−1)

(𝑥𝑗 − 𝑥𝑗+1)(𝑥𝑗 − 𝑥𝑗−1)
, 

𝜔𝑗+1
𝐿 (𝑥) =

(𝑥 − 𝑥𝑗)(𝑥 − 𝑥𝑗−1)

(𝑥𝑗+1 − 𝑥𝑗)(𝑥𝑗+1 − 𝑥𝑗−1)
. 

Функция 𝑢(𝑥), 𝑥 ∈ [𝑥𝑗 , 𝑥𝑗+1], может быть аппроксимирована правым 

полиномиальным сплайном (см. [8, 9]), используя вид: 

𝑈𝑗
𝑅(𝑥) = 𝑢(𝑥𝑗)𝜔𝑗

𝑅(𝑥) + 𝑢(𝑥𝑗+1)𝜔𝑗+1
𝑅 (𝑥) +  

 𝑢(𝑥𝑗+2)𝜔𝑗+2
𝑅 (𝑥), 𝑥 ∈ [𝑥𝑗 , 𝑥𝑗+1],                      (3) 

где 
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𝜔𝑗
𝑅(𝑥) =

(𝑥 − 𝑥𝑗+1)(𝑥 − 𝑥𝑗+2)

(𝑥𝑗 − 𝑥𝑗+1)(𝑥𝑗 − 𝑥𝑗+2)
, 

𝜔𝑗+1
𝑅 (𝑥) =

(𝑥 − 𝑥𝑗+2)(𝑥 − 𝑥𝑗)

(𝑥𝑗+1 − 𝑥𝑗+2)(𝑥𝑗+1 − 𝑥𝑗)
, 

𝜔𝑗+2
𝑅 (𝑥) =

(𝑥 − 𝑥𝑗+1)(𝑥 − 𝑥𝑗)

(𝑥𝑗+2 − 𝑥𝑗+1)(𝑥𝑗+2 − 𝑥𝑗)
. 

Аппроксимационные свойства этих базовых сплайнов хорошо изучены. 

Обозначим ∥ 𝑢′′′ ∥[𝑥𝑗,𝑥𝑗+1]= max[𝑎,𝑏] |𝑢′′′(𝑥)|. Следующая теорема была 

доказана в [8]. 

Теорема 2: Пусть 𝑢 ∈ С3[𝑎, 𝑏]. Для аппроксимации функции 𝑢(𝑥), 

𝑥 ∈ [𝑥𝑗 , 𝑥𝑗+1], с помощью сплайна (2), справедливо следующее неравенство: 

|𝑢(𝑥) − 𝑈𝑗
𝐿(𝑥)| ≤ 𝐾ℎ3 ∥ 𝑢′′′ ∥[𝑥𝑗−1,𝑥𝑗+1]. 

Для аппроксимации функции 𝑢(𝑥), 𝑥 ∈ [𝑥𝑗 , 𝑥𝑗+1], с помощью сплайна 

(3), справедливо следующее неравенство: 

|𝑢(𝑥) − 𝑈𝑗
𝑅(𝑥)| ≤ 𝐾ℎ3 ∥ 𝑢′′′ ∥[𝑥𝑗,𝑥𝑗+2]. 

Доказательство. Легко заметить, что 𝑈𝑗
𝑅 - интерполяционный 

многочлен третьей степени, а 𝑥𝑗 , 𝑥𝑗+1 - узлы интерполяции, 𝑈𝑗
𝑅(𝑥𝑗) =

𝑢(𝑥𝑗), 𝑈𝑗
𝑅(𝑥𝑗+1) = 𝑢(𝑥𝑗+1), 𝑈𝑗

𝑅(𝑥𝑗+2) = 𝑢(𝑥𝑗+2). Используя оставшийся член, 

мы получаем 

𝑢(𝑥) − 𝑈𝑗
𝑅(𝑥) =

𝑢′′′(𝜏)

3!
(𝑥 − 𝑥𝑗)(𝑥 − 𝑥𝑗+1)(𝑥 − 𝑥𝑗+2).  

Из этого следует, что |𝑢(𝑥) − 𝑈𝑗
𝑅(𝑥)| ≤ 0.0625ℎ3 max

[𝑥𝑗,𝑥𝑗+2]
|𝑢′′′|.  

Таким образом, 𝐾 = 0.0625. 

Утверждения для 𝑈𝑗
𝑅(𝑥) и 𝑈𝑗

𝑀(𝑥) могут быть доказаны аналогичным 

образом. Теорема доказана. 

Примечание. Теорема 1 и Теорема 2 дают оценки погрешностей 

аппроксимации при использовании квадратичных и кубических сплайнов. 

Эти оценки являются асимптотическими. Может быть задан следующий 
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вопрос: может ли использование кубических сплайнов всегда давать 

меньшую погрешность аппроксимации по абсолютному значению, чем 

использование квадратичных сплайнов? В общем, ответ на этот вопрос 

отрицательный. Рассмотрим аппроксимацию с использованием 

интерполяционных полиномов 𝑃𝑛 f для функции Рунге 𝑓(𝑥) =
1

1+25 𝑥2
 на 

интервале [-1, 1] в равноудаленных узлах. Оценка погрешности 

аппроксимации, когда использовались квадратные сплайны, включает третью 

производную функции, в то время как оценка погрешности аппроксимации, 

когда использовались кубические сплайны, включает четвертую 

производную функции. На Рис. 1 показан график третьей производной 

функции Рунге, а на Рис. 2 показан график четвертой производной функции 

Рунге на интервале [−1, 1]. Легко выбрать шаг h равномерной сетки узлов 

таким образом, чтобы аппроксимация функции Рунге квадратичными 

сплайнами давала меньшую погрешность по абсолютному значению, чем 

аппроксимация правыми кубическими сплайнами (последний столбец в 

таблице 1). В таблице 1 показаны погрешности аппроксимаций со средним и 

правым кубическими полиномиальными сплайнами. 

 

Таблица 1. Погрешности аппроксимации с помощью квадратичных 

полиномиальных сплайнов, средних кубических полиномиальных сплайнов, 

правых кубических полиномиальных сплайнов, ℎ = 0.2 

 

Функция Квадратичные 

полиномиальные 

сплайны 

Средние 

кубические 

полиномиальные 

сплайны 

Правые 

кубические 

полиномиальные 

сплайны 

1

1 + 25 𝑥2
 

0.0889 0.0200 0.162 

sin(5𝑥) 0.0606 0.0215 0.0373 
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На Рис. 3 показан график погрешности аппроксимации функции Рунге 

квадратичными сплайнами при использовании шага сетки ℎ =  0.2. 

 

 

Рис. 1. График третьей производной функции Рунге на интервале [−1, 1] 

 

Рис. 2. График четвертой производной функции Рунге на интервале [−1, 1] 

 

 

Рис. 3. График погрешности аппроксимации, когда для аппроксимации 

функции Рунге с шагом сетки ℎ =  0.2 использовались сплайны 

квадратичного полинома. 

На Рис. 4. показан график погрешности аппроксимации функции sin(5𝑥) 

правыми кубическими сплайнами при использовании шага сетки ℎ =  0.2.  

На Рис. 5. показан график погрешности аппроксимации функции sin(5𝑥) 

средними кубическими сплайнами при использовании шага сетки  ℎ =  0.2. 
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Рис. 4. График погрешности аппроксимации, когда для аппроксимации 

функции  sin(5𝑥) использовались правые кубические полиномиальные 

сплайны,  ℎ =  0.2. 

 

 

Рис. 5. График погрешности аппроксимации, когда средние кубические 

сплайны использовались для аппроксимации функции sin(5𝑥) с шагом сетки 

ℎ =  0.2. 

На Рис. 6. показан график погрешности аппроксимации абсолютного 

значения функции Рунге правыми кубическими сплайнами с шагом сетки 

ℎ =  0.2. На Рис. 7. показан график погрешности аппроксимации функции 

Рунге средними кубическими сплайнами с шагом сетки ℎ =  0.2. 

 

Рис. 6. График погрешности аппроксимации по абсолютному значению, 

когда для аппроксимации функции Рунге с шагом сетки ℎ =  0.2 

использовались правые кубические полиномиальные сплайны. 
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Рис. 7. График погрешности аппроксимации, когда для аппроксимации 

функции Рунге с шагом сетки ℎ =  0.2 использовались средние кубические 

полиномиальные сплайны. 

 

Неполиномиальные сплайны 

 

Давайте теперь возьмем 𝜑1(𝑥) = 1, 𝜑2(𝑥) = 𝑥, 𝜑3(𝑥) = sin (𝑥), 𝜑4(𝑥) =

cos(𝑥). Система уравнений для определения неполиномиальных базисных 

функций 𝑤𝑗(𝑥), 𝑥 ∈ [𝑥𝑗 , 𝑥𝑗+1],  имеет вид: 

∑ 𝑤𝑘(𝑥) = 1

𝑘𝑛

𝑘=𝑘0

,  

∑ 𝑥𝑘𝑤𝑘(𝑥) = 𝑥,

𝑘𝑛

𝑘=𝑘0

 

∑ cos(𝑥𝑘) 𝑤𝑘(𝑥) = cos (𝑥),

𝑘𝑛

𝑘=𝑘0

 

∑ sin(𝑥𝑘) 𝑤𝑘(𝑥) = sin(𝑥) .

𝑘𝑛

𝑘=𝑘0

 

Возьмем 𝑘0 = 𝑗 − 1, 𝑘𝑛 = 𝑗 + 2.  

В этом случае мы получаем (когда 𝑥 ∈ [𝑥𝑗, 𝑥𝑗+1], 𝑥 = 𝑥𝑗 + 𝑡ℎ,  𝑡 ∈

[0, 1]): 

𝑤𝑗(𝑥𝑗 + 𝑡ℎ) = ((1 − 𝑡) sin(3ℎ) + (1 + 𝑡) sin(ℎ) + 2sin (ℎ(𝑡 − 2)) + (𝑡

− 2)sin(2ℎ) 
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+ sin(ℎ(1 + 𝑡)) − 3 sin(ℎ(𝑡 − 1)))/(5sin (ℎ) + sin (3ℎ) − 4sin (2ℎ)) , 

 

𝑤𝑗+1(𝑥𝑗 + 𝑡ℎ) = (𝑡 sin(3ℎ) + (2 − 𝑡) sin(ℎ) + 3 sin(𝑡ℎ) − sin(𝑡ℎ − 2ℎ) 

−(𝑡 + 1)sin(2ℎ) − 2 sin(ℎ + 𝑡ℎ))/ (5 sin(ℎ) + sin(3ℎ) − 4 sin(2ℎ)), 

 

𝑤𝑗+2(𝑥𝑗 + 𝑡ℎ) = (sin(ℎ + 𝑡ℎ) + sin(𝑡ℎ − ℎ) 

−2 sin(𝑡ℎ) − 𝑡 sin(2ℎ) + 2𝑡sin (ℎ))/(5 sin(ℎ) + sin(3ℎ) − 4sin(2ℎ)), 

 

 𝑤𝑗−1(𝑥𝑗 + 𝑡ℎ) =  (− sin(𝑡ℎ − 2ℎ) − sin(𝑡ℎ) + 2 sin(𝑡ℎ − ℎ) +

(2 − 2𝑡) sin(ℎ) 

+(𝑡 − 1) sin(2ℎ))/(5 sin(ℎ) + sin(3ℎ) − 4 sin(2ℎ)). 

 

Эти сплайны полезны в середине интервала [𝑎, 𝑏]. На Рис. 8 показан 

график погрешности аппроксимации функции sin(5𝑥) средними 

неполиномиальными сплайнами с шагом сетки ℎ =  0.2.  

В Таблице 2 показаны погрешности приближений со средними 

кубическими полиномиальными сплайнами, средними неполиномиальными 

сплайнами и правыми неполиномиальными сплайнами. 

 

 

Рис. 8. График погрешности аппроксимации, когда средние 

неполиномиальные сплайны использовались для аппроксимации функции  

sin(5𝑥) с шагом сетки ℎ =  0.2. 

 

Таблица 2. Погрешности аппроксимации средними кубическими 

полиномиальными сплайнами, средними неполиномиальными сплайнами, 

ℎ = 0.2 
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Функция Средние 

кубические 

полиномиальные 

сплайны 

Средние 

неполиномиальные 

сплайны 

Правые 

неполиномиальные 

сплайны 

1

1 + 25 𝑥2
 

0.0200 0.0197 0.161 

sin(5𝑥) 0.0215 0.0207 0.0372 

 

Как известно, интегродифференциальные сплайны (см. [9]) могут 

обеспечить меньшую погрешность аппроксимации. Пусть 𝜑0 = 1, 𝜑1 =

𝑥, 𝜑2 = 𝑥2, 𝜑3 = 𝑥3. Мы получаем основные сплайны из аппроксимационных 

соотношений 

φ𝑖(𝑥𝑗)𝑤𝑗(𝑥) + φ𝑖(𝑥𝑗+1)𝑤𝑗+1(𝑥) +  ∫ φ𝑖(𝑡)𝑑𝑡
𝑥𝑗+1

𝑥𝑗
𝑤𝑗

<0,1>(𝑥) +

  φ𝑖(𝑥𝑗−1)𝑤𝑗−1(𝑥) = φ𝑖(𝑥),  𝑖 = 0, 1, 2, 3. 

На интервале [𝑥𝑗 , 𝑥𝑗+1] мы строим полиномиальную аппроксимацию в 

виде 

𝑈𝑗
𝐼𝑃𝑜𝑙(𝑥) = 𝑢(𝑥𝑗)𝑤𝑗(𝑥) + 𝑢(𝑥𝑗+1)𝑤𝑗+1(𝑥) +  ∫ 𝑢(𝑡)𝑑𝑡

𝑥𝑗+1

𝑥𝑗
𝑤𝑗

<0,1>(𝑥) +

  𝑢(𝑥𝑗−1)𝑤𝑗−1(𝑥).   

Учитывая, что 𝑥 ∈ [𝑥𝑗 , 𝑥𝑗+1], ℎ = 𝑥𝑗+1 − 𝑥𝑗 , 𝑡 ∈ [0,1], легко видеть, что 

базисные функции могут быть записаны в виде 

𝑤𝑗(𝑥𝑗 + 𝑡ℎ) =
(𝑡 − 1)(8𝑡 − 3)(𝑡 + 1)

3
, 

𝑤𝑗+1(𝑥𝑗 + 𝑡ℎ) =
𝑡(10𝑡 − 7)(𝑡 + 1)

6
, 

𝑤𝑗
<0,1>(𝑥𝑗 + 𝑡ℎ) =

4𝑡(𝑡 − 1)(𝑡 + 1)

ℎ
 , 

𝑤𝑗−1(𝑥𝑗 + 𝑡ℎ) =
𝑡(2𝑡 − 1)(𝑡 − 1)

6
 . 

Аналогично, мы можем построить неполиномиальную аппроксимацию, 

используя интегродифференциальные полиномиально-тригонометрические 
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сплайны. Пусть φ0 = 1, φ1 = 𝑥, φ2 = sin(𝑥) , φ3 = cos(𝑥). На интервале 

[𝑥𝑗 , 𝑥𝑗+1] мы строим полиномиальную аппроксимацию в виде 

𝑈𝑗
𝐼𝑡𝑟𝑖𝑔(𝑥) = 𝑢(𝑥𝑗)𝑤𝑗(𝑥) + 𝑢(𝑥𝑗+1)𝑤𝑗+1(𝑥) +   ∫ 𝑢(𝑥)𝑑𝑥

𝑥𝑗+1

𝑥𝑗
𝑤𝑗

<0,1>(𝑥) +

  𝑢(𝑥𝑗−1)𝑤𝑗−1(𝑥).   

Учитывая, что 𝑥 ∈ [𝑥𝑗 , 𝑥𝑗+1], ℎ = 𝑥𝑗+1 − 𝑥𝑗 , 𝑡 ∈ [0, 1], легко видеть, что 

базисные функции могут быть записаны в виде 

𝑤𝑗(𝑥𝑗 + 𝑡ℎ) = (2 + 2𝑡 + 4cos (𝑡ℎ)  + cos(2ℎ) (2 − 2𝑡) + ℎsin(ℎ + 𝑡ℎ) 

+ sin(2ℎ) (ℎ − 2𝑡ℎ) + 3ℎsin(𝑡ℎ − ℎ) − 4 cos(𝑡ℎ − ℎ) − 4cos (ℎ))/(6 − 8cos (ℎ) 

+2 cos(2ℎ) − 2ℎsin(ℎ) + ℎ sin(2ℎ)), 

𝑤𝑗+1(𝑥𝑗 + 𝑡ℎ) = −((ℎ − 2𝑡ℎ)sin(ℎ) + cos(ℎ) (2 + 4𝑡) − 2cos (𝑡ℎ − ℎ) 

−ℎsin(𝑡ℎ + ℎ) + 3ℎsin(𝑡ℎ) + 2cos (𝑡ℎ) 

−2𝑡cos(2ℎ) − 2𝑡 − 2)/(2 cos(2ℎ) − −2ℎsin(ℎ) + ℎsin(2ℎ) − 8 cos(ℎ) + 6), 

𝑤𝑗
<0,1>(𝑥𝑗 + 𝑡ℎ) =  

2 𝑡 sin(ℎ) − 2 sin(𝑡ℎ)

ℎ sin(ℎ) − 2 + 2 cos(ℎ)
. 

В таблице 3 показаны погрешности аппроксимаций с 

полиномиальными интегро-дифференциальными сплайнами и 

неполиномиальными интегро-дифференциальными сплайнами. 

 

Таблица 3. Погрешности аппроксимации полиномиальными интегро-

дифференциальными сплайнами и неполиномиальными интегро-

дифференциальными сплайнами, ℎ = 0.2 

Функция Полиномиальные 

интегро-

дифференциальные 

сплайны 

Неполиномиальны

е интегро-

дифференциальные 

сплайны 

1

1 + 25 𝑥2
 

0.0184 0.0183 

sin(5𝑥) 0.00307 0.00295 

 



22 
 

На Рис. 9 показан график погрешности аппроксимации функции Рунге 

интегродифференциальными полиномиальными сплайнами с шагом сетки 

ℎ =  0.2.  

 

 

Рис. 9. График погрешности аппроксимации при использовании 

интегродифференциальных полиномиальных сплайнов для аппроксимации 

функции Рунге с шагом сетки ℎ =  0.2. 

На Рис. 10 показан график погрешности аппроксимации функции Рунге 

интегродифференциальными неполиномиальными сплайнами с шагом сетки 

ℎ =  0.2. 

 

Рис. 10. График погрешности аппроксимации, когда интегро-

дифференциальные тригонометрически-полиномиальные сплайны 

использовались для аппроксимации функции Рунге с шагом сетки ℎ =  0.2. 

Далее мы применяем сплайновые аппроксимации для решения 

интегральных уравнений Вольтерра второго рода. 
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РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ ИНТЕГРАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ 

ВОЛЬТЕРРА 

 

Пусть 𝑛 - целое число, а 𝑎, 𝑏 – вещественные числа. Предположим, что 

сетка узлов {𝑥𝑗} с шагом ℎ =
𝑏−𝑎

𝑛
, построена на интервале [𝑎, 𝑏]. Таким 

образом, 𝑥𝑗 = 𝑎 + 𝑗ℎ, 𝑗 = 0, … , 𝑛. Рассмотрим численное решение уравнения 

Вольтерра второго рода. Линейное уравнение Вольтерра второго рода имеет 

вид: 

𝑢(𝑥) + ∫ 𝐾(𝑥, 𝑠)𝑢(𝑠)𝑑𝑠 = 𝑓(𝑥)
𝑥

𝑎
,   𝑥, 𝑠 ∈ [𝑎, 𝑏], 

где ƒ - заданная функция, 𝐾, 𝑓 являются непрерывными функциями, а 𝑢(𝑥) -  

неизвестная функция, которую необходимо получить. 

Рассмотрим численное решение уравнения Вольтерра второго рода с 

использованием сплайнов четвертого порядка аппроксимации. Мы 

аппроксимируем функцию 𝑢(𝑥) сплайнами четвертого порядка. В этом 

случае, отбросив погрешность аппроксимации, мы получаем приближенные 

значения решения интегрального уравнения. Обозначим их через �̃�(𝑥𝑘). 

Сначала мы должны решить систему линейных алгебраических уравнений, 

затем последовательно определяем приблизительные значения неизвестных 

�̃�(𝑥𝑘). 

В случае сетки, состоящей из четырех узлов, система уравнений имеет 

вид: 

�̃�(𝑥0) = 𝑓(𝑥0), 

�̃�(𝑥1) + �̃�(𝑥0) ∫ 𝐾(𝑥1, 𝑠) 𝜔0
𝑅(𝑠)𝑑𝑠 +

𝑥1

𝑥0

 

+�̃�(𝑥1) ∫ 𝐾(𝑥1, 𝑠) 𝜔1
𝑅(𝑠)𝑑𝑠

𝑥1

𝑥0

 

+�̃�(𝑥2) ∫ 𝐾(𝑥1, 𝑠) 𝜔2
𝑅(𝑠)𝑑𝑠

𝑥1

𝑥0
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+�̃�(𝑥3) ∫ 𝐾(𝑥1, 𝑠) 𝜔3
𝑅(𝑠)𝑑𝑠 = 𝑓(𝑥1),

𝑥1

𝑥0

 

�̃�(𝑥2) + �̃�(𝑥0) ∫ 𝐾(𝑥2, 𝑠) 𝜔0
𝑅(𝑠)𝑑𝑠 +

𝑥1

𝑥0

 

+�̃�(𝑥1) ∫ 𝐾(𝑥2, 𝑠) 𝜔1
𝑅(𝑠)𝑑𝑠

𝑥1

𝑥0

 

+�̃�(𝑥2) ∫ 𝐾(𝑥2, 𝑠) 𝜔2
𝑅(𝑠)𝑑𝑠

𝑥1

𝑥0

 

+�̃�(𝑥3) ∫ 𝐾(𝑥2, 𝑠) 𝜔3
𝑅(𝑠)𝑑𝑠 +

𝑥2

𝑥1

 

+ �̃�(𝑥0) ∫ 𝐾(𝑥2, 𝑠) 𝜔0
𝑀(𝑠)𝑑𝑠 +

𝑥2

𝑥1

 

+�̃�(𝑥1) ∫ 𝐾(𝑥2, 𝑠) 𝜔1
𝑀(𝑠)𝑑𝑠

𝑥2

𝑥1

 

+�̃�(𝑥2) ∫ 𝐾(𝑥2, 𝑠) 𝜔2
𝑀(𝑠)𝑑𝑠

𝑥2

𝑥1

 

+�̃�(𝑥3) ∫ 𝐾(𝑥2, 𝑠) 𝜔3
𝑀(𝑠)𝑑𝑠 = 𝑓(𝑥2)

𝑥2

𝑥1

 , 

�̃�(𝑥3) + �̃�(𝑥0) ∫ 𝐾(𝑥3, 𝑠) 𝜔0
𝑅(𝑠)𝑑𝑠 +

𝑥1

𝑥0

 

+�̃�(𝑥1) ∫ 𝐾(𝑥3, 𝑠) 𝜔1
𝑅(𝑠)𝑑𝑠

𝑥1

𝑥0

 

+�̃�(𝑥2) ∫ 𝐾(𝑥3, 𝑠) 𝜔2
𝑅(𝑠)𝑑𝑠

𝑥1

𝑥0

 

+�̃�(𝑥3) ∫ 𝐾(𝑥3, 𝑠) 𝜔3
𝑅(𝑠)𝑑𝑠

𝑥2

𝑥1

 

+�̃�(𝑥0) ∫ 𝐾(𝑥3, 𝑠) 𝜔0
𝑀(𝑠)𝑑𝑠 +

𝑥2

𝑥1

 

+�̃�(𝑥1) ∫ 𝐾(𝑥3, 𝑠) 𝜔1
𝑀(𝑠)𝑑𝑠

𝑥2

𝑥1
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+�̃�(𝑥2) ∫ 𝐾(𝑥3, 𝑠) 𝜔2
𝑀(𝑠)𝑑𝑠

𝑥2

𝑥1

 

+�̃�(𝑥3) ∫ 𝐾(𝑥3, 𝑠) 𝜔3
𝑀(𝑠)𝑑𝑠

𝑥2

𝑥1

 

+�̃�(𝑥0) ∫ 𝐾(𝑥3, 𝑠) 𝜔0
𝐿(𝑠)𝑑𝑠 +

𝑥3

𝑥2

 

+�̃�(𝑥1) ∫ 𝐾(𝑥3, 𝑠) 𝜔1
𝐿(𝑠)𝑑𝑠

𝑥3

𝑥2

 

+�̃�(𝑥2) ∫ 𝐾(𝑥3, 𝑠) 𝜔2
𝐿(𝑠)𝑑𝑠

𝑥3

𝑥2

 

+�̃�(𝑥3) ∫ 𝐾(𝑥3, 𝑠) 𝜔3
𝐿(𝑠)𝑑𝑠 = 𝑓(𝑥3).

𝑥3

𝑥2

 

К преимуществам предлагаемого метода относится возможность 

вычисления точного интеграла ∫ 𝐾(𝑥, 𝑠) 𝜔0
𝑅(𝑠)𝑑𝑠

𝑥𝑖+1

𝑥𝑖
 (без погрешностей). 

Однако в случае трудностей с вычислением интеграла мы можем применить 

квадратурную формулу, которая обеспечивает порядок приближения 

𝑚, 𝑚 ≥ 4. 

Численные примеры 

 

Задача 1. Теперь мы возьмем уравнение из статьи [6]: 

𝑢(𝑥) = 𝑒𝑥𝑝(−𝑥) + 𝑥 𝑒𝑥𝑝(𝑥) − ∫ exp(𝑥 + 𝑡) 𝑢(𝑡)𝑑𝑡
𝑥

0

, 𝑥 ∈ [0, 1]. 

Точное решение интегрального уравнения равно 𝑢(𝑥) = 𝑒𝑥𝑝(−𝑥). На 

Рис. 11 и 12 показаны погрешности решения задачи 1 с кубическими 

полиномиальными сплайнами при 𝑛 = 32, 64, Digits=18. 
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Рис.11. Погрешность решения задачи 1 с кубическими 

полиномиальными сплайнами при 𝑛 = 32 

 

Рис.12. Погрешность решения задачи 1 с кубическими 

полиномиальными сплайнами при 𝑛 = 64 

На Рис. 13 и 14 показаны погрешности решения задачи 1 с 

неполиномиальными сплайнами при 𝑛 = 32, 64 (Digits=25). 

Обратите внимание, что трапециевидный метод для этой задачи даст 

точный результат (см. Рис. 15). 
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Рис.13. Погрешность решения задачи 1 с неполиномиальными 

сплайнами при 𝑛 = 32 

 

Рис.14. Погрешность решения задачи 1 с неполиномиальными 

сплайнами при 𝑛 = 64 

 

Рис.15. Погрешность решения задачи 1 с неполиномиальными 

сплайнами при 𝑛 = 32 
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Задача 2. Мы берем уравнение 

𝑢(𝑥) = 𝑔(𝑥) − ∫ (𝑥 − 𝑡)cos(𝑥 − 𝑡)𝑢(𝑡)𝑑𝑡,
𝑥

0

 x ∈ [0, 1]. 

Точное решение уравнения равно 𝑢(𝑥) = 2 cos(√3𝑥 + 1) /3. Функция 

𝑔(𝑥) выглядит следующим образом: 

𝑔(𝑥) =
2

3
cos(√3𝑥 + 1) −

√3

3
𝑥 cos(𝑥) sin(1) +

2

3
cos(𝑥)cos(1)

−
1

3
𝑥 sin(𝑥) cos(1) −

√3

3
sin(𝑥) sin(1) −

2

3
cos(√3 𝑥) cos(1)

+
2

3
sin(√3 𝑥)sin(1). 

На Рис. 16 показаны погрешности решения задачи 2 с кубическими 

полиномиальными сплайнами при 𝑛 = 32. 

 

Рис.16. Погрешности решения задачи 2 с кубическими 

полиномиальными сплайнами при 𝑛 = 32. 

 

Применение квадратурного правила Симпсона 

 

Теперь рассмотрим результаты применения квадратурного правила 

Симпсона к решению интегрального уравнения Вольтерра. Мы построим 

решение на единой сетке узлов. Мы обозначаем 

𝑆(𝑥, 𝑗) =
𝑥𝑗+1 − 𝑥𝑗−1

6
(𝐾(𝑥, 𝑥𝑗−1)𝑢𝑗−1 + 4𝐾(𝑥, 𝑥𝑗)𝑢𝑗 + 𝐾(𝑥, 𝑥𝑗+1)𝑢𝑗+1) 

В начале, как всегда, у нас есть 
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𝑢(𝑥0) = 𝑓(𝑥0). 

Далее мы будем использовать кубический интерполяционный сплайн в 

узлах 𝑥0, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4 в уравнении 

𝑢(𝑥1) + ∫ 𝐾(𝑥1, 𝑠)𝑢(𝑠)𝑑𝑠 = 𝑓(𝑥1) 
𝑥1

0

. 

Мы используем кубическую интерполяцию вида 

𝑈1
𝑅(𝑥) = 𝑢(𝑦𝑗)𝜔𝑗

𝑅(𝑥) + 𝑢(𝑦𝑗+1)𝜔𝑗+1
𝑅 (𝑥) 

+  𝑢(𝑦𝑗+2)𝜔𝑗+2
𝑅 (𝑥) +   𝑢(𝑦𝑗+3)𝜔𝑗+3

𝑅 (𝑥) 

𝜔𝑗
𝑅(𝑥) =

(𝑥 − 𝑦𝑗+1)(𝑥 − 𝑦𝑗+2)(𝑥 − 𝑦𝑗+3)

(𝑦𝑗 − 𝑦𝑗+1)(𝑦𝑗 − 𝑦𝑗+2)(𝑦𝑗 − 𝑦𝑗+3)
, 

𝑥 ∈ [𝑦𝑗 , 𝑦𝑗+1], 

𝜔𝑗+1
𝑅 (𝑥) =

(𝑥 − 𝑦𝑗)(𝑥 − 𝑦𝑗+2)(𝑥 − 𝑦𝑗+3)

(𝑦𝑗+1 − 𝑦𝑗)(𝑦𝑗+1 − 𝑦𝑗+2)(𝑦𝑗+1 − 𝑦𝑗+3)
, 

𝑥 ∈ [𝑦𝑗 , 𝑦𝑗+1], 

𝜔𝑗+2
𝑅 (𝑥) =

(𝑥 − 𝑦𝑗)(𝑥 − 𝑦𝑗+1)(𝑥 − 𝑦𝑗+3)

(𝑦𝑗+2 − 𝑦𝑗)(𝑦𝑗+2 − 𝑦𝑗+1)(𝑦𝑗+2 − 𝑦𝑗+3)
, 

𝑥 ∈ [𝑦𝑗 , 𝑦𝑗+1], 

𝜔𝑗+3
𝑅 (𝑥) =

(𝑥 − 𝑦𝑗)(𝑥 − 𝑦𝑗+1)(𝑥 − 𝑦𝑗+2)

(𝑦𝑗+3 − 𝑦𝑗)(𝑦𝑗+3 − 𝑦𝑗+1)(𝑦𝑗+3 − 𝑦𝑗+2)
, 

𝑥 ∈ [𝑦𝑗 , 𝑦𝑗+1]. 

В этом случае мы берем 𝑦𝑗 =  𝑥0, 𝑦𝑗+1 =  𝑥2, 𝑦𝑗+2 =  𝑥3, 𝑦𝑗+3 =  𝑥4. 

Таким образом, мы применим соотношение 

𝑉(𝑥) = 𝑢(𝑦0)𝜔0
𝑅(𝑥) + 𝑢(𝑦2)𝜔2

𝑅(𝑥) +   𝑢(𝑦3)𝜔3
𝑅(𝑥) +   𝑢(𝑦4)𝜔4

𝑅(𝑥) 

на интервале [𝑥0, 𝑥2]. Теперь у нас есть 

𝑉(𝑥1) = 𝑢(𝑦0)𝜔0
𝑅(𝑥1) + 𝑢(𝑦2)𝜔2

𝑅(𝑥1) +   𝑢(𝑦3)𝜔3
𝑅(𝑥1) +   𝑢(𝑦4)𝜔4

𝑅(𝑥1). 

В следующих уравнениях мы применяем правило Симпсона: 

𝑢(𝑥2) + ∫ 𝐾(𝑥1, 𝑠)𝑢(𝑠)𝑑𝑠 = 𝑓(𝑥2),
𝑥2

0

 



30 
 

𝑢(𝑥3) + ∫ 𝐾(𝑥3, 𝑠)𝑢(𝑠)𝑑𝑠 + ∫ 𝐾(𝑥3, 𝑠)𝑢(𝑠)𝑑𝑠 = 𝑓(𝑥3)
𝑥3

𝑥1

,
𝑥1

0

 

𝑢(𝑥4) + ∫ 𝐾(𝑥4, 𝑠)𝑢(𝑠)𝑑𝑠 + ∫ 𝐾(𝑥4, 𝑠)𝑢(𝑠)𝑑𝑠 = 𝑓(𝑥4).
𝑥4

𝑥2

 
𝑥2

0

 

Поэтому, чтобы получить решение в точках 𝑥𝑗 , 𝑗 = 1,2,3,4, нам 

придется решить систему уравнений: 

𝑢0 = 𝑓(𝑥0), 

𝑢1 + 𝑉(𝑥1) =  𝑓(𝑥1), 

𝑢2 + 𝑆(𝑥2, 1) =  𝑓(𝑥2), 

𝑢3 + 𝑉(𝑥3) + 𝑆(𝑥3, 2) =  𝑓(𝑥3), 

𝑢4 + 𝑆(𝑥4, 1) + 𝑆(𝑥4, 3) =  𝑓(𝑥4). 

Далее, следующее значение 𝑢𝑗 получается путем решения уравнений 

для нечетного 𝑗 вида 

𝑢𝑗 + 𝑉(𝑥𝑗) + ∑ 𝑆(𝑥𝑗 , 2𝑘)

[𝑗/2]

𝑘=1

=  𝑓(𝑥𝑗). 

Здесь [𝑗/2] вычисляет целое частное от 𝑗 деленное на 2. 

И для четного 𝑗 мы решаем уравнения вида 

𝑢𝑗 + ∑ 𝑆(𝑥𝑗 , 2𝑘 − 1)

𝑗/2

𝑘=1

=  𝑓(𝑥𝑗). 

На Рис. 17 показана погрешность при решении уравнения Вольтерра 

задачи 1 предложенным методом. Таким образом, применение формулы 

Симсона дает очень хороший результат, если, кроме того, на одном 

интервале сетки используются сплайны четвертого порядка аппроксимации. 
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Рис.17. График погрешности при решении уравнения Вольтерра задачи 

1 при использовании метода Симпсона (32 узла) 

 

Может быть применен другой подход к построению расчетных формул. 

Мы можем использовать формулу Ньютона-Котеса: 

𝑊3(𝑥) =
(𝑥3 − 𝑥0)

8
( 𝐾(𝑥, 𝑥0)𝑢0 + 3𝐾(𝑥, 𝑥1)𝑢1 + 3𝐾(𝑥, 𝑥2)𝑢2 + 𝐾(𝑥, 𝑥3)𝑢3) 

и интерполяцию сплайнов 

𝑉1(𝑥) = ∫ 𝐾(𝑥, 𝑠)(𝑢0𝑤0(𝑠) + 𝑢1𝑤1(𝑠) + 𝑢2𝑤2(𝑠) + 𝑢3𝑤3(𝑠))𝑑𝑠.
𝑥1

𝑥0

 

Традиционный подход заключается в применении формулы Симпсона 

∫ 𝐾(𝑥, 𝑠)𝑢(𝑠)𝑑𝑠 ≈ 𝑆𝑗(𝑥),
𝑥𝑗+1

𝑥𝑗−1

 

где 

𝑆𝑗(𝑥) =
𝑥𝑗+1 − 𝑥𝑗−1

6
(𝐾(𝑥, 𝑥𝑗−1)𝑢𝑗−1 + 4𝐾(𝑥, 𝑥𝑗)𝑢𝑗 + 𝐾(𝑥, 𝑥𝑗+1)𝑢𝑗+1) 

Во-первых, нам нужно определить значения 𝑢1, 𝑢2, 𝑢3 , 𝑢4. Обозначим 

𝑊3(𝑥) =
𝑥3 − 𝑥0

8
(𝐾(𝑥, 𝑥0)𝑢0 + 3𝐾(𝑥, 𝑥1)𝑢1 + 3𝐾(𝑥, 𝑥2)𝑢2 + 𝐾(𝑥, 𝑥3)𝑢3) 

С помощью 𝑢0 = 𝑓(𝑥0), 

и решения системы уравнений 

𝑢1 + 𝑉1(𝑥1) = 𝑓(𝑥1), 
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𝑢2 + 𝑆1(𝑥2) = 𝑓(𝑥2), 

𝑢3 + 𝑊3(𝑥3) = 𝑓(𝑥3), 

𝑢4 + 𝑆1(𝑥4)+𝑆3(𝑥4) = 𝑓(𝑥4), 

мы получаем 𝑢1, 𝑢2. 𝑢3 , 𝑢4.  Теперь, применяя правило Симпсона, мы 

можем последовательно находить значения 𝑢𝑗 , 𝑗 = 5, … , 𝑛. 

Далее, следующее значение 𝑢𝑗 получается путем решения уравнений 

для нечетного 𝑗 вида 

𝑢𝑗 + 𝑊(𝑥𝑗) + ∑ 𝑆(𝑥𝑗 , 2𝑘)

[𝑗/2]

𝑘=1

=  𝑓(𝑥𝑗). 

Здесь [𝑗/2] вычисляет целое частное от 𝑗 деленное на 2. 

И для четного 𝑗 мы решаем уравнения вида 

𝑢𝑗 + ∑ 𝑆(𝑥𝑗 , 2𝑘 − 1)

𝑗
2

𝑘=1

=  𝑓(𝑥𝑗). 

На Рис.18 показаны погрешности решения на интервале [0,1] когда мы 

использовали методы Симпсона и Ньютона-Котеса (32 узла). На Рис.19 

погрешности решения показаны на интервале [𝑥5,1] когда использовалось 32 

узла. 

 

Рис.18. График погрешности при решении уравнения Вольтерра задачи 

1 при использовании метода Симпсона и Ньютона-Котеса (32 узла) 
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Рис.19. График погрешности при решении уравнения Вольтерра задачи 

1 при использовании метода Симпсона и Ньютона-Котеса (32 узла) 

 

На рисунках 20-21 показаны результаты решения задачи 1 при 

использовании метода Симпсона и Ньютона-Котеса. На Рис.20 показаны 

погрешности решения на интервале [0,1] когда использовалось 64 узла. На 

Рис.21 показаны погрешности решения на интервале [𝑢5,1]  когда 

использовалось 64 узла. 

 

Рис.20. График погрешности при решении уравнения Вольтерра задачи 

1 при использовании метода Симпсона и Ньютона-Котеса (64 узла) 
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Рис.21. График погрешности при решении уравнения Вольтерра задачи 

1 при использовании метода Симпсона и Ньютона-Котеса (64 узла) 

Используя левый и правый интегро-дифференциальные 

полиномиальные сплайны, мы можем построить численную схему для 

решения уравнения Вольтерра второго рода. 

Обозначим 

(𝑥, 𝑗) = ∑ 𝑢𝑗+𝑘 ∫ 𝐾(𝑥, 𝑠)𝑤𝑗+𝑘
𝑅 (𝑠)𝑑𝑠

𝑥𝑗+1

𝑥𝑗

2

𝑘=0

+ ∫ 𝑢(𝑠)𝑑𝑠 ∫ 𝐾(𝑥, 𝑠)𝑤𝑗
𝑅<1,2>(𝑠)𝑑𝑠

𝑥𝑗+1

𝑥𝑗

,
𝑥𝑗+2

𝑥𝑗+1

 

𝑊1(𝑥, 𝑗) = ∑ 𝑢𝑗+𝑘 ∫ 𝐾(𝑥, 𝑠)𝑤𝑗+𝑘
𝐿 (𝑠)𝑑𝑠

𝑥𝑗+1

𝑥𝑗

1

𝑘=−1

+ ∫ 𝑢(𝑠)𝑑𝑠 ∫ 𝐾(𝑥, 𝑠)𝑤𝑗
𝐿<0,1>(𝑠)𝑑𝑠

𝑥𝑗+1

𝑥𝑗

,
𝑥𝑗+1

𝑥𝑗

 

Как обычно, у нас есть 𝑢(𝑥0) = 𝑓(𝑥0). Далее у нас есть система 

уравнений 

𝑢(𝑥1) + ∫ 𝐾(𝑥1, 𝑠)𝑢(𝑠)𝑑𝑠 = 𝑓(𝑥1),
𝑥1

0

 

𝑢(𝑥2) + ∫ 𝐾(𝑥2, 𝑠)𝑢(𝑠)𝑑𝑠 + ∫ 𝐾(𝑥2, 𝑠)𝑢(𝑠)𝑑𝑠 = 𝑓(𝑥2)
𝑥2

𝑥1

,
𝑥1

0

 

Используя правый и левый полиномиальные сплайны, мы получаем 

∫ 𝐾(𝑥1, 𝑠)𝑢(𝑠)𝑑𝑠 = 𝑊(𝑥1, 0).
𝑥1

0
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∫ 𝐾(𝑥2, 𝑠)𝑢(𝑠)𝑑𝑠 = 𝑊1(𝑥2, 1).
𝑥2

𝑥1

 

Таким образом, мы должны решить систему уравнений, чтобы 

получить (𝑥1) , 𝑢(𝑥2): 

𝑢(𝑥1) + 𝑊(𝑥1, 0) = 𝑓(𝑥1),   

𝑢(𝑥2) + 𝑊(𝑥2, 0) + 𝑊1(𝑥2, 1) = 𝑓(𝑥2), 

Далее мы можем получить 𝑢(𝑥𝑗), 𝑗 = 3, … , 𝑛 − 1, решая уравнения 

𝑢(𝑥𝑗) + 𝑊(𝑥2, 0) + ∑ 𝑊1(𝑥𝑗 , 𝑘)

𝑗−1

𝑘=1

= 𝑓(𝑥𝑗) , 

 𝑗 = 3, … , 𝑛 − 1. 

На Рис. 22 и 23 показан график погрешности задачи 1, когда 

использовались интегродифференциальные полиномиальные сплайны. 

 

Рис. 22. Погрешность решения задачи 1 (𝐷𝑖𝑔𝑖𝑡𝑠 = 25) 

 

Рис. 23. Погрешность решения задачи 1 (Digits=25) 
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Вывод 

 

В вышеизложенном рассматривалось использование полиномиальных 

и неполиномиальных сплайнов четвертого порядка аппроксимации. 

Результаты численных экспериментов показали преимущество хороших 

аппроксимационных свойств. Полиномиально-тригонометрические сплайны 

давали меньшую погрешность, но для вычислений требуется больше знаков в 

мантиссе. В некоторых случаях значения интегралов могут быть известны. В 

этом случае могут быть применены интегро-дифференциальные сплайны (см. 

[8]). 

 

СПЛАЙНЫ ЧЕТВЁРТОГО ПОРЯДКА АППРОКСИМАЦИИ И 

ИНТЕГРАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ ВОЛЬТЕРРА 

 

Во многих современных задачах появляется необходимость решения 

интегральных уравнений. При решении интегральных уравнений могут быть 

использованы методы машинного обучения могут быть сведены к решению. 

А численное решение интегральных уравнений, чаще всего, связано с 

решением задачи интерполирования. Представляем новый метод решения 

интегрального уравнения Вольтерра, использующий локальные 

интерполяционные сплайны четвёртого порядка аппроксимации. 

 

Постановка задачи 

 

Пусть 𝑛 – целое число, 𝑎, 𝑏 – вещественные. Построим на промежутке 

[𝑎, 𝑏] сетку узлов {𝑥𝑗} с шагом ℎ =
𝑏−𝑎

𝑛
, такую что 𝑦𝑗 = 𝑎 + 𝑗ℎ, 𝑗 = 0, … , 𝑛. 

Рассмотрим численное решение линейногл уравнение Вольтерра второго 

рода: 

𝑢(𝑥) + ∫ 𝐾(𝑥, 𝑠)𝑢(𝑠)𝑑𝑠
𝑥

𝑎

= 𝑓(𝑥),    𝑥, 𝑠 ∈ [𝑎, 𝑏], 



37 
 

где 𝐾, 𝑓 - известные функции, 𝑢(𝑥) – функция, которую надо найти.  

 

Численное решение 

 

Построим метод численного решения этого уравнения, применяя 

локальные сплайны четвёртого порядка аппроксимации. На каждом сеточном 

интервале [𝑦𝑗 , 𝑦𝑗+1], аппроксимируем функцию 𝑢(𝑥) правыми локальными 

сплайнами четвёртого порядка аппроксимации [1]:  

�̃�(𝑥) = 𝑢(𝑦𝑗)𝜔𝑗
𝑅(𝑥) + 𝑢(𝑦𝑗+1)𝜔𝑗+1

𝑅 (𝑥) + 𝑢(𝑦𝑗+2)𝜔𝑗+2
𝑅 (𝑥) + 𝑢(𝑦𝑗+3)𝜔𝑗+3

𝑅 (𝑥),  

𝜔𝑗
𝑅(𝑥) =

(𝑥 − 𝑦𝑗+1)(𝑥 − 𝑦𝑗+2)(𝑥 − 𝑦𝑗+3)

(𝑦𝑗 − 𝑦𝑗+1)(𝑦𝑗 − 𝑦𝑗+2)(𝑦𝑗 − 𝑦𝑗+3)
, 

𝜔𝑗+1
𝑅 (𝑥) =

(𝑥 − 𝑦𝑗)(𝑥 − 𝑦𝑗+2)(𝑥 − 𝑦𝑗+3)

(𝑦𝑗+1 − 𝑦𝑗)(𝑦𝑗+1 − 𝑦𝑗+2)(𝑦𝑗+1 − 𝑦𝑗+3)
, 

𝜔𝑗+2
𝑅 (𝑥) =

(𝑥 − 𝑦𝑗)(𝑥 − 𝑦𝑗+1)(𝑥 − 𝑦𝑗+3)

(𝑦𝑗+2 − 𝑦𝑗)(𝑦𝑗+2 − 𝑦𝑗+1)(𝑦𝑗+2 − 𝑦𝑗+3)
, 

𝜔𝑗+3
𝑅 (𝑥) =

(𝑥 − 𝑦𝑗)(𝑥 − 𝑦𝑗+1)(𝑥 − 𝑦𝑗+2)

(𝑦𝑗+3 − 𝑦𝑗)(𝑦𝑗+3 − 𝑦𝑗+1)(𝑦𝑗+3 − 𝑦𝑗+2)
. 

Наша задача – найти значения �̃�(𝑦𝑘). Вначале находим �̃�(𝑦𝑘), 𝑘 =

0,1,2,3: 

�̃�(𝑦0) = 𝑓(𝑦0), 

�̃�(𝑦1) + �̃�(𝑦0) ∫ 𝐾(𝑦1, 𝑠)𝜔0
𝑅(𝑠)𝑑𝑠

𝑦1

𝑦0

+ �̃�(𝑦1) ∫ 𝐾(𝑦1, 𝑠)𝜔1
𝑅(𝑠)𝑑𝑠

𝑦1

𝑦0

+ �̃�(𝑦2) ∫ 𝐾(𝑦1, 𝑠)𝜔2
𝑅(𝑠)𝑑𝑠

𝑦1

𝑦0

+ �̃�(𝑦3) ∫ 𝐾(𝑦1, 𝑠)𝜔3
𝑅(𝑠)𝑑𝑠

𝑦1

𝑦0

= 𝑓(𝑦1), 
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�̃�(𝑦2) + �̃�(𝑦0) ∫ 𝐾(𝑦2, 𝑠)𝜔0
𝑅(𝑠)𝑑𝑠

𝑦1

𝑦0

+ �̃�(𝑦1) ∫ 𝐾(𝑦2, 𝑠)𝜔1
𝑅(𝑠)𝑑𝑠

𝑦1

𝑦0

+ �̃�(𝑦2) ∫ 𝐾(𝑦2, 𝑠)𝜔2
𝑅(𝑠)𝑑𝑠

𝑦1

𝑦0

+ �̃�(𝑦3) ∫ 𝐾(𝑦2, 𝑠)𝜔3
𝑅(𝑠)𝑑𝑠

𝑦1

𝑦0

+ �̃�(𝑦0) ∫ 𝐾(𝑦2, 𝑠)𝜔0
𝑀(𝑠)𝑑𝑠

𝑦2

𝑦1

+ �̃�(𝑦1) ∫ 𝐾(𝑦2, 𝑠)𝜔1
𝑀(𝑠)𝑑𝑠

𝑦2

𝑦1

+ �̃�(𝑦2) ∫ 𝐾(𝑦2, 𝑠)𝜔2
𝑀(𝑠)𝑑𝑠

𝑦2

𝑦1

+ �̃�(𝑦3) ∫ 𝐾(𝑦2, 𝑠)𝜔3
𝑀(𝑠)𝑑𝑠

𝑦2

𝑦1

= 𝑓(𝑦2),  

�̃�(𝑦3) + �̃�(𝑦0) ∫ 𝐾(𝑦3, 𝑠)𝜔0
𝑅(𝑠)𝑑𝑠

𝑦1

𝑦0

+ �̃�(𝑦1) ∫ 𝐾(𝑦3, 𝑠)𝜔1
𝑅(𝑠)𝑑𝑠

𝑦1

𝑦0

+ �̃�(𝑦2) ∫ 𝐾(𝑦3, 𝑠)𝜔2
𝑅(𝑠)𝑑𝑠

𝑦1

𝑦0

+ �̃�(𝑦3) ∫ 𝐾(𝑦3, 𝑠)𝜔3
𝑅(𝑠)𝑑𝑠

𝑦1

𝑦0

+ �̃�(𝑦0) ∫ 𝐾(𝑦3, 𝑠)𝜔0
𝑀(𝑠)𝑑𝑠

𝑦2

𝑦1

+ �̃�(𝑦1) ∫ 𝐾(𝑦3, 𝑠)𝜔1
𝑀(𝑠)𝑑𝑠

𝑦2

𝑦1

+ �̃�(𝑦2) ∫ 𝐾(𝑦3, 𝑠)𝜔2
𝑀(𝑠)𝑑𝑠

𝑦2

𝑦1

+ �̃�(𝑦3) ∫ 𝐾(𝑦3, 𝑠)𝜔3
𝑀(𝑠)𝑑𝑠

𝑦2

𝑦1

+ �̃�(𝑥0) ∫ 𝐾(𝑦3, 𝑠)𝜔0
𝐿(𝑠)𝑑𝑠

𝑦3

𝑦2

+ �̃�(𝑦1) ∫ 𝐾(𝑦3, 𝑠)𝜔1
𝐿(𝑠)𝑑𝑠

𝑦3

𝑦2

+ �̃�(𝑦2) ∫ 𝐾(𝑦3, 𝑠)𝜔2
𝐿(𝑠)𝑑𝑠

𝑦3

𝑦2

+ �̃�(𝑦3) ∫ 𝐾(𝑦3, 𝑠)𝜔3
𝐿(𝑠)𝑑𝑠

𝑦3

𝑦2

= 𝑓(𝑦3). 

Далее применяем формулу: 

𝑢(𝑦𝑘) + ∫ 𝐾(𝑦𝑘 , 𝑠)𝑢(𝑠)𝑑𝑠
𝑥1

0

= 𝑓(𝑦𝑘). 

Если интегралы не могут быть вычислены точно, то можно 

использовать соответствующую квадратурную формулу. 

 

Результаты численного эксперимента 

 

Рассмотрим решение уравнения 
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𝑢(𝑥) = 𝑔(𝑥) − ∫ (𝑥 − 𝑡) cos(𝑥 − 𝑡) 𝑢(𝑡)𝑑𝑡
𝑥

0

,   𝑥 ∈ [0,1], 

где функция 𝑔(𝑥) построена по функции 𝑢(𝑥) =
2 cos(√3𝑥+1)

3
. Таким 

образом: 𝑔(𝑥) =
2

3
cos(√3𝑥 + 1) −

√3

3
𝑥 cos(𝑥) sin(1) +

2

3
cos(𝑥) 𝑥 cos(1) −

1

3
𝑥 sin(𝑥) cos(1) −

√3

3
sin(𝑥) sin(1) −

2

3
cos(√3𝑥) cos(1) +

2

3
sin(√3𝑥) sin(1) . 

предположим, что количество узлов сетки равно 32. График 

погрешности решения представлен на Рис. 24. Вычисления проводились в 

среде MAPLE. 

 

 

Рис. 24. График погрешности приближения при 𝑛 = 32 
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Вывод 

Преимуществом предложенного метода является возможность 

использования его на неравномерной сетке узлов. Значения искомой 

функции в точках можно соединить приведёнными выше сплайнами. 
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