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[bookmark: _Toc103012072]Введение
Одним из наиболее широко распространенных статистических методов является регрессионный анализ. С его применением мы можем столкнуться во многих областях человеческой деятельности: физике, химии, экономике, психологии, социологии и др. Вообще говоря, трудно назвать ту сферу, в которой бы этот метод не использовался и не был бы полезен. Он используется при построении математической зависимости на основе экспериментальных данных. Благодаря регрессионному анализу возможны построение математической модели и статистический анализ результатов.
В данной работе объектом исследования выступает процесс испускания электронов твердым телом под воздействием электрического поля — полевая электронная эмиссия (ПЭЭ). Данный процесс описывается законом Фаулера-Нордгейма (ФН) [1]:
	
	
	(1)


Здесь j — модуль плотности тока, E — модуль напряженности внешнего электрического поля, параметры a и b включают в себя фундаментальные постоянные и значение работы выхода электрона Φ.
Для практических целей больший интерес представляет интегральная зависимость, которая описывает зависимость силы тока I от напряжения V:
	
	
	(2)


где A и B можно считать постоянными величинами для рассматриваемой в ходе эксперимента системы [3-5]. 
На основе (2) получают линеаризованную модель сигнала и ставится задача регрессионного анализа. Классический подход к оцениванию параметров линейной регрессии основан на методе наименьших квадратов (МНК). Однако, данный метод неустойчив к аномальным наблюдениям, а при проведении экспериментов, связанных с полевыми источниками электронов, такие наблюдения могут возникнуть, например, если используются какие-то новые материалы или в случае, когда режим работы катодов не чисто полевой, а комбинированный (термоэлектронная эмиссия, фотоэлектронная эмиссия). В связи с чем, интересным становится исследование других методов оценки параметров регрессионной модели, в частности, робастных. 
Актуальность применения робастных (от англ. “robust” — надежный) оценок обусловлена тем, что они устойчивы к выбросам и при этом демонстрируют достаточно близкий к классическим методам результат на данных. Робастность — относительно молодая ветвь математической статистики, находящаяся в процессе развития. За последние полвека, наблюдается значительный рост в области робастной статистики, о чем свидетельствует огромное количество публикаций и учебных материалов по теме, например, [5,9,16,18,19].
Предметом исследования данной работы является применение робастных оценок к сигналу ПЭЭ. 
Целью работы является исследование параметров сигнала электронной эмиссии робастными методами. Для реализации этой цели были поставлены следующие задачи:
· Построить модель сигнала ПЭЭ;
· Рассмотреть различные методы регрессионного анализа применительно к модели сигнала;
· Описать робастные методы;
· Выбрать программный продукт для реализации методов;
· Провести компьютерный (численный) эксперимент по построению сигнала ПЭЭ с разными уровнями «шума»;
· Сравнить результаты, полученные робастными методами и с использованием МНК.
Работа имеет следующую структуру. В разделе 1 представлены теоретические аспекты, определения и методы вычисления МНК-, М-, LTS, MM-, HBR, Theil-Sen–оценок, а также краткие сведения о преимуществах и недостатках каждого из них, в разделе 2 описывается математическая модель сигнала электронной эмиссии, в разделе 3 обосновывается выбор программной среды для эксперимента, раздел 4 включает в себя практическую составляющую, результаты, полученные в ходе численного эксперимента. Каждая глава завершается краткими выводами.


Глава 1. [bookmark: _Toc103012073]Обзор литературы
1.1. [bookmark: _Toc103012074]Актуальность использования методов регрессионного анализа и применения робастных методов оценивания
Само понятие регрессии было введено в 1886 году Френсисом Гальтоном в связи с его антропологическими исследованиями [2]. Он соединил метод наименьших квадратов, впервые примененный Гауссом в 1795 году [3], со средствами статистического анализа полученных результатов, и таким образом регрессионный анализ стал общим методом построения математических моделей на основе экспериментальных данных. 
При такой долгой истории развития регрессионного анализа можно было бы ожидать, что он давно полностью изучен, остановился в своем развитии и перестал интересовать специалистов. Но это совершенно не так. С развитием вычислительной техники увеличились возможности регрессионного анализа, возможности методов при решении практических задач, повысилась точность получаемых результатов. Большая часть трудоемкой вычислительной работы теперь стала выполняться мощными компьютерами. Это также способствовало тому, что более широкое применение получила непопулярная ранее робастная регрессии, т.к. вычисление робастных оценок требует гораздо более больших вычислительных затрат, чем оценка методом наименьших квадратов [4].
Линейная регрессия — наиболее популярный пример регрессионной модели, в которой объясняемая переменная зависит линейно от каждого отдельного признакаp [14]. Одним из наиболее популярных методов является метод наименьших квадратов (МНК). Его идея проста — требуется минимизировать сумму квадратов ошибок модели. Метод получил широкое применение сразу по нескольким причинам: он легко интерпретируем, имеет довольно несложное аналитическое решение, а также является так называемой BLUE-оценкой (от англ. “Best Linear Unbiased Estimator” — наилучшая линейная несмещенная оценка), а в случае нормального распределения совпадает с оценкой, полученной методом максимального правдоподобия. Таким образом, во всех задачах, в которых предполагается нормальное распределение данных, МНК-оценка является наиболее предпочтительной.
Однако, было замечено, что МНК является неустойчивым в случае, если данные содержат экстремальные значения [3], так называемые «выбросы», то есть наблюдения, сильно отличающиеся от остальных. С точки зрения статистики распределение данных, содержащих выбросы, схоже с нормальным, но имеет более «тяжелые» хвосты. В такого рода задачах, первой мыслью было избавиться от выбросов. Поначалу, такой подход действительно имел право на существование в силу того, что регрессор зачастую был всего один, а наблюдений было немного. Здесь довольно очевидно, как обнаружить выбросы — можно визуализировать данные на плоскости и избавиться от тех наблюдений, которые достаточно сильно выделяются на фоне остальных, а затем уже построить модель. Однако, с развитием регрессионного анализа, стало понятно, что такой подход не работает в большинстве задач, и конкретно в задачах многомерной регрессии. Дело в том, что в такой ситуации уже довольно неочевидно, что считать выбросом, а зачастую даже невозможно определить, является наблюдение сильно выделяющимся на фоне остальных или нет. Поэтому возникла нужда в робастных (от англ. “robust” — надежный) оценках, которые были бы устойчивы к выбросам, и при этом демонстрировали достаточно близкий к классическим методам результат на данных, не содержащих экстремальных наблюдений. Первые серьезные продвижения в робастном анализе были сделаны в 1960-ых и в начале 1970-ых годов Джоном Тьюки (1960, 1962), Питером Хьюбером (1964, 1967) и Франком Хэмпелем (1971, 1974). Применимость их идей стала возможна благодаря развитию компьютерных технологий. 
В робастном анализе встречаются сразу несколько семейств различных оценок. Наиболее популярные из них следующие [5]: 
• М-оценки, основанные на идеи метода максимального правдоподобия;
• R-оценки, основанные на анализе рангов каждого наблюдения;
• L-оценки, являющиеся линейными функциями порядковых статистик;
• RANSAC и Theil-Sen Regression Estimator, относящиеся к группе робастных методов машинного обучения.
Все эти методы имеют свои достоинства и недостатки. В этой работе мы постарались затронуть методы из каждого семейства. Остановимся на рассмотрении М-, LTS, MM-, HBR, Theil-Sen-оценок
В работе будет проведен сравнительный анализ вышеописанных методов, а также будут даны рекомендации по их использованию.


1.2. [bookmark: _Toc103012075]Регрессионный анализ. Метод наименьших квадратов
Рассмотрим задачу линейной регрессии [15] с зависимой переменной Y и стохастическими регрессорами 
	
	
	(3)


 — количество наблюдений
Запишем задачу в более удобной векторной форме: 
	
	
	


где — матрица полного ранга по столбцу, 


В данной задаче требуется оценить вектор параметров :
	
	
	(4)


 
 — ошибка i-го наблюдения.
Наиболее популярный метод решения такой задачи — метод наименьших квадратов (МНК), выбирающий оцениваемые параметры так, чтобы минимизировать сумму квадратов ошибок [3]:
	
	.
	(5)


МНК-оценка является эффективной и имеет нормальное распределение, а также имеется аналитическое решение


1.3. [bookmark: _Toc103012076]Робастные методы
При всех очевидных плюсах, МНК-оценка неустойчива к выбросам. Это послужило к созданию робастных методов оценивания параметров. Формально, робастность определяют через несколько связных между собой терминов.
· Пороговая точка
Одним из ключевых понятий робастного анализа является «пороговая точка» (breakdown point).
Пороговой точкой называется такая величина
			(6)
 Супремум берется по всем векторам Z′, которые получены заменой 𝑛 наблюдений из 𝑚 имеющихся в Z произвольными значениями.
Из общих соображений очевидно, что пороговая точка не может быть больше 1/2, то есть количество выбросов не может составлять более половины данных, в противном случае непонятно, что именно мы хотим оценить по данным.
· Функция влияния
Для заданного метода оценивания параметров , примененного к данным с распределением F, содержащих долю выбросов  > 0 с распределением , сконцентрированным в точке (y, x), оценочное асимптотическое смещение определяется как [18]:
.			(7)
Тогда, функция влияния [17] для оценки Т (Т является функцией от закона F и от параметра ) определяется как:
.				(8)
Заметим, что функция влияния по сути является производной оценки по  → 0, показывая тем самым, насколько сильно может повлиять одно наблюдение на оценку параметров.
· Эффективность
Еще одним важным показателем качества любой оценки является ее эффективность. 
Несмещенная оценка  параметра  называется эффективной, если  для всех несмещенных оценок  параметра  по выборке  размера n.
Для несмещенных оценок можно определить также и асимптотическую относительную эффективность, впервые исследованную Питмэном в 1948 году. Идея — из двух оценок ,  наиболее точной окажется та, у которой распределение более сконцентрировано возле истинного значения параметра . Таким образом, наилучшей из двух несмещенных оценок будет та, у которой меньше дисперсия. В этом случае, асимптотическую относительную эффективность можно определить следующим образом:
.				(9)
Соответственно, в зависимости от знака сравнения данной величины с 1, можно делать выводы о том, какая из оценок эффективней.
Эффективность является важным свойством оценки. В частности, известно, что МНК-оценка является эффективной в ситуациях, когда ошибки распределены нормально. Однако, МНК-оценка также не устойчива к выбросам. Замечено, что с этим связана опасность для робастных методов — с увеличением эффективности робастных оценок при нормальном распределении шумов, понижается их устойчивость к выбросам. Таким образом, несмотря на высокую пороговую точку, такие оценки могут быть слишком чувствительны к выбросам. 


1.3.1 [bookmark: _Toc103012077]М-оценка
М-оценка основана на идеи максимизации функции правдоподобия для распределений с «тяжелыми» хвостами.  М-оценка – это вектор параметров , такой что

где s–оценка параметра масштаба погрешности r, а функция ρ удовлетворяет следующим условиям:
1) ρ(−z) = ρ(z);
2) ρ(z) ≥ 0;
3) ρ(0) = 0;
4) Неубывающая функция по |z|.
При условии дифференцируемости функции 𝜌(𝑧), задача сводится к решению системы уравнений:

.
Рекомендовано использовать MADN-оценку параметра масштаба, определяемую следующим образом: 

Определим функцию весов .
Теперь, в рамках модели обозначим  и введем матрицу весов
.
Тогда аналитическое решение минимизации М-оценки будет

Основной смысл заключается в том, чтобы наделить выбросы меньшим весом с помощью матрицы W. 
Однако, М-оценка не может быть построена сразу по данным, так как матрица весов зависит от остатков самой модели. Поэтому для сходимости к решению  используется итерационный алгоритм IRLS (Iteratively Reweighted Least Squares).
В качестве начального приближения 𝜃 рекомендовано выбирать оценку наименьших модулей.
Существует несколько наиболее популярных типов М-оценок, основанных на различных ρ-функциях: Хьюбера, Хампеля, Тьюки.


1.3.2 [bookmark: _Toc103012078]LTS-оценка
LTS- оценка относится к типу L-оценок, основанных на линейных комбинациях порядковых статистик. LTS-оценка (от англ. “Least Trimmed Squares”) минимизирует сумму квадратов ошибок, но не по всему множеству, как МНК, а по усеченному с двух сторон подмножеству. 
	
	
	(10)


где доля усечения. 
То есть основная задача — найти подмножество наблюдений, удаление которых из набора данных приведет к регрессии с наименьшей суммой квадратов остатков. 
Оценка считается низкоэффективной, однако достигает высокой пороговой точки . Поэтому данная оценки используется для начального приближения более эффективных оценок, которые мы рассмотрим далее. Основным же минусом при построении LTS-оценок является тот факт, что для отыскания точного решения требуется O операций, что накладывает ограничение на использование в задачах с большим количеством регрессоров.
Можно заметить, что у описанных выше оценок присутствует хотя бы один недостаток — либо низкая эффективность (LTS-оценка), либо низкая пороговая точка (M-оценка). Поэтому, возникла необходимость в развитии оценок, которые обладали бы высокой пороговой точкой, как L-оценки, и при оставались столь же эффективными, как M-оценки.


1.3.3 [bookmark: _Toc103012079]ММ-оценка
ММ-оценка изобреталась с целью быть более продвинутой М-оценкой. Таким образом, она является первой устойчивой оценкой, сочетающей в себе эффективность М-оценок и высокую пороговую точку L-оценок.
На первом шаге в качестве начального приближения  используют оценку с высокой пороговой точкой, при этом без ограничений на эффективность оценки. В качестве начального приближения часто используются L- оценки. Затем, используя остатки, полученные на первом шаге, строится М-оценка параметра s, имеющая высокую пороговую точку, . В качестве такой оценки выбирается решение уравнения ,  берется удовлетворяющим свойствам, описанным в разделе М-оценок. На последнем шаге, нахождение ММ-оценки сводится к решению системы уравнений
	
	
	(11)



 удовлетворяет условиям -функции М-оценок, а также . 


1.3.4 [bookmark: _Toc103012080]HBR-оценка
HBR-оценка (high breakdown rank) строится на базе R-оценки и как ММ-оценка обладает одновременно и высокой пороговой точкой, и эффективностью.
Оценка  определяется как точка минимума выпуклой функции
	
	 ,
	(12)


где  а   — весовые функции.
	Весовой коэффициент k-го наблюдения (), является функцией двух компонент. Одна компонента определяется величиной остатка , соответствующего начальному приближению модели, построенному на основе некоторой высокопороговой оценки, другая компонента зависит от расстояния точки  до центра факторного пространства.


1.3.5 [bookmark: _Toc103012081]Оценка Тейла-Сена
Определим на плоскости оценочную функцию Тейла-Сена. Пусть у нас имеются наблюдения (), хотим оценить вектор параметров . Тогда оценочная функция  — это медиана коэффициентов наклона по всем точкам 
	
	,
	(13)


а .
Стоит отметить, что оценка Тейла-Сена имеет пороговую точку в 0.293, ограниченную функцию влияния и высокую эффективность. При довольно простой идеи, метод является достаточно надежным, а недостатком может служить относительно небольшая пороговая точка.


1.4. [bookmark: _Toc103012082]Применение полевых эмиттеров
Рассмотрим некоторые возможные приложения полевых эмиттеров, т.е. излучателей электронов. Полевые эмиттеры являются привлекательными для использования в ряде электронных устройств. Например, в электронных приборах, где трудно использовать накаливаемые термокатоды. К таким можно отнести, электронно-лучевые СВЧ устройства коротковолнового диапазона, а также портативные и мобильные источники рентгеновского излучения [9]. В последние годы популярность набрало исследование возможности создания эмиттеров на основе углеродных нанотрубок (УНТ). Благодаря своим физическим характеристикам они являются весьма привлекательным объектом для использования в качестве источника холодной полевой эмиссии электронов [10].
На основе эффекта полевой эмиссии была разработана технология создания дисплеев FED (Field Emission Display). Однако, у FED-дисплеев был выявлен высокий процент брака, при этом к 1998 году существенно снизилась стоимость жидкокристаллических панелей, что на то время делало технологию FED неконкурентоспособной [11].
До сих пор продолжаются исследования по поиску материала для FED-дисплеев. Интерес к такого рода разработкам связан с тем, что по сравнению с жидкокристаллическими у FED-дисплеев нет угла обзора и бликов, выше отклик, больше диапазоны яркости и рабочих температур, им не нужна подсветка, что улучшает качество цветопередачи и контрастности. Также они могут применяться для создания сравнительно недорогих лёгких гибких дисплеев.
Для анализа экспериментальных эмиссионных характеристик полевых катодов используется зависимость (2) тока I от напряжения V, предложенная Р. Фаулером и Л. Нордгеймом [1], являющаяся справедливой в широком диапазоне значений V.  
Оценивание параметров регрессионной модели, в основе которой лежит теория Фаулера–Нордгейма, обычно проводится с использованием МНК, который дает хорошие результаты при выполнении допущений этого метода (см., например, [7]). Однако наличие выбросов среди экспериментальных данных может сильно повлиять на МНК-оценки параметров, что в свою очередь приведет к искажению эмиссионных характеристик, которые зависят от оцениваемых параметров. По этой причине представляется актуальным использование рассмотренных ранее робастных методов, устойчивых к аномально большим значениям токового сигнала. 


[bookmark: _Toc103012083]Выводы к Главе 1
В данной главе были рассмотрены методы регрессионного анализа. Данное изучение позволило сделать ряд выводов. Неустойчивость метода МНК к аномальным наблюдениям, делает интересным рассмотрение робастных методов. В главе дано понятие робастности и описаны 5 различных робастных методов. Также описана область практической применимости полевых источников электронов и отмечена актуальность задачи параметрической идентификации сигнала полевой электронной эмиссии регрессионными робастными методами.
Глава 1. 

Глава 2. [bookmark: _Toc103012084]Математическая модель
Задача параметрической идентификации сигнала полевой электронной эмиссии может быть сформулирована в рамках как нелинейной, так и линейной постановки. Здесь под сигналом понимается значение силы тока I, полученное при заданном значении напряжения V. Классическая двухпараметрическая модель предлагается на основе (2) в виде [7]:
	
	,

,
	(14)


где  и  — некоторые калибровочные значения, которые позволяют сделать параметры A и B безразмерными.
С помощью некоторых преобразований модель (14) для дальнейшего анализа может быть приведена к линейному виду:
	
	,
.
	(15)


Пусть  — значения напряжения, при которых измерены отклики силы тока полевой эмиссии . Тильда означает, что показания измерены с некоторыми погрешностями. Модель отклика запишется в виде:
	
	, i = 1, 2, …, N,
	(16)


N — число наблюдений.
На результат измерения влияют многие независимые случайные факторы, каждый из них порождает ничтожную ошибку. Поскольку число этих факторов очень велико, их совокупное действие дает уже заметную суммарную ошибку, имеющую распределение, близкое к нормальному. Такой вывод о законе распределения является следствием центральной предельной теоремы. Поэтому в большинстве случаев шум случайной природы может быть описан нормально распределенными величинами.  
Будем полагать, что погрешности  силы тока  имеют нормальное распределение: . При каждом значении напряжения  среднеквадратичное отклонение  пропорционально значению силы тока :  — коэффициент пропорциональности, так называемый уровень шума.
Показания значений напряжения будем рассматривать для двух случаев:
Случай 1 —  равноотстоящие:
	
	.
	(17)


Случай 2 —  неравноотстоящие:
	
	,
	(18)


где ,  — начальное и конечное значения диапазона измерения напряжения.


[bookmark: _Toc103012085]Выводы к Главе 2
Глава посвящена рассмотрению математической модели сигнала I полевой эмиссии, а также модели погрешности измерения (или «шума») и приведены формулы, необходимые для дальнейшей компьютерной реализации. 


Глава 3. [bookmark: _Toc103012086]Обзор и выбор программного продукта 
Компьютерных программ, позволяющих провести регрессионный анализ на данный момент достаточно много. Существуют различные инструменты, например, Microsoft Excel, Python, R, Statistica, Matlab и др. Для выбора инструментария выполнения практической части были выдвинуты некоторые критерии: программное обеспечение должно быть свободно распространяемое, включать мощные инструменты для анализа данных и их визуализации, иметь низкий порог вхождения. После изучения предложенных вариантов интерес вызвало использование R.
R — язык программирования для статистической обработки данных и работы с графикой, а также свободная программная среда вычислений с открытым исходным кодом. В R реализованы практически все актуальные средства универсальных статистических вычислений, а также множество специфических алгоритмов для решения узкоспециализированных задач и исследований в отдельных областях. 
R обладает хорошей расширяемостью с помощью пакетов. Пакеты представляют собой библиотеки для работы специфических функций или специальных областей применения. В базовую поставку R включен основной набор пакетов, а всего по состоянию на 2019 год доступно более 15 тысяч пакетов. Возможность неограниченного расширения с помощью пакетов — это наиболее сильная сторона R. Еще одной особенностью R являются графические способы представления данных, заключающиеся в возможности создания качественной графики, которая может быть экспортирована в распространённые графические форматы и использована для презентаций или публикаций [12]. 
Выявленные достоинства:
•	наличие мощных встроенных аналитических средств;
•	качественная графика;
•	гибкость;
•	открытый код;
•	простота в обучении.
Самой удобной на сегодняшний день средой для R является RStudio. 
Исходя из вышеописанного, в данной работе будет использоваться язык программирования R и RStudio как среда для исполнения программного кода. 


[bookmark: _Toc103012087]Выводы к Главе 3
В главе приводится обзор языка R и обосновывается выбор именно этого программного средства.


Глава 4. [bookmark: _Toc103012088]Компьютерный (численный) эксперимент
В работе рассмотрен модельный сигнал вида (14) с входными параметрами:
· A = 2, B = 4;
·  = 1А,  = 1В
·  = 1В,  = 10В;
· N = 10, 20, 30, 50.
Значения напряжений  моделировались равноотстоящими и неравноотстоящими. Варьировалось количество измерений N в эксперименте. 
Погрешность измерения  подбиралась со среднеквадратичным отклонением, пропорциональным величине отклика с использованием различных значений уровня шума δ = 0.05, 0.10, 0.15, 0.20. 
Используя смоделированные данные, при каждом N проводилось оценивание параметров всеми рассмотренными в главе 1 (п.1.2 - 1.3) методами. Опишем далее их реализацию в R.
Для нахождения коэффициентов методом наименьших квадратов в R применяется функция lm(). Эта функция использует следующий базовый синтаксис:
lm(formula, data, …)
где formula — формула для линейной модели (например, ), data — имя фрейма данных, содержащего данные. 
Функция summary() позволяет посмотреть сводку по полученной регрессионной модели. Результат выглядит в форме краткого отчета, где из выводимых на экран данных помимо оценки коэффициентов можно получить такую информацию:
R-squared — коэффициент детерминации, он рассматривается как мера зависимости одной случайной величины от множества других, это единица минус доля необъясненной дисперсии в дисперсии зависимой переменой. Чем ближе к 1, тем ярче выражена зависимость;
Adjusted R-squared — скорректированный коэффициент детерминации,  решает проблему коэффициента , который растет с числом факторов и когда в модели присутствует много факторов высокое значение  может быть обманчивым;
F-statistic — применяется, чтобы оценить значимость модели регрессии в целом, является соотношением межгрупповой дисперсии, к внутригрупповой. При удачном построении модели линейной регрессии, получится объяснить значительную часть дисперсии, оставляя в знаменателе малую часть;
t–value —название критерия, основанного на распределении Стьюдента. В линейной регрессии значение этого параметра указывает на значимость фактора;
p–value — это p-уровень значимости, если значение p value ниже порогового уровня (0.05 или 0.01), то нулевая гипотеза о том, что независимые переменные не объясняют динамику зависимой переменной ложная.
Для робастных оценок в R есть отдельные функции они подгружаются из различных библиотек. Для использования M-оценки необходимо вызвать функцию rlm() из библиотеки MASS: 
rlm(formula, data, …)
Кроме formula, data в её аргументах можно указать также:
maxit — ограничение на количество итераций IWLS (Iteratively re-weighted least squares); 
na.action — функция для указания действия, которое необходимо предпринять, если найдены NA;
method — указывается метод method = c("M", "MM") , по умолчанию ставится М-оценка, ММ-оценка — это М-оценка с бивесом Тьюки и фиксированной шкалой как у S-оценки;
psi — этим аргументом задается ρ-функция c подставленными параметрами: 
psi.huber(u, k = 1.345, deriv = 0), 
psi.hampel(u, a = 2, b = 4, c = 8, deriv = 0), 
psi.bisquare(u, c = 4.685, deriv = 0), 
где u — числовой вектор оценочных баллов; k, a, b, c — константы настройки; deriv — 0 (вычислить значения пси-функции) или 1 (вычислить значения ее первой производной).
Функция summary() позволит вывести результаты в форме отчета.
Для того чтобы применить MM-оценку необходимо в аргументах rlm() указать method = "MM", который выбирает определенный набор опций и гарантирует, что оценка имеет высокую пороговую точку. Исходный набор коэффициентов и окончательная шкала выбираются S-оценщиком с k0 = 1.548; это дает пороговую точку 0.5.
Использование LTS-оценки описывается функцией ltsReg() из библиотеки robustbase:
ltsReg(formula, data, …)
Кроме формулы и фрейма данных можно указать:
alpha —  процент квадратов остатков (приблизительно), сумма которых будет минимизирована, по умолчанию 0.5. В общем, alpha должно быть между 0.5 и 1.
Метод LTS-оценки минимизирует сумму h остаточной суммы квадратов (residual sum of squares), где  , т. е. необходимо использовать не менее половины числа наблюдений. Значение h по умолчанию (когда alpha=1/2) примерно равно , (точнее , где n — общее количество наблюдений) , но, установив alpha, можно выбрать более высокие значения вплоть до n.
 Для метода HBR (High breakdown rank) из библиотеки hbrfit данные, которые являются выбросами как в пространстве X, так и в Y, имеют пониженный вес. Метод обладает 50%-ной пороговой точкой. Синтаксис: 
hbrfit(formula, data, subset, symmetric = false, …)
где subset — аргумент, определяющий подмножество наблюдений, которые будут использоваться (необязательный), symmetric — логический аргумент, если 'false' использует медиану остатков в качестве оценки пересечения.
	Функция theil_sen_regression() из библиотеки RobustLinearReg вычислит линейную регрессию, используя за основу оценки Тейла-Сена на медиане уклонов. Синтаксис: 
theil_sen_regression(formula),
где formula — объект типа формула, должен быть линейным.
Выполнив обзор реализации в R, вернемся к моделированию сигнала. 
Было выполнено моделирование сигнала для значений напряжения  равноотстоящих (Рисунок 1) и неравноотстоящих (Рисунок 2).
	[image: ]
[bookmark: _Ref102992752]Рисунок 1. Сигнал I(V) для равноотстоящих , N = 30
	[image: ]
[bookmark: _Ref102992777]Рисунок 2. Сигнал I(V) для неравноотстоящих , N = 30


Для добавления шума в сигнал случайные величины  моделировались с помощью встроенной в R функции rnorm(), которая генерирует псевдослучайные числа с нормальным законом распределения. В качестве параметров распределения использовались нулевое математическое ожидание и среднеквадратичное отклонение с заданным уровнем шума δ. Пример распределения шума на гистограмме (Рисунок 3).
[image: ]
[bookmark: _Ref102993057]Рисунок 3. Гистограмма шума при δ = 0,1
Используя различные номера посева для генератора, получались повторно воспроизводимые независимые выборки, отличающиеся уровнем шума (Рисунок 4 и Рисунок 5).
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[bookmark: _Ref102993327]Рисунок 4. Сигнал c δ = 0.1, N = 30
 [image: C:\Users\lenan\Downloads\шум 02 50.png]
[bookmark: _Ref102993329]Рисунок 5. Сигнал c δ = 0.2, N = 50
Рассмотрим на одном из примеров результаты работы кода и отыщем значения параметров регрессии. Возьмем пример, где N = 20, а уровень шума δ = 0.1. Полученные значения X и Y помещены в массив dataframe с названием data1.
Применив к данным метод наименьших квадратов, выведем результат в форме отчета (Рисунок 6).
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[bookmark: _Ref102994789]Рисунок 6. Результат описательной сводки summary() по методу МНК
Отдельно запросим получившиеся коэффициенты регрессии. Оцененная регрессия выглядит следующим образом:
.
Для применения робастного метода вызовем функцию rlm(). По умолчанию метод использует М-оценку. Результат выведем на экран в форме отчета (Рисунок 7).
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[bookmark: _Ref102995239]Рисунок 7 Результат описательной сводки summary() по робастному методу с M-оценкой

Оцененная регрессия выглядит следующим образом:
.
Используя в rlm() аргумент method = c("MM") укажем, чтобы расчеты выполнялись с использованием ММ-оценки (Рисунок 8).
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[bookmark: _Ref102996040]Рисунок 8. Результат описательной сводки summary() по робастному методу 
с MM-оценкой
Коэффициенты в уравнении регрессии выглядят следующим образом:
.
Аналогичным образом приведем отчеты LTS-оценки (Рисунок 9) и оценки Тейла-Сена (Рисунок 10). Оцененные коэффициенты регрессии соответственно:
,
.
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[bookmark: _Ref102998038]Рисунок 9. Результат описательной сводки summary() по робастному методу с LTS-оценкой
[image: ]
[bookmark: _Ref102998042]Рисунок 10. Результат описательной сводки summary() по робастному методу оценка Тейла-Сена
Для наглядности построим график по полученным коэффициентам (Рисунок 11). 
[image: ]
[bookmark: _Ref102998342]Рисунок 11. График линейной регрессии N=20, δ = 0.1
Здесь зеленая линия показывает точные значения, A и B были заданы во входных данных. Важно отметить, что ни одна из рассматриваемых робастных оценок не показала плохих результатов, значения приближены к точным. 
[bookmark: _Ref102999630]Добавим в сигнал искусственный выброс, а именно — умножим на некоторую константу одно случайно выбранное значение зависимой переменной. 
Например, первое выборочное значение увеличим в 5 раз. Проведём новое оценивание параметров регрессии (Таблица 1).
Таблица 1. Изменение оценок при внесении аномального наблюдения
	Оценка
	МНК
	М-оценка
	ММ-оценка

	
	До
	После
	До
	После
	До
	После

	
	0.2793
	0.1751
	0.2832
	0.2663
	0.2848
	0.2963

	
	-1.6971
	-1.1865
	-1.6997
	-1.6098
	-1.6988
	-1.7601

	
	LTS-оценка
	HBR-оценка
	Theil-Sen-оценка

	
	До
	После
	До
	После
	До
	После

	
	0.3049
	0.3049
	0.2909
	0.3006
	0.3023
	0.3017

	
	-1.8059
	-1.8059
	-1.7493
	-1.7751
	-1.7856
	-1.7809


И также построим график (Рисунок 12).
[image: ]
[bookmark: _Ref102999004]Рисунок 12. График линейной регрессии N=20, δ = 0.1 с добавленным
 аномальным наблюдением
Этот пример показывает, что наилучшим образом на единичный выброс в данных реагируют робастные методы, наихудшим — МНК-оценка.
Зафиксируем уровень шума δ = 0.1 и будем изменять количество наблюдений N (Рисунок 13-Рисунок 15). 
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[bookmark: _Ref103002313]Рисунок 13. График линейной регрессии с аномальным наблюдением N =10, δ = 0.1
[image: ]
Рисунок 14. График линейной регрессии с аномальным наблюдением N =30, δ = 0.1
[image: ]
[bookmark: _Ref103002315]Рисунок 15. График линейной регрессии с аномальным наблюдением N = 50, δ = 0.1
Видно, что угол наклона линейной регрессии, посчитанной МНК, значительно отличается от модельный данных. Ситуация на Рисунке 13 интересна и, вероятно, связана с определенным набором случайных величин.  
Изменим уровень шума до δ = 0.2 и выполним расчеты для неравноотстоящих значений  (Рисунок 16 – Рисунок 18).
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[bookmark: _Ref103005921]Рисунок 16. График линейной регрессии с аномальным наблюдением N = 10, δ = 0.2

[image: ]
Рисунок 17. График линейной регрессии с аномальным наблюдением N = 30, δ = 0.2
[image: ]
[bookmark: _Ref103005922]Рисунок 18. График линейной регрессии с аномальным наблюдением N=50, δ = 0.2
При неравноотстоящих значениях  различия с увеличением N менее заметны.


Точность оценивания параметров выполним на основе сравнения относительных погрешностей:
 ,
 	,
а также совокупной погрешности, построенной с использованием евклидовой метрики:
, 
где A*, В* — это модельные значения коэффициентов.
Результаты оформим в виде таблицы для равноотстоящих  (Таблица 2) и неравноотстоящих (Таблица 3).
Таблица 2. Сравнение результатов использования МНК и робастных методов для равноотстоящих  (случай 1) при аномальном наблюдении
	δ
	N
	Относительные погрешности
	МНК
	М-
	ММ-
	LTS
	Theil-Sen
	HBR

	0.05
	10
	
	0,71336
	0,70842
	0,04731
	0,04774
	0,08775
	0,03085

	
	
	
	-0,41842
	-0,44841
	-0,43480
	-0,43472
	-0,37260
	-0,43395

	
	
	
	0,82702
	0,83841
	0,43737
	0,43734
	0,38279
	0,43504

	
	30
	
	0,40423
	0,03882
	0,03867
	0,03882
	0,05231
	0,04764

	
	
	
	-0,01624
	-0,42663
	-0,42824
	-0,42663
	-0,41749
	-0,42615

	
	
	
	0,40455
	0,42839
	0,42999
	0,42839
	0,42075
	0,42881

	
	50
	
	0,26533
	0,00465
	0,00162
	0,00207
	0,00252
	0,00772

	
	
	
	-0,13678
	-0,45044
	-0,45142
	-0,45230
	-0,44016
	-0,45295

	
	
	
	0,29851
	0,45047
	0,45142
	0,45230
	0,44016
	0,45301

	0.10
	10
	
	0,76858
	0,76436
	0,09857
	0,09969
	0,18185
	0,06232

	
	
	
	-0,43184
	-0,45748
	-0,42576
	-0,42550
	-0,29529
	-0,42495

	
	
	
	0,88159
	0,89080
	0,43702
	0,43702
	0,34679
	0,42950

	
	30
	
	0,43302
	0,08197
	0,08117
	0,08197
	0,10683
	0,09694

	
	
	
	-0,01533
	-0,41014
	-0,41298
	-0,41014
	-0,39016
	-0,40849

	
	
	
	0,43329
	0,41825
	0,42088
	0,41825
	0,40452
	0,41984

	
	50
	
	0,28108
	0,01026
	0,00182
	0,00542
	0,00579
	0,01545

	
	
	
	-0,13587
	-0,45895
	-0,46162
	-0,46853
	-0,43719
	-0,46320

	
	
	
	0,31219
	0,45907
	0,46162
	0,46856
	0,43722
	0,46346

	0.15
	10
	
	0,82852
	0,82724
	0,15446
	0,15658
	0,28347
	0,09443

	
	
	
	-0,44648
	-0,45427
	-0,41535
	-0,41476
	-0,20927
	-0,41570

	
	
	
	0,94117
	0,94376
	0,44314
	0,44333
	0,35234
	0,42629

	
	30
	
	0,46615
	0,13013
	0,12805
	0,13013
	0,16378
	0,14805

	
	
	
	-0,01435
	-0,39290
	-0,39677
	-0,39290
	-0,36042
	-0,38958

	
	
	
	0,46637
	0,41389
	0,41692
	0,41389
	0,39589
	0,41677

	
	50
	
	0,30237
	0,01583
	0,00058
	0,00498
	0,00935
	0,02174

	
	
	
	-0,13363
	-0,46829
	-0,47334
	-0,48199
	-0,43405
	-0,47102

	
	
	
	0,33059
	0,46855
	0,47334
	0,48201
	0,43415
	0,47152

	0.20
	10
	
	0,89406
	0,89406
	0,21583
	0,21938
	0,39417
	0,12721

	
	
	
	-0,46260
	-0,46260
	-0,40326
	-0,40215
	-0,11253
	-0,40618

	
	
	
	1,00664
	1,00664
	0,45738
	0,45810
	0,40992
	0,42563

	
	30
	
	0,50435
	0,18423
	0,17998
	0,18423
	0,22341
	0,20111

	
	
	
	-0,01341
	-0,37456
	-0,37943
	-0,37456
	-0,32792
	-0,36928

	
	
	
	0,50452
	0,41742
	0,41996
	0,41742
	0,39679
	0,42049

	
	50
	
	0,33080
	0,02014
	0,00081
	0,01917
	0,01279
	0,02984

	
	
	
	-0,12950
	-0,47919
	-0,48502
	-0,50133
	-0,43098
	-0,48193

	
	
	
	0,35524
	0,47961
	0,48502
	0,50169
	0,43117
	0,48285


Проанализировав табличные значения, можно заметить, что:
· При небольших значениях N значения совокупной погрешности по МНК в разы превышают значения, полученные робастными оценками. М-оценка тоже показала высокие значения погрешности. Это может быть связано с тем, что в основе М-оценки лежит алгоритм IWLS (Iteratively re-weighted least squares) — это повторный алгоритм взвешивания с использованием МНК;
· Наименьшее значение совокупной погрешности показывает оценка Тейла-Сена. Это происходит при N=10, 30, 50 и =0.05, 0.1, 0.15, 0.2;
· [bookmark: _Ref103002259]ММ-, HBR-, LTS-оценки на данном примере стабильно показывают результаты без особенностей.
 Таблица 3. Сравнение результатов использования МНК и робастных методов для неравноотстоящих  (случай 2) при аномальном наблюдении
	δ
	N
	Относительные погрешности
	МНК
	М-
	ММ-
	LTS
	Theil-Sen
	HBR

	0.05
	10
	
	0,72421
	0,05399
	0,05318
	0,05399
	0,11150
	0,06757

	
	
	
	-0,02081
	-0,43615
	-0,43636
	-0,43615
	-0,40453
	-0,42284

	
	
	
	0,72451
	0,43948
	0,43959
	0,43948
	0,41962
	0,42820

	
	30
	
	0,30313
	0,04120
	0,04213
	0,04120
	0,05994
	0,05740

	
	
	
	-0,26628
	-0,43433
	-0,43456
	-0,43433
	-0,42675
	-0,42866

	
	
	
	0,40347
	0,43628
	0,43660
	0,43628
	0,43094
	0,43248

	
	50
	
	0,18348
	0,00887
	0,00084
	0,02440
	0,00070
	0,00430

	
	
	
	-0,33415
	-0,44426
	-0,44701
	-0,45655
	-0,44172
	-0,44426

	
	
	
	0,38122
	0,44435
	0,44701
	0,45720
	0,44172
	0,44428

	0.10
	10
	
	0,78879
	0,11235
	0,11050
	0,11235
	0,22707
	0,13538

	
	
	
	-0,03221
	-0,42899
	-0,42945
	-0,42899
	-0,36481
	-0,40301

	
	
	
	0,78944
	0,44346
	0,44344
	0,44346
	0,42970
	0,42514

	
	30
	
	0,34116
	0,08664
	0,08820
	0,08664
	0,12132
	0,11976

	
	
	
	-0,26252
	-0,42582
	-0,42599
	-0,42582
	-0,41052
	-0,41170

	
	
	
	0,43047
	0,43454
	0,43502
	0,43454
	0,42808
	0,42876

	
	50
	
	0,20562
	0,02003
	0,00136
	0,04752
	0,00171
	0,00740

	
	
	
	-0,33082
	-0,44572
	-0,45268
	-0,47081
	-0,44063
	-0,44509

	
	
	
	0,38951
	0,44617
	0,45268
	0,47320
	0,44063
	0,44516

	0.15
	10
	
	0,85899
	0,17592
	0,17272
	0,17592
	0,34697
	0,26855

	
	
	
	-0,04468
	-0,42105
	-0,42182
	-0,42105
	-0,32341
	-0,35608

	
	
	
	0,86015
	0,45632
	0,45582
	0,45632
	0,47432
	0,44600

	
	30
	
	0,38376
	0,13700
	0,13879
	0,13700
	0,18834
	0,18595

	
	
	
	-0,25869
	-0,41701
	-0,41689
	-0,41701
	-0,39091
	-0,39271

	
	
	
	0,46281
	0,43894
	0,43939
	0,43894
	0,43392
	0,43451

	
	50
	
	0,23550
	0,03221
	0,00646
	0,06959
	0,00278
	0,00820

	
	
	
	-0,32585
	-0,44747
	-0,45971
	-0,48564
	-0,43951
	-0,44454

	
	
	
	0,40204
	0,44863
	0,45975
	0,49060
	0,43952
	0,44462

	0.20
	10
	
	0,93596
	0,24580
	0,24081
	0,24580
	0,46461
	0,35797

	
	
	
	-0,05845
	-0,41210
	-0,41329
	-0,41210
	-0,28309
	-0,32753

	
	
	
	0,93778
	0,47984
	0,47833
	0,47984
	0,54406
	0,48519

	
	30
	
	0,43173
	0,19314
	0,19463
	0,19314
	0,25679
	0,25679

	
	
	
	-0,25470
	-0,40778
	-0,40717
	-0,40778
	-0,37112
	-0,37112

	
	
	
	0,50126
	0,45121
	0,45129
	0,45121
	0,45130
	0,45130

	
	50
	
	0,27602
	0,04176
	0,00892
	0,09088
	0,00401
	0,00842

	
	
	
	-0,31839
	-0,45090
	-0,46623
	-0,50125
	-0,43834
	-0,44363

	
	
	
	0,42137
	0,45283
	0,46632
	0,50942
	0,43836
	0,44371


	В случае неравноотстоящих значений , наблюдаем другую картину. Изучив таблицу (Таблица 3), можно сделать некоторые выводы:
· При небольших значениях N среди робастных оценок наименьшие значения совокупной погрешности чаще показывали HBR-оценка и оценка Тейла-Сена;
· При небольших значениях N значения совокупной погрешности по МНК в разы превышают значения, полученные робастными оценками;
· С увеличение числа N значения совокупной погрешности по МНК уменьшаются;
· В среднем значения совокупной погрешности всех рассматриваемых робастных методов незначительно отличаются между собой.
Данные значения получены в условиях, что в первый элемент сигнала аддитивно добавлено аномальное значение. Если экспериментировать с расположением аномального наблюдения, располагая его в середине или в конце, то это оказывает влияние на значения параметров  и .


[bookmark: _Toc103012089]Выводы к Главе 4
Численный эксперимент позволил убедиться в предположении, что для задачи оценки параметров регрессионной модели сигнала полевой эмиссии в условиях аномальных наблюдений можно применять робастные методы. Однако, как показал обзор методов и некоторые экспериментальные наблюдения каждый имеет свои особенности, как преимущества, так и недостатки и, возможно, в практическом использовании лучшим будет выбор нескольких методов в зависимости от условий поставленной задачи, а не сосредоточение лишь на одном способе оценивания. Вначале при выборе методов оценивания параметров следует изучить имеющуюся выборку, определить содержатся ли в ней выбросы, каков их характер и с чем связано их появление. 


[bookmark: _Toc103012090]Заключение 
	На основе теории Фаулера-Нордгейма рассмотрена модель сигнала полевой электронной эмиссии В ходе работы была выполнена параметрическая идентификация сигнала робастными методами. Выполнен анализ и сравнение основных робастных оценок, таких как M-, MM-, LTS-, HBR-, Theil-Sen, и МНК-оценки. Численный эксперимент был проведен в среде R. 
	В разделе 1 приведена теоретическая составляющая. Дано описание методов регрессионного анализа, приведены основные понятия робастных методов и определена актуальность применения робастных методов.
	В разделе 2 описана математическая модель, используемая для практики.
	В разделе 3 обосновывается выбор программного продукта.
В разделе 4 на практике выполнено применение исследованных методов, а также осуществлено их сравнение. Сигнал был рассмотрен для двух случаев показаний значений напряжения. В случае равноотстоящих значений  наименьшее значение совокупной погрешности показала оценка Тейла-Сена. При неравноотстоящих значений  в среднем значения совокупной погрешности всех рассматриваемых робастных методов незначительно отличаются между собой, но лучше в рамках рассматриваемой модели проявили себя HBR-оценка и оценка Тейла-Сена. А вот значения совокупной погрешности по МНК при небольших значениях N в разы превышали значения, полученные робастными оценками.
[bookmark: _GoBack]Таким образом, робастные методы могут значительно снизить влияние выбросов на оценку и при наличии больших выбросов рекомендуется применять именно эти методы, чтобы получить приемлемую итоговую оценку искомых параметров.
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Im(formula = datalSy ~ datal$x)
Fpaduk nuHeHon perpeccum N= 20 delta= 0.1

Residuals:
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call: rim(formula = datalSy ~ datal$x, psi = psi.huber)
Residuals:

Min 1Q Median 3Q Max
-0.135384 -0.016792 -0.003855 0.022074 0.087911

Coefficients:

value std. Error t value
(Intercept) 0.3028 0.0226 13.4096
datal$x -1.7574 0.0368 -47.7952

Residual standard error: 0.02821 on 18 degrees of freedom
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call: rim(formula = datalSy ~ datal$x, psi = psi.huber, method = c("MM™))
Residuals:

Min 1Q Median 3Q Max
-0.14118 -0.01991 -0.00675 0.02239 0.07954

Coefficients:

value std. Error t value
(Intercept) 0.2989 0.0238 12.5714
datal$x -1.7438 0.0387 -45.0460

Residual standard error: 0.03512 on 18 degrees of freedom
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call:

Ttsreg.formula(formula = datalSy ~ datal$x, alpha 0.6)
Residuals (from reweighted LS):

Min 1Q Median 3Q Max
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Coefficients:
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call:
theil_sen_regression(formula = Y ~ X, data = NULL)

Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-0.13679 -0.01823 0.00000 0.02440 0.09492

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t])
(Intercept) 0.30230 0.01905 15.87 5.02e-12
X -1.78557 0.05410 -33.00 < 2e-16

signif. codes: 0

0.001 ‘**’ 0.01 ‘*’ 0.05 “.” 0.1 ' 1

Residual standard error: 0.05399 on 18 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.9837, Adjusted R-squared: 0.9828
F-statistic: 1089 on 1 and 18 DF, p-value: < 2.2e-16
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