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[bookmark: _Toc12126][bookmark: _Toc22299]Введение

Смесительный бак используется во многих сферах жизни, от бытовых нужд до отрасли строительства, от косметической промышленности до пищевой. Смешивание бетона и порошков, очистка жидкостей и газов, сельское хозяйство, производство выпечки, коммунально-бытовое снабжение водой - лишь малая часть множества примеров использования смесительного бака в составе промышленной установки. В общем случае смесительный бак используется для смешивания двух или более субстанций, обладающих разной плотностью. Сфокусируемся на решении задачи приготовления и дозирования воды определенной температуры. При производстве мучных изделий для замешивания теста используют дозу воды с установленной температурой. В сельском хозяйстве для поддержания требуемой влажности воздуха и почвы в теплицах необходимы полив и орошение водой, обладающей температурой, не влияющей на температуру воздуха и почвы в теплице. Возможность эффективно управлять процессом поступления воды в бак и достижения необходимой температуры и объема жидкости внутри бака играет большую роль в построении производственного процесса: увеличение объема и качества производимой продукции, сокращение расхода ресурсов, что несет пользу как для производителя, так и для экологии, возможность с большей легкостью отследить возникновение существенных отклонений от требуемых значений, автоматизация работы системы, что позволяет сократить количество обслуживающего персонала.
Данная работа нацелена на исследование математического аппарата, стоящего за работой смесительного бака, предназначенного для смешивания горячей и холодной воды, и построение оптимального стабилизирующего управления работой смесительного бака. 
Актуальность темы обусловлена обширной областью применения смесительного бака и возможностью приложения полученных результатов к широкому кругу задач. 
Объектом исследования является модель работы управляемого смесительного бака воды.
Для достижения желаемой цели в процессе исследования были задействованы следующие методы: линеаризация, численные методы, матричное уравнение Риккати.
Выпускная квалификационная работа состоит из следующих частей: введение, постановка задачи, обзор литературы, основная часть, состоящая из трех глав, выводы, заключение, список литературы и приложение. В первой главе приведена математическая модель исследуемого объекта и изложены необходимые теоретические сведения. Во второй главе описан результат линеаризации и проведено исследование системы. Третья глава посвящена разысканию стабилизирующего управления.
Таким образом, в данной работе представлен анализ процесса работы смесительного бака. На основе вводимых данных, включающих в себя температуры горячей и холодной воды на входе, желаемую высоту столба воды в баке и желаемую температуру на выходе, просчитываются значения объемных расходов на входе, приводящие к желаемому результату, и находится оптимальное стабилизирующее управление, устраняющее отклонение от введенных параметров.
[bookmark: _Toc26172][bookmark: _Toc22401]Постановка задачи

Необходимо создать устойчивую работу смесительного бака с установившимся равновесным состоянием hs, Ts (высота столба жидкости и температура на выходе), осуществляя стабилизацию регулированием объемных расходов FH(t) и FC(t). Построить систему в отклонениях относительно установившихся решений и установившихся управлений. 
Решить задачу нахождения оптимального стабилизирующего управления, управляя расходом обеих жидкостей одновременно.
В качестве критерия оптимальности (критерия качества управления) использовать функционал

.
[bookmark: _Toc23563][bookmark: _Toc6291]Обзор литературы

Теоретические сведения, касающиеся линеаризации системы дифференциальных уравнений, основных определений и теорем из теории управления и теории устойчивости, метода нахождения стабилизирующего управления, доставляющего минимум критерию оптимальности, описаны в источниках [1]-[5].
Существует множество изобретений, составной частью которых является смесительный бак [6]-[9]. В связи с активным использованием данной установки на многих производствах и для многих бытовых нужд, дополнительные исследования и усовершенствования процесса работы смесительного бака не теряют актуальности.
Наиболее близкой по характеру данному исследованию является работа [9], в которой описана модель смесительного бака с дозированием воды, включающего в себя резервуар для воды, источники подачи воды и слива воды, пульт управления, нагреватель, датчик уровня воды и дополнительную подсистему для слива нежелательной дозы воды. Автор относит полезную модель к пищевому оборудованию, конкретнее - к системам подготовки и дозирования воды с температурой, необходимой для изготовления кондитерских и хлебобулочных изделий.
[bookmark: _Toc20381][bookmark: _Toc12732]1 Описание модели смесительного бака
1.1 [bookmark: _Toc1961][bookmark: _Toc26942]Математическое описание

Рассматривается смесительный бак с управляемыми входными потоками. В бак вливается горячая и холодная жидкость с температурами TH и ТC и с объемными расходами FH(t) и FC(t) соответственно. Бак имеет постоянное поперечное сечение S. После перемешивания, происходящего внутри бака, жидкость с температурой Т(t) свободно вытекает через нижнее отверстие по закону , где k - экспериментальная константа. 
Модель процесса: 


где ρ и Cp – плотность и теплоемкость жидкости.
Схема процесса изображена на Рисунке 1.
[image: tank_page-0001 (1)]
Рисунок 1 - Схема процесса
[bookmark: _Toc9273][bookmark: _Toc16172]1.2 Описание конструкции смесительного бака
Смесительный бак предназначен для автоматического поддержания необходимой температуры воды на выходе засчет регулирования входных потоков. Конструкция смесительного бака включает в себя следующие элементы: эмалированная емкость, мешалка (ротор), датчик уровня, датчик температуры воды на выходе, две трубы для подачи в бак холодной и горячей воды, снабженные клапанами для блокировки и возобновления подачи воды, выходное отверстие.
[bookmark: _Toc11229][bookmark: _Toc5491]1.3 Необходимые теоретические сведения
Построение системы линейного приближения
Рассмотрим систему дифференциальных уравнений вида

													(1.1)


где x(t) - n-мерный вектор состояния системы, u(t) - r-мерный вектор управлений, , .
Уравнение «вход — состояние» записано в форме Коши: в левой части стоит производная вектора состояния x(t), а в правой части — дифференцируемая вектор-функция f от вектора состояния x и вектора входного воздействия u.

Пусть x0(t), u0(t) - номинальная точка нелинейной системы n-го порядка, относительно которой проводится линеаризация. Предположим, что x0(t) удовлетворяет уравнению

												(1.2)


где u0(t) - номинальное значение входной переменной. Построим систему в отклонениях от исследуемого решения. Предположим, что в результате некоторого возмущения управление u(t) и состояние x(t) получают отклонения  и  от номинальных значений. Справедливо представление:

														(1.3)
Подставим x(t) и u(t) в дифференциальное уравнение состояния, применим разложение в ряд Тейлора. Получим

				(1.4)
Принимая во внимание исходное уравнение, замечаем дифференциальное соотношение в номинальной точке и выполняем сокращение:

, 			(1.5)

где  вблизи нуля имеет порядок малости выше первого и мала по сравнению с x и u, а Jx, Ju - матрицы Якоби функции f относительно x и u:

, 	где fi - i-я компонента вектора f, xj - j-я компонента вектора x;

, 	где fi - i-я компонента вектора f, uj - j-я компонента вектора u.





Пусть , . Пренебрегая величиной , видим, что  и  приблизительно удовлетворяют линейному уравнению:

.												(1.6)
Оно называется линеаризованным дифференциальным уравнением состояния относительно отклонений переменных состояния и входных воздействий от их номинальных значений.
Основные определения и теоремы
Рассмотрим линейную стационарную систему

.													 (1.7)
Система (1.7) называется полностью управляемой, если все компоненты её вектора состояний x(t) управляемы.
Теорема (Критерий Калмана) Для того чтобы линейная стационарная система (1.7) была полностью управляемой, необходимо и достаточно, чтобы rang([B, AB, …, An-1B]) = n.

Система (1.7) называется стабилизируемой, если существует закон управления, при котором замкнутая система  асимптотически устойчива.
Теорема (Критерий стабилизируемости) Для того чтобы линейная стационарная система (1.7) была стабилизируема, необходимо и достаточно, чтобы она была полностью управляема.

Рассмотрим линейную стационарную систему

													(1.8)
Система (1.8) называется полностью наблюдаемой на отрезке [0, T], если по значениям вектора наблюдений y(t) на [0, T] можно однозначно восстановить вектор состояния x(t).
Теорема (Критерий наблюдаемости) Для того чтобы стационарная система (1.8) была полностью наблюдаемой, необходимо и достаточно, чтобы rang(O) = rang([CT, ATCT, …, (AT)n-1CT]) = n.

Рассмотрим дифференциальную систему

															(1.9)





Решение  системы (1.9) называют устойчивым по Ляпунову при , если для любого и для любого  найдется такое  такое, что
1) 


все решения y = y(t) системы (1.9), включая , удовлетворяющее неравенству  определены на 
2) 

для этих решений выполняется неравенство  



Решение  системы (1.9) называют асимптотически устойчивым по Ляпунову при , если
1) это решение устойчиво по Ляпунову;
2) 



для любого  существует такое   что все решения y = y(t), удовлетворяющие неравенству  обладают предельным свойством  
[bookmark: _Toc9241]

[bookmark: _Toc25113]2 Исследование модели
[bookmark: _Toc20864][bookmark: _Toc18088]2.1 Линеаризация
Рассмотрим систему дифференциальных уравнений, описывающих работу сместиельного бака:

				(2.1)
Случай установившегося состояния: при заданных FHs, FCs имеют место быть уравнения



												(2.2)


которые можно решить относительно hs и Ts:



														(2.2’)


Построим систему в отклонениях. Пусть

													(2.3)
Тогда


, ,


; 
Линеаризация уравнений, описывающих систему, приводит к следующему результату:

	(2.4)
Подставив Fs, получаем

		(2.5)

Исключаем  из второго уравнения, получаем

						(2.6)


Введем обозначения:	; 
Тогда линеаризованное дифференциальное уравнение состояния примет следующий вид:

					(2.7)
От формы вход-cостояние перейдем к форме вход-состояние-выход: определим выходные переменные как

											(2.8)
Тогда уравнение выходной переменной будет иметь вид

													(2.9)

где .
Система вход-состояние-выход примет вид

													(2.10)
где



;

.

[bookmark: _Toc20129][bookmark: _Toc19078]2.2 Проверка на полную управляемость, стабилизируемость и полную наблюдаемость
Воспользуемся критерием Калмана:

Матрица управлемости:		; 
rank(C) = 2. Следовательно, система полностью управляема.
Воспользовавшись критерием стабилизируемости, заключаем, что система является стабилизируемой.

Воспользуемся критерием полной наблюдаемости:

Матрица наблюдаемости:	;
rank(O) = 2. Следовательно, система полностью наблюдаема.

[bookmark: _Toc24694][bookmark: _Toc5688]2.3	 Устойчивость системы
Предположим, что u(t) = 0. Тогда

.										(2.11)
Матрица A диагональная, следовательно, общее решение выглядит следующим образом:

 .										(2.12)
Установившееся решение при нулевом управлении асимптотически устойчиво.
[bookmark: _Toc24482][bookmark: _Toc19851]3 Оптимальная стабилизация
[bookmark: _Toc9924]3.1 Описание метода
Рассмотрим систему линейных дифференциальных уравнений

 													(3.1)
Задача оптимальной стабилизации системы (3.1) состоит в нахождении стабилизирующего управления

 															(3.2)
доставляющего минимальное значение функционалу

 										(3.3)
Пологаем, что матрицы P, R - симметрические и


 
Теорема 3.1 Для того чтобы существовало оптимальное стабилизирующее управление (3.2), необходимо и достаточно, чтобы матричное уравнение Риккати

	(3.4)

имело решением симметрическую матрицу  такую, что управление 

 													(3.5)
является стабилизирующим.
[bookmark: _Toc7024]3.2 Нахождение стабилизирующего управления
Напомним, что система дифференциальных уравнений в отклонениях выглядит следующим образом:

						(3.6)
Где

													(3.7)
В качестве критерия оптимальности используется функционал

			(3.8)
Необходимо произвести минимизацию функционала, характеризующего отклонение действительного состояния объекта от искомого.

Пусть



 , 
При


, 
найдем значения элементов матриц P, R, Q:



		(3.9)
Таким образом,



  
Составим матричное уравнение Риккати, принимая во внимание структуру полученных матриц P, R, Q:

 										(3.10)
Пусть 


Перепишем матричное уравнение в виде системы из трех уравнений:





В данной работе система разрешается в среде программирования Python (см. приложение А, программная реализация). Здесь вводятся значения температур горячей и холодной воды (TH, TС соответственно), желаемой высоты водного столба внутри бака (hs) и желаемой температуры воды на выходе (Ts), на основе введенных данных просчитываются значения объемных расходов FHs и FCs, обеспечивающих достижение желаемых значений hs и Ts. При помощи функции solve() из библиотеки SymPy задается и решается уравнение (3.10),  для каждого из полученных решений составляется и решается при помощи функции odeint() из библиотеки SciPy соответствующая ему система дифференциальных уравнений вида  и на основе анализа полученных решений системы ДУ делается вывод о виде стабилизирующего управления 
Результатом работы программы является построение приближенного решения уравнения (3.10) и выбор компоненты решения, стабилизирующей систему, на основе введенных данных, а также графическое представление поведения системы при наличии стабилизирующего воздействия. Например, при введении следующих значений параметров: TH = 80°C, TС = 20°C, hs = 1м, Ts = 36°C имеют место соответствующие графики (см. Приложение, рисунки 2-5), из которых можно сделать вывод, что решение 2 является стабилизирующим, так как лишь оно обеспечивает асимптотическую устойчивость решения. Таким образом, стабилизирующее управление будет иметь вид 


[bookmark: _Toc676]Выводы

В первой главе приводится математическое описание модели работы смесительного бака, излагается описание его конструкции. Также приводится необходимый теоретический материал, включающий в себя описание порядка построения линеаризованной системы в отклонениях относительно установившихся решений и установившихся отклонений и основные определения и теоремы теории управления и теории устойчивости.
Во второй главе применяются теоретические сведения, описанные в первой главе. Осуществлен переход от нелинейной системы дифференциальных уравнений, описывающей процесс работы управляемого смесительного бака, к линеаризованной системе в отклонениях от равновесного состояния. В ходе исследования линеаризованной модели была доказана ее полная управляемость, полная наблюдаемость, стабилизируемость и асимптотическая устойчивость при нулевом управлении.
Третья глава посвящена разысканию стабилизирующего управления, доставляющего минимальное значение критерию качества. Описан и  реализован метод нахождения стабилизирующего управления при помощи матричного уравнения Риккати. Приведена программная реализация и графические иллюстрации поведения компонент вектора состояния при наличии стабилизирующего управления. Полученные результаты открывают возможность продолжения исследования работы смесительного бака при управлении расходом лишь одного из входящих потоков.
[bookmark: _Toc9166][bookmark: _Toc21261][bookmark: _GoBack]Заключение

Смесительный бак обладает широкой областью применения. В общем случае он используется для смешивания двух или более субстанций, обладающих разной плотностью. Сужая задачу до рассмотрения смесительного бака, предназначенного исключительно для приготовления воды определенной температуры, можно по-прежнему найти массу применений данного аппарата. Возможность управлять процессом поступления воды в бак и избегать возникновения критических отклонений от требуемых параметров является важным элементом в простроении эффективного и безопасного производства.
В ходе работы была построена линеаризованная система в отклонениях относительно установившегося равновесного состояния. В предположении, что в результате некоторого внешнего воздествия равновесие оказалось нарушено, при помощи матричного уравнения Риккати было найдено стабилизирующее управление, устраняющее разницу между фактической и требуемой траекториями системы. Таким образом, задачи, поставленные в данной работе, выполнены, а цель достигнута.
В заключении отметим, что полученные результаты могут быть применены к более широкому кругу задач путем перехода от рассмотрения температуры к рассмотрению плотности вещества и увеличения количества входных потоков. 
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Программная реализация
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Рисунок 2 - Поведение компонент вектора состояния при решении 1
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Рисунок 3 - Поведение компонент вектора состояния при решении 2
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Рисунок 4 - Поведение компонент вектора состояния при решении 3
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Рисунок 5 - Поведение компонент вектора состояния при решении 4
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import math
import numpy as np

k = 0.04 #experimental constant

input(“Please enter T_i
input("Please enter T_(
= input("Please enter h_
= input("Please enter T_

Fs = k*math.sqrt(hs)
FHs = Fs*(Ts-TC)/(TH-TC)
FCs = Fs*(TH-Ts)/(TH-TC)

print 'Volume flow of output stream: ', Fs
print ‘Volume flow of input hot water stream: ', FHs
print ‘Volume flow of input cold water stream: ', FCs

Please enter T H:

80

Please enter T C:

10

Please enter h_s:

a

Please enter T_s:

36

volume flow of output stream: ©.08

Volume flow of input hot water stream: 0.0297142857143
Volume flow of input cold water stream: ©.0502857142857

#linearized system

A = [[-Fs/(2%hs), @], [0, -Fs/hs]]

B = [[1, 1], [(TH-Ts)/hs, (TC-Ts)/hs]]
C = [[Fs/(2*hs),e], [0,1]]

print 'A =", A

print '8 = ', B

print 'c = ', C

A= [[-0.01, 0], [0, -0.02]]

B = [[1, 1], [12, -7]]
C = [[e.e1, o], [6, 1]]
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#stabilizing control
from sympy import symbols, Eq, solve

= Fs/hs
(TH + TC - 2*Ts)/hs

a
b
C = (TH**2 + TC*™2 + 2*Ts**2 - 2*Ts*(TH + TC))/hs**2

X1, x2, x3 = symbols('x1 x2 x3')

eqs = [EQ(x1*a - 1 + 2*X1**2 + 2*x1*x2*b + C*x2**2), EQ(3*a*x2/2 + 2*x1*x2 + b*x2**2 + b*x1*x3 + c*x2*x3), Eq(2*a*x3 - 1 + 2*x2*
*2 + 2%b*x2*x3 + C*x3%*2)]

sigma = solve(egs, [x1,x2,x3])

print(solve(egs, [x1,x2,x3]))

#verification
for 1 in range (len(sigma)):

print ‘Verification of solution®, i+l

print(sigma[i][@]*a - 1 + 2*sigma[i][0]**2 + 2*sigma[i][0]*sigma[i][1]*b + c*sigma[i][1]**2, 3*a*sigma[i][1]/2 + 2*sigma[i]
[e]*sigma[i][1] + b*sigma[i][1]**2 + b*sigma[i][0]*sigma[i][2] + c*sigma[i][1]*sigma[i][2], 2*a*sigma[i][2] - 1 + 2*sigma[i][1]*
2"+ 2*b*sigma[i][1]*sigma[i][2] + c*sigma[i][2]**2)

[(-0.730227072622314, ©.0161980481094985, -0.0788274167313873), (-0.730131989762601, ©0.0200556861090903, 0.0776820843584089),
(0.719607907603032, -0.0198286547520065, -0.0779321953187619), (0.719705788116090, -0.0159147109079308, 0.0785745079669696) ]
Verification of solution 1

(-1.17961196366423e-16, -2.77555756156289e-17, -2.22044604925031e-16)

Verification of solution 2

(-1.94289029309402e-16, 0, ©)

Verification of solution 3

(5.55111512312578e-17, 0, 1.11022302462516e-16)

Verification of solution 4

(-1.24900090270330e-16, 0, ©)
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np.array([[1, @], [6, 1]])
np.array([[1, @], [6, 1]])
np.zeros((Len(sigma),2,2))
np.zeros((len(sigma),2,2))

no o=

for i in range (len(sigma)):
Q[i] - np.array([[signa[i][e], sigma[i][1]], [sigma[i][1], sigma[i][2]]])
Cli] = -1*(R.dot(np.transpose(8))).dot (Q[i])
print’'c’,i+1,":\n",C[i]

c1:
[[ 0.55204854 ©.85090354]
[ 0.84361341 -0.56798997]]
c2:
[[ 0.50951944 -0.87455861]
[ 0.87052179 ©.5237189 ]]
c3:

[[-0.50149271 ©.8770828 ]
[-0.85840849 -0.52569671]]
ca:

[[-0.54464397 -0.84840488]
[-0.83110876 ©0.56593627]]




image98.png
aplusbc = np.zeros((len(sigma),2,2))
for 1 in range(len(sigma)):

aplusbc[i] = A + B*C[i]

print 'A+3C matrix for solution', i+1, ‘\n', aplusbc[i]
from scipy.integrate import odeint
import matplotlib.pyplot as plt

for 1 in range(len(sigma)):
def F(x, t):
dksildt = aplusbc[i][e][0]*x[0] + aplusbc[i][@][1]*X[1]
dksi2dt = aplusbc[i][1][0]*x[0] + aplusbc[i][1][1]*x[1]
return [dksildt, dksi2dt]

x0 = [0.3, 0.5]
t = np.linspace(0,150,20)
s = odeint(F, x@, t)

plt.plot(t,s[:,0], r--",linewidth
plt.plot(t,s[:,1], r--",linewidth
plt.xlabel('t")

plt.ylabel(*h-hs, T-Ts')
plt.legend()

plt.grid()

plt.show()
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