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Введение
В классической модели коммуникационной сложности, предложен-

ной Яо [6], два игрока — Алиса и Боб хотят вычислить значение 𝑓(𝑥, 𝑦)

для некоторой булевой функции 𝑓 . Изначально Алиса имеет только би-
товую строчку 𝑥, а Боб — 𝑦. Они могут общаться, посылая друг другу
биты, по одному за раунд. В конце коммуникации игроки должны знать
результат 𝑓(𝑥, 𝑦). Например Алиса может отправить все биты своей строки
Бобу, после чего он может посчитать значение функции 𝑓(𝑥, 𝑦) и отправить
результат Алисе. Однако обычно существуют более эффективные с точ-
ки зрения количества отправленных друг другу битов коммуникационные
протоколы.

Важным ограничением классической модели является то, что за один
раунд только один игрок может посылать бит. В статье [2] рассматрива-
ется расширение модели, суть которого заключается в том, что игрокам
позволяется посылать биты одновременно. Такой канал связи называется
полудуплексным. Пример такого канала — общение по рации. Особен-
ность этой модели заключается в том, что в один момент времени игрок
может либо только говорить, либо только слушать. То есть если собесед-
ники попытаются говорить одновременно, то оба ничего не услышат.

В такой модели каждый раунд каждый игрок совершает одно из сле-
дующих действий: отправить 1, отправить 0 или принимать. Если один
игрок посылает, а другой принимает, то такой раунд ничем не отличается
от классического, его называют нормальным. Если оба игрока посылают
биты, то эти биты теряются, будем называть такие раунды потерянны-
ми. Если оба игрока принимают, то такие раунды будем называть тихими.
В зависимости от канала связи в тихом раунде могут возникать разные
ситуации, в связи с этим определены три модели.

• Модель с нулем: оба игрока в тихом раунде получают 0. В этом случае
они не могут отличить ноль, полученный от другого игрока, от нуля,
полученного в результате тихого раунда. Сложность функции 𝑓 в
этой модели обозначается как Dℎ𝑑

0 (𝑓).
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• Модель с тишиной: в тихом раунде игроки получают специальный
символ тишины, то есть, в отличие от случая с тишиной, игроки
различают тихие раунды. Сложность функции 𝑓 в этой модели обо-
значается как Dℎ𝑑

𝑠 (𝑓).

• Модель с противником: в тихом раунде каждый игрок получает либо
0, либо 1. Можно представить что есть некий противник, который
пытается помешать коммуникации, выбирая какой бит Алиса и Боб
услышат в тихом раунде. В такой модели игроки не могут отличить
тихий раунд от нормального. Сложность функции 𝑓 в этой модели
обозначается как Dℎ𝑑

𝑎 (𝑓).

Цель данной работы — исследовать описанные выше модели полу-
дуплексной коммуникационной сложности, сравнить их с классической
моделью и между собой. Мы получим верхнюю оценку в модели с нулём
для функции дизъюнктности, классическая коммуникационная сложность
которой уже известна. Это поможет нам понять то, что модели с нулем и
противником не равны.
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1. Обзорный раздел по предметной области

1.1. Используемые определения

Определение 1.1.

• Функция равенства EQ𝑛 : {0, 1}𝑛 × {0, 1}𝑛 → {0, 1} оперделяется
следующим отношением:

EQ𝑛(𝑥, 𝑦) = 1 ⇐⇒ 𝑥 = 𝑦.

• Функция внутреннего произведения IP𝑛 : {0, 1}𝑛 × {0, 1}𝑛 → {0, 1}
оперделяется следующим отношением:

IP𝑛(𝑥, 𝑦) =
𝑛⨁︁

𝑖=0

𝑥𝑖𝑦𝑖.

• Функция дизъюнктности DISJ𝑛 : {0, 1}𝑛 × {0, 1}𝑛 → {0, 1} оперде-
ляется следующим отношением:

DISJ𝑛(𝑥, 𝑦) = 1 ⇐⇒ ∀𝑖 𝑥𝑖 ̸= 1 или 𝑦𝑖 ̸= 1.

Определение 1.2. Игра Карчмера-Вигдерсона для функции 𝑓 : {0, 1}𝑛 →
{0, 1} — это следующая коммуникационная игра: Алиса получает 𝑥 ∈
𝑓−1(0), Боб получает 𝑦 ∈ 𝑓−1(1). Далее они вместе пытаются найти 𝑖 ∈
[𝑛], такой что 𝑥𝑖 ̸= 𝑦𝑖. Иначе говоря, игра Карчмера-Вигдерсона — это
коммуникационная задача для отношения

𝐾𝑊𝑓 = {((𝑥, 𝑦), 𝑖) | 𝑥 ∈ 𝑓−1(0), 𝑦 ∈ 𝑓−1(1), 𝑥𝑖 ̸= 𝑦𝑖}.

Отношение𝐾𝑊𝑓 называетсяотношениемКарчмера-Вигдерсонадляфунк-
ции 𝑓 .

Определение 1.3. AC0[3]—это класс булевыхфункций, которые вычисля-
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ются схемами полиномиальной длины и константной глубины над базисом
{∧,∨,mod3,¬}.

Определение 1.4. PARITY𝑛 : {0, 1}𝑛 → {0, 1}— функция четности,

∀𝑥 ∈ {0, 1}𝑛 PARITY𝑛(𝑥) =
𝑛⨁︁

𝑖=1

𝑥𝑖.

Определение 1.5. Полином 𝑝 : F𝑛
3 → F3 называется правильным, если он

отображает {0, 1}𝑛 на {0, 1}.

Определение 1.6. Maj3 : {0, 1}3 → {0, 1}

Maj3(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = 1 ⇐⇒
3∑︁

𝑖=1

𝑥𝑖 ⩾ 2.

Определение 1.7. RecMaj : {0, 1}𝑛 → {0, 1}

RecMaj(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) =

= Maj3(RecMaj(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛
3
),RecMaj(𝑥𝑛

3
, . . . , 𝑥 2𝑛

3
),RecMaj(𝑥 2𝑛

3
, . . . , 𝑥𝑛)).

1.2. Используемые факты

Лемма 1. Для любого 𝑛 ∈ N,

D(DISJ𝑛) = D(EQ𝑛) = D(IP𝑛) = 𝑛+ 1.

Теорема 1 ([3]). Для любого 𝑛 ∈ N,

Dℎ𝑑
𝑠 (DISJ𝑛) ≥ 𝑛/ log 5,Dℎ𝑑

0 (DISJ𝑛) ≥ 𝑛/ log 3,Dℎ𝑑
𝑎 (DISJ𝑛) ≥ 𝑛/ log 2.5.

В статьях [4, 5, 1] рассматриваются следующие определения и утвер-
ждения.
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Лемма 2 ([1]). Пусть 𝑔 : F𝑛
3 → F3—правильный полином степени не более

√
𝑛. Тогда 𝑔 совпадает с PARITY𝑛 не более чем на 49/50 от всех входов

из {0, 1}𝑛.

Лемма 3 ([1]). Пусть 𝑡 ≥ 0, и 𝐶 ∈ AC0[3]— схема глубины 𝑑. Тогда суще-
ствует правильный полином степени хотя бы (2𝑡)𝑑, который совпадает
с 𝐶 на 1− SIZE(𝐶)/2𝑡 доле от всех входов из {0, 1}𝑛.

Теорема 2. PARITY /∈ AC0[3]

Доказательство. Предположим, что PARITY ∈ AC0[3]. Тогда существу-
ет фиксированное положительное целое число 𝑑, такое что для входа любо-
го размера существует схема глубины𝑑изAC0[3], вычисляющаяPARITY𝑛.

Возьмём 𝑡 = 𝑛1/2𝑑

2 и применим лемму 3. Тогда существует правильный
полином степени не больше

√
𝑛, который совпадает с PARITY𝑛 на

1− SIZE(𝐶)
√
2
𝑛

1
2𝑑

входах. Тогда по лемме 2

SIZE(𝐶) ≥
(︂

1

50

)︂
·
√
2
𝑛

1
2𝑑

,

что противоречит полиномиальному размеру 𝐶.
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2. Верхняя оценка на функцию дизъюнктности

Теорема 3. Dℎ𝑑
0 (DISJ) ⩽ 3

4𝑛+ 𝑜(𝑛).

Доказательство. Будем считать, что n чётно, иначе Алиса и Боб могут
приписать к своей строке ноль, от чего значение функции не поменяется.
Тогда протокол выглядит следующим образом: Алиса и Боб разбивают
свои строки на подстроки из двух битов. Всего таких подстрок 𝑛/2. Через
♯ (𝑎𝑏) обозначим количество подстрок 𝑎𝑏 среди получившихся кусков, где
𝑎, 𝑏 ∈ {0, 1}. Возможны три случая:

1. ♯ (00) ≥ 𝑛/6, тогда ♯ (01) + ♯ (10) + ♯ (11) ≤ 𝑛/2− 𝑛/6 = 𝑛/3;

2. ♯ (01) ≥ 𝑛/6, тогда ♯ (00) + ♯ (10) + ♯ (11) ≤ 𝑛/2− 𝑛/6 = 𝑛/3;

3. ♯ (00) + ♯ (01) < 𝑛/3.

Сначала Боб определяет, какому из неравенств выше удовлетворяет его
строка, и сообщает об этом Алисе, используя два бита коммуникации.

Рассмотрим все три случая:

• Случай 1

Алиса и Боб обрабатывают свои входные данные по два бита за раунд.
Каждый раунд они действуют согласно следующей таблице (1).

Символ Алиса Боб
00 принимать отправить 1
01 отправить 1 принимать
10 принимать принимать
11 принимать принимать

Таблица 1.

Тогда Алисе и Бобу нужно уметь различать ситуации, когда их строки
пересекаются, то есть пары (01,01), (01,11), (10,10), (10,11), (11,01),
(11,10), (11,11) отличать от других. Если у Алисы была пара 01, а
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у Боба 01 или 11, то, согласно протоколу действия, Боб услышал 1.
Теперь он знает что их строки пересекаются, и позжеможет сообщить
об этом Алисе. Если у Алисы была пара 11 и она слышит 0, то это
значит, что у Боба была одна из пар 01, 10, 11. Значит теперь Алиса
знает, что их строки пересекаются, и может сообщить об этом Бобу.
В таблице 2 знаком “+” обозначены пары входов, которые Алиса и
Боб уже умеют отличать от остальных. Теперь им осталось отличить
только пары (10,10) и (10, 11).

Алиса\Боб 00 01 10 11
00
01 + +
10
11 + + +

Таблица 2.

После 𝑛/2 раундов Боб смотрит на 01, 10 и 11 со своего входа на
которых он слышал ноль. Он записывает новую строку, назовём её
𝑦, так: вместо 10 и 11 пишет 0, вместо 01 — 1. Аналогично, Алиса
смотрит на 11, 00 и 01 на которых был тихий раунд. Новая строка,
назовём её 𝑥̃, выглядит следующим образом: вместо 11 она запи-
сывает 1, вместо оставшихся — 0. Нетрудно понять, что ответом на
исходную задачу будет результат примененияDISJ к новым битовым
строчкам размера не больше 𝑛

3 ,

DISJ𝑛(𝑥, 𝑦) = DISJ𝑛
3
(𝑥̃, 𝑦),

где 𝑥, 𝑦 — изначальные входы Алисы и Боба соответственно.

• Случай 2

Действуем аналогично случаю 1 по следующей таблице (3).

После 𝑛/2 раундов Боб смотрит на 00, 01 и 11 со своего входа, на
которых он слышал ноль. Он записывает новую строку так: вместо
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Символ Алиса Боб
00 принимать принимать
01 отправить 1 отправить 1
10 принимать принимать
11 принимать принимать

Таблица 3.

10 и 11 пишет 1, вместо 00 — 0. Аналогично, Алиса смотрит на 00,
10 и 11, на которых был тихий раунд. Вместо 11 и 10 она записывает
1, вместо 00 — 0. Снова получили DISJ от новых битовых строчек
размера не больше 𝑛

3 .

• Случай 3

Действуем аналогично случаю 1 по следующей таблице (4).

Символ Алиса Боб
00 отправить 1 принимать
01 принимать принимать
10 принимать отправить 1
11 принимать принимать

Таблица 4.

После𝑛/2 раундов Боб смотрит на 00 и 01 со своего входа, на которых
он слышал ноль. Аналогично другим случаям Боб вместо 01 пишет
1, вместо 00 — 0. Алиса смотрит на 01, 10 и 11, на которых был
тихий раунд. Вместо 11 и 01 она записывает 1, вместо 10 — 0. Снова
получили DISJ от новых битовых строчек размера не больше 𝑛/3.

Таким образом, во всех 3-х случаях Алисе и Бобу после 𝑛/2 отправ-
ленных битов остается решить DISJ для входов длины не более чем 𝑛/3,

Dℎ𝑑
0 (DISJ𝑛) ⩽

𝑛

2
+ Dℎ𝑑

0 (DISJ𝑛
3
).
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Отсюда получаем:

Dℎ𝑑
0 (DISJ𝑛) ⩽

⌈log3(𝑛)⌉∑︁
𝑖=0

𝑛

2 · 3𝑖
+ 𝑜(𝑛) ⩽

∞∑︁
𝑖=0

𝑛

2 · 3𝑖
+ 𝑜(𝑛) =

3𝑛

4
+ 𝑜(𝑛).

Эта теорема разделяет DISJ в моделях с нулем и противником. Из-
вестные нам оценки [3] собраны в таблице 5.

DISJ𝑛
Dℎ𝑑

𝑠 𝑛/ log(5) ≤ · · · ≤ 𝑛/2 +𝑂(1)
Dℎ𝑑

0 𝑛/ log(3) ≤ · · · ≤ 3𝑛/4 + 𝑜(𝑛)
Dℎ𝑑

𝑎 ≥ 𝑛/ log(2.5)

Таблица 5.
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3. Другие результаты

3.1. Функция рекурсивного голосования

0

1

0

1

0

1

0 0 1

0 1 0

1 0 0

1 1 0

0 1 1

1 0 1

Строка Алисы

Строка Боба

1)

2)

3)

4)

1)

2)

3)

4)

Рис. 1.

Утверждение 3.1. Для любого 𝑛 ∈ N, такого что 𝑛 является степенью
3, D(𝐾𝑊RecMaj𝑛) ⩽ 3 log3(𝑛).

Доказательство. У Алисы есть строка 𝑥, такая что RecMaj(𝑥) = 0, а у
Боба — 𝑦, такой что RecMaj(𝑦) = 1. На каждом шаге игроки делят свои
строки на 3 подстроки одинаковой длины. Возможные случаиАлисы и Боба
изображены на рис. 1, бит в соответствующем куске означает значение
функции RecMaj от него.

В начале каждого шага Боб отправляет Алисе значение RecMaj от
первой подстроки размера 𝑛/3. Далее, в зависимости от того, какой первый
бит у Боба, возникают следующие возможные случаи:

• Первый бит Боба — 0. Тогда Алиса отправляет Бобу, в какой из двух
оставшихся частей у неё ноль (это корректно, так как уАлисы вход из
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прообраза нуля, а значит хотя бы на одной из этих подстрок RecMaj

принимает значение 0).

• Первый бит Боба — 1. Тогда Алиса отправляет Бобу свой первый
бит. Если это 0, то они переходят к следующему шагу для первой
(из трёх) подстроки длины 𝑛/3. Иначе Боб отправляет 0, если нужно
перейти во вторую подстроку, или 1 — если в третью.

Таким образом, на каждом шаге тратится не более 3-х битов, а длина
строки уменьшается в 3 раза. Всего шагов log3 𝑛, т.e. D(𝐾𝑊RecMaj𝑛) ⩽

3 log3(𝑛).

3.2. Функция четности

Утверждение 3.2. При глубине схемы 𝑑(𝑛) =
log 𝑛

log log 𝑛
над базисом

{∧,∨,¬,𝑚𝑜𝑑3}, размер схемы, вычисляющей PARITY𝑛, суперполиноми-
ален, т.е. SIZE(𝐶) ≥ 𝑛log 𝑛.

Доказательство. Аналогично доказательству теоремы 2 получаем, что
при глубине схемы 𝑑(𝑛) размер ограничен снизу SIZE(𝐶) ≥ 2𝑛

1
2𝑑 . Оста-

лось найти при каких значениях 𝑑(𝑛) размер схемы будет превосходить
полиномиальный. Это показано в следующей выкладке. Найдём функцию
d(n), такую, что её размер будет ограничен снизу полиномиальным.

2𝑛
1
2𝑑 = 𝑛𝑂(1)

Прологарифмируем обе части:

𝑛
1
2𝑑 = 𝑂(log 𝑛).

Таким образом, верно следующее

2
log𝑛
2𝑑 = 𝑂(log 𝑛).
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Так как степень полинома хотя бы 1, последнее равенство означает

2
log𝑛
2𝑑 ≤ 𝐶0 log 𝑛, 𝐶0 ≥ 1.

Снова прологарифмируем обе части

log 𝑛

2𝑑
≤ log log 𝑛+ 𝐶1, 𝐶1 = log𝐶0 ≥ 0.

Выразим из этого неравенства 𝑑

2𝑑 ≥ log 𝑛

𝐶1 + log log 𝑛
.

Таким образом, при 𝑑(𝑛) <
log 𝑛

2(𝐶1 + log log 𝑛)
размер схемы будет

превосходить полиномиальный.
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Заключение

На примере функции дизъюнктности мы убедились, что модель с
противником и модель с нулём отличаются. Результаты данной работы
вошли в публикацию [3]. Оценка на полудуплексную коммуникационную
сложность функции дизъюнктности не является точной: во всех трёх по-
лудуплексных моделях между верхней и нижней оценкой есть зазор, а
в модели с противником нет верхней оценки лучше тривиальной. Будет
интересно получить любое улучшение какой-либо из представленных в
таблице 5 оценок.

Также известно [3], что классическая и полудуплексная сложности
ведут себя по-разному. Например, для функций равенства и внутреннего
произведения сложности в классическом случае совпадают, а в полудуп-
лексном — отличаются. На данный момент нельзя утверждать, что по-
лудуплексные коммуникационные сложности функций внутреннего про-
изведения и дизъюнктности отличаются, но очень похоже, что это дей-
ствительно так. Мы знаем, что Dℎ𝑑

0 (IP𝑛) ≥ 𝑛/ log2(2/(3 −
√
5)) ≈ 0.72𝑛

и Dℎ𝑑
0 (DISJ𝑛) ≤ 0.75𝑛 + 𝑜(𝑛). Зазор между этими оценками небольшой,

поэтому вполне возможно, что их получится разъединить.
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