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Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà
Àáäðàõìàíîâà Ìàðàòà Ìàõìóòîâè÷à

Ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé îãðàíè÷åííîé ñðåäíåé îñöèëëÿöèè BMO è òåñíî ñâÿçàííûå ñ íèì
êëàññû Ìàêåíõàóïòà Ap � êëàññè÷åñêèå îáúåêòû ãàðìîíè÷åñêîãî àíàëèçà. Âîïðîñû î ìîíî-
òîííûõ ïåðåñòàíîâêàõ â òàêèõ ïðîñòðàíñòâàõ âîçíèêàþò ïðè ðåøåíèè ðàçíîîáðàçíûõ çàäà÷,
â ÷àñòíîñòè, ïðè îöåíêå èíòåãðàëüíûõ ôóíêöèîíàëîâ.

Ïóñòü d ∈ N, Q = [0, 1]d � êóá â ïðîñòðàíñòâå Rd. Äëÿ ïîäìíîæåñòâà J ⊂ Q ïîëîæèòåëü-
íîé ìåðû è ñóììèðóåìîé ôóíêöèè ϕ : Q → R ñèìâîëîì 〈ϕ〉J = 1
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J
ϕ îáîçíà÷èì ñðåäíåå

çíà÷åíèå ϕ ïî J . Ïóñòü p ≥ 1. Ôóíêöèÿ ϕ ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó BMO(Q), åñëè êîíå÷íà
åå p-íîðìà, îïðåäåëÿåìàÿ ôîðìóëîé
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ãäå ñóïðåìóì áåðåòñÿ ïî ïîäêóáàì J ⊂ Q. Ïðè âñåõ p ≥ 1 îïðåäåëåííûå òàêèì ñïîñîáîì íîð-
ìû ÿâëÿþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè. Ýòî ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì ñëåäñòâèåì âàæíîãî ñâîéñòâà ôóíê-
öèé èç ïðîñòðàíñòâà BMO � ýêñïîíåíöèàëüíîãî óáûâàíèÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ, êîòîðîå
îïèñûâàåòñÿ íåðàâåíñòâîì Äæîíà�Íèðåíáåðãà: äëÿ ëþáîãî d ∈ N ñóùåñòâóþò òàêèå ïîëî-
æèòåëüíûå êîíñòàíòû C1(d, p) è C2(d, p), ÷òî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè ϕ ∈ BMO(Q) âûïîëíåíî
íåðàâåíñòâî
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∣∣∣{t ∈ Q : ϕ(t)− 〈ϕ〉Q > λ
}∣∣∣ ≤ C1(d, p) exp

(
− C2(d, p)

λ

‖ϕ‖BMOp(Q)

)
, λ > 0.

Òî÷íûå êîíñòàíòû C1(d, p) è C2(d, p) èçâåñòíû òîëüêî â îäíîìåðíîì ñëó÷àå (d = 1), îíè áûëè
íàéäåíû ìåòîäîì ôóíêöèè Áåëëìàíà â ðàáîòàõ Â. È. Âàñþíèíà, À. Ë. Âîëüáåðãà è Ë. Ñëà-
âèíà. Ïîâåäåíèå êîíñòàíò ñ ðîñòîì ðàçìåðíîñòè d âûçûâàåò èíòåðåñ íà ïðîòÿæåíèè ìíîãèõ
ëåò. Êëàññè÷åñêîå äîêàçàòåëüñòâî Äæîíà è Íèðåíáåðãà ïîçâîëÿåò äàòü ýêñïîíåíöèàëüíóþ
ñêîðîñòü óáûâàíèÿ ïî d êîíñòàíòû C2(d, p); ëó÷øàÿ íà äàííûé ìîìåíò îöåíêà èìååò ïîðÿ-
äîê 1√

d
. Ïðè ýòîì äî ñèõ ïîð íå èçâåñòíî, îáÿçàíà ëè êîíñòàíòà C2(d, p) ñòðåìèòüñÿ ê íóëþ

ïðè ñòðåìëåíèè d ê áåñêîíå÷íîñòè, èëè èìååòñÿ ðàâíîìåðíàÿ îöåíêà íåêîòîðîé êîíñòàíòîé.
Îäèí èç ïîäõîäîâ ê èçó÷åíèþ òàêîãî ðîäà âîïðîñîâ îñíîâàí íà ïðèìåíåíèè ìîíîòîííîé

ïåðåñòàíîâêè. Äëÿ ôóíêöèè ϕ : Q → R åå ìîíîòîííîé ïåðåñòàíîâêîé ϕ∗ íàçîâåì åäèíñòâåí-
íóþ ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæåñòâà ìåðû íîëü íåâîçðàñòàþùóþ ôóíêöèþ íà îòðåçêå I = [0, 1] ñ
òåì æå ðàñïðåäåëåíèåì. Âîïðîñû î ñêîðîñòè ýêñïîíåíöèàëüíîãî óáûâàíèÿ ôóíêöèé ðàñïðå-
äåëåíèé äëÿ ϕ è ϕ∗ ðàâíîñèëüíû, ïîýòîìó èç îöåíêè íîðìû ìîíîòîííîé ïåðåñòàíîâêè

(2) ‖ϕ∗‖BMOp(I) ≤ C3(d, p)‖ϕ‖BMOp(Q)

ëåãêî ñëåäóåò îöåíêà êîíñòàíòû â íåðàâåíñòâå Äæîíà�Íèðåíáåðãà:

C2(d, p) ≥
C2(1, p)

C3(d, p)
.

Èíòåðåñíî, ÷òî äàæå äëÿ ñëó÷àÿ d = 1 âîïðîñ î êîíñòàíòå C3(1, p) ñîâåðøåííî íå òðè-
âèàëåí. Â ðàáîòå È. Êëåìåøà 1985 ãîäà óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî ìîíîòîííàÿ ïåðåñòàíîâêà íå
óâåëè÷èâàåò BMO-íîðìó ôóíêöèè íà îòðåçêå ïðè âñåõ p ≥ 1, òî åñòü C3(1, p) = 1. Îäíà-
êî, äîêàçàòåëüñòâî ïðèâåäåíî òîëüêî äëÿ ñëó÷àÿ p = 1, à ïðåäñòàâëåííûé â òîé æå ðàáîòå
íàáðîñîê äîêàçàòåëüñòâà äëÿ p > 1 íå ïîçâîëÿåò óáåäèòüñÿ â ñïðàâåäëèâîñòè ýòîãî óòâåðæäå-
íèÿ. Äëÿ ñëó÷àÿ p = 2 äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ôàêòà áûëî ïîëó÷åíî â íàøåé ñ Ä. Ñòîëÿðîâûì
ðàáîòå ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà ôóíêöèè Áåëëìàíà. Íàñêîëüêî ìíå èçâåñòíî, íà äàííûé ìî-
ìåíò ñëó÷àé äðóãèõ p îñòàåòñÿ îòêðûòûì, êàê è áîëåå îáùèé âîïðîñ � î êîíñòàíòàõ C3(d, p)
ïðè d > 1.
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Â ñâîåé ðàáîòå Ìàðàò ðàññìàòðèâàåò ìîäèôèöèðîâàííóþ íîðìó íà BMO, îòëè÷àþùóþñÿ
îò èñõîäíîé p-íîðìû òåì, ÷òî âìåñòî îòêëîíåíèÿ îò ñðåäíåãî â íåé âû÷èñëÿåòñÿ èíôèìóì
îòêëîíåíèé îò êîíñòàíò:

sup
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Òàê îïðåäåëåííàÿ íîðìà ýêâèâàëåíòíà ðàññìàòðèâàåìûì äî ýòîãî íîðìàì íà BMO. Â ïåð-
âîé ÷àñòè ñâîåé ðàáîòû Ìàðàò äîêàçûâàåò, ÷òî ïðè âñåõ p ≥ 1 ýòà íîðìà íå óâåëè÷èâàåòñÿ
ïðè ìîíîòîííîé ïåðåñòàíîâêå íà îòðåçêå. Ïðèâîäèìîå äîêàçàòåëüñòâî èäåéíî áëèçêî ê äî-
êàçàòåëüñòâó èç óïîìèíóòîé âûøå ñîâìåñòíîé ñ Ä. Ñòîëÿðîâûì ðàáîòû: â äîêàçàòåëüñòâå
èñïîëüçóþòñÿ ñïåöèàëüíî ïîñòðîåííàÿ ëîêàëüíî âîãíóòàÿ ôóíêöèÿ F , îïðåäåëåííàÿ íà ìíî-
ãîìåðíîé íåâûïóêëîé îáëàñòè S\P , è òàê íàçûâàåìàÿ áåëëìàíîâñêàÿ èíäóêöèÿ, ïîçâîëÿþùåå
äîêàçàòü àíàëîã íåðàâåíñòâà Éåíñåíà. Ñóùåñòâåííîå îòëè÷èå ðåøàåìîé Ìàðàòîì çàäà÷è �
íåîáõîäèìîñòü ðàññìîòðåíèÿ ôóíêöèè Áåëëìàíà íà ñëîæíîé ìíîãîìåðíîé îáëàñòè. Ïðè ýòîì
äîêàçàòåëüñòâî Ìàðàòà âûãëÿäèò áîëåå ïðîñòûì, íå îïåðèðóåò òåðìèíîëîãèåé áëóæäàþùèõ
â îáëàñòÿõ ìàðòèíãàëîâ.

Âî âòîðîé ÷àñòè ðàáîòû Ìàðàò ïðèâîäèò ðåçóëüòàò ñâîåé ðàáîòû íàä âîïðîñîì î ìîíîòîí-
íîé ïåðåñòàíîâêå âåñîâ èç êëàññà Ìàêåíõàóïòà A1 c êâàäðàòà íà îòðåçîê. Êàê è îáñóæäàåìûé
âûøå âîïðîñ ïðî ôóíêöèè èç BMO, âîïðîñ îá îöåíêå �íîðìû� îïåðàòîðà ìîíîòîííîé ïåðåñòà-
íîâêè ñ êóáà Q ⊂ Rd íà îòðåçîê I = [0, 1] äëÿ êëàññîâ Ìàêåíõàóïòà ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì â ðàç-
ìåðíîñòè d > 1 (â ðàçìåðíîñòè d = 1 èçâåñòíî, ÷òî ìîíîòîííàÿ ïåðåñòàíîâêà íå óâåëè÷èâàåò
õàðàêòåðèñòèêó âåñà â Ap íà îòðåçêå ïðè âñåõ p). Äëÿ d = 2 â ðàáîòå Áîÿðñêîãî�Ñáîðäîíà�
Âèêà, ñðåäè ïðî÷åãî, ïîñòðîåí ïðèìåð âåñà èç A1 íà êâàäðàòå, ìîíîòîííàÿ ïåðåñòàíîâêà
êîòîðîãî èìååò áîëüøóþ õàðàêòåðèñòèêó, óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî õàðàêòåðèñòèêà ïðè ìîíîòîí-
íîé ïåðåñòàíîâêå ìîæåò óâåëè÷èâàòüñÿ ïî÷òè â 2 ðàçà. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ âåðõíÿÿ îöåíêà
ïîëó÷åíà â ðàáîòå Ëåîí÷èêà: A1-õàðàêòåðèñòèêà ìîíîòîííîé ïåðåñòàíîâêè íå ïðåâîñõîäèò
óäâîåííîé õàðàêòåðèñòèêè èñõîäíîãî âåñà íà êâàäðàòå. Îäíàêî, êàê âûÿñíèëîñü, â ðàáîòå
Áîÿðñêîãî�Ñáîðäîíà�Âèêà äîïóùåíà íåòî÷íîñòü � ïîñòðîåííûé èìè ïðèìåð äàåò óâåëè÷å-
íèå õàðàêòåðèñòèêè ëèøü â

√
2 ðàç, ñëåäîâàòåëüíî, ïîëó÷åííàÿ Ëåîí÷èêîì âåðõíÿÿ îöåíêà

ìîæåò áûòü íå òî÷íîé. Â ñâîåé ðàáîòå (òåîðåìà 2) Ìàðàò óëó÷øàåò èçâåñòíóþ ðàíåå âåðõ-
íþþ îöåíêó, äîêàçûâàÿ, ÷òî õàðàêòåðèñòèêà âåñà ïðè ïåðåñòàíîâêå ñ êâàäðàòà íà îòðåçîê
óâåëè÷èâàåòñÿ íå áîëåå, ÷åì â 16/9 ðàç. Äëÿ ýòîãî îí ïåðåôîðìóëèðóåò ýòîò âîïðîñ â âèäå
ñïåöèàëüíîé ëåììû î ïîêðûòèè (ëåììà 4), è ïðèâîäèò åå êîìáèíàòîðíîå äîêàçàòåëüñòâî. Èç
äîêàçàòåëüñòâà âèäíî, ÷òî ïîëó÷åííàÿ îöåíêà 16/9 ìîæåò áûòü óëó÷øåíà. Åñòü íàäåæäà,
÷òî ýòèì ìåòîäîì óäàñòñÿ �äîòÿíóòü� âåðõíþþ îöåíêó äî

√
2, êîòîðûé ïîëó÷àåòñÿ â ïðèìåðå

Áîÿðñêîãî�Ñáîðäîíà�Âèêà.
Ïðîÿâèâ äîñòàòî÷íî âûñîêèé óðîâåíü ñàìîñòîÿòåëüíîñòè, Ìàðàò â ñâîåé ðàáîòå ïîëó÷èë

íåñêîëüêî ñîäåðæàòåëüíûõ íîâûõ ðåçóëüòàòîâ. Íåñìîòðÿ íà ñïåöèôè÷åñêèé ñòèëü èçëîæåíèÿ
(÷àñòîå ñëîâåñòíîå îïèñàíèå ôîðìóë âìåñòî óìåñòíîãî èõ èñïîëüçîâàíèÿ), ñ÷èòàþ, ÷òî ðàáîòà
Ìàðàòà çàñëóæèâàåò îöåíêè �îòëè÷íî�.
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