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Введение
В современном мире арифметика Пресбургера нашла применение не

только в математике, но и во многих прикладных областях [6]. Ариф-
метика Пресбургера представляет собой элементарную теорию целых
чисел с нулём, единицей, сложением и отношением порядка.
Уже долгое время ведутся исследования как самой арифметики, так

и вопросов, связанных с различными ее расширениями. Большая часть
исследований была посвящена проблемам сложности и разрешимости
этой теории, а в дальнейшем и различных расширений этой теории. Ва-
риациии алгоритма Д.Купера [4] дают эффективные на практике алго-
ритмы элиминации кванторов для этой теории. Позже В.Вайспфеннинг [17]
предложил эффективные методы элиминации кванторов для арифме-
тики вещественных чисел со сложением и отношением порядка.
Следуя А.Семёнову и С.Сопрунову [22], определим структуру сиг-

натуры σ как тройку ⟨D; σ, Int⟩. Здесь D – это множество (в данной
работе это будут множества N,Z,R), называемое универсумом (или об-
ластью) структуры, Int – это интерпретация, которая каждое n-местное
имя отношения из σ отображает в n-арное отношение на D, другими
словами — в подмножество Dn, а каждое n-местное имя функции — в
функцию из Dn в D. Так как в дальнейшем интерпретация Int будет
обычно ясна из контекста, будем записывать просто ⟨D; σ⟩.
Алгоритм элиминации кванторов для некоторой структуры можно

опредеделить следующим образом. Рассмотрим язык первого порядка
Lσ некоторой сигнатуры σ, и пусть задана некоторая структура ⟨D; σ⟩
сигнатуры σ. Алгоритм элиминации кванторов для ⟨D; σ⟩ – это такой
конечный алгоритм, который для любой формулы ϕ языка Lσ предо-
ставляет бескванторную формулу ϕ′ этого же языка, такую что форму-
лы ϕ и ϕ′ эквивалентны в структуре ⟨D; σ⟩ и формула ϕ′ не содержит
связанных переменных.
Есть большое количество результатов, в которых доказывается и яв-

но приводится алгоритм элиминации кванторов для различных струк-
тур. Множество из этих алгоритмов реализовано в системе Redlog [5].
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Разработка Redlog [5] была начата в 1992 году А. Дольцманом и
Т.Штурмом. Данная система является расширением системы ком-

пьютерной алгебры REDUCE [13] и содержит в себе множество эф-
фективных алгоритмов элиминации кванторов для различных теорий.
Система REDUCE нашла широкое применение в научных вычислениях,
физике, инженерных науках и других областях.
Важной задачей является нахождение достаточно выразительных

структур (в частности, расширений арифметики Пресбургера), для ко-
торых существует алгоритм элиминации кванторов. Такие алгоритмы
затем могут быть внедрены в систему RedLog для отдельных классов
формул, для которых применение элиминации кванторов оказывает-
ся достаточно эффективным. Очевидно, что чем более выразителен
язык, тем труднее с вычислительной точки зрения окажется алгоритм,
и тем чаще в случае произвольных формул соответствующей сигнатуры
мы будем сталкиваться с алгоритмичсеки неразрешимыми проблемами.
Такого рода чисто теоретические вопросы представляют неменьший ин-
терес.

5



1. Постановка задачи
Целью данной работы является исследование применимости неко-

торых алгоритмов элиминации кванторов к теориям, имеющим потен-
циал практического применения, для которых такой алгоритм еще не
известен. Для успешного достижения данной цели были поставлены
следующие задачи:

• Исследование известных алгоритмов и подходов для элиминации
кванторов, а так же способов доказательства отсутствия таковых
алгоритмов для некоторых структур.

• Исследование явного алгоритма для структуры ⟨N; +, 2x⟩ и преоб-
разование его в алгоритм элиминации кванторов для структуры
⟨Z; +, 2x⟩.

• Исследование разрешимости экзистенциальной теории структур

⟨N; 0, 1,+, 2x, |⟩ и ⟨R; 0, 1,+,−, 2x,=, <, Z⟩, где | соответствует отно-
шению делимости, а Z — одноместный функциональный символ,
который интерпретируется с помощью свойства «быть целым чис-
лом».

6



2. Обзор
Элиминация кванторов для арифметики Пресбургера — важнейший

инструмент формальной верификации, а также теории автоматов, тео-
рии моделей и дискретной геометрии [6]. Но даже довольно простые
расширения арифметики Пресбургера неразрешимы. Например, ариф-
метика Пресбургера с умножением, что доказал А.Чёрч в 1936 году [3].
Поэтому для доказательства неразрешимости расширений арифметики
Пресбургера достаточно выразить в этом расширении график функции
умножения.
Однако во второй половине XX века в ряде работ был представлен

алгоритм элиминации кванторов для различных расширений арифме-
тики Пресбургера, из чего следовала разрешимость этих расширений.
Во многом этой темой занимался Т.Штурм, например, в работах [10, 8].
А также А.Лазарук в работах [9, 8]. Представленные там алгоритмы
сейчас активно используются в системе Redlog [5]. Сейчас исследова-
ния различных расширений арифметики Пресбургера продолжаются,
например [2]. В данной главе будет произведен обзор важных резуль-
татов, а также современных исследований на данную тему.

2.1. Элиминация для структур с вещественными чис-
лами

Для некоторых приложений удобно иметь в качестве носителя мно-
жество вещественных чисел. Существует несколько алгоритмов реали-
зующих элиминацию кванторов для структур, носителем которых явля-
ется множество вещественных чисел. В системе Redlog [5] реализованы
следующие из них:

• Partial CAD [16]

Дважды экпоненциальный по числу переменных

Обычно применяется на практике

Дает достаточно простые результаты
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• Virtual Substitution [17]

Дважды экпоненциальный по числу изменений квантора

Ограничивается формулами с полиномами низкой степени

Производит большое количество атомарных формул

• Hermitian Quantifier Elimination [11]

Не примитивно рекурсивный

Нацелен на формулы со многими уравнениями

Производит огромные многочлены с огромными коэффициен-
тами

В 1999 году В.Вайспфеннинг предложил алгоритмMixed Real-Integer
Quantifier Elimination [18] который реализует алгоритм элиминации кван-
торов для Th⟨R, 0, 1,+,−, [],=, <,modn⟩. В частности, данный алгоритм
реализует линейную подстановку для элиминации арифметики Прес-
бургера, т.е. реализует элиминацию кванторов для линейных случаев.
Данный алгоритм был также реализован в системе Redlog [5]. Одна-
ко, для многих проблем этих средств бывает недостаточно, например,
в тех случаях, когда хочется иметь утверждения о битовых векторах.
Здесь было бы полезно использовать побитовое отрицание, умножение
и сравнение битовых длин. Для решения такого рода задач полезно
рассмотреть расширение арифметики Пресбургера.

2.2. Арифметика Бюхи
В последнее время активно ведутся исследования арифметики Бю-

хи [7], которая представляет собой теорию первого порядка структуры
⟨N, 0, 1,+, Vp⟩, то есть является расширением арифметики Пресбургера
с помощью предиката Vp. По определению, Vp есть двухместное отноше-
ние, такое что Vp(x, u) принимает значение true тогда и только тогда,
когда u является наибольшей степенью p, делящей x без остатка.
Представляя числа как битовые вектора, в этой арифметике появля-

ется возможность выразить побитовые операции над целыми числами,
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представленными в системе счисления по основанию p. Например, для
p = 2 несложно выразить графики функций, осуществляющих побито-
вые операции «и»/«или».
Известно, что арифметику Бюхи можно разрешить используя ко-

нечные автоматы [1]. Однако для данной теории нет алгоритма элими-
нации кванторов [6], в связи с чем она редко применима на практике и
не реализована в Redlog [5]. В своем обзоре [6] Haase говорил про этот
метод так: “Насколько известно автору, подход, основанный на автома-
тах, в наши дни широко не применяется на практике”

2.3. Арифметика Семёнова
В своих работах [14, 15] А.Л. Семёнов рассматривал вопрос разре-

шимости некоторых расширений арифметики Пресбургера. Так, он до-
казал что элементарная теория структуры ⟨N,+, 2x⟩ разрешима и для
некоторого расширения этой структуры существует алгоритм элимина-
ции кванторов [15].
Детально алгоритм элиминации кванторов для этой теории был пред-

ставлен в работе Ф.Пуан [12] в 2007 году. Однако, если расширить дан-
ную структуру предикатом из арифметики Бюхи ⟨N,+, V2, 2x⟩, то эле-
ментарная теория такой структуры окажется неразрешимой [12]. Так
же, с помощью одной теоремы Н.К. Косовского [19] можно доказать
неразрешимость экзистенциальной теории структуры ⟨N; 0, 1,+, 2x, |⟩
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3. Основные определения
В введении мы ввели понятие структуры и алгоритма элиминации

квонторов. В данной главе будут даны основные определения и обозна-
чения, а в дальнейших главах будут получены некоторые утверждения
о неразрешимости.

Определение. Обозначим через Lσ язык первого порядка сигнатуры
σ, а формулу языка L ⊆ Lσ будем называть L-формулой.

Определение. Пренексной Lσ-формулой называется формула вида
Q1y1...Qmym φ(x1, ..., xn, y1, ..., ym), где φ(x1, ..., xn, y1, ..., ym) бескван-

торная Lσ-формула, а Qi —кванторы.

Если объединить одинаковые кванторы в блоки, то формулы с един-
ственным блоком определяют язык ∃Lσ, если это кванторы существо-
вания, и ∀Lσ, если это кванторы всеобщности.

Определение. ∃Lσ-формулы называются экзистенциальными, а ∀Lσ-
формулы универсальными Lσ-формулами.

Определение. Бескванторную формулу будем называть позитивной,
если она построена из атомарных формул и логических связок конъ-
юнкции и дизъюнкции.

Определение. Для всякого языка L ⊆ Lσ назовем отношение
L-выразимым в структуре ⟨M ; σ⟩, если оно выразимо в ⟨M ; σ⟩ неко-

торой L -формулой.

Определение. Множество всех замкнутых L-формул, истинных в
структуре ⟨M ; σ⟩, называеься L-теорией структуры ⟨M ; σ⟩ и обозна-
чается L− Th⟨M ; σ⟩.

Если из контекста ясно, о какой структуре идет речь, будем говорить
просто об L-выразимости и L-теории. В том случае, когда L = Lσ, в
определениях из предыдущего абзаца символ L можно опустить.
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Определение. ∃Lσ-выразимые в структуре ⟨M ; σ⟩ отношения назы-
ваются экзистенциально выразимыми в структуре ⟨M ; σ⟩.

Определение. Th⟨M ; σ⟩ есть элементарная теория структуры ⟨M ; σ⟩,
а ∃Th⟨M ; σ⟩ экзистенциальная теория структуры ⟨M ; σ⟩.

Определение. Алгоритмом элиминации кванторов для языка Lσ в
структуре ⟨M ; σ⟩ называется алгоритм, который по всякой Lσ-формуле
вида ∃xφ(x, y1, ..., yn), где φ(x, y1, ..., yn) бескванторная Lσ-формула, стро-
ит эквивалентную ей в этой структуре бескванторную Lσ-формулу
ψ(y1, ..., yn).

Алгоритм элиминации кванторов позволяет построить по всякой Lσ-
формуле эквивалентную в соответствующей структуре бескванторную
Lσ-формулу.
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4. Алгоритм элиминации кванторов для рас-
ширенной арифметики Пресбургера
В статье [12] Ф.Пуан привела явный алгоритм элиминации кван-

торов для расширения арифметики Пресбургера ⟨N,+, 2x⟩. В данной
главе будет представлен обзор основных идей этого алгоритма.
Будем считать что все атомарные формулы имеют вид a ≤ b, где a

и b – термы сигнатуры ⟨N,+, 2x⟩ без связанных переменных.
Будет показано что любая формула вида ∃xθ(x, y), где θ(x, y) – это

конъюнкция атомарных формул, эквивалентна некоторой открытой фор-
муле. Также, будет показано что можно ограничить переменную x тер-
мом в y.
Для описания алгоритма понадобятся некоторые обоначения. Если

x это переменная, то n.x, где n ∈ N∗, значит x + ... + x (n раз). Так же
введем обозначение z.x, где z ∈ Z − {0}. В атомарных формулах вида
a+ z.x ≤ b, если z < 0 это будет обозначать a ≤ b+ (−z).x.
Первым шагом алгоритма является приведение изначальной фор-

мулы к виду ∃xθ0(x, y), где θ0(x, y) есть дизъюнкция конъюнкций нера-
венств между термами следующих двух видов:

1.
∑

i ai.2
c.xi +

∑n
j bj.xj + d, где ai, bj, d ∈ Z, c ∈ N, а xi – связанные

переменные, причем x0 – обозначение x (будем называть их S-
термами)

2. термы сигнатуры ⟨N,+, 2x⟩, без связанных переменных (будем на-
зывать их L-термами)

Для этого все нетривиальные вхождения x в термы t(x, y) заменяются
на эквивалентные. В процессе этого преобразования в некоторых слу-
чаях вводятся новые переменные. Подробные правила преобраования
описаны в [12].
Пусть на этом шаге были введены n новых переменных x : (x1, ..., xn).

Обозначим Sn+1 группу перестановок на {0, 1, ..., n}, и σ ∈ Sn+1.
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Определим χσ(x, x) := xσ(0) ≤ ... ≤ xσ(n) и θ0,σ(x, x) := χ(x, x)&θ0(x, x, y).
Тогда можно элиминировать квантор в формуле ∃xσ(n)θ0,σ(x, x, y), так
как эта задача эквивалентна исходной. Далее будет показано, что мож-
но ограничить переменную x произведением 22···

t(y) , где t(y) терм в θ, а
число итераций экспоненты равно n и зависит только от коэффициен-
тов перед переменной x и от постоянных членов, входящих в θ.
Для следующего шага необходимо привести θ0,σ к дизъюнктивной

нормальной форме, а так же переобозначить xσ(n) в x0, θi,0,σ в θ0 и
(xσ(0), . . . , xσ(n)) в x.
Теперь возможны два случая вхождения связанной переменной x0:

переменная входит в формулу либо линейно, либо экспоненциально.

4.1. Случай линейного вхождения переменной
В данном разделе представлен случай когда переменная x0 появля-

ется линейно в каждом неравенстве в θ0. Можно считать, что система
неравенств тогда имеет вид:∧

1≤i≤p,1≤j≤q,1≤k≤s

fj(x) + gj(y) ≤ dkx0 ≤ fi(x) + gi(y)

где fi(x), fj(x) это S термы, gi(y), gj(y) это L термы, dk ∈ Z и зависит
от i и j. Пусть d есть наибольшее общее кратное всех dk. Представим d
в виде d = 2r.d0, где d0, r ∈ N, а d0 нечётное натуральное число. Далее,
домножим неравенства так чтобы d был коэфициентом x0. Тогда для
каждого xi справедливо что:∨

0≤ki≤d.φ(d0)
(xi ≥ r&xi − r = ki + d.φ(d0).x

′
i)

или ∨
0≤z≤r(xi = z)
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Где φ(x) – функция Эйлера. Тогда можно заменить каждое неравен-
ство на дизъюнкцию неравенств где произведена замена xi на r + ki +

d.φ(d0).x
′
i или на z где 0 ≤ z ≤ r.

Путем таких замен мы получаем дизъюнкцию систем неравенств со-
держащую ограниченные переменные, которая эквивалентна формуле:

∃x0
∧

1≤i≤p,1≤j≤q,1≤k≤s

fj(x) + gj(y) ≤ dkx0 ≤ fi(x) + gi(y)

Тогда переменную xσ(n) можно ограничить с помощью
1
d .maxρ{fρ(1)∈Sp

(xσ(0), . . . , xσ(n−1)) + gρ(1)(y)}. Затем процедура повторя-
ется, рассматривается следующая по вложенности экзистенциальная
переменная и применяется случай линейного или экспоненциального
вхождения переменной, который будет описан далее. Будет показано,
что в случае экспоненциального вхождения переменной можно ограни-
чить переменную либо термом вида l2(t(y)) + 1, где t(y) это подтерм,
входящий в θ, а l2(a) = b ⇐⇒ 2b ≤ a ≤ 2b+1. Либо max{xi + α, β}
для некоторого 1 ≤ i ≤ n, где α и β — некоторые явные константы,
зависящие от коэффициентов, входящих в формулу θ0. Таким образом,
в конце мы получим явным образом терм в y, ограничивающий x.

4.2. Случай экспоненциального вхождения перемен-
ной

В данном разделе рассматривается случай когда x0 хотя бы в од-
ном неравенстве входит в экспоненциальный терм. Рассмотрим такое
неравенство:

a0.2d.x0 +
∑n

i ai.2
d.xi +

∑n
j bj.xj + c ≤ t(y)

где t(y) это L терм, d ∈ N∗, ai, bj, c ∈ Z, a0 ̸= 0. Обозначим это нера-
венство за τ(x0, x, y). Алгоритм заключается в замене τ на L термы в y
и булеву комбинацию неравенств между S-термами с x0, . . . , xn, где x0

14



встречается линейно. Для ограничения переменной x вводятся допол-
нительные переменные, зависящие от коэффициентов в представлен-
ном выше неравенстве. Переменная d полагается равной 1. Вводится
множество J := {0, . . . , n}. Пусть J1 := {j ∈ J : bj ≥ 0}.
Если J1 ̸= ∅, то b+ := 2.(l2(

∑
j∈J1 bj) + 3), а иначе b+ := 0.

Если J − J1 ̸= ∅, то b− := 2.(l2(
∑

j∈J1(−bj)) + 4), иначе b− := 0.
Если c > 0, то вводится переменная c+ := l2(c) + 3 и переменная

c− := 0, иначе c+ := 0, а c− := l2(−c) + 4.
Введем переменную δ := l2(

∑
i |ai|) + 3.

Затем рассматриваются различные случаи в зависимости от значе-
ний введенный выше переменных. Строится эквивалентная формула, в
которую x0 входит линейно. В зависимости от значения a0 переменная
x0 ограничивается разными термами.
Если a0 > 0, то вводится значение N := max{b+, c+, b−, c−}. Тогда

можно ограничить прееменную x0 либо значением max{N, l2(t(y))+ 1−
l2(a0)}, где t(y) есть подтерм в θ так что все переменные ограничены
данным термом, либо значением xi + δ для некоторого 1 ≤ i ≤ n.
Если a0 < 0, то вводится значение N ′ := max{b+, c+} и значение

δ′ := l2(
∑

i |ai|) + 2 − l2(−a0). Тогда переменную x0 можно ограничить
либо значением N ′ и все переменные будут ограничены данным термом,
либо значением xi + δ′ для некоторого 1 ≤ i ≤ n.
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5. Неразрешимость некоторых расширений
арифметики Семёнова
Важной теоретиечской задачей является вопрос разрешимости тео-

рий, т.к. иначе в них не может быть построен алгоритм элиминации
кванторов. С прикладной точки зрения полезно иметь достаточно вы-
разительные структуры с алгоритмом элиминации кванторов. Однако,
в действительности, не для всех интересующих нас теорий такой алго-
ритм существует. В рамках данной работы были доказаны две теоремы
о неразрешимости экзистенциальных теорий структур ⟨N, 0, 1,+, 2x, |⟩ и
⟨R, 0, 1,+,−, 2x,=, <, Z⟩.
Напомним, что | есть двуместный предикат делимости целых чисел,

а Z соответствует свойству ”быть целым числом”. Покажем, что два рас-
ширения арифметки Семёнова этими предикатами неразрешимы уже в
случае только экзистенциальных формул.

5.1. Расширение предикатом делимости
Теорема 1. Экзистенциальная теория структуры ⟨N, 0, 1,+, 2x, |⟩ нераз-
решима.

Доказательство. Для доказательства данного утверждения восполь-
зуемся результатами из работы Н.К.Косовского [19].

Определение. Заданный на натуральных числах двухместный пре-
дикат Т является предикатом степенного роста, если существуют
положительные рациональные числа c, d, c1, d1, такие что d1 > 1 и

1. Каковы бы ни были натуральные числа x, y, если имеет место
T (x, y) и x > 0, то y ≤ cxd

2. для всякого натурального числа x существует натуральное чис-
ло y, такое, что имеют место y ≥ c1x

d1 и T (x, y).

Теперь пусть есть структура ⟨N, 0, 1,+, |, T ⟩, где T - предикат сте-
пенного роста. По теореме Н.К.Косовского [19] в этой структуре вы-
разимо умножение, из чего, ввиду неразрешимости десятой проблемы
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Гильберта [20, 21], получим неразрешимость экзистенциальной теории
рассматриваемой структуры.
Определим

|x| =

1 если x = 0

[logx] + 1 если x > 0

В структуре ⟨N, 0, 1,+, 2x, |⟩ выразим предикат |y| ≤ 3|x|:

1. y ≤ x ⇐⇒ ∃z(x = y + z)

2. y = |x| ⇐⇒ ∃z(2y > x > 2z ∧ z + 1 = y)

3. |y| ≤ 3|x| ⇐⇒ ∃t1∃t2(t1 = |y| ∧ t2 = |x| ∧ t1 ≤ 3t2)

По определению, предикат |y| ≤ 3|x| является предикатом степенно-
го роста. Следовательно, экзистенциальная теория данной структуры
неразрешима.

5.2. Расширение предикатом ”быть целым”
Теперь рассмотрим ещё одно расширение арифментики Семёнова.

Несложно показать, что если дополнить структуру из теоремы В.Вайсп-
феннинга функцией 2x, то это позволит выразить в ней умножение с
помощью экзистенциальной формулы, что приведёт к неразрешимости
уже экзистенциальной теории этой структуры.

Теорема 2. Экзистенциальная теория структуры ⟨R, 0, 1,+,−, 2x,=
, <, Z⟩ неразрешима.

Доказательство. Для доказательства утверждения сначала заметим,
что для всякого положительного целого y имеет место ∃x(y = 2x), где
x является вещественной переменной. Теперь несложно видеть, что

z=x*y∧x > 0 ∧ y > 0 ∧ Z(z) ∧ Z(x) ∧ Z(y) ⇔

∃u∃v
(
z = 2u+v ∧ x = 2u ∧ y = 2v

)
∧ Z(z) ∧ Z(x) ∧ Z(y)
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Таким образом, ввиду того, что в сигнатуре имеется унарный ми-
нус, в данной структуре экзистенциально выразим график функции
умножения. Для этого достаточно рассмотреть различные знаки пере-
менных x, y, z. Искомый результат теперь следует из неразрешимости
десятой проблемы Гильберта [20, 21].

Это утверждение приводит к следующему вопросу. Пусть 2[ ] — это
функция возведения 2 в степень целой части числа, можно ли тогда по-
строить алгоритм элиминации кванторов для ⟨R, 0, 1,+,−, 2[x],=, <, Z⟩.
Если ожидать положительного решения этого вопроса, то первой зада-
чей является преобразование алгоритма Ф.Пуан [12] так, чтобы новый
алгоритм элиминации кванторов работал с структурой ⟨Z,+, 2x⟩.
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Заключение
В ходе выполнения работы были выполнены следующие задачи:

1. Исследованы известные алгоритмы и подходы для элиминации
кванторов

2. Исследован явный алгоритм элиминации кванторов для структу-
ры ⟨N,+, 2x⟩.

3. Доказаны теоремы о неразрешимости некоторых расширений ариф-
метики Семёнова.
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