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Введение

Причиной возникновения хаоса в динамических системах является неустойчивость

(чувствительность) по отношению к выбору начальных данных: малое изменение на­

чального условия приводит к большим изменениям состояния системы [1–3]. Часто в

прикладных системах хаос может являться нежелательным поведением, которое необхо­

димо подавлять, поэтому возникает задача управления хаосом [4,5]. На данным момент

существуют различные методы для управления хаосом, применяющиеся в физике, хи­

мии, биологии, экономике и др., целью которых является достижение стабилизации

управляемой системы. Несмотря на эффективность этих методов, на практике у них

есть ряд ограничений, которые нельзя обойти в общем случае.

Проблема стабилизации нелинейных систем, как правило, формулируется в виде

задачи стабилизации неустойчивых периодических траекторий и неустойчивых состоя­

ний равновесия, вложенных в хаотический аттрактор. Развивая идеи Э. Отта, К. Гре­

боджи и Дж. Йорке [4], литовским инженером и физиком К. Пирагасом был предложен

метод стабилизации неустойчивых периодических траекторий нелинейных систем [6,7].

Метод Пирагаса основывается на конструировании специального управления в форме

обратной связи с запаздыванием, которое обнуляется на самой периодической траекто­

рии, при этом делая данную траекторию локально орбитально устойчивой.

Предложенное К. Пирагасом управление в форме обратной связи с запаздывающей

компонентой показало себя эффективным методом стабилизации неустойчивых перио­

дических траекторий хаотических систем. Однако, в рамках метода Пирагаса возникает

ряд трудностей, связанных с определением периода искомого периодического решения

и коэффициента усиления управления — часто на практике эти параметры приходит­

ся определять приближенным численным подбором. В дальнейшем были разработаны

адаптивные методы поиска и стабилизации неустойчивых периодических траекторий в

хаотических динамических системах, в которых эти параметры подбираются непосред­

ственно во время исполнения метода [8, 9]. Эти подходы теоретически обоснованы при

некоторых условиях [10, 11] и применены для стабилизации ряда модельных хаотиче­

ских динамических систем.

Другим подходом для поиска периодических траекторий в динамических систе­

мах и системах управления является метод гармонического баланса. Также он назы­
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вается методом гармонической линеаризации и методом описывающей функции (см.,

например, [12]). Основы метода гармонического баланса изложенные в работах Н.М.

Крылова, Н.Н. Боголюбова [13, 14] и Ван дер Поля [15], заключаются в том, что, при

некоторых условиях на нелинейность, колебания в системе могут рассматриваться близ­

кими к гармоническим. Тогда такое периодическое колебание можно разложить в ряд

по периодическим функциям и приравнивая коэффициенты ряда, можно приближен­

но найти частоту колебаний, сдвиг и амплитуду полученного приближенного решения.

При этом не всегда решение, полученное с помощью метода гармонического баланса,

будет действительно существовать в системе, и наоборот, в системе могут существовать

решения, которые не могут быть найдены с помощью метода гармонического баланса

(см., например, [12]).

Отметим, что метод гармонического баланса так же нашел свое применение в ис­

следовании бифуркации возникновения предельных циклов динамических систем. Так,

в работе Р.Генезио, А.Теси [16] исследуется бифуркация удвоения периода и на основе

применения принципа гармонического баланса, выводятся частотные условия для всех

(субгармонических) бифуркаций одинаковой коразмерности. В работе [17] Р.Генезио,

А.Теси применяли метод гармонического баланса для исследования бифуркации удво­

ения периода в электронной цепи Чуа – первой системе, для которой было продемон­

стрировано в физическом эксперименте (на осциллографе) существование хаотическо­

го аттрактора. Однако, из-за того, что метод гармонического баланса является прибли­

женным методом, задачу визуализации неустойчивого периодического решения данным

методом не решить.

В рамках моей бакалаврской выпускной квалификационной работы данную про­

блему предлагалось решить комбинацией метода гармонического баланса и метода Пи­

рагаса. Однако для системы Чуа применить данную комбинацию методов сразу не по­

лучилось – не сработал классический метод Пирагаса. В связи с этим, возникло предпо­

ложение, что в системе Чуа (также как и, например, в системе Лоренца) выполняются

условия известного ограничения данного метода – ограничения на нечетное число от­

рицательных показателей Флоке по модулю больших единицы (odd number limitation,

ONL) [11,18].



7

Постановка задачи

Целью данной магистерской выпускной квалификационной работы является объ­

единение метода Пирагаса стабилизации неустойчивых периодических траекторий с

подходом к аппроксимации периодических траекторий методом гармонического балан­

са и применение разработанного метода для стабилизации неустойчивых периодических

траекторий, возникающих в рамках процедуры продолжения по параметру при лока­

лизации скрытого хаотического аттрактора в системе Чуа.

Таким образом, в рамках выпускной квалификационной работы передо мной были

поставлены следующие задачи:

1. Модифицировать алгоритм Пирагаса поиска неустойчивых периодических траек­

торий путем:

• реализации процедуры гармонического баланса для поиска начального при­

ближения периодического решения;

• реализации метода Пирагаса с неустойчивой компонентой для преодоления

возможного ограничения на нечетное число отрицательных показателей Фло­

ке больших единицы (odd number limitation, ONL).

2. Провести предварительные исследования возможных ограничений (например, ONL)

метода Пирагаса в приложении к стабилизации неустойчивых периодических тра­

екторий системы Чуа.

3. Реализовать модифицированный метод в Matlab и апробировать его в рамках

процедуры продолжения по параметру при локализации скрытого хаотического

аттрактора в системе Чуа.

4. Стабилизировать и визуализировать неустойчивую периодическую траекторию в

системе Чуа, разделяющую бассейны притяжения двух симметричных скрытых

хаотических аттракторов.
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Обозначения и сокращения

• UPO - unstable periodic orbits, неустойчивая периодическая траектория;

• OGY - Ott-Grebogi-Yorke method, метод Отта-Гребоджи-Йорке;

• DDE - delayed differential equation, дифференциальное уравнение с запаздыванием;

• DFC - delayed feedback control, метод запаздывающей обратной связи;

• ADFC - adaptive delayed feedback control, адаптивный метод запаздывающей

обратной связи;

• UDFC - unstable delayed feedback control, метод запаздывающей обратной связи с

неустойчивой компонентой;

• ONL - odd number limitation,

ограничение на нечетное число отрицательных показателей Флоке больших 1.
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Глава 1

Основные определения

Материал данной главы основан на работе [19].

1.1. Динамические системы и аттракторы

Пусть (𝑀,𝜌)-метрическое пространство. Введем множество значений времени 𝐽 ∈

{R,R+,Z,Z+}.

Определение 1. Пусть {𝜙𝑡}𝑡∈𝐽 - семейство отображений 𝜙𝑡 : 𝑀 → 𝑀 . Пара ({𝜙𝑡}𝑡∈𝐽 , (𝑀,𝜌))

- есть динамическая система на метрическом пространстве (𝑀,𝜌) если выполнено:

1. 𝜙0 = 𝑖𝑑𝑀 - тождественное отображение на 𝑀 ;

2. 𝜙𝑡+𝑠 = 𝜙𝑡 ∘ 𝜙𝑠 для любых моментов времени 𝑠, 𝑡 ∈ 𝐽 ;

3. если 𝐽 ∈ {R,R+}, то 𝜙(.)(.) : 𝐽 × 𝑀 → 𝑀 - непрерывное отображение; если 𝐽 ∈

{Z,Z+}, то для любого 𝑡 ∈ 𝐽 𝜙𝑡 : 𝑀 → 𝑀 является непрерывным отображением.

Пространство (𝑀,𝜌) называется фазовым пространством динамической системы.

В дальнейшем будем рассматривать динамическую систему

({𝜙𝑡}𝑡∈𝐽 , (𝑀,𝜌)). (1.1)

Рассматриваем динамическую систему (1.1) на полном метрическом пространстве (𝑀,𝜌).

Пусть заданы точка 𝑝 ∈ 𝑀 и множества 𝑍,𝑍 ′ ⊂ 𝑀 . Определим расстояния

𝜌(𝑝, 𝑍) := inf𝑞∈𝑍 𝜌(𝑝, 𝑞);

𝜌(𝑍,𝑍 ′) := inf 𝑞∈𝑍
𝑝∈𝑍′

𝜌(𝑝, 𝑞).

Определение 2. Для любой точки 𝑝 ∈ 𝑀 𝜔 - предельным множеством относительно

динамической системы (1.1) называется множество

𝜔(𝑝) := {𝑞 ∈ 𝑀 | ∃𝑡𝑛 → +∞, 𝑡𝑛 ∈ 𝐽, 𝑛 → +∞ : lim𝑛→+∞ 𝜙𝑡𝑛(𝑝) = 𝑞}.

Для произвольных 𝑍1, 𝑍2 ⊂ 𝑀 определим 𝑑𝑖𝑠𝑡(𝑍1, 𝑍2) := sup𝑝∈𝑍1
inf𝑞∈𝑍2 𝜌(𝑝, 𝑞) -

полурасстрояние по Хаусдорфу.

В общем случае 𝑑𝑖𝑠𝑡(𝑍1, 𝑍2) ̸= 𝑑𝑖𝑠𝑡(𝑍2, 𝑍1).
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Определение 3. Множество 𝑍 ⊂ 𝑀 называется притягивающим (B-притягиваю­

щим) для множества 𝑊 ⊂ 𝑀 относительно ДС (1.1), если

𝑑𝑖𝑠𝑡(𝜙𝑡(𝑝), 𝑍)
𝑡→∞−→ 0,∀𝑝 ∈ 𝑊 ;

(𝑑𝑖𝑠𝑡(𝜙𝑡(𝐵), 𝑍)
𝑡→∞−→ 0, ∀𝐵 ∈ 𝑊 , 𝐵- ограничивающее множество).

Если 𝑊 = 𝑀 и 𝑍-притягивающее (𝐵-притягивающее) относительно (1.1), то 𝑍 называ­

ется глобально притягивающим (глобально 𝐵-притягивающим) относительно (1.1).

Определение 4. Множество 𝐴(𝑊 ) ⊂ 𝑀 -называется аттрактором для𝑊 относительно

(1.1), если оно обладает следующими свойствами:

1. Множество 𝐴(𝑊 ) является ограниченным и замкнутым;

2. Инвариантно, т.е. 𝜙𝑡(𝐴(𝑊 )) = 𝐴(𝑊 )(𝜙(𝐴(𝑊 ))) = 𝐴(𝑊 ) для ∀𝑡 ∈ 𝐽 ;

3. 𝐴(𝑊 ) является притягивающим для 𝑊 относительно (1.1), причем предполагает­

ся, что inf𝑊 ̸= ⊘.

Наибольшее множество 𝑊 , обладающее свойствами 1-3, называется областью при­

тяжения 𝐴(𝑊 )

Определение 5. Аттракторы можно классифицировать по регулярности: на регуляр­

ные и странные.

Под регулярными (или простыми) аттракторами понимаются аттракторы, которые

являются устойчивыми неподвижными точками, устойчивыми периодическими траек­

ториями или n-мерными торами.

Аттрактор называется странным, если он является притягивающим множеством

неустойчивых траекторий в фазовом пространстве динамической системы. Траекто­

рия странного аттрактора непериодическая: она не замыкается. Сложная динамика

на аттракторе во многом определяется тем, что в него вложено бесконечное количество

неустойчивых периодических траекторий с различными периодами.

Траектория динамической системы в аттракторе не должна удовлетворять ника­

ким особым ограничениям, кроме как оставаться на аттракторе, двигаясь вперед во

времени. Траектория может быть периодической или хаотической.

Определение 6. Если множество точек является периодическим или хаотическим,

но поток в окрестности находится вдали от множества, то это множество не является

аттрактором, а называется репеллером.
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1.2. Элементы теории Флоке

Рассматриваем систему

𝑢̇ = 𝑓(𝑢). (1.2)

где 𝑓 : 𝐷 ∈ 𝑅𝑛 → 𝑅𝑛 -гладкое векторное поле. Предположим, что существует поток

{𝜑𝑡}𝑡∈𝑅. Пусть 𝑡 → 𝜑𝑡(𝑝)-некоторое 𝑇 периодическое движение, т.е. 𝜑𝑡+𝑇 (𝑝) = 𝜑𝑡(𝑝),

∀𝑡 ∈ 𝑅 и 𝜑𝑡′(𝑝) ̸= 𝑝 ∀𝑡′ ∈ (0, 𝑇 ).

Пусть

𝑦̇ = 𝑓 ′(𝜑𝑡(𝑝))𝑦 (1.3)

–вариационное уравнение вдоль этого движения.

Теорема 1. (Флоке). Фундаментальная матрица системы (1.3) имеет вид 𝑌 (𝑡) =

𝐺(𝑡)𝑒𝑅𝑡, где𝐺(·) – 𝑇 -периодическая, 𝐶1– гладкая регулярная 𝑛×𝑛–матричная функция,

причем 𝐺(0) = 𝐼, а 𝑅 –постоянная 𝑛× 𝑛–матрица.

Определение 7. Мультипликаторами Флоке выше заданного периодического движе­

ния называются собственные числа 𝜌1, ..., 𝜌𝑛 матрицы 𝑒𝑅𝑇 .

Теорема 2. (Андронов—Витт). Один из мультипликаторов периодического движе­

ния всегда равен 1.

Т.е., можно считать, что 𝜌1, ..., 𝜌𝑛−1, 1 = 𝜌𝑛.

Пусть 𝛾0 — предельный цикл. Он устойчив, если

|𝜌𝑖| < 1, 𝑖 = 1, ..., 𝑛− 1,

либо неустойчив, если существует хотя бы один мультипликатор, для которого

|𝜌𝑗| > 1, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛− 1.
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Глава 2

Методы Пирагаса

Материал данной главы основан на следующих работах: [6–8,10,20–23]

2.1. Классический метод запаздывающей обратной связи

Рассмотрим динамическую систему порожденную обыкновенным дифференциаль­

ным уравнением. Мы представляем, что уравнения неизвестны, но некоторая скаляр­

ная переменная может быть измерена как вывод системы. Мы также предполагаем, что

система имеет вход для внешней силы. Эти предположения могут быть выполнены с

помощью следующей модели,

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 𝑃 (𝑦, 𝑥) + 𝐹 (𝑡);

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑄(𝑥, 𝑦). (2.1)

Здесь явная форма непрерывного векторного поля P, Q на практике может быть

неизвестна, 𝑦 - выходная переменная, а вектор 𝑥 описывает остальные переменные дина­

мической системы, которые недоступны или не представляют интереса для наблюдения.

Для простоты предполагается, что входной сигнал 𝐹 (𝑡) мешает только первому уравне­

нию, соответствующему выходной переменной. Мы предполагаем, что рассматриваемая

система без входного сигнала (𝐹 = 0) имеет странный аттрактор.

Было продемонстрировано использование стандартного метода координации с за­

держкой, что большое количество различных UPO на хаотическом аттракторе может

быть получено из одного скалярного сигнала. Применяя этот метод к нашей систе­

ме, мы можем определить из экспериментально измеренного выходного сигнала y(t)

различные периодические сигналы различной формы 𝑦 = 𝑦𝑖(𝑡), 𝑦𝑖(𝑡 + 𝜏𝑖) = 𝑦𝑖(𝑡), соот­

ветствующий различным UPO. Здесь 𝜏𝑖 - период i-го UPO. Затем мы исследуем эти

периодические сигналы и выбираем тот, который намереваемся стабилизировать. Для

достижения этой цели мы должны разработать специальный внешний генератор, ко­

торый генерирует сигнал пропорционально 𝑦𝑖(𝑡). Разница 𝐷(𝑡) между сигналом 𝑦𝑖(𝑡) и

выходным сигналом 𝑦(𝑡) используется в качестве управляющего сигнала:

𝐹 (𝑡) = 𝐾[𝑦𝑖(𝑡)− 𝑦(𝑡)] = 𝐾𝐷(𝑡) (2.2)
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Рис. 2.1. Блок-схема (а) управления внешней силой и (б) управления с обратной связью. G -
специальный внешний периодический генератор, D - линия задержки

При этом уравнение (2.1) с управляющим сигналом в форме (2.2), представляет

собой дифференциальное уравнение с запаздыванием.

Здесь K - экспериментально регулируемый вес возмущения. Возмущение должно

вводиться во вход системы как отрицательная обратная связь (K > 0). Эксперименталь­

ная реализация такой обратной связи не представляет трудностей для многих физиче­

ских систем. Важной особенностью возмущения (2.2) является то, что оно не меняет

решение уравнения (2.1) и соответствует UPO 𝑦(𝑡) = 𝑦𝑖(𝑡). Выбирая вес 𝐾, можно до­

биться стабилизации. Когда эта стабилизация достигнута, выходной сигнал очень бли­

зок к 𝑦(𝑡), и возмущение 𝐹 (𝑡) становится чрезвычайно малым. Поэтому здесь, так же

как и в методе OGY, только небольшая внешняя сила используется для стабилизации

UPO. Одним из преимуществ DFC является то, что он неинвазивный в том смысле, что

управляющий сигнал исчезает при достижении стабилизации.

2.2. Метод запаздывающей обратной связи с неустойчивой

компонентой

Было показано, что DFC может стабилизировать только определенный класс пе­

риодических траекторий, характеризующийся конечным кручением. Ограничение за­
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ключается в том, что любые UPOs с нечетным числом действительных множителей

Флоке (FMS), превышающих единицу, никогда не могут быть стабилизированы DFC.

Это утверждение было впервые доказано Ушио [18] для дискретных систем, а затем

Джаста, Накадзима и Уэда [24,25] доказали то же ограничение для DFC непрерывного

времени, а затем это доказательство было расширено для более широкого класса схем

с запаздывающей обратной связью. Следовательно, кажется трудным преодолеть это

врожденное ограничение.

Рассмотрим систему в общем виде

𝑢̇ = 𝑓(𝑢). (2.3)

Пусть 𝑢upo(𝑡, 𝑢upo1
0 ) будет его UPO с периодом 𝜏 > 0, 𝑢upo(𝑡−𝜏, 𝑢upo1

0 ) = 𝑢upo(𝑡, 𝑢upo1
0 ),

и начальное условие 𝑢upo1
0 = 𝑢upo(0, 𝑢upo1

0 ).

Чтобы вычислить UPO и преодолеть ONL, применим UDFC в следующей форме:

𝑢̇(𝑡) = 𝑓(𝑢(𝑡)) +𝐾𝐵
[︀
𝐹𝑁(𝑡) + 𝑤(𝑡)

]︀
,

𝑤̇(𝑡) = 𝜆0
𝑐𝑤(𝑡) + (𝜆0

𝑐 − 𝜆∞
𝑐 )𝐹𝑁(𝑡), (⋆)

𝐹𝑁(𝑡) = 𝐶*𝑢(𝑡)− (1−𝑅)
𝑁∑︁
𝑘=1

𝑅𝑘−1𝐶*𝑢(𝑡− 𝑘𝑇 ),

(2.4)

где 0 ≤ 𝑅 < 1 является расширенным параметром DFC, 𝑁 = 1, 2, . . . ,∞ определя­

ет количество предыдущих состояний, задействованных в функции обратной связи с

задержкой 𝐹𝑁(𝑡), 𝜆0
𝑐 > 0, и 𝜆∞

𝑐 < 0 являются дополнительными нестабильными пара­

метрами степени свободы, 𝐵,𝐶 являются векторами и 𝐾 > 0 это усиление обратной

связи. Для начального условия 𝑢upo1
0 и 𝑇 = 𝜏 мы имеем

𝐹𝑁(𝑡) ≡ 0, 𝑤(𝑡) ≡ 0,

и, т.о., решение системы (2.4) совпадает с периодическим решением системы (2.3).

Ключевая идея состоит в том, чтобы искусственно увеличить набор вещественных

множителей Флоке, превышающих единицу, до четного числа, введя в контур обратной

связи нестабильную степень свободы (⋆).
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Метод запаздывающей обратной связи с неустойчивой компонентой будет исполь­

зован в главе 6 в модификации для стабилизации неустойчивых периодических траек­

торий.

2.3. Метод решения дифференциальных уравнений с

запаздыванием в Matlab

Популярный подход к решению DDEs - это расширение одного из методов, исполь­

зуемых для решения ODE. Большинство решений основаны на явных методах Рунге­

Кутты. Метод dde23 использует этот подход, расширяя метод решения Matlab ODE -

ode23. Идея аналогична так называемому «методу шагов» для решения DDE.

Численное решение несколько сложнее, и сложности присутствуют для каждого

последующих интервалов. Методы Рунге-Кутты, как и все методы дискретных перемен­

ных для ОДУ, дают приближения 𝑦𝑛 к 𝑦(𝑥𝑛) на сетке 𝑥𝑛 в интересующем нас интервале.

Они делают это, начиная с заданного начального значения, 𝑦0 = 𝑦(𝑎) при 𝑥0 = 𝑎, и пе­

реходя от 𝑦𝑛 ≈ 𝑦(𝑥𝑛) на расстояние от ℎ𝑛 до 𝑦𝑛+1 ≈ 𝑦(𝑥𝑛+1) при 𝑥𝑛+1 = 𝑥𝑛 + ℎ𝑛. Размер

шага ℎ𝑛 выбирается настолько малым, насколько необходимо, чтобы получить точное

приближение. Он выбирается настолько большим, насколько это возможно, чтобы до­

стичь конца интервала за как можно меньшее количество шагов, то есть как можно

дешевле. В своем первоначальном виде методы Рунге-Кутты выдают ответы только

в точках сетки, но известно, как получить «непрерывные расширения», которые дают

приблизительное решение между точками сетки. Хитрость заключается в том, чтобы по­

лучить значения между точками сетки, которые являются столь же точными и сделать

это дешево. В некоторых случаях непрерывные расширения можно рассматривать как

интерполяционные полиномы. Например, первый широко доступный решатель (solver)

FORTRAN DDE, DMRODE [26], основан на стандартной формуле Рунге-Кутты и ин­

терполяционных полиномах Эрмита различных порядков. Метод Рунге-Кутты [27,28],

используемый в ode23, был получен вместе с непрерывным расширением на основе

кубической интерполяции Эрмита. Помимо других хороших качеств этого метода, ку­

бическая интерполяция Эрмита между точками сетки дает такое же точное численное

решение как решение в точках сетки. Кроме того, данные, необходимые для интерполя­

ции, доступны как побочный продукт самого шага. Упомянутые методы Рунге-Кутты
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- это все явные методы для вычисления 𝑦𝑛+1 при заданном 𝑦𝑛 и способности оценить

уравнение. Из соображений эффективности решатель пытается использовать самый

большой размер шага ℎ𝑛, который даст указанную точность, но что, если он больше

минимальной задержки. Делая шаг к 𝑥𝑛 + ℎ𝑛, нам бы понадобились значения решения

в точках на этапе шага, но мы пытаемся вычислить решение в конце шага и пока не

знаем этих значений. Многие решатели ограничивают размер шага, чтобы избежать

этой проблемы. Некоторые решатели, включая dde23, используют любой размер шага,

который кажется подходящим, и выполняют итерацию для оценки неявной формулы,

возникающей таким образом.
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Глава 3

Метод гармонического баланса

3.1. Описание метода гармонического баланса

Материал данной главы основан на следующих работах:

• Метод гармонического баланса: [16, 29]

• Бифуркация удвоения периода: [13, 14,30,31]

Предположим, что исследуемая динамическая система описывается уравнением:

𝑓 [𝑦(𝑡), 𝐷𝑦(𝑡), . . . , 𝐷𝑛𝑦(𝑡); 𝑧1(𝑡), . . . , 𝑧𝑚(𝑡)] = 0, (3.1)

где 𝑦(𝑡) - выходная переменная, 𝐷 - дифференциальный оператор и 𝑓 является нели­

нейной вещественной функцией, обладающая всеми свойствами, требуемыми в предпо­

ложении. Кроме того, переменные 𝑧𝑖(𝑡) удовлетворяют отношению

𝑞′(𝐷)𝑧𝑖(𝑡) =
∑︁

𝑝𝑖𝑘(𝐷)𝑔𝑘[𝑦(𝑡), 𝐷𝑦(𝑡), . . . , 𝐷
𝑛−1(𝑡)], 𝑖 = 1, 2, . . . ,𝑚, (3.2)

где 𝑞′ и 𝑃𝑖𝑘 - два полинома степени𝑚 и меньше𝑚, соответственно, и 𝑔𝑘 является нелиней­

ная вещественная функция, обладающая всеми свойства, требуемые предположениями.

Общее выражение (3.1) обычно может принимать более простые формы, среди которых

замечательны следующие, с уменьшающейся сложностью

𝑓 [] = 𝑞(𝐷)𝑦(𝑡) + 𝑓1[𝑦(𝑡), 𝐷𝑦(𝑡), ..., 𝐷𝑛−1𝑦(𝑡); 𝑧1(𝑡), ..., 𝑍𝑚(𝑡)] = 0, (3.3)

где 𝑞 - многочлен степени 𝑛;

𝑓 [] = 𝑞(𝐷)𝑦(𝑡) + 𝑝(𝐷)𝑓2[𝑦(𝑡), 𝐷𝑦(𝑡), ..., 𝐷ℎ𝑦(𝑡)] = 0, (3.4)

с 𝑚 = 0 и где является полиномом, чья степень, добавленная к числу ℎ, не больше

чем 𝑛− 1;
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где 𝑞 - многочлен степени n;

𝑓 [] = 𝑞(𝐷)𝑦(𝑡) + 𝑝(𝐷)𝑓3[𝑦(𝑡)] = 0, (3.5)

с𝑚 = 0, как простейший случай (3.4). Система, описанная в (3.3) и (3.2), можно рассмат­

ривать как структуру обратной связи, состоящую из линейной динамической части L и

подходящей нелинейной динамической части N, соединенной двумя скалярными пере­

менными 𝑦 и 𝑓 . Это справедливо и для систем, описываемых (3.4) или (6.1). Подсистема

L просто определяется 𝑞(𝐷) (и 𝑝(𝐷) для (3.4) и (6.1)), а N зависит от 𝑓1(𝑓2 или 𝑓3), 𝑔𝑘,

𝑞′(𝐷), 𝑃𝑖𝑘(𝐷), и 𝑍𝑖 являются его внутренними переменными.

Теперь рассмотрим возможное системное решение

𝑦0(𝑡) = 𝐴+𝐵 sin(𝜔𝑡), 𝐵 > 0, 𝜔 > 0 (3.6)

и предположим, что выполняются следующие условия:

• уравнения (3.2) допускают стационарное периодическое решения 𝑍𝑖0, 𝑖 = 1, 2, ...,𝑚,

периода 2𝜋/𝜔 для = 𝑦0(𝑡). Надо чтобы резонанса не было происходит в отношении

такого форсирующего сигнала, что полином 𝑞′ не должен иметь корней ±𝑗𝜔. Сигналы

𝑍𝑖0 следуют из (3.2) через ряд Фурье 𝑔𝑘,

• нелинейная функция 𝑓1 из (3.3) допускает разложение в ряд Фурье

𝑓1[𝑦0(𝑡), 𝐷𝑦0(𝑡), ..., 𝐷
𝑛−1𝑦0(𝑡); 𝑧10(𝑡), ..., 𝑧𝑚0(𝑡)] =

𝐹0(𝐴,𝐵, 𝜔)+∑︀∞
𝑘=1[𝐹𝑘𝑅(𝐴,𝐵, 𝜔)𝑠𝑖𝑛(𝑘𝑡𝜔) + 𝐹𝑘𝑙(𝐴,𝐵, 𝜔)𝑐𝑜𝑠(𝑘𝑡𝜔)],

(3.7)

где 𝐹𝑘𝑅, 𝐹𝑘𝑡 - коэффициенты соответствующей гармоники.

Таким образом, исследуемая динамическая система рассматривается в терминах

уравнений (3.3) и (3.2), поскольку эта форма является достаточно общей и позволяет

лучше понять полученные результаты. Уравнение (3.7) представляет периодический

выход установившегося состояния N, когда его входной сигнал равен 𝑦0(𝑡), заданному

формулой (3.6). Отбрасывая гармоники выше одного из (3.7), подстановка в уравнении

(3.3) приводит к соотношениям:

𝑞(0)𝐴+ 𝐹0(𝐴,𝐵, 𝜔) = 0, (3.8)
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𝑞(𝑗𝜔)𝐵 + 𝐹1𝑅(𝐴,𝐵, 𝜔) + 𝑗𝐹1𝑙(𝐴,𝐵, 𝜔) = 0, (3.9)

где 𝑞 вычисляется на его частоте прироста в устойчивом состоянии и используется

векторная запись. Уравнения (3.8) и (3.9) выражают принцип гармонического баланса,

смещения постоянного тока и слагаемого по частоте, соответственно, для динамической

системы, описанной в (3.2) и (3.3). Конечно, значения A, B и 𝜔, которые можно выве­

сти из (3.8) и (3.9) как функции параметров системы, дают через (3.6) приближенное

периодическое решение рассматриваемой системы. Согласно приведенной процедуре

ее точность зависит от возможности пренебрежения высшими гармониками уравнения

(3.7) в уравнении (3.3), где 𝑦 = 𝑦0(𝑡) и 𝑧𝑖 = 𝑧𝑖0(𝑡). вдоль петли подсистемы L и N произ­

водят сильное ослабление компонентов на частотах, которые кратны основной.

Метод в общем случае не точный, поэтому были попытки его математического

обоснования.

3.2. Метод гармонического баланса и его математическое

обоснование

Матричный вид системы. Передаточная функция

Система в форме Лурье:

𝑥̇ = 𝑃𝑥+ 𝜀𝑞𝜙(𝑟𝑇𝑥), (3.10)

где 𝜀 = 1,

Передаточная функция линейной части системы:

𝑊 (𝑠) = 𝑟𝑇 (𝑃 − 𝑠𝐼)−1𝑞
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Частоты 𝜔0 и значения коэффициента 𝑘. И уравнение для нахождения

амплитуды 𝑎

Для того, чтобы найти периодические решения, представим (6.1) в виде

𝑥̇ = 𝑃0𝑥+ 𝑞𝜙(𝑟𝑇𝑥), (3.11)

где

𝜙(𝜎) = 𝜀𝑓(𝜎)− 𝑘𝜎,

и матрица

𝑃0 = 𝑃 + 𝑘𝑞𝑟𝑇

имеет два чисто мнимых собственных числа ±𝑖𝜔0 (здесь 𝜔0 > 0 — частота периодиче­

ского решения, 𝑘 — коэффициент гармонической линеаризации).

Для нахождения значений 𝑘, 𝜔0 используем

1 + 𝑘𝑊 (𝑖𝜔0) = 0. (3.12)

Отсюда находим

𝐼𝑚𝑊 (𝑖𝜔0) = 0 (3.13)

Из (3.12) следует

𝑘 = −(𝑅𝑒𝑊 (𝑖𝜔0))
−1. (3.14)

Уравнение для нахождения амплитуды:

Φ(𝑎) = 0, (3.15)

где Φ(𝑎) — описывающая функция:

Φ(𝑎) =

2𝜋
𝜔0∫︁
0

𝜙(𝑎 cos(𝜔0𝜏)) cos(𝜔0𝜏)𝑑𝜏.
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Матрица замены переменных 𝑆

Для применения теоремы о малом параметре и определения начальных данных

периодического решения запишем систему (3.11) в виде

𝑦̇ = 𝐴𝑦 + 𝜀𝑏𝜙(𝑐𝑇𝑦),

где 𝑆 — матрица перехода (𝑥 = 𝑆𝑦),

𝐴 = 𝑆−1𝑃0𝑆 =

⎛⎜⎜⎜⎝
0 −𝜔0 O

𝜔0 0 O

O O 𝐴3

⎞⎟⎟⎟⎠ , 𝑏 = 𝑆−1𝑞 =

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑏1

𝑏2

𝑏3

⎞⎟⎟⎟⎠ , 𝑐𝑇 = 𝑟𝑇𝑆 =
(︁
1 0 𝑐𝑇3

)︁
.

𝑆 =

⎛⎜⎜⎜⎝
1 0 −ℎ

𝑠21 𝑠22 𝑠23

𝑠31 𝑠32 𝑠33

⎞⎟⎟⎟⎠ .

𝑆𝐴 =

⎛⎜⎜⎜⎝
1 0 −ℎ

𝑠21 𝑠22 𝑠23

𝑠31 𝑠32 𝑠33

⎞⎟⎟⎟⎠
⎛⎜⎜⎜⎝

0 −𝜔0 0

𝜔0 0 0

0 0 𝜆3

⎞⎟⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎜⎝
0 −𝜔0 −ℎ𝜆3

𝜔0𝑠22 −𝜔0𝑠21 𝜆3𝑠23

𝜔0𝑠32 −𝜔0𝑠31 𝜆3𝑠33

⎞⎟⎟⎟⎠ .

Формула для описывающей функции Φ(𝑎)

Теорема Если выполнены условия:

Φ(𝑎0) = 0,

− 𝑏1
𝑑Φ(𝑎)

𝑑𝑎

⃒⃒⃒
𝑎=𝑎0

> 0,

то для достаточно малого 𝜀 > 0 система (6.1) с нелинейностью 𝜀𝑓(·) имеет устойчивое

𝑇 -периодическое решение 𝑥0(𝑡) = 𝑆(𝑦1(𝑡), 𝑦2(𝑡), 𝑦3(𝑡))
*

𝑦1(𝑡) = 𝑎1 cos(𝜔0𝑡) +𝑂(𝜀), 𝑦2(𝑡) = 𝑎1 sin(𝜔0𝑡) +𝑂(𝜀), 𝑦3(𝑡) = exp(𝐴3𝑡)𝑦3(0) + 0𝑛−2(𝜀),
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𝑡 ∈ [0, 𝑇 ] с начальными данными

𝑥(0) = 𝑆

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑎0 +𝑂(𝜀)

0

𝑂()

⎞⎟⎟⎟⎠ ,

где 𝑇 = 2𝜋
𝜔0

+ 𝑂(𝜀), и поведение траекторий в окрестности этого решения имеет гипер­

болический характер.

Метод гармонического баланса будет использован в главе 6 в модификации ме­

тода Пирагаса для вычисления начального приближения неустойчивой периодической

траектории.

3.3. Бифуркация удвоения периода

Чтобы описать бифуркацию удвоения периода, рассмотрим однопараметрическое

семейство нелинейных систем

𝑥̇ = 𝑓𝜇(𝑥), (3.16)

где 𝑥 ∈ R𝑛, 𝜇 - вещественный параметр, а 𝑓 нелинейная векторная функция. В лите­

ратуре по теории бифуркаций 𝑓 считается гладкой, в рамках этой работы гладкость

не требуется. Предположим, что (3.16) имеет предельный цикл 𝛾𝜇 для диапазона зна­

чений вещественного числа 𝜇. Кроме того, предположим, что для всех значений от

одной стороны параметра (меньше или больше) критического значения 𝜇 все характе­

ристические множители 𝛾𝜇, будут иметь величину меньше единицы. Если ровно один

характеристический множитель выходит из единичной окружности в 𝜇 = 𝜇𝑐 и делает

это в точке (−1, 0), и если пересечение происходит с ненулевой скоростью относительно

𝜇, то бифуркация удвоения периода от 𝛾𝜇 происходит при 𝜇 = 𝜇𝑐. Это означает, что дру­

гой предельный цикл, первоначально с удвоенным периодом 𝛾𝜇𝑐 , возникает из 𝛾𝜇 при

𝜇 = 𝜇𝑐. Как правило, бифуркация является либо суперкритической, либо субкритиче­

ской. В суперкритическом случае предельные циклы с удвоением периода устойчивы

и имеют место для значений параметров на стороне 𝜇𝑐, для которых предельные цик­

лы 𝛾𝜇 неустойчивы. В субкритическом случае предельные циклы с удвоением периода

являются неустойчивыми и происходят со стороны 𝜇𝑐, для которой предельные циклы
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𝛾𝜇 устойчивы. В любом случае говорят, что произошел обмен стабильностью между

номинальными предельными циклами 𝛾𝜇 и удвоенными предельными циклами.

Рис. 3.1. Иллюстрация бифуркации удвоения периода (суперкритический случай).

На рис.3.1 изображена суперкритическая бифуркация удвоения периода. На этом

рисунке сплошная кривая представляет устойчивый предельный цикл, а пунктирная

кривая представляет неустойчивый предельный цикл. На рисунке также предполага­

ется, что номинальный предельный цикл теряет устойчивость по мере увеличения 𝜇

через 𝜇𝑐. суперкритичность или субкритичность бифуркации удвоения периода можно

легко определить в дискретном времени, используя формулы, которые были получены

в [32].
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Глава 4

Метод Крылова-Ньютона

Материал данной главы основан на следующих работах: [33–36].

Описанный в данной главе метод является приближенным методом, который позволя­

ет оценивать неустойчивые периодические траектории в динамической системе путем

анализа неподвижных точек сечения Пуанкаре. В дальнейшем этот метод будет исполь­

зоваться для исследования ограничение ONL в системе Чуа.

Пусть точка 𝑥0 является 𝑛-мерным вектором, представляющим состояние системы.

Для динамической системы с течением времени 𝑡 точка 𝑥𝑡 прочерчивает траекторию,

одномерную кривую, в 𝑛-мерном фазовом пространстве 𝑀 .

Можем описать траекторию для 𝑥𝑡, используя карту потока, обозначенную Φ𝑡 ,

которая берет точку 𝑥0 и развивает ее за период времени 𝑡: Φ𝑡 : 𝑥0 → 𝑥𝑡

𝑥𝑡 = Φ𝑡(𝑥0) (4.1)

В более общем плане карта потока просто продвигает точку по своей траектории:

𝑥𝑡′+𝑡 = Φ𝑡(𝑥′
𝑡) (4.2)

В каждый момент времени текущее состояние 𝑥 = (𝑋, 𝑌, 𝑍) является точкой в фа­

зовом пространстве 𝑀 = 𝑅3. С течением времени 𝑥𝑡 = (𝑋(𝑡), 𝑌 (𝑡), 𝑍(𝑡)) прослеживает

траекторию, то есть кривую, в 𝑅3. Для системы Лоренца используются значения па­

раметров 𝑟 = 28, 𝑏 = 8/3, = 10, которые приводят к хаотическим траекториям. Карта

потока ведет нас по этой траектории, см. рисунок 1.

4.1. Сечение Пуанкаре

Пусть 𝑥′ точка, а 𝑡′ - вектор нормали, которые вместе определяют гиперповерх­

ность 𝑃 . Пересечения 𝑃 могут быть определены временем 𝑡, когда ⟨𝑥𝑡 − 𝑥′|𝑡′⟩ = 0. (См.

рисунок) Мы могли бы ограничиться тем, когда пересечения происходят в определен­

ном направлении, скажем, когда внутреннее решение переходит от отрицательного к

положительному. Теперь мы можем позволить Φ быть картой, которая переносит одну
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Рис. 4.1. (а) Аттрактор Лоренца. (b) Схема потока Φ используется для продвижения состояния
x на 1,6 единицы времени с 𝑡 = 18 до 𝑡 = 19.6

точку на 𝑃 в следующую точку пересечения на 𝑃 . Если периодическая траектория име­

ет точку 𝑥𝑝 на 𝑃 , то она удовлетворяет 𝑥𝑝 = Φ(𝑥𝑝). Преимущество состоит в том, что

нам больше не нужно беспокоиться о периоде 𝑇 для периодических траекторий. Но,

недостатком является то, что мы ничего не знаем о том, что происходит с траекторией

𝑃 , и, как правило, не все периодические траектории пересекают поверхность один раз.

Рис. 4.2. (a) Сечение Пуанкаре P, определяемое точкой 𝑥′ и вектор нормали 𝑡′, пронизан пери­
одической траекторией в периодической точке 𝑥𝑝. (b) Проекция относительной периодической
траектории на срез 𝑀̂ , является периодической траекторией, 𝑥̂𝑡 = 𝑥̂𝑡+𝑇 . Вся траектория про­
ецируется на 𝑀̂ . Каждое состояние 𝑥𝑡 проецируется путем применения сдвигов вдоль пунк­
тирных линий на 𝑀̂ .

4.2. Методы Ньютона-Рафсона и Ньютона-Крылова

Метод Ньютона-Крылова без Якобиана (jacobian free Newton-Krylov, JFNK) явля­

ется вариантом метода Ньютона-Рафсона. В своей необработанной форме метод Нью­

тона-Рафсона для 𝑛-мерной системы включает в себя 𝑛 × 𝑛-матрицу Якоби, которую

может быть сложно оценить. Можно избежать этой оценки, используя метод подпро­

странства Крылова [34].
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4.2.1. Метод Ньютона-Рафсона (с якобианом)

Чтобы найти корни 𝑥 такие, что 𝑓(𝑥) = 0 в одном измерении, учитывая первона­

чальное предположение 𝑥0, метод Ньютона-Рафсона генерирует улучшения с использо­

ванием следующей итерации

𝑥𝑖+1 = 𝑥𝑖 − 𝑓(𝑥𝑖)/𝑓
′(𝑥𝑖) . (4.3)

Переписывая, мы можем повторно выразить итерацию как

𝑥𝑖+1 = 𝑥𝑖 + 𝛿𝑥𝑖 где 𝑓 ′(𝑥𝑖) 𝛿𝑥𝑖 = −𝑓(𝑥𝑖) . (4.4)

Задача состоит в том, чтобы найти фиксированные точки отображения 𝑥𝑝 такие, что

𝑥𝑝 = Φ(𝑥𝑝), т.е.

𝐹 (𝑥𝑝) = 0 где 𝐹 (𝑥) = Φ(𝑥)− 𝑥. (4.5)

Неподвижные точки могут соответствовать состояниям равновесия, периодическим ор­

битам или их относительным эквивалентам. Дополнения, при необходимости, для на­

хождения периода 𝑇 или пространственного сдвига 𝑙 откладываются до раздела 4.2.4.

Расширение метода Ньютона (4.4) на 𝑛-мерную систему имеет вид

(𝑎) 𝑥𝑖+1 = 𝑥𝑖 + 𝛿𝑥𝑖 где (𝑏)
𝜕𝐹

𝜕𝑥

⃒⃒⃒⃒
𝑥𝑖

𝛿𝑥𝑖 = −𝐹 (𝑥𝑖) . (4.6)

Чтобы применить обновление (4.6a), линейная система (4.6b) должна быть решена для

неизвестного 𝛿𝑥𝑖. В (4.6b) матричная часть задается формулой

𝜕𝐹

𝜕𝑥

⃒⃒⃒⃒
𝑥𝑖

=
𝜕Φ

𝜕𝑥

⃒⃒⃒⃒
𝑥𝑖

− 𝐼 = 𝐽 − 𝐼, (4.7)

где 𝐽 – матрица Якоби для Φ(𝑥), а 𝐼 – это единичная матрица. Для случая 𝑛 = 3,

𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) , Φ(𝑥) =

⎡⎢⎢⎢⎣
Φ1

Φ2

Φ3

⎤⎥⎥⎥⎦ , 𝐽 =

⎡⎢⎢⎢⎣
𝜕Φ1

𝜕𝑥1

𝜕Φ1

𝜕𝑥2

𝜕Φ1

𝜕𝑥3

𝜕Φ2

𝜕𝑥1

𝜕Φ2

𝜕𝑥2

𝜕Φ2

𝜕𝑥3

𝜕Φ3

𝜕𝑥1

𝜕Φ3

𝜕𝑥2

𝜕Φ3

𝜕𝑥3

⎤⎥⎥⎥⎦ . (4.8)
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4.2.2. Метод Ньютона-Крылова (без якобиана)

Матрицу Якоби 𝐽 размера 𝑛 × 𝑛 обычно трудно оценить. У нас может даже не

быть достаточной компьютерной памяти, чтобы сохранить ее для многомерной систе­

мы. Проблема (4.6b), однако, заключается в форме

𝐴 𝛿𝑥 = 𝑏 , (4.9)

где 𝐴 - матрица 𝑛 × 𝑛, а 𝛿𝑥 и 𝑏 являются 𝑛-векторами. Это может быть решено для

𝛿𝑥 с помощью Метод подпространства Крылова (generalized minimal residual

method, GMRES(m)). Алгоритму GMRES не нужно знать саму матрицу 𝐴, только

результат умножения заданного вектора на 𝐴.

Метод ищет решение для 𝛿𝑥 в span{𝐾1, 𝐾2, . . . , 𝐾𝑚}, т.е., 𝛿𝑥 = 𝑐1𝐾1 + 𝑐2𝐾2 +

... + 𝑐𝑚 𝐾𝑚. Обычно все начинается с 𝐾1 = 𝑏/||𝑏||. Следующий вектор генерируется

путем вычисления 𝐾̃𝑖+1 = 𝐴𝐾𝑖, тогда 𝐾𝑖+1 получается путем ортонормирования 𝐾̃𝑖+1

против предыдущего 𝐾𝑗 (𝑗 ≤ 𝑖) используя метод Грама-Шмидта. Следующий, error =

||𝐴 𝛿𝑥 − 𝑏 || минимизируется по коэффициентам 𝑐𝑗 (𝑗 ≤ 𝑖 + 1) и процесс повторяется,

если error слишком велик. Итерации алгоритма GMRES для задачи (4.6b) включают

вычисление матрично-векторных произведений с заданным 𝛿𝑥, которые могут быть

аппроксимированы:

𝜕𝐹

𝜕𝑥

⃒⃒⃒⃒
𝑥𝑖

𝛿𝑥 ≈ 1

𝜖
(𝐹 (𝑥𝑖 + 𝜖 𝛿𝑥)− 𝐹 (𝑥𝑖)), (4.10)

где 𝜖 - это небольшое скалярное значение; типичным значением является 𝜖, такое, что

(𝜖||𝛿𝑥||) / ||𝑥𝑖|| = 10−6. Важным моментом является то, что нам не нужно знать якобиан

— требуется только процедура для вычисления 𝐹 (𝑥).

Обратите внимание, что при условии, что каждый шаг метода Ньютона, 𝛿𝑥, прини­

мает 𝑥 примерно в правильном направлении, ожидается, что метод сходится. Поэтому

допуск, указанный в точности решения для 𝛿𝑥 на каждом шаге Ньютона (вычисляе­

мый с помощью метода GMRES), обычно не должен быть таким строгим, как допуск,

установленный для самого метода Ньютона для решения 𝑥. Например, мы могли бы

искать относительную ошибку для решения Ньютона ||𝐹 (𝑥)||/||𝑥|| = 𝑂(10−8), но отно­

сительная ошибка для решения GMRES ||𝐴 𝛿𝑥 − 𝑏||/||𝛿𝑥|| = 𝑂(10−3) вероятно, будет

достаточно для расчета шагов 𝛿𝑥.
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Рис. 4.3. Шаг перехода по сравнению с ”затухающим”/шагом поиска строки того же разме­
ра при минимизации ||𝐹 (𝑥)||2. Радиус окружности соответствует размеру области шага/дове­
рия 𝛿.

4.2.3. Пошаговый подход

Для улучшения области сходимости метода Ньютона обычно ограничивают размер

выполняемого шага. Один из подходов состоит в том, чтобы просто сделать ”затухаю­

щий” шаг в направлении решения 4.6(b), т.е. шаг за 𝛼 𝛿𝑥𝑖 где 𝛼 ∈ (0, 1]. В ”подходе

hookstep” мы минимизируем при условии, что величина шага Ньютона ограничена,

||𝛿𝑥𝑖|| < 𝛿, где 𝛿 - размер ”доверительной области”:

min
𝛿𝑥𝑖: ||𝛿𝑥𝑖||<𝛿

⃒⃒⃒⃒
⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒ 𝜕𝐹𝜕𝑥

⃒⃒⃒⃒
𝑥𝑖

𝛿𝑥𝑖 + 𝐹 (𝑥𝑖)

⃒⃒⃒⃒
⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒ . (4.11)

Учитывая минимизацию, ожидается, что hookstep 𝛿𝑥𝑖 даст лучший результат, чем про­

стой затухающий шаг того же размера. Также ожидается, что он будет работать на­

много лучше в ”долинах”, где он создает изогнутый/крючковатый шаг к точке вдоль

долины, вместо того, чтобы прыгать с одной стороны долины на другую; см. рисунок

4.3.

Шаг перехода может быть вычислен с небольшой дополнительной работой по мето­

ду GMRES, при условии, что размер подпространства Крылова, m, выбран достаточно

большим для решения с требуемой точностью в течение m итераций GMRES; подроб­

ности см. [35] [в частности v1 on arxiv.org].

Для данного 𝛿𝑥𝑖 уменьшение ошибки, предсказанное линеаризацией (4.11), можно

сравнить с фактическим уменьшением в ||𝐹 (𝑥𝑖 + 𝛿𝑥𝑖)||. В зависимости от точности

прогноза размер доверительной области 𝛿 может быть скорректирован автоматически;

см. [36].
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4.2.4. Добавление ограничений

Временные ограничения

При поиске периодической орбиты период 𝑇 является дополнительным неизвест­

ным. Один из способов избавиться от необходимости находить 𝑇 - это работать на

сечении Пуанкаре, как описано в разделе 4.1. Затем мы можем попытаться решить

функцию 𝐹 (𝑥) = Φ(𝑥) − 𝑥 как бы то ни было, нужно найти точку 𝑥𝑝 на сечении

Пуанкаре, которая соответствует периодической орбите.

Возможно, мы не захотим ограничиваться сечениями Пуанкаре. Тогда надо решить

𝐹 (𝑥, 𝑇 ) = Φ𝑇 (𝑥)− 𝑥 = 0 , (4.12)

для (𝑥, 𝑇 ). Мы дополняем всю систему. Положим

𝑥̃𝑖 = (𝑥𝑖, 𝑇𝑖) and 𝑏̃ = (−𝐹 (𝑥̃𝑖), 0) . (4.13)

Теперь мы хотим решить систему вида

𝐴 𝛿𝑥𝑖 = 𝑏̃ , (4.14)

для 𝛿𝑥𝑖 = (𝛿𝑥𝑖, 𝛿𝑇𝑖), но нужно дополнительное ограничение, потому что у нас есть до­

полнительное неизвестное. Мы выбираем, чтобы обновление 𝛿𝑥𝑖 не имело компонента,

который указывает вдоль траектории, т.е. ⟨𝑥̇𝑖|𝛿𝑥𝑖⟩ = 0.

Следуя идеалу методов без матриц, нам не нужно знать саму матрицу 𝐴, нам

нужно только указать результат умножения на 𝐴:

𝐴 𝛿𝑥 =

(︃
𝜕𝐹

𝜕𝑥̃

⃒⃒⃒⃒
𝑥̃𝑖

𝛿𝑥, ⟨𝑥̇𝑖|𝛿𝑥⟩

)︃
. (4.15)

Мы используем приближение (4.10) чтобы оценить первую часть результата. Дополнен­

ная система (4.14) может быть решена для 𝛿𝑥𝑖 с использованием алгоритма GMRES

путем применения умножений (4.15). Затем выполняется обновление как для состояния,

так и для периода 𝑥̃𝑖+1 = 𝑥̃𝑖 + 𝛿𝑥𝑖.

Метод Крылова-Ньютона будет использован в Главе 6 в модификации метода Пи­

рагаса для аппроксимации неустойчивой периодической траектории.
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Глава 5

Метод Демидовича для оценки мультипликаторов

Флоке

В данной главе изложен приближенный метод вычисления мультипликаторов Фло­

ке (см. Раздел 1), предложенный в книге Б.П. Демидовича [37].

Пусть 𝐴(𝑡) — непрерывная 𝜔–периодическая матрица. Основной промежуток [0, 𝑤]

с помощью точек

0 = 𝑡0 < 𝑡1 < ... < 𝑡𝑚−1 < 𝑡𝑚 = 𝜔

разобьем на 𝑚 равных частей, и пусть

ℎ = ∆𝑡𝑘 ≡ 𝑡𝑘+1 − 𝑡𝑘 =
𝜔

𝑚
.

В дифференциальном уравнении

𝑑𝑋

𝑑𝑡
= 𝐴(𝑡)𝑋, 𝑋(0) = 𝐸 (5.1)

заменим матрицу 𝐴(𝑡) кусочно-постоянной матрицей:

𝐴ℎ(𝑡) = 𝐴𝑘 при 𝑡𝑘 ≤ 𝑡 < 𝑡𝑘+1(𝑘 = 0, 1, ...,𝑚− 1), (5.2)

где

min
𝑡∈[𝑡𝑘,𝑡𝑘+1]

𝐴(𝑡) ≤ 𝐴𝑘 ≤ max𝐴𝑡∈[𝑡𝑘,𝑡𝑘+1](𝑡),

например,

𝐴𝑘 =
1

ℎ

∫︁ 𝑡𝑘+1

𝑡𝑘

𝐴(𝑡)𝑑𝑡.

Обозначим через 𝑋ℎ −𝑋ℎ(𝑡) непрерывную матрицу, удовлетворяющую в точках непре­

рывности коэффициента 𝐴ℎ(𝑡) дифференциальному уравнению

𝑑𝑋ℎ

𝑑𝑡
= 𝐴ℎ(𝑡)𝑋ℎ, (5.3)
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где 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝜔 и 𝑋ℎ(0) = 𝐸. Обобщенное решение ℎ легко построить. На основании

формул (5.2) имеем

𝑑𝑋ℎ

𝑑𝑡
= 𝐴𝑘𝑋ℎ, при 𝑡𝑘 < 𝑡 < 𝑡𝑘+1 и

𝑑𝑋ℎ

𝑑𝑡
= 𝐴𝑘+1𝑋ℎ, при 𝑡𝑘+1 < 𝑡 < 𝑡𝑘+2,

где 𝐴𝑘(𝑘 = 0, 1, . . . ,𝑚− 1) – постоянные матрицы. Отсюда

𝑋ℎ = 𝑒(𝑡−𝑡𝑘)𝐴𝑘𝐶𝑘 при 𝑡𝑘 < 𝑡 < 𝑡𝑘+1 и 𝑋ℎ = 𝑒(𝑡−𝑡𝑘+1)𝐴𝑘+1𝐶𝑘+1 при 𝑡𝑘+1 < 𝑡 < 𝑡𝑘+2.

Используя непрерывность решения 𝑋𝑘, в точке 𝑡 = 𝑡𝑘+1, будем иметь

𝐶𝑘+1 = 𝑒ℎ𝐴𝑘𝐶𝑘(𝑘 = 0, 1, . . . ,𝑚− 1). (5.4)

Кроме того, при 𝑘 = 0 и 𝑡 = 𝑡0 = 0 получаем

𝑋ℎ(0) = 𝐸 = 𝐶0.

Из формулы (5.4) последовательно выводим

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝐶1 = 𝑒ℎ𝐴0𝐶0 = 𝑒ℎ𝐴0 ,

𝐶2 = 𝑒ℎ𝐴1𝐶1 = 𝑒ℎ𝐴1 · 𝑒ℎ𝐴0 ,

· · ·

𝐶𝑚−1 = 𝑒ℎ𝐴𝑚−2 · 𝑒ℎ𝐴𝑚−3 . . . 𝑒ℎ𝐴0 ,

(5.5)

причем, так как матрицы 𝐴0, 𝐴1, . . . , 𝐴𝑚−2 в общем случае неперестановочны, то в фор­

муле (5.5) нельзя применить правило перемножения экспоненциалов. Следовательно,

𝑋ℎ(𝑡) = 𝑒(𝑡−𝑡𝑘)𝐴𝑘 · 𝑒ℎ ^𝐴𝑘−1 . . . 𝑒ℎ𝐴0 (𝑡𝑘 < 𝑡 < 𝑡𝑘+1). (5.6)

Таким образом, для последнего промежутка (𝑡𝑚−1, 𝑡𝑚) будем иметь

𝑋ℎ(𝑡) = 𝑒(𝑡−𝑡𝑚−1) ^𝐴𝑚−1 · 𝑒ℎ ^𝐴𝑚−2 . . . 𝑒ℎ𝐴0 (𝑡𝑚−1 < 𝑡 < 𝑡𝑚 = 𝜔).
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Отсюда, полагая, что 𝑡 → 𝑡𝑚 − 0 = 𝜔 − 0, получим

𝑋ℎ(𝜔) = 𝑒ℎ𝐴𝑚−1 · 𝑒ℎ𝐴𝑚−2 . . . 𝑒ℎ𝐴0 . (5.7)

Используя первую норму матрицы, оценим ||𝑋ℎ(𝜔) − 𝑋(𝜔)||. Из дифференциальных

уравнений (5.1) и (5.3) имеем

𝑋(𝑡) = 𝐸 +

∫︁ 𝑡

0

𝐴(𝑡1)𝑋(𝑡1)𝑑𝑡1 и 𝑋ℎ(𝑡) = 𝐸 +

∫︁ 𝑡

0

𝐴ℎ(𝑡1)𝑋ℎ(𝑡1)𝑑𝑡1.

Отсюда

𝑋ℎ(𝑡)−𝑋(𝑡) =

∫︁ 𝑡

0

[𝐴ℎ(𝑡1)− 𝐴(𝑡1)]𝑋ℎ(𝑡1)𝑑𝑡1 +

∫︁ 𝑡

0

𝐴(𝑡1)[𝑋ℎ(𝑡1)−𝑋(𝑡1)]𝑑𝑡1.

Переходя к норме при 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝜔, получим

||𝑋ℎ(𝑡)−𝑋(𝑡)|| ≥
∫︁ 𝑡

0

||𝐴ℎ(𝑡1)−𝐴(𝑡)|| · ||𝑋ℎ(𝑡1)||𝑑𝑡1+
∫︁ 𝑡

0

||𝐴(𝑡1)|| · ||𝑋ℎ(𝑡1)−𝑋(𝑡1)||𝑑𝑡1 (5.8)

Пусть

||𝐴(𝑡)|| ≤ 𝑀 при 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝜔,

тогда

||𝐴𝑘|| ≤ 𝑀 (𝑘 = 0, 1, . . . ,𝑚− 1).

Из формулы (5.6) при 1 ∈ [0, 𝜔] находим

||𝑋ℎ(𝑡)|| ≤ 𝑒ℎ||𝐴𝑘||.

Так как матрица 𝐴(𝑡) ∈ (0, 𝜔], то для каждого 𝜀 > 0 существует 𝜀 > 0 такое, что

||𝐴(𝑡′)− 𝐴(𝑡′′)|| < 𝜀,

если 𝑡′, 𝑡′′ ∈ (0, 𝜀] и |𝑡′ − 𝑡′′| < 𝛿. Отсюда при ℎ < 𝛿 и 𝑡 ∈ (0, 𝜔], будем иметь

||𝐴ℎ(𝑡)− 𝐴(𝑡)|| < 𝜀.
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Следовательно, из формулы (5.8) получаем

||𝑋ℎ(𝑡)−𝑋(𝑡)|| ≤ 𝜀𝜔𝑒𝜔𝑀 +

∫︁ 𝑡

0

𝑀 ||𝑋ℎ(𝑡1)−𝑋(𝑡1)||𝑑𝑡1.

Применяя лемму Гронуолла – Беллмана, получим

||𝑋ℎ(𝑡)−𝑋(𝑡)|| ≤ 𝜀𝜔𝑒𝜔𝑀+𝑀𝑡 при 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝜔

и, следовательно,

||𝑋ℎ(𝜔)−𝑋(𝜔)|| ≤ 𝜀𝜔𝑒2𝜔𝑀 (5.9)

если 0 < ℎ < 𝛿(𝜀).

Так как число 𝜀 > 0 может быть взято произвольно малым, то из неравенства (5.9)

будем иметь

lim
ℎ→0

||𝑋ℎ(𝜔)−𝑋(𝜔)|| = 0,

т. е.

lim
ℎ→0

𝑋ℎ(𝜔) = 𝑋(𝜔) (5.10)

.

Рассмотрим характеристические уравнения

det[𝑋(𝑤)− 𝜌𝐸] = 0 и det[𝑋ℎ(0)− 𝜌𝐸] = 0, (5.11)

и пусть 𝜌𝑗, 𝜌𝑗 (𝑗 = 1, . . . , 𝑛) – соответственно, корни этих уравнений. Так как корни 𝜌𝑗

являются непрерывными функциями параметра ℎ, то в силу соотношения 5.10 имеем

lim
ℎ→0

𝜌𝑗(ℎ) = 𝜌𝑗, (𝑗 = 1, . . . , 𝑛). (5.12)

Таким образом, выбрав ℎ достаточно малым, из уравнения 5.11 можно определить муль­

типликаторы 𝜌𝑗 с любой степенью точности.

Метод Демидовича, а также его реализация в Matlab (см. Приложение Б), будут

использованы в Главе 6 в модификации метода Пирагаса для аппроксимации неустой­

чивой периодической траектории применительно к системе Чуа.



34

Глава 6

Основной результат: исследование неустойчивых

периодических орбит в сценарии рождения скрытого

хаотического аттрактора Чуа

Модифицированный алгоритм Пирагаса {

• Решаем дифференциальное уравнение с запаздыванием {

• Вычисляем начальное приближение с помощью метода гармбаланса {

• считаем параметры приближенной периодической траектории

метода гармонического баланса

(частота колебаний (w), амплитуда (A), сдвиг (B));

• Генерация полного решения

(всех координат траектории);

}

• задаем правую часть системы вместе с уравнениями на коэффициент

запаздывания (tau) и коэффициент передачи (гейн, G);

• используем в качестве начального данного траекторию полученную методом

гармонического баланса (если период приближенной периодической

траектории больше чем период искомой UPO - задаем

начальные данные на полупериоде;

}

• реализация метода продолжения по параметру {

• Для i от 1 до numIter {

• Изменяем параметр системы;

• Решаем дифференциальное уравнение с запаздыванием используя в

качестве начальных данных UPO полученное на предыдущей итерации;

}

}

}
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Рис. 6.1. Схема модифицированного алгоритм Пирагаса поиска неустойчивых периодических
траекторий.
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6.1. Применение модифицированного алгоритма Пирагаса к

системе Чуа

В 1983 году Леоном Чуа была предложена простейшая RLC цепь с одним нели­

нейным элементом - диодом Чуа. Которая в физическом эксперименте на асцилографе

продемонстрировала существование хаотического поведения в физической системе.

Система описывается тремя обыкновенными дифференциальными уравнениями

первого порядка.

𝑥̇ = 𝛼(𝑦 − 𝑥− 𝑓(𝑥)),

𝑦̇ = 𝑥− 𝑦 + 𝑧,

𝑧̇ = −(𝛽𝑦 + 𝛾𝑧),

𝑓(𝑥) = 𝑚1𝑥+ 𝑠𝑎𝑡(𝑥) = 𝑚1𝑥+ 1
2
(𝑚0 −𝑚1)(|𝑥+ 1| − |𝑥− 1|).

В 2009 году Г.А. Леонов и Н.В. Кузнецов [38] показали что существует такой аттрак­

тор который может сосуществовать с локально устойчивым состоянием равновесия. Он

может быть найден при процедуре продолжения по параметру.

Следуя предлагаемому в рамках данной работы алгоритму, вначале найдем при­

ближенное периодическое решение с помощью метода гармонического баланса.

6.2. Применение метода гармбаланса для системы Чуа

6.2.1. Матричный вид системы Чуа. Передаточная функция

Запишем систему Чуа (6.1) в форме Лурье:

𝑥̇ = 𝑃𝑥+ 𝜀 𝑞 𝜙(𝑟𝑇𝑥), (6.1)

где 𝜀 = 1,

𝑃 =

⎛⎜⎜⎜⎝
−𝛼(𝑚1 + 1) 𝛼 0

1 −1 1

0 −𝛽 −𝛾

⎞⎟⎟⎟⎠ , 𝑞 =

⎛⎜⎜⎜⎝
−𝛼

0

0

⎞⎟⎟⎟⎠ , 𝑟 =

⎛⎜⎜⎜⎝
1

0

0

⎞⎟⎟⎟⎠ ,

𝑓(𝜎) =
1

2
(𝑚0 −𝑚1)(|𝜎 + 1| − |𝜎 − 1|), 𝑥 ∈ R3.
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Передаточная функция линейной части системы:

𝑊 (𝑠) = 𝑟𝑇 (𝑃 − 𝑠𝐼)−1𝑞 = −
(︁
1 0 0

)︁⎛⎜⎜⎜⎝
−𝛼(𝑚1 + 1)− 𝑠 𝛼 0

1 −1− 𝑠 1

0 −𝛽 −𝛾 − 𝑠

⎞⎟⎟⎟⎠
−1⎛⎜⎜⎜⎝

−𝛼

0

0

⎞⎟⎟⎟⎠ =

=
−𝛼(𝑠2 + (𝛾 + 1)𝑠+ 𝛽 + 𝛾)

𝛽((−𝛼(𝑚1 + 1)− 𝑠)− (𝛾 + 𝑠)(𝛼𝑚1𝑠+ 𝛼𝑚1 + 𝛼𝑠+ 𝑠2 + 𝑠))
.

Уравнение для нахождения амплитуды:

Φ(𝑎) = 0, (6.2)

где Φ(𝑎) — описывающая функция:

Φ(𝑎) =

2𝜋
𝜔0∫︁
0

𝜙(𝑎 cos(𝜔0𝜏)) cos(𝜔0𝜏)𝑑𝜏.

Посчитаем Φ(𝑎) для 𝑓(𝜎):

Φ(𝑎) =
2𝜀(𝑚0 −𝑚1)

(︁√︁
1− 1

𝑎2
− 𝑎 arccos 1

𝑎
+ 𝜋𝑎

2

)︁
− 𝜋𝑎𝑘

𝜔0

.

6.2.2. Вычисление матрицы замены переменных 𝑆

Для применения теоремы о малом параметре и определения начальных данных

периодического решения запишем систему (3.11) в виде:

𝑦̇ = 𝐴𝑦 + 𝜀𝑏𝜙(𝑐𝑇𝑦),

где 𝑆 — матрица перехода (𝑥 = 𝑆𝑦),

𝐴 = 𝑆−1𝑃0𝑆 =

⎛⎜⎜⎜⎝
0 −𝜔0 O

𝜔0 0 O

O O 𝐴3

⎞⎟⎟⎟⎠ , 𝑏 = 𝑆−1𝑞 =

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑏1

𝑏2

𝑏3

⎞⎟⎟⎟⎠ , 𝑐𝑇 = 𝑟𝑇𝑆 =
(︁
1 0 𝑐𝑇3

)︁
.
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𝑆 =

⎛⎜⎜⎜⎝
1 0 −ℎ

𝑠21 𝑠22 𝑠23

𝑠31 𝑠32 𝑠33

⎞⎟⎟⎟⎠ .

𝑆𝐴 =

⎛⎜⎜⎜⎝
1 0 −ℎ

𝑠21 𝑠22 𝑠23

𝑠31 𝑠32 𝑠33

⎞⎟⎟⎟⎠
⎛⎜⎜⎜⎝

0 −𝜔0 0

𝜔0 0 0

0 0 𝜆3

⎞⎟⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎜⎝
0 −𝜔0 −ℎ𝜆3

𝜔0𝑠22 −𝜔0𝑠21 𝜆3𝑠23

𝜔0𝑠32 −𝜔0𝑠31 𝜆3𝑠33

⎞⎟⎟⎟⎠ .

𝑃0𝑆 =

⎛⎜⎜⎜⎝
−𝛼(1 +𝑚1 + 𝑘) 𝛼 0

1 −1 1

0 −𝛽 −𝛾

⎞⎟⎟⎟⎠
⎛⎜⎜⎜⎝

1 0 −ℎ

𝑠21 𝑠22 𝑠23

𝑠31 𝑠32 𝑠33

⎞⎟⎟⎟⎠ =

=

⎛⎜⎜⎜⎝
−𝛼(1 +𝑚1 + 𝑘) + 𝛼𝑠21 𝛼𝑠22 𝛼ℎ(1 +𝑚1 + 𝑘) + 𝛼𝑠23

1− 𝑠21 + 𝑠31 −𝑠22 + 𝑠32 −ℎ− 𝑠23 + 𝑠33

−𝛽𝑠21 − 𝛾𝑠31 −𝛽𝑠22 − 𝛾𝑠32 −𝛽𝑠23 − 𝛾𝑠33

⎞⎟⎟⎟⎠ .

Из равенства 𝑆𝐴 = 𝑃0𝑆 следует

𝑠11 = 1,

𝑠12 = 0,

𝑠13 = −ℎ,

𝑠21 = 𝑚1 + 1 + 𝑘,

𝑠22 = −𝜔0/𝛼,

𝑠23 = −ℎ(𝛼(𝑚1 + 1 + 𝑘)− 𝑑)/𝛼,

𝑠31 = (𝛼(𝑚1 + 𝑘)− 𝜔2
0)/𝛼,

𝑠32 = −(𝛼(𝛽 + 𝛾)(𝑚1 + 𝑘) + 𝛼𝛽 − 𝛾𝜔2
0)/(𝛼𝜔0),

𝑠33 = ℎ(𝛼(𝑚1 + 𝑘)(𝑑− 1) + 𝑑(1 + 𝛼− 𝑑))/𝛼,

где

𝑑 =
𝛼 + 𝜔2

0 − 𝛽 + 1 + 𝛾 + 𝛾2

1 + 𝛾
,

ℎ =
𝛼(𝛽 + 𝛾 − (1 + 𝛾)𝑑+ 𝑑2)

𝜔2
0 + 𝑑2

.
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В случае системы (6.1) имеем

𝑑Φ(𝑎)

𝑑𝑎
=

2𝜀(𝑚0 −𝑚1)
(︁

𝜋
2
− arccos 1

𝑎
− 1

𝑎

√︁
1− 1

𝑎2

)︁
− 𝜋𝑘

𝜔0

.

6.2.3. Нахождение значений амплитуды

В нашей задаче рассматриваются следующие параметры системы (6.1):

𝛼 = 8.4562,

𝛽 = 12.0732,

𝛾 = 0.0052,

𝑚0 = −0.1768,

𝑚1 = −1.1468.

(6.3)

Из (3.13) и (3.14) находим

𝜔+
0 ≈ 3.2453,

𝑘+ ≈ 0.9597
,

𝜔−
0 ≈ 2.0392,

𝑘− ≈ 0.2099.
(6.4)

Для 𝜀 = 1 имеем

𝑎+0 ≈ 1.0449, 𝑎−0 ≈ 5.8561. (6.5)

6.2.4. Вычисление начальных данных

Следуя теореме, для нахождения периодических решений будем использовать на­

чальные данные

𝑥(0) = 𝑆

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑎0

0

0

⎞⎟⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑎0𝑠11

𝑎0𝑠21

𝑎0𝑠31

⎞⎟⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑎0

𝑎0(𝑚1 + 1 + 𝑘)

𝑎0(𝛼(𝑚1 + 𝑘)− 𝜔2
0)/𝛼

⎞⎟⎟⎟⎠ . (6.6)

𝑥+
0 =

⎛⎜⎜⎜⎝
1.0449

0.8494

−1.4969

⎞⎟⎟⎟⎠ , 𝑥−
0 =

⎛⎜⎜⎜⎝
5.8561

0.3693

−8.3665

⎞⎟⎟⎟⎠ (6.7)
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6.2.5. Моделирование траекторий системы Чуа из начальных данных,

полученных из гармбаланса

Для 𝑎−0 условия теоремы выполнены. Для соответствующих значений частоты и

коэффициента гармонической линеаризации будем моделировать соответствующее ре­

шение для системы (6.1) с 𝜀 = 0.1, 𝜀 = 0.5 и 𝜀 = 1. Как видно из результатов моде­

лирования, представленных на рис. 1–3, устойчивый предельный цикл сохраняется в

исходной системе.

Рис. 6.2. Устойчивый предельный цикл в системе (6.1) с параметрами (6.3) и 𝜀 = 0.1.

Рис. 6.3. Устойчивый предельный цикл в системе (6.1) с параметрами (6.3) и 𝜀 = 0.5.

Рис. 6.4. Предельный цикл в системе (6.1) с параметрами (6.3) и 𝜀 = 1.

Для 𝑎+0 условия теоремы не выполнены.

При малом значении параметра 𝜀 траектория из соответствующих начальных данных
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(6.6) притянется к устойчивому состоянию равновесия 𝑥 = 0 (см. рис. 4).

При 𝜀 = 1 состояние равновесия теряет устойчивость и траектория из найденных на­

чальных данных (6.6) притягивается к хаотическому аттрактору (см. рис. 5).

Рис. 6.5. Траектория системы (6.1) при малом 𝜀 и параметрами (6.3) из начальных данных
(6.6) притягивается к нулевому устойчивому состоянию равновесия.

Рис. 6.6. Траектория системы (6.1) с 𝜀 = 1 и параметрами (6.3) притягивается из начальных
данных (6.6) к хаотическому аттрактору.

6.3. Применение метода Крылова-Ньютона для системы Чуа

После получения начального приближения периодической траектории в системе

Чуа (6.1), параметры (6.4), (6.7) для неустойчивых периодических траекторий (UPO)

могут быть уточнены с помощью метода Крылова-Ньютона (см. Раздел 4.2).
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Программа (см. Приложение Б) отобразит результат временного шага начального

предположения для траектории (зеленый), вызовет подпрограмму Ньютона-Хука, и

построит сходящееся решение (синий).

Сравнивая относительную ошибку для начального предположения на начальной

итерации с окончательной относительной ошибкой, получаем что ошибка уменьшилась

с relative𝑒𝑟𝑟 = 0.1811 до relative𝑒𝑟𝑟 = 1.1799 · 10−11. Так же, начальные и конечные точки

периодической траектории совпали:

start𝑥 = (5.8584; 0.3253;−8.4467), end𝑥 = (5.8584; 0.3253;−8.4467),

что можно увидеть на рисунке.

Для случая 𝜀 = 0.1 видим устойчивую периодическую траекторию

Рис. 6.7. Результат поиска UPO для системы Чуа. Случай 𝜀 = 0.1

При 𝜀 = 1, исходная система имеет 2 скрытых хаотических аттрактора, и периоди­

ческая траектория уже неустойчива:

6.4. Проверка системы Чуа на наличие ONL

Ограничение нечетного числа является одной из наиболее обсуждаемых проблем

DFC. Это ограничение было сформулировано сначала Ушио [18] для дискретных си­

стем, а затем обобщено системами непрерывного времени Джаста, Накадзимы и Уэ­

ды [24, 25]. Это ограничение гласит, что метод Пирагаса терпит неудачу для любой

периодической траектории с нечетным числом вещественных множителей Флоке, пре­

вышающих единицу. Это ограничение можно интерпретировать с топологической точки
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Рис. 6.8. Результат поиска UPO для системы Чуа. Случай 𝜀 = 1.

зрения следующим образом. Нечетное число фактически указывает, что необходимым

условием для работы метода DFC является наличие мнимой части показателя Флоке,

геометрически это означает, что метод работает только для траекторий, имеющих ко­

нечное кручение. Когда контур обратной связи замкнут и коэффициент усиления управ­

ления K увеличивается, эта пара сложных FE перемещается в левую полуплоскость,

и система с замкнутым контуром становится стабильной. В случае нулевого кручения

мы имеем только один неустойчивый показатель Флоке на вещественных осях.

Используя метод Крылова-Ньютона (см. Раздел 4.2) и метод Демидовича для оцен­

ки мультипликаторов Флоке (см. Главу 5). для неустойчивой периодической траектории

систем (6.1) с параметрами (6.3) были получены следующие значения:

𝜌1 = −1.783071, 𝜌2 = −0.033927, 𝜌3 ≈ 1. (6.8)

Из соотношений (6.8) видно, что для UPO системы Чуа (6.1) с параметрами (6.3)

выполняются ограничения ONL: показатель 𝜌1 по модулю больше 1. Таким об­

разом, в следующей главе для стабилизации данного UPO будет применяться метод

Пирагаса с неустойчивой компонентой (см. Раздел 2.2). При этом отметим, что выбор

начальных данных и величины запаздывания будет осуществляться, опираясь на со­

ответствующие результаты работы метода гармонического баланса (см. Раздел 3.2 и

Раздел 6.2) и метода Крылова-Ньютона (см. Раздел 4.2 и Раздел 6.3), соответственно.
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6.5. Применение метода Пирагаса с неустойчивой компонентой

к системе Чуа

Для системы Чуа (6.1) с параметрами (6.3), используя замкнутую систему с управ­

лением по Пирагасу (2.4) и параметрами 𝐵* = (1, 0, 0), 𝐶* = (1, 0, 0), 𝑅 = 0.7, 𝑁 = 100,

𝐾 = 3.5, 𝜆0
𝑐 = 0.1, 𝜆∞

𝑐 = −2, т.е. системы вида

𝑥̇(𝑡) = 𝛼
(︀
𝑦(𝑡)− 𝑥(𝑡)− 𝑓(𝑥(𝑡))

)︀
+
[︀
𝐹𝑁(𝑡) + 𝑤(𝑡)

]︀
,

𝑦̇(𝑡) = 𝑥(𝑡)− 𝑦(𝑡) + 𝑧(𝑡),

𝑧̇(𝑡) = −(𝛽𝑦(𝑡) + 𝛾𝑧(𝑡)),

𝑤̇(𝑡) = 𝜆0
𝑐𝑤(𝑡) + (𝜆0

𝑐 − 𝜆∞
𝑐 )𝐹𝑁(𝑡),

𝐹𝑁(𝑡) = 𝑥(𝑡)− (1−𝑅)
𝑁∑︁
𝑘=1

𝑅𝑘−1𝑥(𝑡− 𝑘𝑇 ),

𝑓(𝑥) = 𝑚1𝑥+ sat(𝑥) = 𝑚1𝑥+
1

2
(𝑚0 −𝑚1)(|𝑥+ 1| − |𝑥− 1|)

в данной работе нам впервые удалось стабилизировать UPO 𝑢upo(𝑡, 𝑢0) с периодом 𝜏 =

2.70760962347268 (см. Рис. 6.9) используя в качестве начальных данных приближенное

решение, полученное из метода гармонического баланса (см. 6.2):

𝑢0(𝑡) = 𝑆

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑎0 cos(𝜔𝑡)

𝑎0 sin(𝜔𝑡)

0

⎞⎟⎟⎟⎠ , 𝑤0(𝑡) ≡ 0, 𝑡 ∈ [−𝜏, 0], 𝜔 =
2𝜋

𝜏
.

При дальнейшем анализе результатов данного эксперимента выяснилось, что в

исходной системе Чуа (6.1) стабилизированная UPO располагается между двумя сим­

метричными скрытыми аттракторами 𝒜± и в некотором смысле задает между ними

границу, сепарируя бассейны их притяжения (см. Рис. 6.10).

Результаты этого эксперимента можно было бы повторить с использованием раз­

личных других численных подходов (см., например, [39–41]), однако предложенная на­

ми в работе процедура Пирагаса в целом более удобна для численной визуализации

UPO и может найти широкое применение в самых разнообразных задачах управления

хаосом (см., например, [42–44]).
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Рис. 6.9. Стабилизированное UPO (красный) в системе Чуа (6.5) с параметрами (6.3).

Рис. 6.10. Расположение стабилизированного UPO (красный) в системе Чуа (6.1) с параметра­
ми (6.3) относительно скрытых хаотических аттракторов 𝒜± (синий/темно-синий).
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Заключение

Основные результаты работы заключаются в реализации модифицированного ме­

тода Пирагаса поиска неустойчивых периодических траекторий для преодо­

ления ограничения на нечетное число отрицательных показателей Флоке больших 1

(odd number limitation, ONL) и применении данного метода для стабилизации неустой­

чивых периодических траекторий, возникающих в рамках бифуркационного сценария

рождения скрытого аттрактора в системе Чуа. Представленный метод синтезирован с

использованием следующих аналитических и численных подходов:

1. процедуры гармонического баланса для поиска начального приближения перио­

дического решения;

2. метода Крылова-Ньютона для аппроксимации неустойчивой периодических тра­

екторий (см. Приложение А);

3. процедуры вычисления мультипликаторов Флоке (см. Приложение Б);

4. процедуры продолжения по параметру для поиска UPO вложенный в новый хао­

тический аттрактор (см. Приложение В);

5. модифицированного метода Пирагаса с неустойчивой компонентой (UDFC).

Разработана и представлена программа, написанная в Matlab, демонстрирующая при­

менение данного метода для системы Чуа.

Результаты работы докладывались на Всероссийской научной конференции по пробле­

мам информатики СПИСОК-2022, по итогам доклада готовится публикация.

В дальнейшем планируется более детально изучить весь бифуркационный сценарий

возникновения скрытых аттракторов в системе Чуа (6.1) с параметрами (6.3), и в част­

ности его начальную фазу, в рамках которой происходит бифуркация удвоения периода

при переходе от двух симметричных устойчивых периодических траекторий (𝜀 ≈ 0.1)

к двум симметричным неустойчивым аттракторам (𝜀 ≈ 0.8).
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27. C.T. Baker, C.A. Paul, and D.R. Willé. Issues in the numerical solution of evolutionary

delay differential equations. Advances in Computational Mathematics, 3(1):171–196,

1995.



49

28. K. Cooke, P. Van den Driessche, and X. Zou. Interaction of maturation delay and

nonlinear birth in population and epidemic models. Journal of Mathematical biology,

39(4):332–352, 1999.

29. Г. А. Леонов and К. А. Звягинцева. Стабилизация по Пирагасу дискретных си­

стем запаздывающей обратной связью с периодическим импульсным коэффициен­

том усиления. Вестник санкт-петербургского университета. математика. меха­

ника. астрономия, 2(3):342–353, 2015.

30. M. Basso, R. Genesio, and A. Tesi. A frequency method for predicting limit cycle

bifurcations. Nonlinear Dynamics, 13(4):339–360, 1997.

31. A. Tesi, E.H. Abed, R. Genesio, and H.O. Wang. Harmonic balance analysis of period­

doubling bifurcations with implications for control of nonlinear dynamics. Automatica,

32(9):1255–1271, 1996.

32. J. Guckenheimer and P. Holmes. Nonlinear oscillations, dynamical systems, and

bifurcations of vector fields, volume 42. Springer Science & Business Media, 2013.

33. A.P. Willis. Equilibria, periodic orbits and computing them. arXiv preprint

arXiv:1908.06730, 2019.

34. D.A. Knoll and D.E. Keyes. Jacobian-free newton–krylov methods: a survey of

approaches and applications. Journal of Computational Physics, 193(2):357–397, 2004.

35. D. Viswanath. Recurrent motions within plane couette turbulence. Journal of Fluid

Mechanics, 580:339–358, 2007.

36. J.E. Dennis Jr and R.B. Schnabel. Numerical methods for unconstrained optimization

and nonlinear equations. SIAM, 1996.

37. Б. П. Демидович. Лекции по математической теории устойчивости. Наука, 1967.

38. G.A. Leonov and N.V. Kuznetsov. Localization of hidden oscillations in dynamical

systems (plenary lecture). In 4th International Scientific Conference on Physics and

Control, 2009.
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Приложение А

Реализация процедуры Крылова-Ньютона в Matlab

для аппроксимации неустойчивой периодической

траектории в системе Чуа

Листинг А.1. ChuaSys.m - Система Чуа 𝑥̇ = 𝑓(𝑥)

1 function dz = ChuaSys (~ , z , alpha , beta , gamma, m_0, m_1)

2

3 eps = 1 ;

4 k=0.2099;

5

6 dz = zeros ( 3 , 1 ) ;

7

8 dz (1 ) = −alpha ∗(m_1+1 + k) ∗z (1 ) + alpha∗z (2 ) − alpha ∗( 1/2 ∗

(m_0−m_1) ∗(abs ( z (1 ) + 1) − abs ( z (1 ) − 1) ) ) −

eps∗ alpha∗(−k∗z (1 ) ) ;

9 dz (2 ) = z (1 ) − z (2) + z (3 ) ;

10 dz (3 ) = −beta∗z (2 ) − gamma∗z (3 ) ;

11

12 end

Листинг А.2. MAIN.m - Установите начальное значение 𝑥0 и вызовите NewtonHook.m.

1 global new_x % Current b e s t x

2 global epsJ % ep s i l o n used in Jacobian approximation

3 global ndts % Number o f t imes t ep s taken in per iod T

4 global f ixT % Fix T fo r equ i l i b r i um , ra the r than PO so l u t i o n

5 global p % Parameters o f dynamical system

6

7 n = 4 ; % Dimension o f system , i n c l u d i n g unknown params

8 mgmres = 4 ; % max GMRES i t e r a t i o n s
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9 n i t s = 100 ; % max Newton i t e r a t i o n s

10 r e l_e r r = 1d−8 ; % Re l a t i v e error |F | / | x |

11

12 de l = −1d0 ; % These r a r e l y need changing f o r any problem

13 mndl = 1d−20 ;

14 mxdl = 1d+20 ;

15 g t o l = 1d−3 ;

16 epsJ = 1d−6 ;

17

18 %−−−−−−−−−−−−−−−−−parameters f o r CHUA system−−−−−−−−−−−−−−−−%

19 alpha = 8 . 4562 ;

20 beta = 12 . 0732 ;

21 gamma = 0 .0052 ;

22 omega_0 = 2 . 0392 ;

23 T = (2∗ pi ) /omega_0 ; %3.0812

24 x_0 = 5 . 8561 ;

25 y_0 = 0 . 3693 ;

26 z_0 = −8.3665;

27

28 p = [ alpha ; beta ; gamma]

29

30 new_x = [T; x_0 ; y_0 ; z_0 ] ;

31 ndts = 300 ;

32 f ixT = 0 ;

33

34 start_x = new_x

35 end_x = s t epo r b i t ( ndts , start_x )

36 x = zeros (4 , ndts ) ;

37 x ( : , 1 ) = start_x ;

38 for i = 1 : ndts−1 ;

39 x ( : , i +1) = s t ep o r b i t (1 , x ( : , i ) ) ;

40 end
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41 hold on

42 plot ( x ( 2 , : ) , x ( 4 , : ) , ’ g ’ , ’ LineWidth ’ , 1 ) % X,Z

43 plot ( x (2 , 1 ) , x (4 , 1 ) , ’ go ’ , ’ LineWidth ’ , 1 )

44

45 d = sqrt ( dotprd (−1 ,new_x , new_x) ) ;

46 t o l = re l_e r r ∗ d ;

47 de l = de l ∗ d ;

48 mndl = mndl ∗ d ;

49 mxdl = mxdl ∗ d ;

50

51 info = 1 ;

52 info = NewtonHook ( @getrhs , @multJ , @multJp , @saveorbit ,

@dotprd , . . .

53 mgmres , n , gto l , to l , del , mndl , mxdl , n i t s ,

info ) ;

54

55 start_x = new_x

56 end_x = s t epo r b i t ( ndts , start_x )

57 x = zeros (4 , ndts ) ;

58 x ( : , 1 ) = start_x ;

59 for i = 1 : ndts−1 ;

60 x ( : , i +1) = s t ep o r b i t (1 , x ( : , i ) ) ;

61 end

62 plot ( x ( 2 , : ) , x ( 4 , : ) , ’ b ’ , ’ LineWidth ’ , 2 ) % X,Z

63 plot ( x (2 , 1 ) , x (4 , 1 ) , ’ bo ’ , ’ LineWidth ’ , 2 )

Исходный код всех дополнительных функций метода Крылова-Ньютона можно

посмотреть в [33].
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Приложение Б

Реализация процедуры Демидовича вычисления

мультипликаторов Флоке в Matlab для периодических

траекторий системы Чуа

Листинг Б.1. computeMultipliers.m - процедура вычисления мультипликаторов Флоке

1 close a l l ; clear ;

2

3 outDir = ’ . / ’ ;

4 alpha = 8 . 4562 ;

5 beta = 12 . 0732 ;

6 gamma = 0 .0052 ;

7 m_0 = −0.1768;

8 m_1 = −1.1468;

9 omega_0 = 2 . 0392 ;

10 T = 2 . 7076 ;

11 x_0 = 5 . 8561 ;

12 y_0 = 0 . 3693 ;

13 z_0 = −8.3665;

14

15 p = [ alpha ; beta ; gamma ] ;

16

17 per iod = T;

18

19 stepNum = 2000 ;

20 s tep = per iod /stepNum ;

21 periodSpan = 0 : s tep : per iod ;

22

23 opt ions = odeset ( ’MaxStep ’ , 0 . 001 , ’ RelTol ’ , 1e−8, ’ AbsTol ’ ,

1e−8) ;
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24 sys = @( t , z ) ChuaSys ( t , z , alpha , beta , gamma, m_0, m_1) ;

25 solODE = ode45 ( sys , [ 0 , pe r iod ] , [ x_0 , y_0 , z_0 ] , opt ions ) ;

26 upoTraj = deval ( solODE , periodSpan ) ;

27

28 jacAver= zeros ( 3 , 3 ) ;

29 integralStepNum = 100 ;

30

31 XhT = eye (3 ) ;

32 for indexJacAver = 1 : stepNum

33

34 i n t eg ra lSpan = periodSpan ( indexJacAver ) :

s tep / integralStepNum : periodSpan ( indexJacAver+1) ;

35

36 jacAverCurrArr = zeros ( integralStepNum+1 ,3 ,3) ;

37 for i nd ex In t e g r a l = 1 : integralStepNum+1

38 currT = integ ra lSpan ( i nd ex In t e g r a l ) ;

39 jacAverCurrArr ( index In t eg ra l , : , : ) = chuaJac ( deval ( solODE ,

currT ) , alpha , beta , gamma, m_0, m_1) ;

40 end

41

42 jacAver = 1/ step ∗ simps ( integra lSpan , jacAverCurrArr ) ;

43 XhT = expm( s tep ∗reshape ( jacAver , 3 ,3 ) ) ∗ XhT;

44 end

45

46 mu l t i p l i e r s = eig (XhT) ;

47 fpr intf ( ’ Mu l t i p l i e r s ␣=␣ [%.6 f , ␣%.6 f , ␣%.6 f ] \ n ’ , mu l t i p l i e r s ) ;

48 save ( [ outDir , ’ mult ipl iers_LR .mat ’ ] , ’ mu l t i p l i e r s ’ ) ;

49

50 charExp = 1 / per iod ∗ log (abs ( mu l t i p l i e r s ) ) ;

51 charExp = sort ( charExp , ’ descend ’ ) ;

52 fpr intf ( ’ charExp␣=␣ [%.6 f , ␣%.6 f , ␣%.6 f ] \ n ’ , charExp ) ;

53 save ( [ outDir , ’ charExp_LR .mat ’ ] , ’ charExp ’ ) ;
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54

55 Entropy_UPO = 1/ log (2 ) ∗sum( charExp ( charExp>0) ) ;

56 fpr intf ( ’ Entropy␣ f o r ␣UPO␣=␣%.6 f \n ’ , Entropy_UPO) ;

57 save ( [ outDir , ’Entropy_LR .mat ’ ] , ’Entropy_UPO ’ ) ;

58

59 LD_UPO = 2 + ( real ( charExp (1) ) + real ( charExp (2) ) ) /

abs ( real ( charExp (3) ) ) ;

60 fpr intf ( ’LD␣ f o r ␣UPO␣=␣%.6 f \n ’ , LD_UPO) ;

61 save ( [ outDir , ’LD_LR.mat ’ ] , ’LD_UPO’ ) ;

62 save ( [ outDir , ’LD_LR.mat ’ ] , ’LD_UPO’ ) ;

Листинг Б.2. chuaJac.m - матрица Якоби для системы Чуа

1 function jacMat = chuaJac (y , alpha , beta , gamma, m_0, m_1)

2

3 dsat = @(x ) 1 ∗ (abs ( x ) <= 1 ) + 0 ∗ (abs ( x ) > 1 ) ;

4

5 jacMat = [−alpha ∗ (1 + m_1 + (m_0 − m_1) ∗ dsat ( y (1 ) ) ) , alpha , 0 ;

6 1 , −1, 1 ;

7 0 , −beta , − gamma ] ;

8 end

Исходный код метода Симпсона приближенного вычисления определенного инте­

грала см. по ссылке.

https://www.mathworks.com/matlabcentral/mlc-downloads/downloads/submissions/26156/versions/1/previews/simps.m/index.html
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Приложение В

Реализация модифицированного метода Пирагаса с

неустойчивой компонентой для стабилизации

неустойчивых периодических траекторий системы Чуа

Листинг В.1. chuaSystD.m - система Чуа с управлением по Пирагасу

1 function dudt = chuaSystD (~ , u , Z , alpha , beta , gamma, m_0, m_1,

R, nLag , K, lambda0_c , lambdaInf_c , eps )

2

3 F = u(1) − Z(1 , 1 ) ;

4

5 for iLag = 1 : nLag

6 F = F + R^iLag ∗ (Z(1 , iLag ) − Z(1 , iLag+1) ) ;

7 end

8

9 sa t = m_1 ∗ u (1) + 1/2∗(m_0−m_1) ∗(abs (u (1 )+1)−abs (u (1 ) −1) ) ;

10

11 dudt = zeros ( 4 , 1 ) ;

12

13 dudt (1 ) = alpha ∗ (u (2 ) − u (1) ) − alpha ∗ sat − K ∗ (F +

u (4) ) ;

14 dudt (2 ) = u (1) − u (2) + u (3) ;

15 dudt (3 ) = −(beta ∗ u (2 ) + gamma ∗ u (3 ) ) ;

16 dudt (4 ) = lambda0_c ∗ u (4 ) + ( lambda0_c − lambdaInf_c ) ∗ F ;

17

18 end

Листинг В.2. chuaHBMℎ𝑖𝑠𝑡𝑜𝑟𝑦.𝑚− (),

1 function hist = chuaHBM_history ( t , S , a , w) % h i s t o r y func t i on

f o r t <= 0
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2 hist = [ S ∗ [ a ∗ cos (w∗ t ) ; a ∗ sin (w∗ t ) ; 0 ] ; 0 ] ;

3 end

Листинг В.3. runChuaDDE.m - основная процедура, реализующая стабилизацию UPO в си­

стеме Чуа

1 close a l l ; clear ;

2

3 outDir = ’ . /OUT/DATA/ ’ ;

4

5 alpha = 8 . 4562 ;

6 beta = 12 . 0732 ;

7 gamma = 0 .0052 ;

8 m_0 = −0.1768;

9 m_1 = −1.1468;

10

11 R = 0 . 7 ;

12 nLag = 100 ;

13 eps = 0 . 9 ;

14 K = 3 . 5 ;

15 lambda0_c = 0 . 1 ;

16 lambdaInf_c = −2;

17

18 tau = 2.70760962347268 ;

19

20 w_0 = 2∗pi/ tau ;

21 a_0 = 5 . 8561 ;

22 k = (−alpha ∗(m_1 + m_1 ∗ gamma +

gamma)+w_0^2−gamma−beta ) /(1+gamma) / alpha ;

23 d = ( alpha+w_0^2−beta+1+gamma+gamma^2)/(1+gamma) ;

24

25 s11 = 1 ; s12 = 0 ; s13 = −h ;

26 s21 = m_1+1+k ;
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27 s22 = −w_0/alpha ;

28 s23 = −h∗( alpha ∗m_1+alpha+k∗alpha−d) / alpha ;

29 s31 = ( alpha ∗m_1+k∗alpha−w_0^2)/ alpha ;

30 s32 =

−(beta∗m_1+beta+beta∗k+gamma∗( alpha ∗m_1+k∗alpha−w_0^2)/ alpha ) /w_0;

31 s33 =

h∗(−alpha ∗m_1−k∗alpha+d−d^2+d∗alpha ∗m_1+d∗alpha+d∗k∗alpha ) / alpha ;

32

33 S = [ s11 s12 s13 ; s21 s22 s23 ; s31 s32 s33 ] ;

34

35 dde = @( t , u , Z) chuaSystD ( t , u , Z , alpha , beta , gamma, m_0, m_1,

R, nLag , K, lambda0_c , lambdaInf_c , eps ) ;

36

37 l a g s = tau ∗ (1 : ( nLag+1) ) ;

38 hist . s o l = @( t ) chuaHBM_history ( t , S , a_0 , w_0) ;

39 hist . syst_params = [ alpha ; beta ; gamma; m_0; m_1 ] ;

40 hist . tEnd = 0 ;

41 hist .R = R;

42 hist . nLags = nLag ;

43 hist .K = K;

44 hist . lambda0_c = lambda0_c ;

45 hist . lambdaInf_c = lambdaInf_c ;

46 hist . tau = tau ;

47

48 tEnd = 150 ;

49

50 acc = 1e−6; RelTol = acc ; AbsTol = acc ;

51 ddeOpt = ddeset ( ’ RelTol ’ , RelTol , ’ AbsTol ’ , AbsTol ) ;

52

53 hist . ddeOpt = ddeOpt ;

54
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55 s o l = dde23 ( dde , lags , hist . s o l , [ hist . tEnd , hist . tEnd+tEnd ] ,

ddeOpt ) ;

56

57 hist . s o l = s o l ;

58 hist . tEnd = hist . tEnd+tEnd ;

59

60 f i leName = ’ h i s t−LR ’ ;

61 save ( [ outDir f i leName ’ . mat ’ ] , ’ h i s t ’ ) ;

62

63 %%

64 f igure (1 ) ; hold on ;

65 plot3 ( s o l . y ( 1 , : ) , s o l . y ( 2 , : ) , s o l . y ( 3 , : ) , ’ Color ’ , [ 1 , 0 , 0 ] ) ;

66 plot3 ( s o l . y (1 , 1 ) , s o l . y (2 , 1 ) , s o l . y (3 , 1 ) , ’ . ’ , ’ Color ’ , [ 0 , 0 , 0 ] ) ;

67 grid on ; axis on ;

68 xlabel ( ’ x ’ ) ;

69 ylabel ( ’ y ’ ) ;

70 zlabel ( ’ z ’ ) ;

71 view (3 ) ;

72 hold o f f ;

73

74 f igure (2 ) ;

75 plot ( s o l . x , s o l . y ( 2 , : ) ) ;

76 grid on ; axis on ;

77 xlabel ( ’ t ’ ) ;

78 ylabel ( ’ y ( t ) ’ ) ;

79

80 f igure (3 ) ;

81 plot ( s o l . x , s o l . y ( 4 , : ) ) ;

82 grid on ; axis on ;

83 xlabel ( ’ t ’ ) ;

84 ylabel ( ’w( t ) ’ ) ;
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