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В рамках градиентной теории упругости при конечных деформациях сформулирова-
ны условия сильной эллиптичности уравнений равновесия. В данной модели плот-
ность энергии деформации является функцией первого и второго градиентов вектора
места (градиента деформации). Свойство эллиптичности накладывает определенные
ограничения на касательные модули. Оно также тесно связано с устойчивостью в ма-
лом, понимаемой как положительная определенность второй вариации функционала
потенциальной энергии. В статье рассмотрена первая краевая задача — с краевыми
условиями типа Дирихле. Для одномерной деформации определены достаточные и
необходимые условия устойчивости в малом, которые представляют собой два нера-
венства для упругих модулей.
Ключевые слова: градиентная теория упругости, сильная эллиптичность, устойчи-
вость в малом.

1. Введение. Эллиптичность можно считать естественным свойством урав-
нений равновесия теории упругости, а также ряда других задач математической
физики. Анализ свойств таких краевых задач привел к развитию математической
теории эллиптических уравнений и эллиптических систем уравнений в частных про-
изводных [1–5]. В настоящее время в литературе имеются различные формулировки,
связанные с эллиптичностью, такие, как, например, сильная эллиптичность, орди-
нарная эллиптичность (эллиптичность по Петровскому), эллиптичность в смысле
Дуглиса—Ниренберга и ряд других обобщений. В настоящей работе рассматрива-
ется условие сильной эллиптичности (см., например, [2, c. 101–102]).

В теории упругости, в том числе и при конечных деформациях, условие силь-
ной эллиптичности играет важную роль дополнительного неравенства, налагаемо-
го на определяющие соотношения упругого материала. Нарушение свойств силь-
ной эллиптичности может приводить к разного рода патологиям решений, кото-
рые интерпретируются как возможное нарушение сплошности среды, т. е. разру-
шение, неустойчивость материала или локализация деформаций. Нужно отметить,
что свойство сильной эллиптичности не связано с положительной определенностью
потенциальной энергии деформации. Так, например, для изотропного линейно-упру-
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гого материала свойство сильной эллиптичности эквивалентно неравенствам μ > 0,
λ+2μ > 0, в то время как положительная определенность влечет неравенства μ > 0,
3λ+2μ > 0, которые являются более ограничительными (μ и λ — постоянные Ламе).
Первые два неравенства соответствуют существованию свободных волн растяже-
ния — сжатия и сдвига в линейно-упругой неограниченной среде, т. е. соответству-
ющие решения при данных значениях упругих модулей не растут экспоненциально.
Неравенство 3λ + 2μ > 0 означает положительность модуля объемной упругости.
Для простых нелинейно-упругих материалов условие сильной эллиптичности тес-
но связано с устойчивостью в малом и единственностью решений линеаризованных
краевых задач [6, 7]. В частности, известно [6], что:

1) условие сильной эллиптичности влечет устойчивость в малом однородной аф-
финной деформации для первой краевой задачи (поле перемещений на всей границе
тела обращается в нуль);

2) устойчивость в малом влечет выполнение слабого условия сильной эллиптич-
ности — неравенства Адамара.

В случае более сложных моделей материалов, в частности градиентной теории
упругости, связь условий сильной эллиптичности с устойчивостью в малом, вообще
говоря, более сложная (см., например, [8–10]). В отличие от простых материалов,
в градиентной теории упругости уравнения равновесия в перемещениях представ-
ляют собой систему уравнений четвертого порядка [11–14], эллиптичность которой
определяется членами со старшими производными [15] и не налагает никаких огра-
ничений на остальные члены уравнений.

Цель настоящей работы — изучение свойств сильной эллиптичности уравне-
ний равновесия градиентной теории упругости в связи с устойчивостью в малом.
В настоящее время интерес к градиентным моделям сплошной среды, восходящим
к работамМиндлина и Тупина [11–14], связан с их применением в наномеханике [16–
20], а также в моделировании композитов, свойства компонент которых существенно
отличаются между собой [21–24]. Для гиперупругого градиентного материала потен-
циальная энергия деформации зависит от первого и второго градиентов деформа-
ций. Рассматривая такую энергию деформации, как обобщение определяющих со-
отношений простого материала, градиентные члены в энергии деформации можно
интерпретировать как определенную регуляризацию решений в случае нарушения
условия сильной эллиптичности простого материала. С другой стороны, нарушение
сильной эллиптичности градиентного материала, вообще говоря, приводит к син-
гулярно возмущенной задаче и может быть интерпретировано как неустойчивость
материала на микроуровне. В настоящей работе рассматривается первая краевая
задача, т. е. с условиями Дирихле, для линеаризованных уравнений равновесия. Ли-
неаризованные уравнения состояния могут быть представлены с помощью тензоров
касательных модулей четвертого и шестого порядков, и эллиптичность определяется
их свойствами.

2. Уравнения градиентной теории упругости и условия сильной эл-
липтичности. Пусть упругое тело B занимает в отсчетной конфигурации объем
V ∈ R3 c достаточно гладкой границей S, на которой перемещения предполагаются
заданными. В рамках градиентной теории упругости энергия деформации представ-
ляет собой функцию первого и второго градиентов вектора положения x:

W =W (F,∇F), F = ∇x, (1)
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где ∇ — трехмерный набла-оператор [6, 25]; F — градиент деформации. Применяя к
(1) принцип материальной индифферентности [6, 26], приходим к зависимости [27]

W =W (C,K), C = F ·FT , K = ∇F ·FT , (2)

где C — мера деформации Коши—Грина; K — вторая мера деформации, которая
представляет собой тензор третьего ранга; «·» — скалярное произведение.

Уравнения равновесия в лагранжевом описании имеют вид

∇ ·T+ ρf = 0, (3)

где ρ и f — соответственно плотность в отсчетной конфигурации и вектор массовых
сил; T — полный тензор напряжений типа Пиолы, определяемый формулами

T = P−∇ ·M, P =
∂W

∂F
, M =

∂W

∂∇F
, (4)

где P и M — тензоры напряжений и гипернапряжений типа Пиолы.
Кинематические краевые условия принимают вид

x

∣∣∣∣
S

= x0,
∂x

∂n

∣∣∣∣
S

= x1, (5)

где x0 и x1 — заданные на S вектор-функции; ∂
∂n — производная по нормали к S.

Статические краевых условия в общем случаемогут быть найдены в [25, 28, 29].
Решение x краевой задачи (3)–(5) доставляет стационарное значение функцио-

налу потенциальной энергии E , определяемого формулой

E [x] =
∫∫∫
V

(W − ρf · x) dV, (6)

и наоборот, достаточно гладкое решение, на котором обращается в нуль первая ва-
риация E , является решением краевой задачи (3)–(5), что составляет формулировку
вариационного принципа Лагранжа для градиентной упругой среды [25, 28, 29].

Условие сильной эллиптичности уравнений (3) состоит в выполнении неравен-
ства

(kka)
...
∂2W

∂∇F2

... (kka) ≥ C1|k|4|a|2 (7)

для любых векторов k и a, а положительная постоянная C1 не зависит от k и a.
Здесь и далее используются следующие обозначения для операций над векторами и
тензорами произвольных рангов. Для диад, триад, тетрад векторов двойное произ-
водное «:» задается формулами

(ab) : (cd) = (a · c)(b · d), (abc) : (def) = (b · d)(c · e)af ,

(abc) : (de) = (b · d)(c · e)a, (ab) : (cde) = (a · c)(b · d)e,

а тройное произведение «
...» определяется соотношениями

(abc)
...(def) = (b · d)(c · e)(a · f), etc.,

которые по линейности можно обобщить на тензоры произвольного ранга.
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Следуя [8], представим W в виде суммы

W = U(C) + V (C,K), (8)

где U(C) =W (C,0), V (C,K) =W −U(C), так что V (C,0) = 0. Кроме того, примем
естественное предположение, что

M
∣∣
K=0

= 0, (9)

т. е. что ∂V
∂∇F

∣∣
∇F=0

= 0. Отметим, что это предположение заведомо выполняется,
если принятая отсчетная конфигурация является натуральной, т. е. в ней отсут-
ствуют и напряжения, и гипернапряжения. Здесь же достаточно отсутствия только
гипернапряжений. Таким образом, неравенство (7) налагает ограничения только на
зависимость V от K.

Для краткости будем называть простой материал с уравнением состояния U =
U(C) основным или базовым. Тогда уравнение (8) можно интерпретировать как
градиентную регуляризацию базового материала. Отметим, что условие сильной
эллиптичности для базового материала дается неравенством

(ka) :
∂2U

∂F2
: (ka) ≥ C2|k|2|a|2, (10)

где C2 — положительная постоянная.
С другой стороны, возможна ситуация, в которой условие сильной эллиптично-

сти для базового материала (10) выполнено, в то время как (7) — нет. Фактически
это означает, что неустойчивость материала наступает на микроуровне. Одномер-
ный случай такой ситуации проанализирован в [9].

Как и в [8], будем называть неравенство (7) условием сильной эллиптичности
второго рода (SE2), а неравенство (10) — первого рода (SE1).

3. Линеаризованная задача. Пусть x̃ — некоторое решение краевой задачи
(3), (5). Рассмотрим бесконечно малое возмущение, заданное вектором малых доба-
вочных перемещений u, которое также удовлетворяет однородным краевым услови-
ям (5):

u

∣∣∣∣
S

= 0,
∂u

∂n

∣∣∣∣
S

= 0. (11)

Подставим в функционал E [x] значение x = x̃ + tu, где t — малый параметр.
Ограничиваясь слагаемыми до t2 включительно, получим

E = Ẽ + tδE + t2δ2E , (12)

где

Ẽ =E [x̃], (13)

δE =

∫∫∫
V

(δW − ρf · u) dV =

=

∫∫∫
V

(
∂W

∂F
: ∇u+

∂W

∂∇F

...∇∇u− ρf · u
)
dV, (14)
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δ2E =

∫∫∫
V

w dV =

=
1

2

∫∫∫
V

(
∇u :

∂2W

∂F2
: ∇u+∇∇u

...
∂2W

∂∇F2

...∇∇u +

+ ∇u :
∂2W

∂F∂∇F

...∇∇u+∇∇u
...
∂2W

∂∇F∂F
: ∇u

)
dV. (15)

Первая вариация функционала E обращается в нуль, δE = 0, поскольку x̃ пред-
ставляет собой решение, т. е. точку стационарности функционала E . Таким образом,
как и в случае нелинейной теории упругости [6] простых материалов, в (12) не входят
линейные по u слагаемые. Соответственно, плотность энергии деформации можно
представить в виде

W =W (F̃, K̃) + w(F̃, K̃;∇u,∇∇u), (16)

где F̃ = ∇x̃, K̃ = ∇F̃ · F̃T , a w дается формулой

w =
1

2
ε : C : ε+

1

2
∇∇u

...D
...∇∇u+∇u : H

...∇∇u, (17)

ε — линейный тензор деформаций, ε = 1
2

(
∇u+ (∇u)T

)
, а C, D и H — тензоры

касательных модулей, которые задаются формулами

C =
∂2U

∂F2

∣∣∣∣
F=F̃

, D =
∂2V

∂∇F2

∣∣∣∣
F=F̃,K=K̃

, H =
∂2V

∂F∂∇F

∣∣∣∣
F=F̃,K=K̃

.

Отметим, что именно такая форма энергии деформации часто используется в ли-
нейной анизотропной градиентной теории упругости (см., например, [30, 31]). Тем
не менее тензоры касательных модулей имеют, вообще говоря, иные свойства сим-
метрии, а также зависят от начальной деформации.

При определенных предположениях w можно упростить следующим образом:

w =
1

2
ε : C : ε+

1

2
∇∇u

...D
...∇∇u. (18)

Перекрестные члены в (18) обращаются в нуль в случае, если выполнено (9), а x̃
соответствует аффинной деформации, когда K̃ = 0. Для малых деформаций (18)
выполняется для материалов с центром симметрии, например изотропных [20, 31].
В дальнейшем ограничимся рассмотрением представления (18).

Таким образом, устойчивость в малом решения x̃ определяется положитель-
ной определенностью второй вариации функционала потенциальной энергии δ2E .
Случай δ2E = 0 соответствует нейтральному равновесию, а δ2E < 0 — потере устой-
чивости. Отметим также, что положительная определенность δ2E устанавливается
не только свойствами подынтегрального выражения w, но и краевыми условиями
(в данном случае условиями Дирихле).

Линеаризованные уравнения равновесия записываются следующим образом:

∇ ·
[
C : ε−∇ · (D

...∇∇u)

]
= 0. (19)

Вестник СПбГУ. Математика. Механика. Астрономия. 2023. Т. 10 (68). Вып. 1 103



С использованием тензоров C и D неравенства сильной эллиптичности (7) и
(10) принимают вид

(kka)
...D

... (kka) ≥ C1|k|4|a|2, (20)

(ka) : C : (ka) ≥ C2|k|2|a|2. (21)

Как показано в [8], выполнение обоих неравенств влечет положительность второй
вариации энергии деформации w, т. е. устойчивость в малом в случае однородной
деформации. Там же показано, что (20) и (21) являются лишь достаточными услови-
ями, но не необходимыми. Чтобы проанализировать диапазон допустимых значений
упругих модулей, рассмотрим одномерную краевую задачу, аналогичную [9, 10].

4. Одномерная деформация. В одномерном случае вектор перемещений и
тензоры упругих модулей сводятся к скалярам. Пусть u = u(X) — поле переме-
щений, X ∈ [0, a] — лагранжева координата. Тогда соотношения (18), (20) и (21)
принимают вид

w =
1

2
Cε2 +

1

2
Dε2,X , ε = u,X , (22)

D > 0, C > 0, (23)

где (),X обозначает производную по X . Далее для простоты предположим, что C
и D — постоянные. Соответствующая уравнениям (11) и (19) одномерная краевая
задача дается соотношениями

Cu,XX −Du,XXXX = 0, (24)
u(0) = 0, u,X(0) = 0, u(a) = 0, u,X(a) = 0. (25)

Легко видеть, что, если оба модуля C и D положительны, краевая задача (24) и
(25) имеет только нулевые значения. Для этого достаточно рассмотреть функционал

J(u) ≡ δ2E =

a∫
0

w dX =
1

2

a∫
0

(
Cu2,X +Du2,XX

)
dX (26)

и учесть неравенство Пуанкаре [32]:

a∫
0

u2 dX ≤ a2

2

a∫
0

u2,X dX.

Также нетрудно показать, что, если D принимает отрицательные значения, J не
ограничен снизу. Для этого возьмем u в форме

u(X) = A

X∫
0

sin
πn

a
X dX,

где A — произвольная постоянная; n — целое число. Тогда имеем

ε = A sin
πn

a
X, ε,X = A

πn

a
cos

πn

a
X,
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так что J принимает значение

J =
A2a

4

[
C +D

(πn
a

)2
]
.

Таким образом, при любом отрицательном значении D и любом C выражение для J
будет отрицательным при достаточно большом n. Следовательно, для единственно-
сти решений задачи (24) и (25) значение D должно быть положительным. Отметим,
что D = 0 здесь не рассматривается, в этом случае, вообще говоря, невозможно
удовлетворить всем краевым условиям (25).

Рассмотрим теперь случай D > 0 и определим допустимый диапазон модуля
C, при котором краевая задача (24) и (25) не имеет ненулевых решений и, следова-
тельно, можно говорить об устойчивости в малом. Поскольку при C > 0 существует
только нулевое решение (24) и (25), рассмотрим отрицательные значения C. Преоб-
разуем (24) к виду

u,XXXX + γ2u,XX = 0, γ =

√
−C
D

. (27)

Нетрудно заметить, что уравнение (27) с краевыми условиями (25) соответствует
задаче потери устойчивости упругой балки с защемленными концами [33] с мини-
мальным значением γ∗ = 2π/a. Таким образом, для упругого модуля C получаем
неравенство

C > −4π2D

a2
. (28)

Неравенства (23)1 и (28) устанавливают допустимый диапазон для упругих моду-
лей в случае одномерной задачи и определяют необходимые и достаточные условия
устойчивости в малом для одномерной деформации.

5. Заключение. Рассмотрены условия сильной эллиптичности для градиент-
ной теории упругости. На примере одномерной деформации продемонстрировано,
что условие сильной эллиптичности (условие эллиптичности второго порядка) яв-
ляется необходимым условием устойчивости в малом. Получено неравенство (28),
ограничивающее допустимые отрицательные значения касательного модуля C, ко-
торый фактически является касательным модулем Юнга базового материала. Отме-
тим, что эллиптичность и устойчивость в малом в случае простого нелинейно-упру-
гого материала требуют выполнение неравенства C > 0. Таким образом, модель
градиентного материала можно рассматривать как определенного рода регуляри-
зацию в случае неустойчивости базового материала, поскольку здесь допускаются
отрицательные значения C. Тем не менее сильная эллиптичность градиентного ма-
териала не гарантирует, вообще говоря, устойчивости в малом, поскольку в этом
случае требуется выполнение дополнительного неравенства (28).

Автор благодарит академика Н.Ф.Морозова за привлечение внимания автора к
проблемам наномеханики, в частности к задачам теории поверхностных напряжений
[34–37], которая также тесно связана с градиентной теорией упругости (см., напри-
мер, [38, 39]).
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Within the framework of strain gradient elasticity under finite deformations we formulate
the strong ellipticity conditions of equilibrium equations. Within the model a strain energy
density is a function of the first and second deformation gradients. Ellipticity involves
certain constraints on the tangent elastic moduli. It is also closely related to infinitesimal
stability which is defined as the positive definiteness of the second variation of the potential
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energy functional. Here we consider the first boundary-value problem, that is with Dirichlet-
type boundary conditions. For one-dimensional deformations we determine necessary and
sufficient conditions of infinitesimal instability. The latter constitute two inequalities for
elastic moduli.
Keywords: strain gradient elasticity, strong ellipticity, infinitesimal stability.
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