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� 4 ����������� ���� ����)0������ ���������� � �������" ��,��J
�����)�� ������� �"(���"0��� �"����)�� '������� ����"��R ,�� !+� ��"���,�J
��� �� ���"���� ���"��,����� �'������R �� ���"Q����� ������"�� "����"��,������
!��"������# P������ "����"��,������ !��"������ ��� ���0,���� �� � ����"� '����J
��� ���������� �"0� ��� �����!Q����R ������� �,��) ���+�� ��� ����(��+�� �'��J
��,��) ��� �!,��� !��"������# � �"��� �����!Q����"� ��������� �������) �'�"J
'���� �"����R ������" !,����"���� ."������R ��,����) ���"'���� ("�"��� ��"��J
�����R ��'�� �����"�)��� �"�"������ �"���� �� � �# �# 4 �"����Q�� ����� �������
"����"��,������ !��"������ ���+����� ���!� .!����������"�) � �"(��,��� ���"J
��,����� ��+��"�R �"�"�����(!0Q���� ���������� ("�"���� ���"����� ����"���
� ���z��� ��(�!Q��� R ������� �� ���!0� �" �'���� !��"������# ��� �"+���� �(
*��� ��+���� �!Q����!0� !������ � ���"��,����R ������� ���+�� �'�("���)�� ��J
������)�� � �������� ������Q���� {6266|# ��� !������������� ��������" �"��� ���J
'��"�� � �"'��� �"(���"���� �����"�)�� ������ � .�������"��0 ������������
("�����R '"(��!0Q� �� �" ,"���,�� .���"��� �������� ����� ��� ���� ��+����
,"��� ("���" !��"������ � ��(��+��� �����0,����� ����������)��� "�"������
�"���"��"���� �" �����)��� ��+��� *��������# 
"���"��,���� ������ ��� �"�J
�� �"���� �� ������"���� ������("������ ������R ��(����0Q� �"���"����"�)
�����+"���)��� ("�",� ����������"��� �"� ("�",� � ������ *������!��� {6S2S3|#
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��!�"R ���(��) ��!��("��"��R �������) ������) '�(��"������ ����(������"R " �"�+�
!���)z��) ������� ,�����,������ ."����"#

N5�� R� >�)��' #���"�����

��'��J�"���!����� ������"����� ��'� !���� ����R ������Q�� �( (���)��R �����J
������ ��+�! ��'� �����������"��R ������� �����"(�",��� ��� ���������� �� J
���� R "�"����,��� �� ������ �!�� ,������"# &���� �( ��"���,����� �"��"����
��"��("��� ��'��"J�"���!�����" �������� ��!�(����� ��������!�� �J�'�"(�� 
�"�����# &� ������� �( ��!� +������ ����+�� c � p ~���# S�# 4 �������� ����+����
����+��) c �"�����+�� ������"�)��R " ����+��) p Y ����(���"�)��# 4�����"�)�� 
����+��) ��+�� ��"Q"�)�� � ("�"��� ������"�)�� ��������� ����!� .�������"�J
�� ��,�� OR ("��������� �" �����"��� ��'��"J�"���!�����"# &'�(�",�� ,���( θ
!��� ���������� ������"�)���� ����+�� �� ��� ��������� ����+����R ��� *��� ��J
��+����)��� '!��� �,��"�) ���������� ������ ,"���� �������# ����(���"�)�� 
����+��) ��+�� ����)(��) �� ���z��� ������"�)���� ����+��# P��Q���� �����"
�"�� ����(���"�)���� ����+�� ���������)�� ��,�� ��� ���������� � ������"�)���
����+��� '!��� �'�(�","�) z#

N5�� S� &�� # ��������"���� -'�)�#G����  #�����#
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� �"�'���� �"�������"������ ��������� ("�"," ���+���� �'������ !��"������
�� ("�"���� ��"��������# P�����" !��"������ ��"��(!�� "����"��,����� �"�����J
���"��� �!��� ���"'���� ("�"����� ���"������ ����"�" yd(t)R �# �# �'����,���� '��J
(���� (�",���� ��"�)���� �����" ("���!�� ������� � ����,��� yd(t) +��"�����
�����" � �"+�� ������ ������� t ∈ [0, T ] �������" �"��������"���#

�"�����R ,�� ��+���������� ����"����� !�"("���� .!���� ��"���,���� ����(J
��+�� � ���! ������������� �'����"R ���"��,������� ���!���� !��"������R �"��,��
�z�'�� � �(�������� � �# �# &��"�� '!��� �,��"�)R ,�� ("�"���� ���+���� yd(t) ��"J
��(!��� � ��� ������R ,�� �!Q����!�� �"�� ("��� "����"��,������ !��"������R ��J
���� �'����,�� � ("���!�� ������� ���������� !������

y(t)→ yd(t) ��� t→∞.

[�! ("�",! '!��� �����)(��"�) ��� ���0���"��� ������" ������������� �����("#
�� N��
����*
���� ���
�@� ���"���" �J�'�"(���� �"�����" ������"����

����!0Q� ������� ������ ��� ��..������"�)��� !�"����� ,��������� �����J
�" {S6|d

[
m1 m1l0
m1l0 J +m1z

2

] [
z̈

θ̈

]
+

[
0 −m1zθ̇

2m1zθ̇ 0

] [
ż

θ̇

]
+

+

[
−m1 sin θ

−(m1l0 +m2lc) sin θ −m1z cos θ

]
g =

[
1
0

]
δ,

~6�

��� θ ∈ E1 Y ���������� ������"�)���� ����+��� z ∈ E1 Y ���Q���� �����" �"��
����(���"�)���� ����+�� ���������)�� ��,�� ��� ���������� � ������"�)��� ����+J
���� δ ∈ E1 Y !��"���0Q�� ��(�� ����� ~���"R ��(��"0Q"� ���Q���� ����(���"�)J
���� ����+���� l0 Y ����" ������"�)���� ����+��� lc Y �������"�" ��� �����" ��+�J
���� m1R m2 Y �"��� ������"�)���� � ����(���"�)���� ����+�� ��������������� J Y
.�������"��� ������ ������� �"�����"R ��,������� � ����+���� �"��������
�"�����" ~�# �# ����" z = 0, θ = 0 �� g Y ��"���"�����"� ��������"�#

&'�(�",�� ,���( x = (ż z θ̇ θ) ������ ��������� ������� ~6� � ��������
����"��("��0 � ����������� �!������ ����+���� �"�������� ~x = 0� ��� �!�����
!��"���0Q�� ��(�� ����� ~δ = 0�# 4 ��(!�)�"�� ����"��("��� �"�����R ,��

m1z̈ +m1l0θ̈ = m1gθ + δ,

m1l0z̈ + Jθ̈ = (m1l0 +m2lc)gθ +m1gz.
~S�

�������� ������! ~S� � ����"�)�� .����R �"(��z�� �� ���������)�� ��"�z��

����(������ � ��������+����R ,�� �"����"

(
m1 m1l0
m1l0 J

)
������+����"�# �"���

�'�"(��R ���!,�� ������!

z̈ =
q1
q
z +

q2
q
θ +

q3
q
δ,

θ̈ =
q4
q
z +

q5
q
θ +

q6
q
δ,

~%�

��� ��*..������� ��������0��� ������z������

q = m1J − (m1l0)
2, q1 = −m2

1l0g, q2 = g(p1 −m1l0m2lc),

q3 = J, q4 = m2
1g, q5 =

(
m1(m1l0 +m2lc)−m2

1l0
)
g, q6 = −m1l0.
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P !,���� ���������� �'�(�",���� ��� ������" ��������� ������� ~6� ������z��
������! ~%�R ~$� � �������� .����

ẋ = Ax+ bδ, ~/�

�"����� AR b ���0� ���

A =

⎛⎜⎜⎝
0 a12 0 a14
1 0 0 0
0 a32 0 a34
0 0 1 0

⎞⎟⎟⎠ , b =

⎛⎜⎜⎝
b1
0
b3
0

⎞⎟⎟⎠ ,

a12 =
q1
q
, a14 =

q2
q
, a32 =

q4
q
, a34 =

q5
q
, b1 =

q3
q
, b3 =

q6
q
.

P�����! ~/� �����)(!�� �"��� ��� ��z���� ����"������ ("�",�#
�� N	���

�
��� �
�������� �"�������� �����) � �'Q�� ���� ���� �!0 ��J

����! ��..������"�)��� !�"����� R ������"���0Q!0 �"���"��,���!0 �����) ���J
+���� �'����"d

ẋ = Ax +Bδ,

δ̇ = u,

y = Cx = (0 C2)

(
x1
x2

)
= C2x2,

~O�

� ������ x Y nJ����� ������ ���������R δ Y mJ����� ������ !��"������R y Y
kJ����� ������ �����"R x2 Y rJ����� ������ �(�������� ��������� ���������R
���������� �"����� AR BR C = (0 C2) ���0� ����������!0Q�� �"(����#

��� ������� ~O� ������ � �"���������� ������"������ ��"'���(��!0Q��� ���!J
�����" �� ��������0 u = Kxx + KδδR ������� ��+�� ("���"�) � ���� u = Kx1x1 +
Kx2x2 +Kδδ# ����"R ����� �'�(�",���� v = Kx2x2 = Kx2C

−1
2 y = K1y, K1 = Kx2C

−1
2 R

�.�����!�� !�"������ �������"���)�� ("���!�� �������

ẋ = Ax+Bδ,

δ̇ = Kx1x1 + v +Kδδ,

y = Cx.

~5�

4 ?BJ.���� ������" ~5� ������ ���

y = H(s)v, ~1�

��� H(s) = Ba(s)/Aa(s) Y �����"��,�"� �"����"� Aa(s) = det(Es − Ap)� Ba(s) =
Aa(s)Cp(Es − Ap)

−1Bp# ��� *��� Ap, Bp, Cp Y �"����� '��,���� ������"������
�������"���)�� �������

ξ̇ = Apξ +Bpv,

y = Cpξ.

����)

ξ =

(
x
δ

)
, Ap =

(
A B

(Kx1 0) Kδ

)
, Bp =

(
0
Em

)
, Cp = (C 0).
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P !,���� ~1� ��+�� ("���"�) !�"������ ("���!�� ������� � ����"����� .����

Aa(p)y = Ba(p)v,

v = K1y, p = d/dt.

������)�! ������" !�"����� ~1� ����������!�� ������� ~O�R ("���!�� ��"'���J
(��!0Q�� ���!������� u = Kxx + KδδR �� �� ��+�� ������ � ��������� �������
��..������"�)��� !�"����� ���������)�� ��"'���(����"����� �����" � �!�����J
��� �"�"��������,����� ���������

(Aa(p)Ek −Ba(p)K1) y = 0.

��� ��"��("��� +��"����� ���+���� yd(t) �.�����!�� !��"���0Q� ����"�

v = H−1(p)yd +K1(y − yd).

����" ("���!�!0 ������! ("��z�� ����!0Q�� �'�"(��d

Aa(p)y = Ba(p)v, v = H−1(p)yd +K1(y − yd). ~c�

P�����! ~c� ��+�� ������ � ����������! !�"�����0 �� ����z���0 � �z�'�� ���+�J
��� e(t) = y(t)− yd(t)d

(Aa(p)Ek −Ba(p)K1) e = 0. ~63�

�"�"��������,���� ������� ������� ~63� �� ���������0 �"�+� '!��� �!��������R
��*���! e(t) → 0 ��� t → ∞# �"��� �'�"(��R ��"'���(��!0Q� ���!����� u =
Kxx+Kδδ ��+�� ��"��.�������"�) �"�d

u = H−1(p)yd(t) +Kx1x1 +Kx2C
−1
2 (y − yd(t)) +Kδδ, ~66�

��� yd(t)Y ("�"���� �����"����� ���+����# ����) ������ ��"�"����H−1(p)yd(t) ��+J
�� ��"����"�) �"� ("�"0Q�� ���"���� ����"�R ��� �"����!0 ���"���� �" �'����
� �!��� � �'�"��� ���()0# ��� *��� ���"�)��� ��"�"���� ������ ��������0� �'J
�"��!0 ���() � !,���� �z�'�� ���+����#

�"�����R ,�� ��� yd(t) = 0 !��"���0Q�� ��(�� �����R �.�������"���� � ����
~66�R �������� '"(���� ��"'���(��!0Q�� ���!�������# ����� ����R ��� ���'����J
����� ���������� ����������)��� ���'��"�� � ���"���� ������� � �������� ���J
���"��� ("�"��� ��"�������R �"��� �"� �!���"� ��"��,���"� �z�'�" ��� ���"'����
���"����� ����"���R ���"��,���"� ��������� ���z��� ��(�� ���� � ��#R !��"���J
��� ~66� ��+�� '��) ��������� ����� ��� ������)���� ��"�"�����R ������� �'��J
��,"� ���'������ ��(!�)�"� � '!�!� �����0,"�)�� �� ���� ���'���������# P����J
�"���)��R !��"������ ~66� ������"����� ��'� '"(��� ����������� ���!����� ���
�"������������ ��"��" ("�", !��"������#

 � Y���
		�� �
���?�
��� ��������(��!�� ������! ~/�R ("�"� ���"��,�����
�"�"����� ��������!���� �"�����"# ��������+��R ,�� m1 = 0.213 ��R m2 = 1.728 ��R
J = 0.055 �� · �2R l0 = 0.33 �R lc = 0.029 �R g = 9.807 �/�2# ����" ���������� �"����
���� ���� ���'��+���� '!�!� �"��� a12 = −21.6R a14 = 15R a32 = 65.3R a34 = −15.6R
b1 = 8.1R b3 = −10.3#

�"�+� ������ � �"���������� !�"������ ������"R �"'��"0Q��� � ������"� ���� J
���� !,"���"R � !�"������ �(������ ~�������"�"��R ,�� �(�������� ���)�� !��� θ�

δ̇ = u,

y = θ = cx, c = (0 0 0 1).
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�(������R ,�� !�"("��"� ���"��,���"� ������" ����� ������!������� ���"��,����d

|u| � 2 ���� � |δ| � 0.9 ��.

�!��) �"���J��'� �����'�� ~�"������R � ����Q)0 f_]J������"� �" ��� '"(�J
�� ��"'���(��!0Q� ���!����� �� ��������0 u = kxx+kδδR ��� kx = (k1 k2 k3 k4)R
k1 = −21.08R k2 = −63.31R k3 = −8.75R k4 = −36.41R kδ = −12.68# 
�"("��� ���!�����
�'����,��"�� ("���!�� ������� ����!0Q�� ��'�������� (�",����d

s1 = −2.16 + 7.32i, s2 = −2.16− 7.32i, s3 = −1.95,

s4 = −3.2 + 0.62i, s5 = −3.2− 0.62i.

�"��� �.�����!�� !��"������ ~66�R ��� � �",����� �����"������ ���+����
��'��"J�"���!�����" ������� �"�����,����� ����'"��� yd(t) = θd(t) = Ad sinωdt
� ("�"����� "�����!�� � ,"����� R Kx1 = (k1 k2 k3)R Kx2 = k4R Kδ = kδR
x1 = (ż z θ̇)R C2 = 1#

4������"���)��� �"����� � �����"��,�"� .!����� �"�z������ ������� � �"�J
��� ��!,"� '!�!� ����) ���

Ap =

(
A b

(Kx1 0) Kδ

)
, Bp =

(
04×1

1

)
, Cp =

(
c 0

)
,

H(p) =
−10.3p2 + 306.4

p5 + 12.7p4 + 117.8p3 + 610.1p2 + 1446p+ 1219
.

����" ("��� !��"������ ����'�"(!���� � .����

u = H−1(p)θd + k1ż + k2z + k3θ̇ + k4(θ − θd) + kδδ, ~6S�

(���) ������ ��"�"���� u∗(t) = H−1(p)θd ��+�� ��"����"�) �"� ("�"0Q�� ���"���� 
����"�R " ������ ��"�"���� ũ(t) = k1ż+k2z+k3θ̇+k4(θ−θd)+kδδ ���������� �'�"��!0
���() � !,���� �z�'�� e(t) = θ(t) − θd(t) ���+����#

��� �������� �",����" ("���" !��"������ ~6S� �������� ����)0������ ������J
���"��� ("���!�� ������� ~/�R ~6S�# ��������+��R ,�� �"�����,���� ���"���� 
����"� �'!�������"���� �"�"����"�� Ad = 30◦R ωd = 0.05 � ������"���� �" ���# %#
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������� �����" !��" θ �" ("�"��!0 ��"������0 θd �(�'�"+�� �" ���# $# �"
��� ����z�� ����� �(�'�"+��" ("�"��"� ��"������� θd(t)R �!������� Y �������
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