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���� ~�"������R *����������"���)�R !��"������� � ����Q)0 ������(��������� ����#

"���"��,����� ����"��� ������� ����� ���

ġ(t) = λg(t) + b(ν(t) + ψ(t)),

ν̇(t) = N(y(t)),

y(t) = cg(t),

ψ(t) = ψ sin(ωt+ ϕ).

~6�

����) t Y ����� ~t � 0�R g(t) Y .!����� ���������R ν(t) Y ����� ���!�����"R λR
b � c Y ���!����� ��Q��������� ���������� ~�"�"����� ���� �� ,"��� ��������R
ψ(t) Y .!����� �������,������ ��(�!Q����R � ������� ψ Y "�����!�" ����'"�� 
~ψ > 0�R ω Y !����"� �������) ~ω > 0�R ϕ Y ."(" ����������# ������ ����) N(y(t))
�������� �!Q�������� � ("�"���� �"�"���������� ������(��������� ���� � �����J
��(���� ����!0Q�� �'�"(��d

N(y) =

⎧⎪⎨⎪⎩
−C, ���� y � −B ��� −B < y � −A � N−(y) = −C,
0, ���� −A < y < A ��� −B < y < B � N−(y) = 0,

C, ���� y � B ��� A � y < B � N−(y) = C,

~S�

��� AR B � C Y �"�"����� �"���R ,�� 0 < A < B � C > 0� N−(y) Y ������J
����� N(y) ~� ���! �� ������(�",������# �"�"���������" ~S� ���0,"�� ��� ����J
��� ������ �����R " ������R (��! �"��Q����R �����!0 (��! � �������(��# ������"J
�� (−∞,−B] � [B,+∞) ����������!0� (��"� �"��Q����R (−A,A) Y ������ (���R
(−B,−A] � [A,B) Y (��"� ������(�",����� ~�������(��!�# ��".�� ������ �� �"J
�"���������� N(y) ��������,�� ���������)�� ��,�� (0, 0) �" ��������� (y,N)R �'�
�������(����� ����� �'������� ������ ���" ,"���� �������# �� ���� ���!��!��
������" ~6� � �"�"���������� ~S� ������"����� ��'� �����!0 ������! ���"�)��J
�� !����� � ������ ��� !��"�������R � ������ ���z��� ��(�!Q"0Q�� ��(�� �����
�����+��� �� ������� !��"������ {c|# �"��� ������� ������R �"������ �" �!��� ���
!��"������ �!���� *�������,���� !��"����� R ��+�� �"�,����"�)�� �� ������)���
�������� {63R 66|#

����� ��..���������"��� ġ(t) � �����+��� �"������)��� ����'�"(��"�� ��J
����" ~6� ������"�� �"�� ���d

ÿ(t) = λẏ(t) + bcN(y(t)) + bcψω cos(ωt+ ϕ) ∀t � 0. ~%�

����������"��� !�"������ ~%� ��� ������� ~6� � ������������ � �"�"���������� ~S�
��(����� �(!,��) ���"���! ������� � ("��������� �� ����,�� �"�"������ λR bR cR AR
BR CR ψR ω � ϕ#

��� ���������� ���z��� ��(�!Q���� � ���� ��� "����"��,����� ������"�R
���0Q�� �� �� ��"�)�!0 ���� �!0 ,"��) � �"�"���������! ���" ~S�R ����+����
�"�������� ��(��+�� ��� ������ ������������ (�",����� ��(�!Q���� {6|# ��*���!
X�"'�,���Z ��+��"�� ������� ����0��� �������,����� ��z���� �� �����"�)��J
�� ��� ���"��R ("����Q��� �� ���'��"�� ��"���,����� ("�",# �"��� '!��� ���"J
�"�)R ,�� ������" ~6� �� ����� ����+��� �"��������R � �"���"����"�) �������,�J
���� ��z����# 4 {6S26c| �'�!+�"���� ������ �!Q������"��� �������,����� ��z��� 
��� ������ �'���������� ��..������"�)��� !�"����� � ������ ����)0R ("�"�J
�� ��!���(�������� ����R � ���z��� �������,����� ��(�!Q�����# �( ���������

� %��&� �
"�� 
!&�D�)��, E�� E��&��� ��F(!E��&����� 5/55� �� ��� ���� 1 /c5



��������"�� �� �(!,���0 ��(�!Q����� ������ ��� ������R ("���!��� �'�"��� 
���()0 � .���� ��!���(��������� ���� � �������(����R ������� �"�+� �"'��� {S32
SO|# ��������� ���� �( ��� ��"��(��"�� � �"����Q� ��"�)� ��� '���� ���+�� ��J
�� �� �"�"����������#

4 ���! ���" �"�"���������� N(y) !�"������ ~%� ��+�� ����)R ���'Q� ������R
�������,����� ��z���� � �"(��,���� �� ���.��!�"��� ��"��������� �" ."(��� 
��������� (y, ẏ)# �"������R ����" �"����"�)��� (�",���� ymax ��z���� y(t) '��)z�
B ��'� �� ����������� B ��� AR �# �# ymax > BR ymax � B ��� ymax � A#

�"�"," ������� � ���R ,��'� ���������)R ��� �"��� !������� �" �"�"����� λR bR
cR AR BR CR ψR ω � ϕ ������" ~6� ����� �������,���� ��+�� � ("�"���� ��������
� ������� � (��! �"��Q����#

�� U
X
	�
 ?���*�� �"�������� �������,����� ��z���� � ������� � �'� (���
�"��Q����R �������! �" ."(��� ��������� (y, ẏ) ����������!�� ("���!�"� ��"����J
��� �( z���� �!����R ���,�� �'��� �"�"���������� ����������� � ���! ������! ("
���!������# P��� �" *��� �!���� ���������� � ,������ ��,�"�R ��+"Q�� �" ���J
��� y = ±AR y = ±BR � ��!� ��������,��� ��,�"�R ���" �( ������� !������������
!�����0 ymax > B#

4����� �'�(�",����d b̃ = bc � k̃ = bcψω# ��� �'����,���� �����"���)�� �'�"��� 
���(� ���"�"�� b̃ < 0# ����" k̃ < 0# ������z�� !�"������ ~%� � ����� �'�(�",�����#
���!,��R ,��

ÿ(t) = λẏ(t) + b̃N(y(t)) + k̃ cos(ωt+ ϕ) ∀t � 0. ~$�

��� N(y(t)) = 0 �'Q�� ��z���� !�"������ ~$� � ��� ����(����"� ��� �0'��� t � 0
���0� ���

y(t) = c1e
λt + c2 + q1 cos(ωt+ ϕ) + q2 sin(ωt+ ϕ),

ẏ(t) = λc1e
λt − ωq1 sin(ωt+ ϕ) + ωq2 cos(ωt+ ϕ),

��� q1 = − k̃
λ2+ω2 � q2 = − k̃λ

ω(λ2+ω2) � c1 � c2 Y ����(���)��� ����������# ��� N(y(t)) �= 0

�'Q�� ��z���� !�"������ ~$� � ��� ����(����!0 ��� �0'��� t � 0 ("��z�� ����!0J
Q�� �'�"(��d

y(t) = c1e
λt + c2 + q±t+ q1 cos(ωt+ ϕ) + q2 sin(ωt+ ϕ),

ẏ(t) = λc1e
λt + q± − ωq1 sin(ωt+ ϕ) + ωq2 cos(ωt+ ϕ),

���,�� q+ = − b̃Cλ R ���� N(y(t)) = CR � q− = b̃C
λ R ���� N(y(t)) = −C# �� !�����0 b̃ < 0

� C > 0# ��*���! ��� λ > 0 �"�����R ,�� q+ > 0 � q− < 0R " ��� λ < 0R �"�'����R
q+ < 0 � q− > 0#

4 ���! ��������,����� ������ �� �"�"���������� �"�������� ��z���� !�"�J
����� ~$� � �'����� N(y) ���)�� � ���! ������! �" ���� �"(��,��� !,"���"� �"J
�"���������� � ����������!0Q�� �� ����"� ��������� (y, ẏ)# ��z���� �" iJ� �����
�'�(�",�� ,���( yi(t)R " ����(���)��� ���������� Y �������������� ci1R c

i
2 (i = 1, 3�#

&'�(�",�� ,���( t1R t2 � t3 ������" ��������� �(�'�"+"0Q� ��,�� �� ����"�R " ,�J
��( T Y ���!������ ��z����# ����" T = t1 + t2 + t3#

�������� !�"������ ���+���� �(�'�"+"0Q� ��,�� ��z���� (" ���!������R
�����)(!� ��� *��� ����� ����"�����"��� � ������� �������" �� ����"�R ,��'�
�'����,��) ������������) .!����� y(t)# �!��) ymax = y0 > B# ������ (y0, 0) (" �"J
,"�)�!0 ��,�!# ����" �(�'�"+"0Q"� ��,�" ��������� � ��������,�!0 ��,�! (−y0, 0)
(" ����� T # �( ��,�� (y0, 0) ���!���� ."(��!0 ����!0 �� ������,���� � ����� 
y = A#
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4����� �'�(�",����d

d1(t) = q1 cos(ωt+ ϕ) + q2 sin(ωt+ ϕ), d2(t) = q2 cos(ωt+ ϕ)− q1 sin(ωt+ ϕ) ∀t � 0.

4���z�� ��z���� � ��� ����(����!0 �" ������ ����� ~i = 1� � ����� �'�(�",�J
����# ��� �0'��� t ∈ [0, t1] �����

y1(t) = c11e
λt + c12 + q+t+ d1(t), ẏ1(t) = λc11e

λt + q+ + ωd2(t).

��� t = 0 ���!,"��R ,��

y1(0) = c11 + c12 + d1(0), ẏ1(0) = λc11 + q+ + ωd2(0). ~/�

�( �","�)��� !����� y1(0) = y0R ẏ1(0) = 0 ����!�� ������" �"������

c11 = −(q+ + ωd2(0))/λ,

c12 = y0 − c11 − d1(0) = y0 + (q+ + ωd2(0))/λ− d1(0).
~O�

���+���� �( ��,�� (y0, 0) �� ����� y = A ��!Q���������� (" ����� t1R ��*���!
��� t = t1 ����� �"������"

y1(t1) = c11e
λt1 + c12 + q+t1 + d1(t1) = A, ẏ1(t1) = λc11e

λt1 + q+ + ωd2(t1). ~5�

4��"+���� ��� c12 �( ������� ~O� �����"��� � ������ �"������� ~5� � �"�����R ,��

c11e
λt1 + y0 − c11 − d1(0) + q+t1 + d1(t1) = A,

@��!�" ���"+"�� y0R " ������R y0 = A− c11(eλt1 − 1)− q+t1 − d1(t1) + d1(0) > B#
�"�������� ��z���� � ��� ����(����!0 �" ������ ����� ~i = 2� � �","�)�� 

��,�� (A, ẏ2(0))# ��� �0'��� t ∈ (0, t2) ����� �"������"

y2(t) = c21e
λt + c22 + d1(t+ t1), ẏ2(t) = λc21e

λt + ωd2(t+ t1).

4 ��,�� �������" �" ����� ���� ������"�� ��"�������R ��*���!R ����"��� �����!
����"�����"���R ��� t = 0 �"�����R ,��

y2(0) = c21 + c22 + d1(t1), ẏ2(0) = λc21 + ωd2(t1).

�����"��� c21R c
2
2 ��������� �( �"������ y2(0) = A � ẏ2(0) = ẏ1(t1)# 4����� �"�������

�������� !������� ���� �� ."(���� ��"������ �" ����� y = A � ������ �������"
�" ����� ����# ����� ������!

c21 = c11e
λt1 + q+

λ ,

c22 = A− c11eλt1 −
q+
λ − d1(t1).

~1�

�( ��,�� (A, ẏ2(0)) �(�'�"+"0Q"� ��,�" ��z���� ��������� �" ����!0 y = −B ("
����� t2R � � ��,�� �������" �" ����� ���� ���������� ���� �" ��"�������# ��*���!
��� t = t2 ���!,��R ,��

y2(t2) = c21e
λt2 + c22 + d1(t1 + t2) = −B, ẏ2(t2) = λc21e

λt2 + ωd2(t1 + t2).

� %��&� �
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�"��� �"�������� ��z���� � ��� ����(����!0 �" ����)�� ����� ~i = 3� � �","�)J
�� ��,�� (−B, ẏ3(0))# ��� t ∈ [0, t3] ����� �"������"

y3(t) = c31e
λt + c32 + q−t+ d1(t+ t1 + t2), ẏ3(t) = λc31e

λt + q− + ωd2(t+ t1 + t2),

���0�" ��� t = 0 �"�����R ,��

y3(0) = c31 + c32 + d1(t1 + t2), ẏ3(0) = λc31 + q− + ωd2(t1 + t2).

������� ���� �� ."(���� ��"������ �" ����� y = −B ��� �������� �� �������
����" �" ����� ���� �������� �"������� ẏ3(0) = ẏ2(t2)R ������� �"������)�� �"���J
���! λc31 + q− = λc21e

λt2 ��� ���!,���� c31# �����"��! c
3
2 ���������� �( �","�)����

!������ y3(0) = −B# 4 ��(!�)�"�� ����� ������!

c31 = c21e
λt2 − q−

λ ,

c32 = −B − c21eλt2 +
q−
λ − d1(t1 + t2).

~c�

�(�'�"+"0Q"� ��,�" ��z���� y3(t) ��������� �( ��,�� (−B, ẏ3(0)) � ��,�! (−y0, 0)
(" ����� t3# ����" ��� t = t3 �"�����R ,��

y3(t3) = c31e
λt3 + c32 + q−t3 + d1(T ) = −y0, ẏ3(t3) = λc31e

λt3 + q− + ωd2(T ) = 0. ~63�

����) T = t1 + t2 + t3# �"����� �����) ."(��!0 ��"������0R �������Q!0 ,���(
��������,��� ��,�� (y0, 0) � (−y0, 0)R !,����"� 2T J�������,����) ��z���� y(t)R ,��
�"������)�� ���������0 �"������ y(0) = −y(T ) = y(2T ) � ẏ(0) = ẏ(T ) = ẏ(2T ) = 0#
������ �( ���������� ��"�������R ����� *����"������� �"������"

y1(0) = −y3(t3) = y0, ẏ1(0) = ẏ3(t3) = 0. ~66�

P���"��� ������! �"������! � ~66�R ����"����"�� ���"+���� ��� y1(0) �( ~/� � ���
y3(t3) �( ~63� � �����������+��� (�"���# �"��� ���!0 � ��"�!0 ,"��� ���!,������
�"������" ���"+"�� ,���( ��*..������ c11R �����)(!� ��������"���)�� ~5� ��� ���� 
,"��� � ~1�R ~c� ��� ��"�� ,"��� ��������������# �������� � ����!0Q��! �"������!d

c11 +A− c11eλt1 − q+t1 − d1(t1) + d1(0) = −c11eλT −
q+
λ
eλ(t2+t3) +

q−
λ
eλt3 +

+B + c11e
λ(t1+t2) +

q+
λ
eλt2 − q−

λ
+ d1(t1 + t2)− q−t3 − d1(T ).

P�"�"���� B ��������� �( ��"�� ,"��� � ���!0R ����"�� ("���� � ������������
� �"������"�� q− = −q+ � t2 = T − t1 − t3d

A+ c11(1 − eλt1)− q+t1 − d1(t1) + d1(0)−B =

= −q+
λ

(
eλ(T−t1) + eλt3 − 1− eλ(T−t1−t3)

)
− c11eλT (1−e−λt3)+d1(T − t3)+ q+t3−d1(T ).

~6S�
�����) �"�������� �"������� ẏ3(t3) = 0 �( ~66�# 4��"+���� ��� c31 �( ~c�R " ("���
��� c21 �( ~1� �����"��� � ~63�# ����� ����'�"(��"��� � !,���� q− = −q+ ��������
� �"������!

q+
λ

(
eλ(T−t1) + eλt3 − 1

)
= −c11eλT −

ω

λ
d2(T ), ~6%�

��� c11 ������������ .���!�� ~O� �( �"������" ẏ1(0) = 0#
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�"��� ��"��� ("�",! �����" (�",��� �"�"������ ������� ~6�R ��� ������� �"(J
��z��� !�"������ ~6S�R ~6%� ���������)�� ����+����)��� t1R t3 �"���R ,�� t1 < T
� t1 + t3 < T ��� !������ y0 > B#

�����"����� ���"+���� �( �"������" ~6%� � ��"�!0 ,"��) ~6S� � ����� ����'�"J
(��"��� ���!,"��R ,��

A+ c11(1− eλt1)− q+t1 − d1(t1) + d1(0)−B =

=
q+
λ
eλ(T−t1−t3) + c11e

λ(T−t3) +
ω

λ
d2(T ) + d1(T − t3) + q+t3 − d1(T ).

4��"+���� � ���� ,"��� ���������� �"������" �'�(�",�� ,���( Θ1(t1)R " � ��"�� Y
,���( Θ2(t1, t3)# �����

Θ1(t1) = A+ c11(1 − eλt1)− q+t1 − d1(t1) + d1(0)−B, ~6$�

Θ2(t1, t3) =
q+
λ
eλ(T−t1−t3) + q+t3 + c11e

λ(T−t3) +
ω

λ
d2(T ) + d1(T − t3)− d1(T ), ~6/�

��� *��� ("�����R ,�� Θ1(t1) = Θ2(t1, t3) = y0−B# ����" ��������"��� ����"������ 
("�",� �������� ��� !������ y0 > B � ��z���0 ������� ��"������������ !�"����� 

Θ1(t1) = γ,

Θ2(t1, t3) = γ,
~6O�

� ������ γ Y �"�"����R γ ∈ RR ���������)�� ���������� t1 � t3R !����������0Q��
�"������! ~6%�#

P�!," λ < 0 �"�������� � {S5|# 4 �"��� �"'��� ������+�� �"���������� ��J
����� ~6� � ��!,"� λ > 0# ����� �����

!
��
��� "��!� λ > 0� �	� ���
!
	
� T > 0 �,�
����!�� ���
���

−c11eλT −
ω

λ
d2(T ) >

q+
λ
, c11 = −ω

λ
d2(0)−

q+
λ
, ~65�

� ���� γ ∈ (0, η1)� η1 = A − B − c11(e
λT − 1) − q+T − d1(T ) + d1(0) > 0� !
 ��3�b

�!���! 	�1���� t1 ��	�
�
 �	������� ���!��, (16) !��
�� -!
 t1 ∈ (0, T )t ���� �	�
K����	
����
� t1� �	
�� !
�
� γ ∈ (η2, η3)� ���

η2 = d1(t1)− d1(T ) + c11e
λt1 +

ω

λ
d2(T ) + q+(T − t1) +

q+
λ
> 0,

η3 = c11e
λT +

ω

λ
d2(T ) +

q+
λ
eλ(T−t1),

!
 ��3��!���! 	�1���� t3 �!
	
�
 �	������� ���!��, (16) !��
�� -!
 t3 ∈ (0, T −
t1)� "��!� �
�
���!����
 ���-���� T �	�!�
 π/ω� 	�1���� t1� t3 ���!��, (16) ��b
��2!�� �������1��� (��� �����!����,��) � ��
���!�
	�2! 	�����!�� (13)� I
b
��� ��3��!���! ��	�
��-���
� 	�1���� ���!��, (1) � ��	�
�
� 2T � �
��,� 
� 
�
�
������.�
.  �	��!�	��!��� � �, 
�
� � �
�, ���,3���� � !	���!
	��.� ���23�.
�� K��
�
. ��
��
�!� 
!�
��!����
 ��-��� �

	����! ��� �����!	�-�,� !
-���

� � � " ( " � � � ) � � � �# �"�������� �"������� ~6%� ��� λ > 0 � ��������� T > 0#
������)�! T − t1 > 0 � t3 > 0R �� eλ(T−t1) + eλt3 − 1 > 1# ����� ����R q+ > 0# &��0�"
���"������� ���"������� −c11eλT − ω

λd2(T ) >
q+
λ R ��� ������� �"������� ~6%� �����

�����R ,�� ���"+��� � !������ ������� �"� ���"������� � ~65�#
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�"�������� ������ !�"������ ������� ~6O� � Θ1(t1)R ����������� �"���J
����� ~6$�# P ���� �������R Θ1(t1) = y0 − BR � ��!�� Y Θ1(t1) = γ# ��",��R γ > 0
��� !������ y0 > B# �"��� ������ �'�(�",����d

f1(t) = A−B − γ − c11(eλt − 1)− q+t, f2(t) = d1(t)− d1(0) ∀t ∈ [0, T ].

W!����� f1(t) � f2(t) ����0��� ������������# �"�����R ,�� f1(t) < 0 ��� c11 � 0#
���� c11 < 0R �� .!����� f1(t) ��+�� '��) �"� �����"���)�� R �"� � �������"���)J

�� # W!����� f2(t) ��+�� ������"�) (�",���� �( ����(�"
[
−2
√
q21 + q22 , 2

√
q21 + q22

]
R

������)�! ��� q1 > 0R q2 > 0 ����� ����� �"�������

d1(t)− d1(0) =
√
q21 + q22

(
sin

(
ωt+ ϕ+ arctg

q1
q2

)
− sin

(
ϕ+ arctg

q1
q2

))
,

��� √
q21 + q22 = − bcψ√

λ2 + ω2
,

q1
q2

=
ω

λ
.

P�����"���)��R ������,���� ��".���� .!���� f1(t) � f2(t) ��(��+�� ��� �0'��
(�",���� c11R � ��,�" �� ������,���� �������� ��z����� !�"������ f1(t1) = f2(t1)R
*����"�������� !�"�����0 Θ1(t1) = γ#

����� f1(0) = A − B − γ � f2(0) = 0# &��0�" f1(0) < f2(0)R ������)�! A < B
� γ > 0# ����"R ���� f1(T ) > f2(T )R �� �!Q����!�� �� ��" �� ���� ���� ��z����
t1 ∈ (0, T ) !�"������ f1(t) = f2(t)# �" ��� ����,��� .!���� ��� t = T # �����
f1(T ) = A − B − γ − c11(eλT − 1) − q+T � f2(T ) = d1(T ) − d1(0)# &��0�" ���!,"��
!������ �" �"�"���� γR " ������ γ < A−B−c11(eλT −1)−q+T −d1(T )+d1(0)# ��"�"�
,"��) ���������� ���"������" ��� ("�"���� T ���) �����"��"R �����!0 �'�(�",��
,���( η1# ������)�! γ > 0R �� ��������"� η1 ���+�" '��) ����+����)�� #

�"�������� ���������)�� ��������� t3 ������ !�"������ ������� ~6O�
� Θ2(t1, t3)R ����������� �"�������� ~6/�R ��� t1 Y ��z���� ������� !�"������ ��J
����� ~6O�# 4����� �'�(�",����d

f3(t) =
q+
λ
eλ(T−t1−t) − γ,

f4(t) = d1(T )− d1(T − t)− c11eλ(T−t) − ω

λ
d2(T )− q+t ∀t ∈ [0, T − t1].

W!����� f3(t)R f4(t) �"�+� �����������R ���!� '��) �"� �����"���)����R �"�
� �������"���)����# ��,�" ������,���� �� ��".���� �������� ��z����� !�"������
f3(t3) = f4(t3)R �"������)���� !�"�����0 Θ2(t1, t3) = γ ��� �(������� (�",���� t1#
�"�����R ,�� .!����� f3(t) !'��"�� ��� �0'��� t ∈ [0, T − t1]# �����! ����+��R ,��
f3(T − t1) < f4(T − t1)R � �" ��� ���"��,���� �" γR ��� ������� *�� ���"�������
���"�������# ����� �"������"

f3(T − t1) =
q+
λ
− γ, f4(T − t1) = d1(T )− d1(t1)− c11eλt1 −

ω

λ
d2(T )− q+(T − t1).

&��0�" ���!,"��R ,��

γ > d1(t1)− d1(T ) + c11e
λt1 +

ω

λ
d2(T ) + q+(T − t1) +

q+
λ
.
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&'�(�",�� ��"�!0 ,"��) ���������� ���"������" ,���( η2 � �����'!�� ����������
!������ η2 � 0# ���� f3(0) > f4(0)R �� �!Q����!�� ���� '� ���" ��,�" ������,����
��".���� .!���� f3(t) � f4(t) �" ������"�� (0, T − t1)# ����� �"������"

f3(0) =
q+
λ
eλ(T−t1) − γ, f4(0) = −c11eλT −

ω

λ
d2(T ).

���!,"��R ,�� f3(0) > f4(0)R ���� �"�"���� γ !������������ ����!0Q��! !�����0d

γ < c11e
λT +

ω

λ
d2(T ) +

q+
λ
eλ(T−t1).

&'�(�",�� ��"�!0 ,"��) ���������� ���"������" ,���( η3 � ("�����R ,�� �����"��" η3
�����" ����+����)�"� ��� ���������� ���"������" � ~65�#

�����) ���"+�� �'�"����# ���� 0 < γ < η1R �� f1(T ) > f2(T )# ��� f1(0) < f2(0)
���) ���� '� ���� ��z���� t1 ∈ (0, T ) !�"������ f1(t1) = f2(t1) ��� �"������)����
!�"������ Θ1(t1) = γ# ���!����R ,�� �" ���� ��z���� t1R ���� �( ������� (".��J
���!��# ���� �"�"���� γ !������������ �"�+� ���"������"� 0 < η2 < γ < η3R ��
���"������� ���"������" f3(T − t1) < f4(T − t1) � f3(0) > f4(0)R ,�� �"�"����!��
�!Q������"��� ���� '� ������ ��z���� t3 ∈ (0, T − t1) !�"������ f3(t3) = f4(t3) ���
*����"�������� !�"������ Θ2(t1, t3) = γ#

�"��� �'�"(��R !��"������� !������ �"(��z������ ������� ~6O� ���������)J
�� t1 � t3R ������� ����0��� ���'��������R �"� �"� ��z���� *�� ������� ���+��
����,"�) ��z���0 ������� ~6� � ��"������� ("�"��� ���.��!�"��� � �������� 2T #

���� t1 Y �"����)z�� ~������������� ��z���� ������� !�"������ ������� ~6O�R
�� t1 ����������!�� ������� �������" �"� ������! ����� �����,� ~��# ����������� 6
� {6O|� � ����� y = A �� ������! ����! �� ������" ���� �� ��"�������R ������J
��Q� �" ����� ����# ���� ��� .�������"���� t1 ��z���� t3 ������� !�"������
������� ~6O� �"�+� �"����)z�� ~�������������R �� ��� ����,"�� ������� �������"
�� ����)��! ����! � ��,�! (−y0, 0)# ����� ����R ���� t1 � t3 !����������0� �"���J
���! ~6%�R �� ����"����� ��"������� �� ����� �������"�� '!��� �'����,���#

�"��� ���"+��R ,�� ��z���� ������� ~6� �������� �������,���� .!����� � ��J
��+����)��� �"��"������R ���� (�",���� T ��"��� π/ω# �!��) T = πn/ωR ��� n ∈ N#
��",��R ������ 2T ��z���� ������� ~6� ��"��� ������! .!����� ��(�!Q���� ψ(t)#
������)�! sin(ωt+ ϕ) = sin(ω(t+ 2πn/ω) + ϕ) � cos(ωt+ ϕ) = cos(ω(t+ 2πn/ω) + ϕ)R
�� ����� ����� �"������� d1(t) = d1(t + 2T ) ��� �0'��� t � 0# &��0�" ����!��R
,�� �" ������ ����� d1(t) = d1(t + 2T (p − 1)) ��� �0'��� t ∈ [0, t1]R �" ������ ��J
��� d1(t + t1) = d1(t + t1 + 2T (p − 1)) ��� �0'��� t ∈ (0, t2) � �" ����)�� �����
d1(t+t1+t2) = d1(t+t1+t2+2T (p−1)) ��� �0'��� t ∈ [0, t3]R ��� p Y ��������� �����
������� �'���" ������ �� �"�"����������R p ∈ N# [�� �(�","��R ,�� yi(t) ~i = 1, 3� ��
("����� �� p# W!����� yi(t) ���������" �" iJ� ����� �" ����������!0Q�� ������"��R
�# �# (" ����0,����� �������� ���� �� ��"�������# 
��+����� ��,�� ���� �� ���J
������# ��*���! y(t) = y(t+2T ) ��� �0'��� t � 0R �# �# ��z���� ������� ~6� ��������
2T J�������,���� .!����� � ����+����)��� �"��"������R " ����������!0Q"� ��!
��"�������R �������Q"� ,���( ��� ��������,��� ��,�� (−y0, 0) � (y0, 0)R y0 > BR
("���!�"�# ������" ���"("�"#

�� (���)*
	�
� 4 �"��� �"'��� ���!,��" ������" �!Q������"��� � ������� ~6�
�������,������ ��+��" � ��������R ��"���� ������! .!����� ���z���� ��(�!Q�J
���R � ������� � (��� �"��Q���� ���� �� �"�"���������� � �������(����# W"(��"�
��"������� �"������������ ��+��" ����� ��� ��,��R ��������,��� ���������)��
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�","�" �������"� ."(��� ��������� (y, ẏ)# &��" �( ��������,��� ��,�� !�����J
������� !�����0 ymax > B# 4����� �' !��� ,������ ��"������� Y �����)�"� ���"
��� ��������"�� # &������R ,�� � ,"����� ��!,"�� ������� ~6� ��� ����������)
,��������� �����"�� ~��#R �"������R {S52%3|�#

����
���
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