
��� �	��B �;�	 � %��&� �
"�� 
!&�D�)��, E�� E��&��� ��F(!E��&����� 5/55� �� ��� ���� 1


�� �;{,�B .,{��

"�
�
		�
 �>�>W
	�
 ��	
�	�� ���
�
��)W�� ����	
	��
�
���G������>�
	� � ���
��)W�
 �? 	�� �����	�� ?����� ����	
	��
�
�
	��� �����@��e �
��� � ��CC�?��∗

�� �� "���
����.

�����	
 � !"#!$%�&' $(%#)�!%�* ���' E(!%�(' � G�&a %�&' #�&* !%&� �+
�(%%&'%��, � ) !�-&,+ �./�5�+ �����	
 � !"#!$+ �(-E��%��, #D�+ 0

��� ������	
���� E���
���5O 2� �� &�������� �)�)@���� ����!��� ��������?@�� "�#�'
����! �����' #����) ��# � �����#?@�� �G ��� �#��#��� G#���� "�#�����! �������# � '
�"�A�#B ����# � ��++"G�� $$ %������ &#���'(����)"������� "����������#� (����#��#�
 #�� #���#� *�+�� #���#� (������� "��#������� 	,		� -� �.� %��� /� &� �	�0�/�
122345$$678�79:$�,�	�;.$���,�$43<=�,�	,		�/,�

% �#����@�� ��� � ��� ��E���� G#�#C �����' #����) ��# �����AG"?��� ����!��� ����'
����?@�� "�#������5 �] � ��������# ��� ���G�� ��G��� �#���D���! ����������#���
���G��" ��������! ��+�� #��! Z�������C����� ������E���� pA?���#]v 	] � ���������'
�#C� ��������A ��������� �����# ����!�� ���G#�# � ��#������ �� ���#�"�� ZG#���
���������������� ~"�A�]v ] �  #����) ��� ��������A ��++"G������� �����# ������'
����#�A�# ��#�����" ��������#��� ZG#��� ~��#]� (�� G#���� m��� ����!��� ������'
��?@�� "�#�����! ��� ���?��� ��m++������� ����������#�A�����B ������� �#G�'
�#?��� ��m++������# � ��G�����B ���������������� � ��++"G�� ��������������� -#'
��� "�#������ E����� �����AG"?��� ��� ����#��� ��������� �����' #����������# ���
�# ��#��� ��D� � ��C����� ��� �"�)"������� ��C���! �#���� "�#������ ��������'
��B ���������� ������A � �#�� ������� m ����C����� �"�)"������� ��m++�������
��G����� μtB ���������������� λt � ��++"G�� Dt� l��#�� ��� �G"C���� �"�)"����'
��� ��C���!  �D�� ��!�� � ��"�� �"�� J  ���+������#�A ����!��� ��������?'
@�� ������E���� G# �C�� ����#��� � ������!���� ���������� ���#� ���� ���������
��"��#�# ����C����� ��������� �)�)@���� +�� "� pA?���#B ~"�A� � ~��# ��� �#�#'
���A���� �#���D����B ��������� ��������� �����# � ��++"G��B ������� � G#���� ����
�� G�#C���� ���#G#����! �������!  ��"� �����AG��#�A�� ��� ������ ��������� �����'
 #����) ��# �#� ��� �# ��#��� B �#� � ��� �"�)"������ ��C���� D�������� -#�D�
m�� �)�)@����  �D�� )��A ��� ����� ��� ����#��� ��������� ��������� D�������!
� ��C���! �#������� ���� ����B �������?@�� m++��� -� �#�

�������� ��
��5 ��������# ��#B ����������#C#B ��++"G��B +�� "�� pA?���#B ~"�A�B
~��#B ��������� �)�)@����B �"�)"��������A�

�� ��
�
	�
� &�������0Q�� !�"������ ��� ��������� �������" �"�"�����(!0�
����,����� ���������� �!'��"���� ,���( ������! ���Q"�� (" ������! �������# ��J
�� �'�(�",��) �"��! P ~� ���R �������) k ~� ����R �� �"(�������� ����������� �!'J
��"��� ���"+"0��� ,���( ���# 4 !�"������� �����J�"����'���" �"���� �!'��"�J
�����R ������������ ,���( ������! ���Q"�� (" ������! �������R ����0��� ���!�)�
~����,����� ���+����� m ·w ��� �"�"���)���� �"���+���� τ R *������ m ·w2 ~� ��,J
����)0 �� ���+����� 6�S� ��� ��������� ��������� �����" lR �"��" P ��� ���������

∗ �%%D )(*��& �!(*()&D(%k * !�E��G $(%#)�!%�* ��($( H�)��&, �&�&%� !%�*� ��#�& & *�%	
� $( ("!�H(*��&, �(%%&'%�(' � ) !�-&& �� *��(D� �& ��#a�(	&%%D )(*�� Dk%�&G !�"(� � /2T	/0	
5/5/	/.1;� (� �/ &o�, 5/5/ $�

4© �����	
 � !"#!$%�&' $(%#)�!%�* ���' #�&* !%&� �+ 5/55

67789:;;<=>�=?@;�/�5�A0�;��2/�;98BC�/�5/55�1/2 /S5



��..!(������� �����" \# ����" �"(�������� *��� �!'��"��� 

[τ ] =
[���!�)�]

�2 · > , [q] =
[������"]

�2 · > , [j] =
[�"��" �������]

�2 · >
��� � ������������ � �"(���������� ����,�� P � k d

[τ ] =
[mw]

�2 · > =
�� · 


�

�2 · > =
�� · �
�2
· 1

�2
=

�

�2
= �",

[q] =
[mw2]

�2 · > =
�� · 
2

�2

�2 · > =
�� · �2

�2
· 1
�
· 1

�2
=

�+

�
· 1

�2
=

4�

�2
,

[j] =
[m]

�2 · � =
��

�2 · � .

4����R ,�� �"(�������) ����,��� τ Y ρ · w2R �"(�������) l Y ρ · w3R �"(�������)
\ Y ρ ·w# &�������!��) �" *�� ���"+����R � ������� �����+"��� �"(�������� ����J
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��!��"�"�����,����� ��������� �'�'Q���� .���!� �)0���"R W!�)� � W��"#
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τ = ρν
du

dy
,

� ������ ρ Y ��������)R ν Y �����"��,���"� ��(����)R u Y ������)�"� �������)
+���� ,"�����R y Y ������,�"� �������"�"# g8 ��+�� �'�'Q��) {S2$| � ����!0Q��
����d

τ = ρχn

(
v
du(2n−1)

dy

)1/n

. (1)

4 *��� ���"+���� χn Y '�(�"(����� ��*..������R ("����Q� �� ���"("���� ���J
���� nR ����0Q����� ����+����)�� ����,��� # ��� n = 1R χn = 1 .���!�" ~6�
�������� � �������,�����! ������z���0 �)0���" � � ����� � .���!�� �!"(� ��
��� �"���"����� ��,���� � ��!'�# ��� n = 4R χn = 0, 019746 *�" .���!�" �"��
�������,����� ������z���� ��� �!�'!�������� ��,���� +������� � ��!'� � .���!��
}�"(�!�" ��� ��*..������" �������������# 4 ~6� � �",����� ���+����� ��� ������J
��� ����!�"�� ����,��"R �"(�������) ������ �"��" �"(�������� ��"��"�" ��������R
,�� � ������"�� �+��"�)#

W���!�! ~6� ��+�� �"�+� �'�'Q��) �" ��������� ��!," ��,���� � ("���"�)
� ���(����� ���� �������,����� ������z���� ��� ���(��" ��(��� �"���+��� τ ���
����(���)��� (�",���� ���"("���� nd

τ = 2B

(
w · w√
Y2

)n−1/n

S. (2)
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B = ρχn(2n− 1)1/nv1/n (3)

� ����,��" Y 2 Y ���"��"�� ���(��" �������� ��.���"��� Sd

Y2 = 1/2SijSji, S =
1

2
(∇w +

(
∇w
)�

).

4 ~S� � ~%� w Y ������ ��������R ∇ Y ������ �"���)���" ~�"'�"�R i Y ������ ��"��J
��������"���# }�(�"(����"� ����,��" χn ������������ �( ����" ��� �"+���� (�"J
,���� n#

�"������ ���+���� +������� � �"���+����� '!��� �����+"�) ����������0
���(��" τ d

ρ
dw

dt
= −∇p+∇τ . (4)

����) d
dt Y ����"��� �"����"�)�� ����(����� R d

dt =
∂
∂t +S · ∇, p Y �"������R �"�J

������ ���"�� �����'���"��# ����" ��� n = 4 !�"������ ���+���� ~$� � ��"������
���� ��� ����"��� �!�'!������� ��,��� � X'�"(�!�������Z ��"�"(��� ,���� �� J
���)��" ~��� ��,���� � ��!'�R �������Q�� � .���!�� }�"(�!�" ��� 104 < ]8 < 106�
'!��� ����) ���

ρ
dwi
dt

= − ∂p

∂xi
+ ρχn(7v)

1/4 ∂

∂xk

[(
wS · wS√

Y2

)3/4(
∂wi
∂xk

+
∂wk
∂xi

)]
, (5)

��� '�(�"(����"� ����,��" χn = 0.019746#
�"������ ~/� �������� ��� ����"��� �!�'!������� ��,��� � X'�"(�!�������Z

��"�"(��� ,���� �� ���)��" ~��� ��,���� � ��!'� *��� ��"�"(�� 104 < ]8 <
106 �������� � .���!�� }�"(�!�"�# �!�'!�����!0 �����"��,���!0 ��(����) � ��!,"�
����������� ��,���� ��� ���"("���� n = 4 ("��z�� ����!0Q�� �'�"(�� ~� �2/��d

νt = ρχn(7v)
1/4

(
u2·
| dudy |

)3/4

.
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~!���)�� �������������� ��������� �����" K ~� 4�/�2 = ��/�3� ����������"���
��"�����! ������"�!�� ∇T ~� �/��R ��� ������ �"���)���" ~�"'�"� Y ∇ ~� 6���R
������"�!�" Y T ~� ��d

K = −λ∇I.

����) λ Y ��*..������ ���������������� ~4��~�·�� = ��/�
3
~�����R ������ �"�+�

!��'�� ������"���) � ���� λ = ρcpaR ��� ρ Y ��������) +������� ��� �"(" ~��/�3��

cp Y !���)�"� �(�'"��"� �����������) ����� (�+/��·�) = (�2/�
2
)(1/�)� a Y ��*.J

.������ ������"�!������������� ~�2/��#
�"��� ���������������� �����)(!���� ��� ����"��� ��������� ����������",�

���+!Q���� +������� � !�"������ *������# 4 ��!,"� �"���"����� ��+��" ��,�J
��� ��(!�)�"�� �"�,���� � ������ �"0� !�������������)��� ����"���"���R ���"��
��� �!�'!������� ������� �"���� ����"���"��� !+� ���# ���������� *�����,����
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������) ������� �!�'!������ ���������������� λt � ����������!0Q� � ��*..�J
����� �!�'!������ ������"�!������������� at# 4 ��(!�)�"�� ������ ��������� ���J
������ �����" K ��"������� !+� ������ �� ���("���� � ��"������� ������"�!��#

W���!�! W!�)� ��� ��������� ��������� �����" l ��� �����",� ����,����" ���J
���� (" ������! ������� ,���( �����,�!0 ���Q"��!R ���������!����!0 ��� C d

q = −λdT
dy
,

��+�� �'�'Q��) {/| �"�d

q = −xmρ
[
a
d(cpT )

(2m+1)

dy

]3/(4m+3)

. (6)

4 ���"+���� ~O� m Y ���"("���) �������R ������ ��+�� ������"�) �"(��,���
����+����)��� (�",����R xm Y '�(�"(����� ��*..������R ("����Q� �� *���� ��J
�"("���� �������# ����) � �",����� ���+����� ��� ��������� �����+���� ����,��"R
�"(�������) ������ �"��" �"(�������� �!'" ��������R ,�� � ������"�� �+��"�)#
W���!�! ~O� �"�+� ��+�� ("���"�) � ����!0Q�� ����d

q = −xmρ
[
acp

(2m+1) dT
(2m+1)

dy

]3/(4m+3)

.

����" �����
��� m = 0 ~.���!�: W!�)��

q = −ρcpa
dT

dy
= −λdT

dy
,

��� m = 1

q = −xmρa3/7c9/7p

(
dT 3

dy

)3/7

,

��� m = 2

q = −xmρa3/11c15/11p

(
dT 5

dy

)3/11

.

&'�'Q���� �" ��������� ��!," �������� � �������� .���!��

K = −xmρM
(

T 3

∇T · ∇T

)2m/(4m+3)

∇T, (7)

� ������ ��� ��"������ ("���� �'�(�",��R ,��

M = (2m+ 1)
3/(4m+3)

a3/(4m+3)c3(2m+1)/(4m+3)
p .

4 ��+������� ��z����� �������� !�"������ ,"��� ������"���0� {6R O| �"�d

ρcp
dT

dt
= −∇ · K. (8)

����) d
dt =

∂
∂t+

(
S · ∇

)
Y �"����"�)�"� ����(����"�R � ������ S Y ������ ��������

,"����� �����#
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����� �����"����� ������" ������������� ��������� �����"R ����"��� ~5�R � !�"�J
����� ~1� ���!,"��R ,��

ρ · cp
(
∂T

∂τ
+
(
S · ∇

)
T

)
= ∇ · xmρM

(
T 3

∇T · ∇T

)2m/(4m+3)

∇ T . (9)

4 ������������ ���� !�"������ *������ ~c� ��+�� ("���"�) ����!0Q�� �'�"(��d

ρ · cp
(
∂T

∂τ
+ wk

∂T

∂xk

)
= xmρM

∂

∂xj

⎛⎜⎝
⎛⎝ T 3(

∂T
∂xk

∂T
∂xk

)
⎞⎠

2m
4m+3

∂T

∂xj

⎞⎟⎠.
��� !���)�� ������������� ��������� �����" q ,���( �����,�!0 ���Q"��!R ���J

������!����!0 ��� yR ��� �!�'!������� ��+��� ��,���� ��+�� ("���"�) ���"+����

q = − ρcpat
dT

dy
,

� ������� �!�'!�����"� ������"�!������������)

at = xm(2m+ 1)
3

4m+3 a
3

4m+3 c
2m

4m+3
p

⎛⎝ T 3(
∂T
∂xk

∂T
∂xk

)
⎞⎠

2m
4m+3

.

��� ���������� ��,��� R ����" T � T (y)R m = 0R xm = 1R �� at = aR � �����
.���!�N W!�)�# ���!,"��R ,��

��� m = 1

at = xm(3a)3/7c2/7p

⎛⎜⎝ T 3(
∂T
∂y

) 2

⎞⎟⎠
2
7

,

��� m = 2

at = xm(5a)3/11c4/11p

⎛⎜⎝ T 3(
∂T
∂y

) 2

⎞⎟⎠
4
11

.


�+�� ("���"�) ���"+���� ��� at � ��� ��!��� ����,��"� ���"("���� ������� m#
&��������) (�",���� m � xm ��� �!�'!�������� ��+��" ��,���� ��+��R �'�"'"��J
�"� *����������"�)��� �"����R �"������ ��� ��,���� � ��!'"�# �"��� ��� �!�'!J
�������� ,���" ��"����� ��+�� ("���"�) ���"+����

Prt = vt/at.

�� P�CC�?��� ��� ��������� '��"����� ��..!(������� �����" �'��(� ������
� ����"�)0 {5| �������� .���!�! W��" ~� ��/�2�

j = −ρDdC
dy
, (10)
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j = −xkρD
d Ck

dy
,

��� xk Y '�(�"(����� ��*..������R ("����Q� �� ���"("���� ������� k# ����) � �"J
,����� ���+����� ��� ��������� �����+���� ����,��"R �"(�������) ������ �"��"
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T = −xkρD∇ Ck,

���
T = −ρDk∇C, (11)

(���) ��*..������ ��..!(�� ~� ��/�2��

Dk = xkDk C
(k−1).

��� k = 1R xk = 1 Dk = DR ����� ����� ("��� W��"�
��� k = 2 Dk = 2xkDC�
��� k = 3 Dk = 3xkDC

2 � �# �#
&��������) (�",���� k � ��*..������" xk ��+��R �'�"'"���"� *����������"�)J

��� �"���� �� ��..!(������ �������"� ��� �!�'!������� ��+��� ��,����# �����
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PrD = vt/Dt.
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ρ
dC

dt
= −∇ · T, (12)

��� �����+���� �"����"�)�"� ����(����"� d
dt =

∂
∂t +

(
S · ∇

)
# ����� �����"����� ���J

���" ������������� ��..!(������� �����"R ����"��� ~66�R � !�"������ ~6S� ���!,"��R
,��

ρ

(
∂C

∂t
+
(
S · ∇

)
C

)
= ∇ · xk ρDkC(k−1) ∇ C.

4 ������������ ���� !�"������ ��..!(�� ��+�� ("���"�) ����!0Q�� �'�"(��d

ρ

(
∂C

∂t
+ ws

∂C

∂xs

)
= ρxk Dk

∂

∂xj

(
C(k−1) ∂C

∂xj

)
.
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