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Îáùèå ñâåäåíèÿ

1. Ìíîæåñòâà è îïåðàöèè ñ íèìè

Ìû ïpåäïîëàãàåì, ÷òî ñëîâî ¾ìíîæåñòâî¿ èíòóèòèâíî ïîíÿòíî, è íå îïpåäåëÿ-

åì åãî. Èíîãäà â êà÷åñòâå ñèíîíèìà ýòîìó òåpìèíó èñïîëüçóþòñÿ òàêæå ñëîâà

¾êëàññ¿, ¾ñåìåéñòâî¿, ¾íàáîð¿, ¾ñîâîêóïíîñòü¿.

Ïóñòü X � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî. Åñëè x � ýëåìåíò ìíîæåñòâà X , òî ìû

áóäåì çàïèñûâàòü ýòîò �àêò â âèäå x ∈ X è ãîâîðèòü: x ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó
X . Çíà÷îê ∈ íàçûâàåòñÿ çíàêîì ïðèíàäëåæíîñòè.

Ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ìíîæåñòâî, íå ñîäåðæàùåå íè îäíîãî ýëåìåíòà.

Ýòî ìíîæåñòâî íàçûâàåòñÿ ïóñòûì è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç Ø.
Îáùåïpèíÿòûìè ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

R � ìíîæåñòâî âåùåñòâåííûõ ÷èñåë (îòìåòèì, ÷òî äëÿ íàñ âûðàæåíèÿ ¾âå-

ùåñòâåííîå ÷èñëî¿ è ¾äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî¿ ÿâëÿþòñÿ ñèíîíèìàìè); Z � ìíî-

æåñòâî öåëûõ ÷èñåë; N � ìíîæåñòâî íàòópàëüíûõ (òî åñòü öåëûõ ïîëîæè-

òåëüíûõ) ÷èñåë; Q � ìíîæåñòâî pàöèîíàëüíûõ ÷èñåë (òî åñòü òàêèõ, êîòîpûå

ìîæíî çàïèñàòü â âèäå p/q, ãäå p, q � öåëûå, q 6= 0).

Ïóñòü A � íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâàX . Ýòî ìû áóäåì çàïèñûâàòü

â âèäå A ⊂ X è ãîâîðèòü, ÷òî A ñîäåðæèòñÿ â X. Hàïpèìåp: N ⊂ Z ⊂ Q ⊂ R.
Ïî äîãîâîðåííîñòè ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî Ø ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì ëþáîãî ìíî-

æåñòâà è ÷òî ëþáîå ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì ñàìîãî ñåáÿ. Ïîäìíî-

æåñòâî ìíîæåñòâà X, êîòîðîå íå ñîâïàäàåò íè ñ ïóñòûì ìíîæåñòâîì, íè ñ ñà-

ìèì X, íàçûâàþò ñîáñòâåííûì ïîäìíîæåñòâîì. Åñëè ïîäìíîæåñòâî âûäåëÿåòñÿ

êàêèì-ëèáî óñëîâèåì P , òî ýòî ïîäìíîæåñòâî ïpèíÿòî îáîçíà÷àòü ñëåäóþùèì
îápàçîì: {x ∈ X | P}. Hàïpèìåp: {x ∈ R |x2 < 1} = (−1, 1).

Íàáîð âñåõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà X îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì 2X . Ïðîèñ-
õîæäåíèå ýòîãî ñèìâîëà îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî åñëè X � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî,

ñîñòîÿùåå èç n ýëåìåíòîâ, òî ÷èñëî âñåõ ïîäìíîæåñòâ X ðàâíî 2n.

Îáúåäèíåíèå è ïåpåñå÷åíèå ìíîæåñòâ

Äëÿ ëþáûõ äâóõ ìíîæåñòâ A,B ìîæíî îïðåäåëèòü ìíîæåñòâà A ∪B è A ∩B â

ñîîòâåòñòâèè ñ ïðàâèëàìè:

x ∈ A ∪B ⇔ x ∈ A èëè x ∈ B, x ∈ A ∩B ⇔ x ∈ A è x ∈ B.
Îïåðàöèè ∪ è ∩ íàçûâàþòñÿ îïåðàöèÿìè âçÿòèÿ îáúåäèíåíèÿ (èëè ïðîñòî îáú-

åäèíåíèåì) è âçÿòèÿ ïåðåñå÷åíèÿ (èëè ïðîñòî ïåðåñå÷åíèåì). Îíè óäîâëåòâîðÿ-

þò ñëåäóþùèì àêñèîìàì:

êîììóòàòèâíîñòü:

A ∪B = B ∪ A, A ∩B = B ∩ A;
àññîöèàòèâíîñòü:

(A ∪B) ∪ C = A ∪ (B ∪C), (A ∩B) ∩C = A ∩ (B ∩ C);
âçàèìíàÿ äèñòðèáóòèâíîñòü:

(A ∩B) ∪ C = (A ∪ C) ∩ (B ∪C), (A ∪B) ∩C = (A ∩ C) ∪ (B ∩ C).
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Äîïîëíåíèå ê ìíîæåñòâó

Ïóñòü X � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî. Äëÿ ëþáîãî åãî ïîäìíîæåñòâà A ìû îïðåäå-

ëÿåì ïîäìíîæåñòâî Ac ⊂ X êàê ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê èç X, íå ïpèíàäëåæàùèõ
A. Ôîpìàëüíî ýòî çàïèñûâàåòñÿ òàê: x ∈ Ac ⇔ x ∈ X è x 6∈ A. Ýòî ïîäìíî-

æåñòâî Ac íàçûâàåòñÿ äîïîëíåíèåì ê A. Îïåpàöèÿ ïåpåõîäà îò ìíîæåñòâà A ê

ìíîæåñòâó Ac íàçûâàåòñÿ îïåpàöèåé âçÿòèÿ äîïîëíåíèÿ.

Çíà÷îê ¾ñ¿ â êà÷åñòâå âåpõíåãî èíäåêñà ê îáîçíà÷åíèþ ìíîæåñòâà ÿâëÿ-

åòñÿ ïåpâîé áóêâîé àíãëèéñêîãî ñëîâà ¾omplement¿ � ¾äîïîëíåíèå¿. (Ìíîãèå

àâòîpû âçÿòèå äîïîëíåíèÿ îáîçíà÷àþò ïî-äpóãîìó: CA, A′
èëè A.)

Ïpè ýòîì âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå ñâîéñòâà, êîòîpûå íàçûâàþòñÿ ïpàâèëàìè

äå Ìîpãàíà:

1◦. (Ac)c = A ;

2◦. (A ∪B)c = Ac ∩Bc ;
3◦. (A ∩B)c = Ac ∪Bc .

�àçíîñòü ìíîæåñòâ

�àçíîñòüþ A \ B äâóõ ìíîæåñòâ A è B íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî òî÷åê, êîòîpûå

ïpèíàäëåæàò A è íå ïpèíàäëåæàò B, òî åñòü A \ B = {x ∈ A|x 6∈ B}, èëè,
äðóãèìè ñëîâàìè, x ∈ A \B ⇐⇒ x ∈ A è x 6∈ B.

Îòìåòèì, ÷òî ðàçíîñòü ìíîæåñòâ íå ÿâëÿåòñÿ êîììóòàòèâíîé, àññîöèàòèâ-

íîé èëè äèñòðèáóòèâíîé îïåðàöèåé. Åå ñâîéñòâà ìîæíî ïîëó÷èòü èç ïðåäñòàâ-

ëåíèÿ ÷åðåç ðàññìîòðåííûå ðàíåå îïåðàöèè âçÿòèÿ ïåðåñå÷åíèÿ è äîïîëíåíèÿ,

à èìåííî ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå òîæäåñòâî:

Ïðåäñòàâëåíèå ðàçíîñòè: A \B = A ∩Bc.

Ñèììåòpè÷åñêàÿ pàçíîñòü ìíîæåñòâ. Ñèììåòpè÷åñêîé pàçíîñòüþA△B äâóõ

ìíîæåñòâ A è B íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî òî÷åê, êîòîpûå ïpèíàäëåæàò A èëè B
(òî åñòü ïðèíàäëåæàò A ∪ B) è íå ïpèíàäëåæàò A è B îäíîâðåìåííî (òî åñòü

íå âõîäÿò â A ∩B). Òàêèì îáðàçîì, A△B = {x ∈ A ∪B |x 6∈ A ∩B}.

A

B

X

A

B

X

A

B

X

Óïð. 1. Hà âñåõ òpåõ èçîápàæåííûõ ñõåìàõ óêàæèòå îáúåäèíåíèÿ, ïåpåñå÷å-

íèÿ, äîïîëíåíèÿ è ñèììåòpè÷åñêèå pàçíîñòè ìíîæåñòâ A è B.

Ïðèìåð 1. A = (−∞; 4], B = (−1; 1)∪[3; 5]. Òîãäà A∪B = (−∞; 5]; A∩B =
(−1; 1) ∪ [3; 4]; A \B = (−∞;−1] ∪ [1; 3); A△B = (−∞;−1] ∪ [1; 3) ∪ (4; 5].
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Ïðèìåð 2. Hàéòè A ∩ B ∩ C, A \ B, åñëè A = {3, 6, 9, 12, . . .}, B =
{2, 4, 6, 8, . . .}, C = {5, 10, 15, 20, . . .}.

�åøåíèå. A∩B∩C = {30, 60, 90, 120, . . .} = {n ∈ N |n = 30k, k ∈ N}; A\B =
{3, 9, 15, 21, . . .} = {n ∈ N |n = 6k − 3, k ∈ N}.

Ò ð è ñ ï î ñ î á à ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â à ò î æ ä å ñ ò â

1-é ñïîñîá, èëè äîêàçàòåëüñòâî ¾ïî îïðåäåëåíèþ¿. Ïðè äîêàçàòåëüñòâå

ýòèì ñïîñîáîì ìû äîëæíû ïîêàçàòü, ÷òî åñëè íåêîòîðûé ýëåìåíò x ïðèíàäëå-

æèò ìíîæåñòâó, îïðåäåëÿåìîìó ëåâîé ÷àñòüþ ðàâåíñòâà, òî îí ïðèíàäëåæèò è

ìíîæåñòâó, îïðåäåëÿåìîìó ïðàâîé ÷àñòüþ, è íàîáîðîò.

Ïðèìåð 3. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ìíîæåñòâ A,B âåðíî, ÷òî (A \
B) ∪ (A ∩B) = A.

�åøåíèå. x ∈ ëåâîé ÷àñòè ⇐⇒ x ∈ A \ B èëè x ∈ A ∩ B ⇐⇒ (x ∈ A è

x 6∈ B) èëè (x ∈ A è x ∈ B) ⇐⇒ x ∈ A ⇐⇒ x ∈ ïðàâîé ÷àñòè.

2-é ñïîñîá, èëè äèàãðàììû Âåííà. Äèàãðàììàìè Âåííà (òàêæå äèàãðàì-

ìàìè Ýéëåðà � Âåííà èëè êðóãàìè Ýéëåðà) íàçûâàþòñÿ ñõåìû, íà êîòîðûõ

ïðîèçâîëüíûå ìíîæåñòâà A,B,C èçîáðàæåíû êðóãàìè, íàõîäÿùèìèñÿ â òàê íà-

çûâàåìîì ¾îáùåì ïîëîæåíèè¿, òî åñòü ðàñïîëîæåííûìè òàê, ÷òî âñå ïîïàðíûå

ïåðåñå÷åíèÿ è îáùåå ïåðåñå÷åíèå âñåõ òðåõ ìíîæåñòâ íåïóñòûå, ïðè÷åì íè îä-

íî èç ìíîæåñòâ íå ñîäåðæèò äðóãîãî, òî åñòü òàê, êàê óêàçàíî íà äèàãðàììàõ

âíèçó. Òîòàëüíîå ìíîæåñòâî X ïðè ýòîì îáû÷íî èçîáðàæàåòñÿ êâàäðàòîì, ñî-

äåðæàùèì âñå òðè êðóãà.

A

BX

C

(A ∩B) \ C

A

BX

C

A ∩ (Bc ∪ C)

A

BX

C

(A ∪ C) ∩B

Äëÿ òîãî ÷òîáû âûÿñíèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè òîæäåñòâîì òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîå

ðàâåíñòâî, ëåâàÿ è ïðàâàÿ ÷àñòè êîòîðîãî çàäàþòñÿ öåïî÷êàìè óêàçàííûõ âûøå

îïåðàöèé ñ òðåìÿ ïðîèçâîëüíûìè ìíîæåñòâàìè, ñëåäóåò èçîáðàçèòü îòäåëüíî

ëåâóþ è îòäåëüíî ïðàâóþ ÷àñòè. �àâåíñòâî ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâîì òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà ýòè èçîáðàæåíèÿ ñîâïàäóò. Îòìåòèì, ÷òî åñëè â ðàâåíñòâå ó÷àñò-

âóþò áîëåå òðåõ ðàçëè÷íûõ ìíîæåñòâ, òî ñêàçàííîå íåâåðíî: ñîâïàäåíèå èçîá-

ðàæåíèé íå ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì òîæäåñòâåííîãî ðàâåíñòâà (äëÿ

÷åòûðåõ è áîëåå ìíîæåñòâ íà ïëîñêîñòè ñëîæíåå ïîíÿòü, ÷òî îçíà÷àåò òåðìèí

¾îáùåå ïîëîæåíèå¿).
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Ïðèìåð 4. Âåðíî ëè ðàâåíñòâî (A ∩B) \ C = A ∩ (B \ C)?

�åøåíèå. Ëåâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà ïðåäñòàâëåíà

âûøå íà ëåâîé äèàãðàììå. Ïðàâàÿ ÷àñòü ïðåäñòàâ-

ëåíà ñïðàâà, ïðè÷åì íà äèàãðàììå ìíîæåñòâî B\C
âûäåëåíî ìåëêîé ïûëüþ, à âñÿ ïðàâàÿ ÷àñòü � áîëåå

æèðíî. Óêàçàííûå ìíîæåñòâà ñîâïàäàþò; ñëåäîâà-

òåëüíî, ðàâåíñòâî ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâîì.

A

BX

C

Óñëîâíûå òîæäåñòâà. Òàê íàçûâàþòñÿ ðàâåíñòâà, êîòîðûå âåðíû âñåãäà, åñ-

ëè âûïîëíÿþòñÿ óêàçàííûå ïåðåä ýòèì ðàâåíñòâîì óñëîâèÿ. Íàïðèìåð, åñëè

A ∩ B = Ø, òî A \ B = A. Óñëîâíûå òîæäåñòâà äîêàçûâàþòñÿ òåìè æå ñïîñî-

áàìè, íàïðèìåð ñ ïîìîùüþ äèàãðàìì Âåííà, îäíàêî êðóãè ïðè ýòîì èçîáðà-

æàþòñÿ òàê, ÷òîáû îíè óäîâëåòâîðÿëè óêàçàííûì óñëîâèÿì. Î÷åíü ÷àñòî äî-

êàçàòåëüñòâî ïðîñòåéøèõ óñëîâíûõ òîæäåñòâ ïðîèñõîäèò íåïîñðåäñòâåííî, ïî

îïðåäåëåíèþ.

Óïð. 2. Ïðîèëëþñòðèðóéòå íà ïðîñòåéøåé äèàãðàììå âûïîëíåíèå äâóõ ñëå-

äóþùèõ óñëîâíûõ òîæäåñòâ:

a) A ⊂ B =⇒ A ∪B = B, A ∩B = A;

b) B = Ac =⇒ A ∪B = X, A ∩B = Ø.

Ïðèìåð 5. Äîêàçàòü, ÷òî A△C = A ∪ C =⇒ (A \B) ∩C = A ∩ C.

�åøåíèå. Óñëîâèå A△C = A ∪ C îçíà÷àåò, ÷òî A ∩ C = Ø, òî åñòü

ìíîæåñòâà A è C íå ïåðåñåêàþòñÿ, à ðàç òàê, òî è (A \B) ∩C ⊂ A ∩ C = Ø.

3-é ñïîñîá, èëè äîêàçàòåëüñòâî, èñïîëüçóþùåå ñâîéñòâà îïåðàöèé.

Ýòîò ñïîñîá òðåáóåò íåêîòîðîé òðåíèðîâàííîñòè è áîëåå óïîòðåáèòåëåí â ñëó÷à-

ÿõ, êîãäà íàäî óïðîñòèòü ãðîìîçäêèå òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûå êîíñòðóêöèè.

Ïðèìåð 6. Äîêàçàòü ðàâåíñòâà:

a) (A \B) ∪ (A ∩B) = A;

b) B \ (A ∪B)c = (A ∩B) ∪ (B \A).

�åøåíèå:

a) ëåâàÿ ÷àñòü = (A ∩Bc) ∪ (A ∩B) = A ∩ (B ∪Bc) = A ∩X = A;

b) ëåâàÿ ÷àñòü = B ∩ ((A ∪ B)c)c = B ∩ (A ∪ B) = B, ïðàâàÿ ÷àñòü =
(B∩A)∪ (B ∩Ac) = B∩ (A∪Ac) = B. Òàêèì îáðàçîì, ëåâàÿ ÷àñòü ðàâíà ïðàâîé

÷àñòè. Òîæäåñòâî äîêàçàíî.

Ïðèìåð 7. Äîêàçàòü ðàâåíñòâà:

a) C ∩ (A \B) = (C \B) ∩ A;
b) ((C ∩ A) ∪ C) ∩Bc = C \B;

c) ((A ∪ C) \B) ∩ (B ∪C) = C ∩Bc;
d) (A ∪B) ∩ Cc ∩ (A△B) = ((A \ C) ∪ (B \ C)) \ (A ∩B).
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�åøåíèå:

a) ëåâàÿ ÷àñòü = C ∩ (A \B) = C ∩ (A∩Bc) = (C ∩Bc)∩A = (C \B)∩A =
ïðàâàÿ ÷àñòü;

b) (C ∩ A) ∪C = C =⇒ ëåâàÿ ÷àñòü = C ∩Bc = ïðàâàÿ ÷àñòü;

c) ëåâàÿ ÷àñòü = ((A∪C)∩Bc)∩ (B ∪C) = ((A∪C)∩Bc ∩B)∪ ((A ∪C)∩
Bc ∩ C) = Ø ∪ (((A ∪ C) ∩ C) ∩Bc) = C ∩Bc = ïðàâàÿ ÷àñòü;

d) íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî (A∪B)∩ (A△B) = A△B, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî
ëåâàÿ ÷àñòü ðàâíà (A△B)\C. Îäíàêî è (A∪B)\(A∩B) = A△B. Ñëåäîâàòåëüíî,
ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâíà ëåâîé.

Äåêàpòîâûì, èëè ïpÿìûì, ïpîèçâåäåíèåì A × B äâóõ ìíîæåñòâ A è B íà-

çûâàåòñÿ ìíîæåñòâî ïàp (a, b) òàêèõ, ÷òî a ∈ A è b ∈ B.
A×B = { (a, b) | a ∈ A, b ∈ B }.

Ïðèìåð 8. A = [1; 2], B = [3; 5]. Ïpÿ-

ìûì ïpîèçâåäåíèåì A × A ÿâëÿåòñÿ êâà-

äpàò, à B × A � ïpÿìîóãîëüíèê.

✲

✻

1

2

1 2 3 4 5

A× A B ×A

0

Îòìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâî R×R îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç R2; R2×R � ÷åðåç R3
è

òàê äàëåå. Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî R2
ìû èäåíòè�èöèðóåì ñ ïëîñêîñòüþ, â

êîòîðîé çàäàíà äåêàðòîâà ñèñòåìà êîîðäèíàò, è, ñëåäîâàòåëüíî, êàæäàÿ òî÷êà

ïëîñêîñòè îïðåäåëÿåòñÿ ïàðîé âåùåñòâåííûõ ÷èñåë, íàçûâàåìûõ êîîðäèíàòàìè

ýòîé òî÷êè.

Ç à ä à ÷è ä ë ÿ ï ð à êòè÷ å ñ ê è õ ç à í ÿòèé

Óïð. 3. Óêàæèòå ïðèìåðû òî÷åê, ïðèíàäëåæàùèõ ìíîæåñòâàì:

a) Z \N ; b) Q \ Z; c) R \Q;

d) R×Q; e) (R \Q)× (R \Q); f) R2 × Z.

Óïð. 4. Êàêîìó èç ìíîæåñòâ Q èëè R \ Q ïðèíàäëåæèò ÷èñëî, çàäàâàåìîå

óêàçàííîé äåñÿòè÷íîé äðîáüþ? Åñëè îíî ðàöèîíàëüíî, òî ïðåäñòàâüòå åãî â

âèäå îáûêíîâåííîé äðîáè:

a) 0, 12; b) 1, 121212 . . . ; c) 12, 120 1200 12000 12 . . . ;

d) 0, 30303 . . . ; e) 1, 11111 . . . ; f) 1, 10110111011110 . . . .

Óïð. 5. Îáëàäàþò ëè áèíàðíûå îïåðàöèè âçÿòèÿ ðàçíîñòè è ñèììåòðè÷åñêîé

ðàçíîñòè ñâîéñòâàìè êîììóòàòèâíîñòè è àññîöèàòèâíîñòè?
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Óïð. 6.
◦
Óêàæèòå, êàêèå ìíîæåñòâà âûäåëåíû íà ðèñóíêàõ.

A

BX

C

A

BX

C

A

BX

C

Óïð. 7. Çàøòðèõóéòå óêàçàííûå ìíîæåñòâà.

A

BX

C

(A ∩B) \ C

A

BX

C

(A \B) ∪ (A \ C)

A

BX

C

(A \Bc) ∩ (A \ Cc)

Óïð. 8. Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ïîäìíîæåñòâ A, B ⊂ X âåðíû

ñîîòíîøåíèÿ:

a) ((B \A) ∪ A) ∩B = ((Ac \B) ∩B) ∪B ;

b) ((A \B) ∪ (A ∪B)) ∩A = ((A \B) \ (B \A)) ∪A ;

c) (B ∩ A) \B = A ∩ (Ac \Bc);
d) (A ∪B)△(A ∩B) = (A ∪B) \ (A ∩B);

e) A ∩B = Ø ⇐⇒ A△B = A ∪B.

Óïð. 9.
◦
Hàéäèòå A ∪B, A ∩B, A \B, A△B, åñëè:

a) A = [−2; 2), B = (−1; 3];
b) A = [−1; 4), B = (−1;+∞);

c) A = [−1; 1) ∪ (2; 4), B = (−1; 3);
d) A = (−1; 1) ∪ (2; 4) ∪ (5; 7), B = [−1; 5];
e) A = [−1; 4] ∪ (5;+∞), B = (1; 3) ∪ [4; +∞).

Óïð. 10. Èçîáðàçèòå íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè ìíîæåñòâî A×B, åñëè A
è B òàêîâû, êàê óêàçàíî â ïðåäûäóùåì óïðàæíåíèè.

Óïð. 11.
◦
Hàéäèòå (A ∩B) ∪C, A ∩ (B ∪C), (A ∪B) \C, A \ (B ∩C), åñëè:
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a) A = {1, 2, 3}, B = {0, 1, 2}, C = {2, 3, 4};
b) A = {1, 2, 3, 4}, B = {0, 1}, C = {4, 5};
c) A = {α, β, γ}, B = {β, γ, δ, }, C = {γ, δ, ε};
d) A = {α, β, γ, δ}, B = {β, γ, δ, ε}, C = {γ, δ, ε, ζ};
e) A = {△,�,∇}, B = {△,�,◦}, C = {�,∇,♦}.

Óïð. 12.
◦
Hàéäèòå A ∪B ∪C, A ∩B ∩C, (A \B) \C, A \ (B \C), åñëè:

a) A = {1, 2, 3, 4, 5}, B = {−1, 0, 1}, C = {3, 4, 5};
b) A = {x ∈ R |x=πn/2, n∈Z}, B={x ∈ R |x=π/2 + πk, k ∈ Z},

C = {x ∈ R |x = 2πm, m ∈ Z};
c) A = N, B = {2, 4, 6, . . .}, C = {1, 3, 5, 7, . . .};
d) A = N, B = {4, 5, 6, 7, . . .}, C = {1, 3, 5, 7, . . .};
e) A = Z, B = {. . . ,−4,−2, 0, 2, 4, . . .}, C = {. . . ,−3,−1, 1, 3, . . .}.

Óïð. 13.
◦
Hàéäèòå A ∪B ∪ C, A ∩B ∩ C, (A \B) \ C, A \ (B \ C), åñëè:

a) A = {x ∈ R | |x+ 2| < 3}, B = {x ∈ R | |x| > 4}, C = {x ∈ R |x < 0};
b) A = {x ∈ R | |x+ 2| < 3}, B = {x ∈ R |x2 > 4}, C = {x ∈ R |x < 0};
c) A = {x ∈ R | |x− 2| < 3}, B = {x ∈ R |x2 < 4}, C = {x ∈ R | |x+ 2| < 3};
d) A = {x ∈ R | |x− 2| < 3}, B = {x ∈ R | |x| > 1}, C = {x ∈ R |x < 1};
e) A = {x ∈ R | |x− 2| < 3}, B = {x ∈ R | |x+ 2| > 3}, C = {x ∈ R | |x| < 6}.

Óïð. 14. Óêàæèòå, êàêîå ìíîæåñòâî çàøòpèõîâàíî íà

pèñóíêå ñïpàâà. Çàøòpèõóéòå òàêæå ìíîæåñòâà:

A

BX

C

a) (Ac ∩B) ∪ A;
b) (Ac ∩Bc) ∪ (C ∩A);
c) (Ac ∩B) ∪ (C ∩ A);
d) (A ∩ C) ∩Bc;
e) (A ∩B) ∪ (C ∩ A).

Óïð. 15. Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ïîäìíîæåñòâ

A, B, C ⊂ X âåðíû ñîîòíîøåíèÿ:

a) (A ∩B) \ C = (A \ C) ∩ (B \ C);
b) (A ∪B) \ C = (A \ C) ∪ (B \ C);
c) (A ∪B ∪C) \ (A ∩B ∩C) = ((A ∪B) \C) ∪ ((A ∪C) \B) ∪ ((B ∪C) \A);
d) (A \B) \ C = (A \ C) \B;

e) (Ac ∩B) ∩ C = B ∩C ⇐⇒ A△C = A ∪ C.
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Î ò â å ò û

Óïð. 6. a)A \ (B ∪ C); b)B \ (A ∪ C); c) (A ∩ B) \ C.

Óïð. 9. A ∪ B A ∩ B A \B A△B

a) [−2; 3] (−1; 2) [−2;−1] [−2;−1] ∪ [2; 3]

b) [−1;+∞] (−1; 4) {−1} {−1} ∪ [4; +∞)

c) [−1; 4) (−1; 1) ∪ (2; 3) {−1} ∪ [3; 4) {−1} ∪ [1; 2] ∪ [3; 4)

d) [−1; 7) (−1; 1) ∪ (2; 4) (5; 7) {−1} ∪ [1; 2] ∪ [4; 7)

e) [−1;+∞) (1; 3) ∪ {4} ∪ (5;∞) [−1; 1] ∪ [3; 4) [−1; 1] ∪ [3; 4) ∪ (4; 5]

Óïð. 11. (A ∩B) ∪ C A ∩ (B ∪ C) (A ∪ B) \ C A \ (B ∩ C)

a) {1, 2, 3, 4} {1, 2, 3} {0, 1} {1, 3}

b) {1, 4, 5} {1, 4} {0, 1, 2, 3} {1, 2, 3, 4}

c) {β, γ, δ, ε} {β, γ} {α, β} {α, β}

d) {β, γ, δ, ε, ζ} {β, γ, δ} {α, β} {α, β}

e) {△,�,∇,♦} {△,�,∇} {△,◦} {△,∇}

Óïð. 12. A ∪B ∪C A ∩B ∩ C (A \B) \ C A \ (B \ C)

a) {−1, 0, ..,5} Ø {2} {2, 3, 4, 5}

b) A Ø {π + 2πk} {πk, k ∈ Z}

c) N Ø Ø {1, 3, 5, 7, . . .}

d) N {5, 7, . . .} {2} {1, 2, 3, 5, 7, . . .}

e) Z Ø Ø C

Óïð. 13. A ∪B ∪C A ∩B ∩ C (A \B) \ C A \ (B \ C)

a) R \ [1; 4] (−5;−4) [0; 1) (−5; 1)

b) R \ [1; 2] (−5;−2) [0; 1) (−5; 1)

c) (−5; 5) (−1; 1) [2; 5) (−1; 1) ∪ [2; 5)

d) R Ø {1} (−1; 1]

e) R (1; 5) Ø (−1; 5)
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2. Ôóíêöèè

�îâîðÿò, ÷òî çàäàíà �óíêöèÿ f , åñëè çàäàíî ìíîæåñòâî X, íàçûâàåìîå îáëàñòüþ
îïðåäåëåíèÿ, ìíîæåñòâî Y, íàçûâàåìîå îáëàñòüþ èçìåíåíèÿ, è ïðàâèëî (ñîîò-

âåòñòâèå) f , ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî êàæäîìó ýëåìåíòó îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ X
ñîïîñòàâëÿåòñÿ îäèí è òîëüêî îäèí ýëåìåíò ìíîæåñòâà Y.

Ïðè ýòîì äëÿ îáîçíà÷åíèÿ �óíêöèè ìû ïèøåì f : X → Y, èëè ïðîñòî f, åñëè
ïî òåì èëè èíûì ñîîáðàæåíèÿì ïîíÿòíî, î êàêèõ ìíîæåñòâàõ X è Y èäåò ðå÷ü.

Òðàäèöèîííîå îáîçíà÷åíèå òàêæå y = f(x), x ∈ X, åñëè ìû õîòèì ïîä÷åðêíóòü,

êàêîé áóêâîé ïðåäïî÷ëè áû îáîçíà÷àòü íåçàâèñèìóþ ïåðåìåííóþ.

Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ X �óíêöèè f îáîçíà÷àåòñÿ òàêæå Dom f = Dom(f) =
D(f) = X(f). Ìíîæåñòâî çíà÷åíèé çà÷àñòóþ îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç E(f), èëè f(X).
Îòìåòèì, ÷òî îáëàñòü èçìåíåíèÿ íå îáÿçàíà ñîâïàäàòü ñ ìíîæåñòâîì çíà÷åíèé,

íî âñåãäà åãî ñîäåðæèò, òî åñòü E(f) ⊂ Y.
Äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâàX ìîæíî ðàññìàòðèâàòü òàê íàçûâàåìîå òîæäåñòâåí-

íîå îòîáðàæåíèå, êîòîðîå ïðîèçâîëüíîé òî÷êå x ∈ X ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå

ñàìó ýòó òî÷êó. Ýòî îòîáðàæåíèå èíîãäà îáîçíà÷àþò áóêâàìè id (id : X →
X, id(x) = x).

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî çàäàíèå �óíêöèè ïðåäïîëàãàåò çàäàíèå ìíîæåñòâ X è Y.

Ïðèìåð 1. �àññìîòðèì òðè �óíêöèè:

1) X = R, Y = R, f = sin, òî åñòü sin: R→ R;
2) X = [−π/2;π/2], Y = R, f = sin, òî åñòü sin: [−π/2;π/2]→ R;
3) X = [−π/2;π/2], Y = [−1; 1], f = sin, òî åñòü sin: [−π/2;π/2]→ [−1; 1].
Ïðàâèëî, ñîïîñòàâëÿþùåå àðãóìåíò x ñ ÷èñëîì sinx, îäíî è òî æå, è îáî-

çíà÷åíèå îäíî è òî æå, îäíàêî �óíêöèè ðàçíûå. Íàïðèìåð, â ïåðâîì ñëó÷àå

�óíêöèÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ, à â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ � íåò. Òðåòüÿ �óíêöèÿ èìå-

åò îáðàòíóþ (arcsinx), à îñòàëüíûå � íåò.

Îòìåòèì, ÷òî ñèíîíèìàìè ñëîâà ¾�óíêöèÿ¿ ÿâëÿþòñÿ ñëîâà ¾îòîáðàæåíèå¿,

¾îïåðàòîð¿, ¾îïåðàöèÿ¿. Âûáîð òîãî èëè èíîãî ñëîâà îáóñëîâëåí òðàäèöèÿìè

èëè âêóñîì àâòîðà. Åñëè â êà÷åñòâå Y èñïîëüçóåòñÿ ïðîñòðàíñòâî R, òî èíîãäà
âìåñòî ñëîâà ¾�óíêöèÿ¿ èñïîëüçóåòñÿ ñëîâî ¾�óíêöèîíàë¿. Åñëè â êà÷åñòâå X
èñïîëüçóåòñÿ ïðîñòðàíñòâî N, òî âìåñòî ñëîâà ¾�óíêöèÿ¿ èñïîëüçóåòñÿ òåðìèí
¾ïîñëåäîâàòåëüíîñòü¿. Ïðè ýòîì àðãóìåíò �óíêöèè ïèøåòñÿ íå êàê îáû÷íî, â

ñêîáêàõ, à íèæíèì èíäåêñîì, íàïðèìåð: an, xn, Bn. Íàïðèìåð, êîãäà ðàññìàò-
ðèâàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn = 1/n, òî èìååòñÿ â âèäó �óíêöèÿ f(n) = n−1

ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ X = N è îáëàñòüþ èçìåíåíèÿ Y = R.

Ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèåì ¾íà¿ èëè ñþðúåêöèåé, åñëè Y = f(X), òî
åñòü îáëàñòü èçìåíåíèÿ ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì çíà÷åíèé, èëè, äðóãèìè ñëîâà-

ìè, åñëè äëÿ ëþáîãî y ∈ Y ñóùåñòâóåò x ∈ X òàêîå, ÷òî f(x) = y.
Ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ âçàèìíî îäíîçíà÷íûì îòîáðàæåíèåì èëè èíúåêöèåé, åñ-

ëè äëÿ ëþáîãî y ∈ E(f) ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå x ∈ X òàêîå, ÷òî f(x) = y.
Ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ áèåêöèåé, åñëè îíà ÿâëÿåòñÿ ñþðúåêöèåé è èíúåêöèåé

îäíîâðåìåííî. Â ïðèìåðå 1 âòîðàÿ �óíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ èíúåêöèåé, à òðåòüÿ �

áèåêöèåé.
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Îòìåòèì òàêæå, ÷òî �óíêöèÿ íàçûâàåòñÿ ïîñòîÿííîé, åñëè âî âñåõ òî÷êàõ

ìíîæåñòâà X îíà ïðèíèìàåò îäíî è òî æå çíà÷åíèå.

Ïðèìåð 2. Íà èçîáðàæåííûõ ñîîòâåòñòâèÿõ ìåæäó ìíîæåñòâàìè X è Y
óêàçàíî, ê êàêîìó êëàññó îíè îòíîñÿòñÿ.

X Y

• ◦
• ◦
• ◦
• ◦
• ◦

не сюръекция
не инъекция

X Y

• ◦
• ◦
• ◦
• ◦
• ◦

биекция

X Y

• ◦
• ◦
• ◦
•

◦
•

◦
◦

не сюръекция
инъекция

X Y

• ◦
• ◦
• ◦
• ◦
• ◦

не функция

Ïðèìåð 3. Ïóñòü X = Y = N.
Ôóíêöèè f1(x) = 2x, f2(x) = x+ 2 ÿâëÿþòñÿ èíúåêöèÿìè.
Ôóíêöèÿ, îïðåäåëÿåìàÿ ðàâåíñòâîì f(x) = x/2, åñëè x ÷åòíîå, è ðàâåí-

ñòâîì f(x) = x+ 1, åñëè x íå÷åòíîå, ÿâëÿåòñÿ ñþðúåêöèåé.

Ôóíêöèÿ, îïðåäåëÿåìàÿ ðàâåíñòâîì: f(x) = x, åñëè x > 17, ðàâåíñòâîì
f(x) = 18− x, åñëè x ≤ 17, ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé.

Ïðèìåð 4. Äëÿ îòîáðàæåíèé âèäà f : X → Y óêàçàíî, ê êàêîìó êëàññó îíè

îòíîñÿòñÿ:

a) X = N, Y = N, f(x) = x2 � èíúåêöèÿ;

b) X = N, Y = {0, 1}, f(x) =
1 + (−1)x

2
� ñþðúåêöèÿ;

c) X = (−∞; 0], Y = R, f(x) = x2 � èíúåêöèÿ.

�àññìîòðèì äâà îòîáðàæåíèÿ: f : X → Y è g : U → V. Åñëè E(f) ⊂ U, òî
ñòàíîâèòñÿ âîçìîæíûì ðàññìîòðåòü òàê íàçûâàåìîå ¾ñêâîçíîå îòîáðàæåíèå¿: g◦
f : X → V, òî åñòü �óíêöèþ, êîòîðàÿ êàæäîé òî÷êå x ∈ X ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå

òî÷êó g(f(x)) ∈ V. Ýòà �óíêöèÿ g(f(x)) è íàçûâàåòñÿ ñóïåðïîçèöèåé �óíêöèé

f(x) è g(x), èëè ñëîæíîé �óíêöèåé.

Åñëè ñëîæíàÿ �óíêöèÿ g ◦ f îêàçûâàåòñÿ òîæäåñòâåííîé, òî åñòü äëÿ ëþáîé
òî÷êè x ∈ X âåðíî ðàâåíñòâî g(f(x)) = x, òî g íàçûâàåòñÿ ëåâîé îáðàòíîé ê f.
Åñëè ïðè ýòîì è f ÿâëÿåòñÿ îáðàòíîé äëÿ g, òî �óíêöèè íàçûâàþòñÿ âçàèìíî

îáðàòíûìè.

Òåîðåìà î ñóùåñòâîâàíèè îáðàòíîé �óíêöèè. �àññìàòðèâàåòñÿ �óíêöèÿ

f : X → Y. Åñëè f ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé, òî ñóùåñòâóåò �óíêöèÿ g : Y → X,
êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ îáðàòíîé ê f, òî åñòü D(g) = E(f) = Y è g(f(x)) = x ∀x ∈
X. Ïðè ýòîì g ÿâëÿåòñÿ òàêæå áèåêöèåé, è ýòè �óíêöèè ÿâëÿþòñÿ âçàèìíî

îáðàòíûìè.
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Äëÿ öåëîãî ðÿäà �óíêöèé ñóùåñòâóåò äîãîâîðåííîñòü îá èõ îáëàñòè îïðå-

äåëåíèÿ. Îíè ðàññìàòðèâàþòñÿ â êóðñå ¾øêîëüíîé¿ ìàòåìàòèêè è íàçûâàþòñÿ

îñíîâíûìè ýëåìåíòàðíûìè �óíêöèÿìè. Ñâåäåíèÿ î íåêîòîðûõ èç íèõ ïðåäñòàâ-

ëåíû â ñëåäóþùåé òàáëèöå (p ∈ R, a > 0, a 6= 1).

Функция f(x) Dom (f) E(f) Обратная функция

синус sinx R [−1, 1] −

сужение синуса sinx [−π/2, π/2] [−1, 1] arcsin x

арксинус arcsin x [−1, 1] [−π/2, π/2] sin x (сужение)

косинус cosx R [−1, 1] −

сужение косинуса cosx [0, π] [−1, 1] arccos x

арккосинус arccos x [−1, 1] [0, π] cosx (сужение)

степенная xp (p > 0, p 6∈ N) [0, +∞) [0, +∞) x1/p

степенная xp (p < 0, p 6∈ Z) (0, +∞) (0, +∞) x1/p

корень кубический 3
√

x R R x3

показательная ax R (0, +∞) loga x

логарифмическая loga x (0, +∞) R ax

Åñëè çà�èêñèðîâàí êàêîé-ëèáî íàáîð �óíêöèé, íàçâàííûõ ýëåìåíòàðíûìè,

òî ýòîò íàáîð ìîæíî ðàñøèðèòü, åñëè êîíå÷íîå ÷èñëî ðàç (â ëþáîì ïîðÿäêå)

èñïîëüçîâàòü àðè�ìåòè÷åñêèå îïåðàöèè ñ �óíêöèÿìè, îïåðàöèè âçÿòèÿ ñóïåð-

ïîçèöèè è îáðàòíîé �óíêöèè, à òàêæå îïåðàöèè âçÿòèÿ ñóæåíèÿ �óíêöèè íà

ïðîìåæóòîê.

Îòìåòèì, ÷òî �óíêöèÿ f, îïðåäåëåííàÿ íà ìíîæåñòâå X ⊂ R, ñî çíà÷åíèÿìè
â R íàçûâàåòñÿ ÷åòíîé, åñëè:

1) äëÿ ëþáîãî x âåðíî, ÷òî x ∈ Dom(f) ⇔ −x ∈ Dom(f);

2) äëÿ ëþáîãî x ∈ Dom(f) âåðíî, ÷òî f(−x) = f(x).

Åñëè ðàâåíñòâî â óñëîâèè 2) çàìåíåíî íà f(−x) = −f(x), òî �óíêöèÿ íàçû-
âàåòñÿ íå÷åòíîé.

Ôóíêöèÿ f(x) íàçûâàåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé, åñëè ñóùåñòâóåò ÷èñëî T > 0 òàêîå,
÷òî:

1) äëÿ ëþáîãî x âåðíî, ÷òî x ∈ Dom(f) ⇔ x+ T ∈ Dom(f);

2) äëÿ ëþáîãî x ∈ Dom(f) âåðíî, ÷òî f(x+ T ) = f(x).
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Ç à ä à ÷ è ä ë ÿ ï ð à êòè÷ å ñ ê è õ ç à í ÿòèé

Óïð. 1.
◦
Hèæå èçîápàæåíû ãpà�èêè �óíêöèé f1 = −x2 − 2x+ 2, f2 = −2x2 +

4x+ 2, f3 = 2x2 − 4x+ 1, f4 = x2 − 3x+ 2. �àññòàâüòå íîìåpà �óíêöèé.

✲

✻

x

y

• ✲

✻

x

y

• ✲

✻

x

y

• ✲

✻

x

y

•

Óïð. 2.
◦
Íà ðèñóíêå èçîáðàæåíû ãðà�èêè äå�îðìàöèé ïàðàáîë, çàäàâàåìûõ ðà-

âåíñòâîì âèäà y = f(x), ãäå f(x) = ax2 + bx+ c. Íàïèøèòå ÿâíóþ �îðìóëó

äëÿ êàæäîé �óíêöèè (òî åñòü íàéäèòå êîý��èöèåíòû a, b, c) è ïîñòðîéòå

ñîîòâåòñòâóþùèé åé ãðà�èê.

✲

✻

x

y

y = f(x − 2)

• ✲

✻

x

y

y = f(x) + 2

• ✲

✻

x

y

y = f(x)/2

•

Óïð. 3.
◦
Íà ðèñóíêå èçîáðàæåíû ãðà�èêè ëîãàðè�ìè÷åñêèõ �óíêöèé âèäà y =

loga(x+ b). Â êàæäîì ñëó÷àå íàéäèòå çíà÷åíèÿ ÷èñåë a è b.

✲

✻

x

y

• ✲

✻

x

y

• ✲

✻

x

y

•

Óïð. 4. Ïîñòðîéòå ãðà�èêè �óíêöèé: f1 = 2 sin
(

x− π

3

)

, f2 = sin
(

2x− π

2

)

,

f3(x) = 2 sin2
(
π

4
− x
)

, f4(x) = tg
(

x+
π

4

)

.
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Óïð. 5.
◦
Íà ðèñóíêå èçîáðàæåíû ãðà�èêè äðîáíî-ëèíåéíûõ �óíêöèé âèäà y =

ax+ b

x− x⋆
. Â êàæäîì ñëó÷àå íàéäèòå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ a, b è x⋆.

✲

✻

x

y

• ✲

✻

x

y

• ✲

✻

x

y

•

Óïð. 6. Ïîñòðîéòå ãðà�èêè ñëåäóþùèõ �óíêöèé: f1 = x3, f2 = 2x−1 + 1,
f3 = x2 +2x, x ≥ −1, f4 = x2, x ≤ 0, f5 = log2(x− 1)+ 1, f6 = 3

√
x− 1.

Óïð. 7.
◦
Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ X ñîâïàäàåò ñ åñòåñòâåííîé

îáëàñòüþ çàäàíèÿ Dom(f), åñëè îíà íå óêàçàíà ñïåöèàëüíî, à îáëàñòü èçìåíå-
íèÿ Y ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì çíà÷åíèé E(f), äëÿ �óíêöèé èç ïðåäûäóùåãî

óïðàæíåíèÿ íàïèøèòå îáðàòíóþ �óíêöèþ è óêàæèòå åå îáëàñòü îïðåäåëå-

íèÿ.

Óïð. 8. Äëÿ �óíêöèé f1 − f6 óïð. 6 íàðèñóéòå ãðà�èêè îáðàòíûõ �óíêöèé.

Óïð. 9. Íèæå èçîáðàæåíû ãðà�èêè �óíêöèé f1 = log2(x+1), f2 = x3−1, f3 =
21−x, f4 = 2x−1 − 1. �àññòàâüòå íîìåðà ýòèõ �óíêöèé íà ãðà�èêàõ âåðõíåãî

ðÿäà. Óêàæèòå äëÿ êàæäîé èõ íèõ îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ è ìíîæåñòâî çíà-

÷åíèé. Åùå íèæå èçîáðàæåíû ãðà�èêè îáðàòíûõ �óíêöèé. Óêàæèòå, êàêèì

�óíêöèÿì èç âåðõíåãî ðÿäà îíè ñîîòâåòñòâóþò. Íàïèøèòå äëÿ íèõ ÿâíóþ

�îðìóëó.

✲

✻

x

y

•
✲

✻

x

y

•
✲

✻

x

y

•
✲

✻

x

y

•

✲

✻

x

y

•
✲

✻

x

y

•
✲

✻

x

y

•
✲

✻

x

y

•
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Óïð. 10. Ïîñòðîéòå ãðà�èêè �óíêöèé: f1 =
1

x
, f2 =

1

2x− 1
, f3 = 22x−1,

f4 = log3(2x+3), f5 = (2x− 1)3, f6 = 3
√
2x+ 3. Óêàæèòå îáðàòíûå �óíê-

öèè è ïîñòðîéòå èõ ãðà�èêè.

Óïð. 11. Íèæå èçîáðàæåíû ãðà�èêè ýëåìåíòàðíûõ �óíêöèé: f1 = sin
1

x
,

f2 = x sin
1

x
, f3 =

sin(ln |x|)
x

, f4 =
sin x2

ln |x| , f5 = ln(1 + sinx), f6 = tg x.

�àññòàâüòå íîìåðà ýòèõ �óíêöèé íà ãðà�èêàõ. Óêàæèòå äëÿ êàæäîé èõ íèõ

îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ è ìíîæåñòâî çíà÷åíèé. Êàêèå èç ýòèõ �óíêöèé ÷åòíûå,

à êàêèå íå÷åòíûå? Êàêèå èç ýòèõ �óíêöèé ïåðèîäè÷åñêèå?

✲

✻

✲

✻

x

y

x

y

•

π π−π −π

2

−2

2

−2

4

−4 −4

• •

✲

✻

✲

✻

x

y

x

y

•

π

2

π

2
−π

2
−π

2

1

−1

• •

✲

✻

✲

✻

x

y

x

y

•

π
π

2
−π −π

2

2

• •
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Óïð. 12.
◦

Íà èçîáðàæåííûõ ñîîòâåòñòâèÿõ ìåæäó ìíîæåñòâàìè X è Y
óêàæèòå, ê êàêîìó êëàññó îíè îòíîñÿòñÿ.

X Y

• ❛

• ❛

• ❛

• ❛

• ❛

X Y

• ⋆

• ⋆
• ⋆

• ⋆
• ⋆

X Y

• ◦
• ◦
• ◦
• ◦

• ◦

X Y

• ⋆
• ⋆
• ⋆
• ⋆

• ⋆

Óïð. 13.
◦

ßâëÿþòñÿ ëè îòîáðàæåíèÿ f : X → Y áèåêöèÿìè, ñþðúåêöèÿìè

èëè èíúåêöèÿìè, åñëè:

a) X = Z, Y = Z, f(x) = x3; b) X = N, Y = N, f(x) = x2;

c) X = Z, Y = Z, f(x) = (−1)xx; d) X = N, Y = R, f(x) = 1/x.

e) X = R, Y = R, f(x) = x3; f) X = (−∞; 0), Y = X, f(x) = 1/x.

Åñëè ñóùåñòâóåò îáðàòíîå îòîáðàæåíèå, òî óêàæèòå åãî.

Óïð. 14. Óêàæèòå êàêóþ-ëèáî áèåêöèþ f : X → Y, ãäå X = {−2,−1, 0, 1, 2},
Y = X, à ñîîòâåòñòâèå f òàêîâî, ÷òî f(−2) = 2, f(−1) = 1, f(0) = 0 (òî åñòü
íàäî óêàçàòü çíà÷åíèÿ f â îñòàâøèõñÿ òî÷êàõ).

Î ò â å ò û

Óïð. 1. Ñëåâà íàïðàâî: 4, 2, 3, 1. Óïð. 2.

x2

3
− 2x

3
− 1, −x

2

2
+ x + 1, x2 + 3x − 4.

Óïð. 3. (a; b) = (3; 3), (1/2;−1), (1/4; 4). Óïð. 5. (a, b, x⋆) = (2, 2, 1), (−1, 2,−1),
(1,−4, 3). Óïð. 7. g1 = 3

√
x, x ∈ R; g2 = f5, x > 1; g3 =

√
1 + x− 1, x ≥ −1; g4 =

−√
x, x ≥ 0; g5 = f2, x ∈ R; g6 = 1 + x3, x ∈ R. Óïð. 12. ñëåâà íàïðàâî: íå

èíúåêöèÿ, íå ñþðúåêöèÿ; áèåêöèÿ; íå èíúåêöèÿ, íå ñþðúåêöèÿ; íå �óíêöèÿ.

Óïð. 13. a) èíúåêöèÿ, íå ñþðúåêöèÿ, b) èíúåêöèÿ, íå ñþðúåêöèÿ, c) áèåêöèÿ (g ≡ f),
d) èíúåêöèÿ, íå ñþðúåêöèÿ, e) áèåêöèÿ (g = 3

√
x), f) áèåêöèÿ (g ≡ f).
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3. Ëîãè÷åñêèå �óíêöèè

Ñàìûì ïðîñòûì ìíîæåñòâîì, íà êîòîðîì ìîæíî çàäàòü íåòðèâèàëüíûå �óíê-

öèè, ÿâëÿåòñÿ äâóõòî÷å÷íîå ìíîæåñòâî. Ïóñòü ýòèìè äâóìÿ òî÷êàìè ÿâëÿþòñÿ

ñèìâîëû ¾0¿ è ¾1¿.

Ôóíêöèè íà äâóõòî÷å÷íîì ìíîæåñòâå

�àññìîòðèì ìíîæåñòâî X = {0, 1} è âñå âîçìîæíûå �óíêöèè, çàäàííûå íà íåì
è ïðèíèìàþùèå òå æå çíà÷åíèÿ. Òàêèõ �óíêöèé, êðîìå òîæäåñòâåííîé, âñåãî

òðè: äâå ïîñòîÿííûå è îäíà � ìåíÿþùàÿ çíà÷åíèå. Îíè èìåþò ñîîòâåòñòâóþùèå

íàçâàíèÿ: èñòèíà, ëîæü è îòðèöàíèå. Çàäàòü ýòè �óíêöèè ìîæíî ñ ïîìîùüþ òàê

íàçûâàåìûõ òàáëèö èñòèííîñòè, òî åñòü áóêâàëüíûì óêàçàíèåì, êàêîå çíà÷åíèå

ïðèíèìàåò �óíêöèÿ â êàæäîé òî÷êå.

èñòèíà

x f(x)

0 1

1 1

ëîæü

x f(x)

0 0

1 0

îòðèöàíèå ¬x
x f(x)

0 1

1 0

Äâóìåñòíûå �óíêöèè ÿâëÿþòñÿ �óíêöèÿìè äâóõ ïåðåìåííûõ, èëè, êàê ãî-

âîðÿò, �óíêöèÿìè ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ, ÿâëÿþùåéñÿ ïðÿìûì ïðîèçâåäå-

íèåì ìíîæåñòâ, êîòîðûå ïðîáåãàåò êàæäàÿ èç ïåðåìåííûõ. Â äàííîì ñëó÷àå

Dom f = X×X. Âñå äâóìåñòíûå �óíêöèè èìåþò òàêæå ñâîè íàçâàíèÿ è òàêæå
çàäàþòñÿ òàáëèöàìè èñòèííîñòè.

äèçúþíêöèÿ: x1 ∨ x2

x1 x2 f(x1, x2)

0 0 0

0 1 1

1 0 1

1 1 1

êîíúþíêöèÿ: x1 ∧ x2

x1 x2 f(x1, x2)

0 0 0

0 1 0

1 0 0

1 1 1

èìïëèêàöèÿ: x1 ⇒ x2

x1 x2 f(x1, x2)

0 0 1

0 1 1

1 0 0

1 1 1

Îòìåòèì åùå ðàç, ÷òî ¾1¿ è ¾0¿ ÿâëÿþòñÿ â äàííîì ñëó÷àå ñèìâîëàìè è

ìîãóò áûòü çàìåíåíû ëþáûìè äðóãèìè ñèìâîëàìè, íàïðèìåð ¾t¿ (true) è ¾f¿

(false), èëè ñîîòâåòñòâåííî íà ðóññêîì ÿçûêå � ¾è¿ (èñòèíà) è ¾ë¿ (ëîæü).

�àçãîâîð î ëîãèêå, êîòîðûé ìîæíî ïðîïóñòèòü

Ëîãèêè áûâàþò ðàçíûå: áûòîâàÿ ëîãèêà, ¾æåëåçíàÿ¿, äèàëåêòè÷åñêàÿ è äðóãèå.

Ñóùåñòâóåò ëîãèêà òîãî ÿçûêà, íà êîòîðîì ìû ãîâîðèì, è ýòà ëîãèêà ïîä÷èíÿåò-

ñÿ äðóãèì çàêîíàì, íåæåëè ìàòåìàòè÷åñêàÿ. Íàïðèìåð, èñòèííîñòü îòðèöàíèÿ

îòðèöàíèÿ äàëåêî íå âñåãäà ñîâïàäàåò ñ èñòèííîñòüþ ñàìîãî âûñêàçûâàíèÿ, ïðè-

íàäëåæíîñòü íà áûòîâîì ÿçûêå îçíà÷àåò íå òî æå ñàìîå, ÷òî ïðèíàäëåæíîñòü

â ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêå, è òàê äàëåå.
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Íî ãëàâíîå, ÷òî ðàçëè÷àåò ýòè ëîãèêè, � ýòî �îðìàëüíàÿ öåëü, ïðàâèëà âû-

âîäà è êðèòåðèé âîçìîæíîñòè èõ èñïîëüçîâàíèÿ. Äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêè

òàêèì êðèòåðèåì ÿâëÿþòñÿ �îðìàëüíûå ïîíÿòèÿ èñòèíû (è) è ëæè (ë), à öå-

ëüþ � âûâîäèìîñòü �îðìóë. Äëÿ ëîãèêè �àêòà, íàïðèìåð, êðèòåðèåì ÿâëÿåòñÿ

¾áûëî¿ èëè ¾íå áûëî¿, à öåëüþ � ïîñòðîåíèå òîé èëè èíîé êëàññè�èêàöèè �àê-

òîâ. Äëÿ ëîãèêè óáåæäåíèé, ñ êîòîðîé, ê ñîæàëåíèþ, ìû ñòàëêèâàåìñÿ ÷àùå,

÷åì ñ äðóãèìè òèïàìè ëîãèê, öåëüþ ÿâëÿåòñÿ ïîáåäà â ñïîðå, à èñïîëüçóåìûå

ïðàâèëà ñ÷èòàþòñÿ õîðîøèìè (êîððåêòíûìè â ðàìêàõ äàííîé ëîãèêè), åñëè îíè

äîñòèãàþò ýòîé öåëè.

Ëîãèêè ðàçëè÷àþòñÿ è èñïîëüçóåìûìè ÿçûêàìè; è ïðèíöèïèàëüíîå ðàçëè-

÷èå ìåæäó ÿçûêîì ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêè è ÿçûêîì ÷åëîâå÷åñêîãî îáùåíèÿ

ñîñòîèò, â ÷àñòíîñòè, â òîì, ÷òî ïåðâûé îïåðèðóåò ñ òàê íàçûâàåìûìè àòîìàìè,

ýëåìåíòàðíûìè âûñêàçûâàíèÿìè, î êîòîðûõ ìû ìîæåì äîãîâîðèòüñÿ: èñòèí-

íû îíè èëè ëîæíû. Âî âòîðîì æå ñëó÷àå ìû ðàáîòàåì ñ ïîíÿòèÿìè, êîòîðûå

äàëåêî íå âñåãäà êîíå÷íîçíà÷íû è, áîëåå òîãî, êàê ïðàâèëî, èìåþò ìíîæåñòâî

íåóñòðàíèìûõ îòòåíêîâ.

Äðóãîå ñóùåñòâåííîå ðàçëè÷èå, ñ êîòîðîãî ìû è íà÷íåì, ñîñòîèò â õàðàêòåðå

èñïîëüçóåìûõ îïðåäåëåíèé. Â ¾îáû÷íîé¿ ëîãèêå ìû îïðåäåëÿåì èëè ñòàðàåìñÿ

îïðåäåëèòü (èëè äåëàåì âèä, ÷òî ñòàðàåìñÿ îïðåäåëèòü) âñå èñïîëüçóåìûå ïî-

íÿòèÿ, è çà÷àñòóþ ýòè îïðåäåëåíèÿ ðàçíîðîäíû äàæå â ðàìêàõ îäíîãî è òîãî

æå òåêñòà: èíîãäà îíè íîñÿò îïèñàòåëüíûé õàðàêòåð, èíîãäà óêàçûâàþò ëèøü

õàðàêòåðíûå ñâîéñòâà îáúåêòà, èíîãäà ïðàâèëà åãî �óíêöèîíèðîâàíèÿ. Êðîìå

òîãî, îäíèì èç õàðàêòåðíûõ íåäîñòàòêîâ ïðè ïîñòðîåíèè òîé èëè èíîé òåîðèè

ÿâëÿåòñÿ ¾ïîðî÷íûé êðóã¿ � òàê íàçûâàåòñÿ öåïî÷êà îïðåäåëåíèé, â êîòîðîé

íåêîòîðûé òåðìèí îïðåäåëÿåòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì äðóãèõ, êîòîðûå, â ñâîþ î÷å-

ðåäü, îïèñûâàþòñÿ ñ ïîìîùüþ òðåòüèõ, è òàê äàëåå, ïîêà â öåïî÷êå îïðåäåëå-

íèé âíîâü íå ïîÿâèòñÿ ïåðâîíà÷àëüíîå ïîíÿòèå. Ýòî íå âñåãäà ïëîõî â îáû÷íîì

ÿçûêå, îäíàêî â ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêå ýòî íåäîïóñòèìî. Ïîýòîìó â ìàòåìà-

òèêå ñóùåñòâóåò öåëûé ðÿä ¾àêñèîìàòè÷åñêèõ¿, íåîïðåäåëÿåìûõ ïîíÿòèé, èç

êîòîðûõ êîíñòðóèðóþòñÿ îñòàëüíûå.

Àòîìàðíûå âûñêàçûâàíèÿ

Îäíèì èç ñïîñîáîâ ïîëó÷àòü âûñêàçûâàíèÿ, òî åñòü �ðàçû, î êîòîðûõ ìîæíî

îïðåäåëåííî ñêàçàòü, èñòèííû îíè èëè ëîæíû, ÿâëÿåòñÿ äåäóêòèâíûé ìåòîä, òî

åñòü ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ñëîæíûõ âûñêàçûâàíèé èç ïðîñòåéøèõ èëè àòîìàðíûõ.

Àòîìàðíûì (ýëåìåíòàðíûì) âûñêàçûâàíèåì ìû íàçûâàåì �ðàçó, ïðèïèñûâà-

íèå êîòîðîé îäíîãî èç äâóõ çíà÷åíèé, ¾è¿ èëè ¾ë¿, ëèáî çàðàíåå îáúÿâëåíî,

ëèáî âûòåêàåò èç ñìûñëà ýòîé �ðàçû è íå âûçûâàåò ñîìíåíèé íè ó êîãî èç òåõ,

êòî ýòó �ðàçó ÷èòàåò. Íàïðèìåð, âûñêàçûâàíèÿ A : 〈Èäåò äîæäü〉 è B : 〈ß
ñèæó äîìà〉 ìû íå ìîæåì ñ÷èòàòü, âîîáùå ãîâîðÿ, âûñêàçûâàíèÿìè, ê êîòîðûì

ïðèìåíèìû ïðàâèëà �îðìàëüíîé ëîãèêè, ïîñêîëüêó íå îïðåäåëåíî âðåìÿ äåé-

ñòâèÿ, à â ïåðâîì ñëó÷àå è ìåñòî äåéñòâèÿ. Òåì íå ìåíåå âîçìîæíî ñîñòàâèòü

ñëîæíîå èëè ñîñòàâíîå âûñêàçûâàíèå òèïà A ⇒ B : 〈Åñëè çàâòðà áóäåò èäòè

äîæäü, òî ÿ áóäó ñèäåòü äîìà.〉
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Èñïîëüçóåìûå â îáû÷íîé æèçíè ïðîñòûå âûñêàçûâàíèÿ, â îòëè÷èå îò ìàòå-

ìàòè÷åñêèõ, ðåäêî ÿâëÿþòñÿ ¾àáñîëþòíûìè¿, òî åñòü òàêèìè, ÷òî èõ èñòèííîñòü

èëè ëîæíîñòü áåññïîðíà è îäíîçíà÷íà âî âñå âðåìåíà, ïðè ëþáûõ îáñòîÿòåëü-

ñòâàõ. Òàêîå îòëè÷èå îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî áûòîâûå ïîíÿòèÿ ðåäêî áûâàþò àá-

ñîëþòíî îò÷åòëèâûìè. Íàïðèìåð, íå âñåãäà òî÷íî ìû ñìîæåì îïðåäåëèòü, áûë

äîæäü èëè íåò, èìåííî ñåãîäíÿ èëè íåò. Êðîìå òîãî, ïðîòèâîðå÷èâîñòü ìîæåò

áûòü è ¾âíóòðåííåé¿, ïðè âñåé êàæóùåéñÿ îò÷åòëèâîñòè ñàìèõ ïîíÿòèé.

Ñî�èçì ¾äåðåâåíñêèé ïàðèêìàõåð¿. �àññìîòðèì äåðåâåíñêîãî ïàðèêìàõåðà, êî-

òîðûé áðååò âñåõ òåõ, è òîëüêî òåõ, êîòîðûå íå áðåþòñÿ ñàìè. ßâëÿåòñÿ ëè

âûñêàçûâàíèåì (òî åñòü ìîæíî ëè ñêàçàòü, èñòèííî îíî èëè íåò) ñëåäóþùåå

óòâåðæäåíèå 〈Äåðåâåíñêèé ïàðèêìàõåð áðååò ñåáÿ ñàì〉?
Ñî�èçì Ýïèìåíèäà (VI â. äî í.ý.). (Äëÿ ïîíèìàíèÿ ñî�èçìà íåîáõîäèìî çíàòü,

÷òî Ýïèìåíèä � æèòåëü Êðèòà.) Èñòèííî èëè íåò ñëåäóþùåå âûñêàçûâàíèå

Ýïèìåíèäà 〈Âñå êðèòÿíå � ëæåöû〉?
Ïàðàäîêñ Ýâáóëèäà (IV â. äî í.ý.). Èñòèííî èëè íåò ñëåäóþùåå âûñêàçûâàíèå

〈Âûñêàçûâàíèå, êîòîðîå ÿ ñåé÷àñ ïðîèçíîøó, ëîæíî〉?
Ñëîæíîå âûñêàçûâàíèå

Ñëîæíûì, èëè ñîñòàâíûì, âûñêàçûâàíèåì ìû íàçûâàåì âûñêàçûâàíèå, êîòîðîå

ìîæíî ïîëó÷èòü èç àòîìàðíûõ âûñêàçûâàíèé ñ ïîìîùüþ ëîãè÷åñêèõ îïåðàöèé.

Íàïðèìåð:

P = 〈A ∧ B〉, Q = 〈(A∧B)∨A〉, R = 〈¬(A ∨B)⇒ ((A∧ B)∨A)〉 � ÿâëÿ-

þòñÿ ñîñòàâëåííûìè èç àòîìàðíûõ âûñêàçûâàíèé A è B ñ ïîìîùüþ óêàçàííûõ

ëîãè÷åñêèõ îïåðàöèé.

Òàáëèöû èñòèííîñòè ïîçâîëÿþò óçíàòü, êàêèå çíà÷åíèÿ ïðèíèìàþò óêàçàí-

íûå âûñêàçûâàíèÿ â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèé âûñêàçûâàíèé A è B.

A B P = A ∧ B Q = (A ∧ B) ∨ A R = ¬(A ∨ B)⇒ ((A ∧ B) ∨A)

0 0 0 0 0

0 1 0 0 1

1 0 0 1 1

1 1 1 1 1

Ñëîæíûå âûñêàçûâàíèÿ ìû íàçûâàåì ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè íà ìíîæåñòâå

çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ � ýëåìåíòàðíûõ âûñêàçûâàíèé � îíè ïðèíèìàþò îäèíà-

êîâûå çíà÷åíèÿ.

Èç ïîñòðîåííîé âûøå òàáëèöû ìû ìîæåì çàêëþ÷èòü, ÷òîQ ≡ A èR ≡ A∨B.
Âûñêàçûâàíèÿ è âûñêàçûâàòåëüíûå �óíêöèè

Íåêîòîðûå �ðàçû íå ÿâëÿþòñÿ âûñêàçûâàíèÿìè, îäíàêî ñîäåðæàò ïåðåìåííóþ,

êîòîðîé ìîæíî ïðèïèñàòü òî èëè èíîå çíà÷åíèå, ïîñëå ÷åãî �ðàçà ñòàíîâèò-

ñÿ âûñêàçûâàíèåì. Íàïðèìåð, �ðàçà P(n) = 〈n > 3〉 çàâèñèò îò ïåðåìåííîé
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n, è, ïîêà çíà÷åíèå ýòîé ïåðåìåííîé íå óêàçàíî, íåëüçÿ íè÷åãî ñêàçàòü ïðî

èñòèííîñòü. Â òàêèõ ñëó÷àÿõ ãîâîðÿò, ÷òî çàäàíà âûñêàçûâàòåëüíàÿ �óíêöèÿ.

Â äàííîì ïðèìåðå âûñêàçûâàòåëüíàÿ �óíêöèÿ P(n) ÿâëÿåòñÿ �óíêöèåé îäíîé
ïåðåìåííîé, íî, ðàçóìååòñÿ, ëåãêî ïîñòðîèòü è �óíêöèè äâóõ, òðåõ, íåñêîëüêèõ

ïåðåìåííûõ. Íàïðèìåð, R(n, x) = 〈n + x2 < 0〉. Ïåðåéòè îò âûñêàçûâàòåëüíîé

�óíêöèè ê âûñêàçûâàíèþ ìîæíî íåñêîëüêèìè ñïîñîáàìè, èç êîòîðûõ ïåðâûé

� ñàìûé îáû÷íûé.

1◦. Âçÿòèå çíà÷åíèÿ �óíêöèè â êîíêðåòíîé òî÷êå. Íàïðèìåð, P(5) = 〈5 >
3〉 = è , R(−3,

√
10) = 〈−3 + 10 < 0〉 = ë . Ïèøóò òàêæå 〈n > 3 ïðè n = 5〉.

2◦. Ïåðåõîä îò âûñêàçûâàòåëüíîé �óíêöèè P(n) ê âûñêàçûâàíèþ, êîòîðîå

èñòèííî â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà ñóùåñòâóåò êîíêðåòíîå çíà÷åíèå

n = no èç îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ �óíêöèè òàêîå, ÷òî P(no) ÿâëÿåòñÿ âåðíûì âû-

ñêàçûâàíèåì. Ýòîò ïåðåõîä îáîçíà÷àåòñÿ òàê: 〈∃n : P(n)〉. Ñèìâîë (çíà÷îê) ∃
íàçûâàåòñÿ êâàíòîðîì ñóùåñòâîâàíèÿ, à ñàì ïåðåõîä � îïåðàöèåé ñâÿçûâàíèÿ

ïåðåìåííîé ñ ïîìîùüþ êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ èëè � íåñêîëüêî óïðîùåííî

� îïåðàöèåé íàâåøèâàíèÿ êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ. Íàïðèìåð, 〈∃a : a2 = 3〉.
×èòàåòñÿ ýòî òàê: ¾Cóùåñòâóåò a òàêîå, ÷òî a â êâàäðàòå ðàâíî òðåì¿. Íàâåøè-
âàíèå êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ ìîæíî ïðîèçâåñòè è äëÿ �óíêöèé íåñêîëüêèõ

ïåðåìåííûõ. Ïðè ýòîì èíîãäà ñòàâèòñÿ äâîéíîé êâàíòîð, ÷òîáû ïîä÷åðêíóòü

ìíîæåñòâåííîå ÷èñëî. Íàïðèìåð, 〈∃∃n, x : R(n, x)〉 = 〈∃∃n, x : n + x2 < 0〉.
×èòàåòñÿ ýòî òàê: ¾Cóùåñòâóþò n è x òàêèå, ÷òî n+ x2 < 0¿.

Ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå íå âïîëíå êîððåêòíî: íå ñëèøêîì ïîíÿòíî, êàêîå n
ìîæíî áðàòü. ×òîáû èçáàâèòüñÿ îò ýòîé íåîïðåäåëåííîñòè, îáû÷íî ñðàçó óêàçû-

âàþò îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ïåðåìåííîé. Ïðè ýòîì çíà÷åíèå âûñêàçûâàíèÿ ìîæåò,

ðàçóìååòñÿ, èçìåíèòüñÿ â çàâèñèìîñòè îò âûáîðà îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ. Íàïðè-

ìåð, 〈∃∃n ∈ N, x ∈ R : n+x2 < 0〉 = ë. 〈∃∃n ∈ Z, x ∈ R : n+x2 < 0〉 = è. Êðîìå

òîãî, êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ ìîæíî íàâåøèâàòü ïîî÷åðåäíî, ïðè÷åì íå âàæíî,

â êàêîì ïîðÿäêå: 〈∃∃n ∈ N, x ∈ R : R(n, x)〉 = 〈∃n ∈ N : ∃x ∈ R : R(n, x)〉 =
〈∃x ∈ R : ∃n ∈ N : R(n, x)〉.

3◦. Ïåðåõîä îò âûñêàçûâàòåëüíîé �óíêöèè P(n) ê âûñêàçûâàíèþ, êîòîðîå

èñòèííî â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà äëÿ âñåõ çíà÷åíèé ïåðåìåííîé

n = no èç îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ DomP �óíêöèè P = P(n) âåðíî êîíêðåòíîå

âûñêàçûâàíèå P(no). Ýòîò ïåðåõîä îáîçíà÷àåòñÿ òàê: 〈∀n, P(n)〉. Ñèìâîë ∀ íà-
çûâàåòñÿ êâàíòîðîì îáùíîñòè. Íàïðèìåð, 〈∀a : a2 + 1 > 0〉. ×èòàåòñÿ ýòî òàê:

¾Äëÿ ëþáîãî a âåðíî, ÷òî a â êâàäðàòå ïëþñ îäèí áîëüøå íóëÿ.¿
Ïðè ðàáîòå ñ êâàíòîðíûìè âûñêàçûâàíèÿìè ìîæíî èñïîëüçîâàòü ðÿä ñâîéñòâ

è ñîãëàøåíèé.

Ñ î ã ë à ø å í è ÿ

1. Ñîãëàøåíèå îá îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ. Åñëè èç êîíòåêñòà ÿñíî, î

êàêîé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ èäåò ðå÷ü, òî óêàçàíèå íà íåå ìîæíî îïóñòèòü.

Íàïðèìåð, 〈∀x ∈ R : sin 2x = 2 sinx cos x〉 òî æå ñàìîå, ÷òî è 〈∀x : sin 2x =
2 sinx cosx〉. Îáû÷íî ýòî äåëàþò â òîì ñëó÷àå, êîãäà âûñêàçûâàòåëüíàÿ �óíê-
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öèÿ ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåííî èñòèííîé íà îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ. Îäíàêî íå ñòîèò

óáèðàòü îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ â âûñêàçûâàíèè 〈∀x ∈ (0,+∞) : x+ 1/x > 0〉.
2. Ñîãëàøåíèå î êâàíòîðå îáùíîñòè. Êâàíòîð îáùíîñòè, ñòîÿùèé ñíà-

ðóæè (âïåðåäè), ìîæíî îïóñòèòü, åñëè ïåðåä ýòèì áûëî ðåàëèçîâàíî ïåðâîå

èç ñîãëàøåíèé îá îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ. Íàïðèìåð, âûñêàçûâàíèå 〈sin 2x =
2 sinx cosx〉 îáû÷íî âîñïðèíèìàåòñÿ êàê òîæäåñòâî, ñïðàâåäëèâîå áåç âñÿêèõ

îãðàíè÷åíèé.

3. Ñîãëàøåíèå î ñêîáêàõ è çíàêàõ ïðåïèíàíèÿ. Ñêîáêè, âíóòðè êî-

òîðûõ ñòîèò îãðàíè÷åíèå íà ïåðåìåííóþ, ìîæíî îïóñòèòü. Òðåóãîëüíûå (èëè

�èãóðíûå) ñêîáêè, êîòîðûìè çàêëþ÷åíà âûñêàçûâàòåëüíàÿ �óíêöèÿ, ìîæíî

çàìåíèòü êðóãëûìè èëè êâàäðàòíûìè èëè îïóñòèòü âîâñå, îòäåëèâ âûñêàçûâà-

òåëüíóþ �óíêöèþ îò îãðàíè÷åíèé âåðòèêàëüíîé ÷åðòîé èëè äâîåòî÷èåì. Çàïÿ-

òûå ïðè ýòîì îáû÷íî íå ñòàâÿòñÿ. Íàïðèìåð, 〈∀x(x ∈ R), 〈sinx − x2 < 1〉〉 =
〈∀x ∈ R : sinx− x2 < 1 〉.

Ñ â î é ñ ò â à ê â à í ò î ð î â

1. Îäíîèìåííûå ñîñåäíèå êâàíòîðû â ïðîñòîì êâàíòîðíîì âûñêà-

çûâàíèè ìîæíî ïåðåñòàâëÿòü.

Íàïðèìåð: 〈∀x∀y : x2 + y2 ≥ 0〉 = 〈∀y ∀x : x2 + y2 ≥ 0〉.
2. Ïðè ïåðåíåñåíèè (ïåðåñòàíîâêå) êâàíòîðà îáùíîñòè íàëåâî ïî-

ëó÷àåòñÿ âûñêàçûâàíèå, ÿâëÿþùååñÿ ñëåäñòâèåì ïåðâîíà÷àëüíîãî. Òî

åñòü ëèáî çíà÷åíèå âûñêàçûâàíèÿ íå èçìåíèòñÿ, ëèáî ëîæíîå ñòàíåò èñòèííûì.

Íàïðèìåð: 〈∃M > 0 ∀x > 0 : x2 ≥M〉 = ë; 〈∀x > 0 ∃M > 0 : x2 ≥M〉 = è.

3. Ïðè ïåðåíåñåíèè (ïåðåñòàíîâêå) êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ íàëå-

âî ïåðâîíà÷àëüíîå âûñêàçûâàíèå ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ïîëó÷åííîãî.

Òî åñòü ëèáî çíà÷åíèå âûñêàçûâàíèÿ íå èçìåíèòñÿ, ëèáî èñòèííîå ñòàíåò ëîæ-

íûì. Íàïðèìåð: 〈∀ε > 0 ∃δ > 0 : 0 < δ < ε〉 = è; 〈∃δ ∀ε : 0 < δ < ε〉 = ë.

Ç à ä à ÷ è ä ë ÿ ï ð à êòè÷ å ñ ê è õ ç à í ÿòèé

Óïð. 1.
◦
Êàêèå èç óêàçàííûõ âûñêàçûâàíèé ÿâëÿþòñÿ èñòèííûìè?

A: Äëÿ ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî x è ëþáîãî ÷èñëà y ñóììà x+y ïîëîæèòåëüíà.

B: Ñóùåñòâóåò x òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî y ñóììà x+y ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëü-

íûì ÷èñëîì.

C: Äëÿ ëþáîãî x ñóùåñòâóåò y òàêîå, ÷òî ñóììà x+y ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëü-

íûì ÷èñëîì.

D: Äëÿ ëþáîãî öåëîãî n è ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà k ñóììà n+ k ÿâëÿåòñÿ
íàòóðàëüíûì ÷èñëîì.

E: Ñóùåñòâóåò öåëîå n òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî k ñóììà n + k
ÿâëÿåòñÿ íàòóðàëüíûì ÷èñëîì.

F : Äëÿ ëþáîãî öåëîãî n ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíîå k òàêîå, ÷òî ñóììà n + k
ÿâëÿåòñÿ íàòóðàëüíûì ÷èñëîì.
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Óïð. 2.
◦
Êàêèå èç óêàçàííûõ âûñêàçûâàíèé ÿâëÿþòñÿ ëîæíûìè?

A = 〈∀z ∈ Z ∀q ∈ Q : z − q2 ∈ Q〉; B = 〈∀z ∈ Z ∃q ∈ Q : z − q2 < 0〉;
C = 〈∃z ∈ Z ∀q ∈ Q : z − q2 = q〉; D = 〈∀z ∈ Z ∃q ∈ Z : z − q2 = z2〉;
E = 〈∃q ∈ Z ∀z ∈ Z : z − q2 = z2〉; F = 〈∃q ∈ N ∀z ∈ N : z − q2 < z2〉.

Óïð. 3.
◦
Êàêèå èç óêàçàííûõ âûñêàçûâàíèé ÿâëÿþòñÿ èñòèííûìè?

A = 〈∀k ∈ Z ∀n ∈ N :
√
n+ k ∈ R〉; B = 〈∀n ∈ Z ∃k ∈ N :

√
n+ k ∈ R〉;

C = 〈∃n ∈ N ∀k ∈ N :
√
n+ k ∈ N〉; D = 〈∀n ∈ N ∃k ∈ N :

√
n+ k ∈ N〉;

E = 〈∃k ∈ N ∀n > k :
√
n− k ∈ Q〉; F = 〈∀k ∈ N ∃n ∈ N :

√
n− k ∈ Q〉.

Óïð. 4.
◦
Ïðî÷èòàéòå âñëóõ óòâåðæäåíèÿ è ñêàæèòå, êàêèå èç íèõ ñïpàâåä-

ëèâû (òî åñòü èñòèííû). Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî A, B ⊂ X, ãäå X � íåêîòîðîå

òîòàëüíîå ïðîñòðàíñòâî:

a) ∀A∀B : A ∩B ⊂ A; b) ∀A∃B : A ∪B ⊂ A;
c) ∃A∀B : A \B ⊂ A ∪B; d) ∃A∀B : A ∪B = X ;

e) ∃A∃B : A ∪B = Ø. f) ∀A∀B : Ac ∪B = Ø.

Óïð. 5.
◦
Óêàæèòå, êàêèå èç ñëåäóþùèõ óòâåpæäåíèé ñïpàâåäëèâû:

a) ∀a ∈ R ∀b ∈ R : |a| ≤ b; b) ∃a ∈ R ∀b ∈ R : a ≤ |b|;
c) ∀ε > 0 ∃δ > 0 : 1− δ < ε; d) ∃a ∈ R ∀q ∈ Q : a− q ∈ Q;

e) ∃a ∈ Q ∀q ∈ R : a+ q ∈ Q. f) ∃a ∈ Q ∀q ∈ R : a q ∈ Q.

Óïð. 6.
◦
Èçìåíèòå êâàíòîðû òàê, ÷òîáû óòâåpæäåíèÿ ñòàëè èñòèííûìè:

a) ∀A ⊂ X ∀B ⊂ X : A ∩B ⊂ A \B ;

b) ∀A ⊂ X ∀B ⊂ X : A \B ⊂ A ∪B;

c) ∀A ⊂ X ∀B ⊂ X : A \B = Ac ∩B;

d) ∀A ⊂ X ∀B ⊂ X : A ∪B = X ;

e) ∀A ⊂ X ∀B ⊂ X : A ∪B = (A ∪Bc)c;
f) ∀A ⊂ X ∀B ⊂ X : (A ∩B)c = (Ac ∩B) ∪ (A ∩Bc) ∪ (Ac ∩Bc).

Óïð. 7.
◦
Èçìåíèòå îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ïåðåìåííîé ε òàê, ÷òîáû ñîîòâåò-

ñòâóþùåå óòâåpæäåíèå ñòàëî èñòèííûì:

a) ∀ε ∈ R ∃δ > 0 : |x| < δ ⇒ x− 2 < ε ;

b) ∀ε ∈ R ∃δ > 0 : |x− 1| < δ ⇒ |x− 2| < ε ;

c) ∀ε ∈ R ∃δ > 0 : x+ 1 < δ ⇒ x+ 2 < ε ;

d) ∃ε > 0 ∀δ > 0 : x− 1 > δ ⇒ x2 − 1 > ε ;

e) ∃ε ∈ Q ∀δ ∈ R : δ ∈ Q ⇒ δ + ε 6∈ Q;

f) ∃ε ∈ N ∀δ ∈ R : δ ∈ N ⇒ δ2 + ε2 6∈ N.
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Óïð. 8.
◦
Íèæå óêàçàíû â êà÷åñòâå ïðèìåðîâ òàáëèöû èñòèííîñòè äëÿ ñëîæ-

íûõ âûñêàçûâàíèé P = (A ∨ B)⇒ A è Q = A ⇒ (A ∧ B).

A B A ∨ B (A∨ B) ⇒ A

0 0 0 1

0 1 1 0

1 0 1 1

1 1 1 1

A B A ∧ B A ⇒ (A∧ B)

0 0 0 1

0 1 0 1

1 0 0 0

1 1 1 1

Êàêèì âûñêàçûâàíèÿì ýêâèâàëåíòíû óêàçàííûå?

Óïð. 9.
◦
Ïîñòðîéòå àíàëîãè÷íûå òàáëèöû äëÿ ñëåäóþùèõ âûñêàçûâàíèé:

a) A ∧ B ⇒ A; b) B ⇒ (A ∨ B); c) A ∧ B ⇒ A ∨ B;
d) (B ⇒ A) ∨ B; e) B ⇒ (¬A ∨ B); f) A∧B ⇒ ¬(A∨B);
g) A∧ B ⇒ ¬A; h) (A ⇒ B) ∧ B; i) (A ⇒ B)⇒ B.

Óêàæèòå ýêâèâàëåíòíûå �îðìóëû.

Óïð. 10. Íèæå óêàçàíû â êà÷åñòâå ïðèìåðîâ òàáëèöû èñòèííîñòè äëÿ âû-

ñêàçûâàíèé, ñîñòàâëåííûõ èç òðåõ ýëåìåíòàðíûõ: A, B è C. Ïðèâåäèòå ïðè-
ìåðû ýêâèâàëåíòíûõ âûñêàçûâàíèé.

A B C A ∨ (B ∧ C)

0 0 0 0

0 0 1 0

0 1 0 0

0 1 1 1

1 0 0 1

1 0 1 1

1 1 0 1

1 1 1 1

A B C A ∧ (B ⇒ C)

0 0 0 0

0 0 1 0

0 1 0 0

0 1 1 0

1 0 0 1

1 0 1 1

1 1 0 0

1 1 1 1

Óïð. 11. Ïîñòðîéòå àíàëîãè÷íûå òàáëèöû äëÿ âûñêàçûâàíèé (A ∧ B) ⇒ C è
A ⇒ (B ∨ C).

Î ò â å ò û

Óïð. 1. C, E ,F . Óïð. 2. C,D, E . Óïð. 3. B,D,F . Óïð. 4. a, b, c, d, e. Óïð. 5.

b, c, d, f ; Óïð. 6. Íàïðèìåð: a)∃∃, b)∀∀, c)∀∃, d)∀∃, e)∃∀, f)∀∀. Óïð. 7. Íàïðèìåð:

a)ε > −2, b)ε > 1, c)ε > 1, d)ε ≥ −1, e)ε ∈ R, f)ε ∈ R. Óïð. 8. Íàïðèìåð: P ≡ ¬A ⇒
¬B, Q ≡ A ⇒ B. Óïð. 9. a ≡ b ≡ c ≡ d ≡ e ≡ è, f ≡ g ≡ ¬A∧¬B, h ≡ B, i ≡ A∨B.
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4. Ìåòîä ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè

Ïóñòü, êàê îáû÷íî, N � ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë {1, 2, 3, . . .}. �àññìàòðè-
âàåòñÿ âûñêàçûâàòåëüíàÿ �óíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ íà N, òî åñòü âûñêàçûâàíèå,
çàâèñÿùåå îò íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n. Ìû ïèøåì ïðè ýòîì A = A(n).
Àêñèîìà èíäóêöèè. Åñëè èñòèííû óòâåðæäåíèÿ A(1) è ∀n ∈ N : A(n) ⇒
A(n+ 1), òî èñòèííî è óòâåðæäåíèå ∀nA(n).

Ïðè ýòîì èñòèííîñòü âûñêàçûâàíèÿ A(1) íàçûâàåòñÿ áàçîé èíäóêöèè, à èñ-

òèííîñòü èìïëèêàöèè A(n)⇒ A(n+ 1) � èíäóêöèîííûì ïåðåõîäîì.

Ïðèìåð 1. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî n ∈ N ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

12 + 22 + 32 + . . .+ n2 =
n(n+ 1)(2n+ 1)

6
.

�åøåíèå.Îáîçíà÷èì óòâåðæäåíèå, êîòîðîå âûïèñàíî âûøå â óñëîâèè ïðèìåðà,

÷åðåç A(n). Çàìåòèì, ÷òî A(1) ñîñòîèò â òîì, ÷òî 1 =
1 · 2 · 3

6
. A(2) èìååò òàêîé

âèä: 1 + 22 =
2 · 3 · 5

6
. A(3) èìååò âèä: 1 + 22 + 32 =

3 · 4 · 7
6

.

Íåïîñðåäñòâåííûì ïîäñ÷åòîì ïîêàçûâàåì, ÷òî A(1) âåðíî. Ïðåäïîëîæèì

òåïåðü, ÷òî âåðíî A(n). �àññìîòðèì óòâåðæäåíèå A(n+ 1). Îíî èìååò âèä

12 + 22 + 32 + . . .+ n2 + (n+ 1)2 =
(n+ 1)(n+ 2)(2n+ 3)

6
.

Ïðåîáðàçóåì ëåâóþ ÷àñòü.

12 + 22 + 32 + . . .+ n2 + (n+ 1)2 =
n(n+ 1)(2n+ 1)

6
+ (n+ 1)2 =

=
(n+ 1)(n(2n + 1) + 6(n+ 1))

6
=

(n+ 1)(2n2 + 7n+ 6)

6
=

(n+ 1)(n+ 2)(2n+ 3)

6
.

Ïðèìåð 2. ×èñëî âñåõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà, ñîñòîÿùåãî èç n ýëåìåí-

òîâ, pàâíî 2n.

�åøåíèå. Âûñêàçûâàíèå A(1) âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì: 〈×èñëî ïîäìíî-
æåñòâ ìíîæåñòâà, ñîñòîÿùåãî èç îäíîãî ýëåìåíòà, ðàâíî 2〉. Îíî âåðíî.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî âåðíî âûñêàçûâàíèå A(n), òî åñòü âåðåí �àêò,

÷òî ÷èñëî ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà A èç n ýëåìåíòîâ ðàâíî 2n, è ðàññìîòðèì

ìíîæåñòâî A′, â êîòîðîì íà îäèí ýëåìåíò áîëüøå. Îáîçíà÷èì ýòîò ýëåìåíò ÷åðåç
b. Ïîäìíîæåñòâàìè ìíîæåñòâà A′

ÿâëÿþòñÿ ëèáî ïîäìíîæåñòâà U ìíîæåñòâà

A, ëèáî ïîäìíîæåñòâà, â êîòîðûõ ïðèñóòñòâóåò åùå è ýëåìåíò b, òî åñòü U ∪{b}.
Ýòèì èñ÷åðïûâàåòñÿ âåñü íàáîð ïîäìíîæåñòâ A′, è, ñëåäîâàòåëüíî, èõ ðîâíî â
äâà ðàçà áîëüøå, òî åñòü 2n+1. Èíäóêöèîíûé ïåðåõîä äîêàçàí, è, ñëåäîâàòåëüíî,
óòâåðæäåíèå A(n) âåðíî äëÿ ëþáîãî n.
Ïðèìåð 3. Ïóñòü q � ëþáîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî, íå ðàâíîå 1. Äîêàçàòü, ÷òî
äëÿ ëþáîãî n ∈ N ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

1 + q + q2 + q3 + . . .+ qn =
1− qn+1

1− q .
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�åøåíèå. Âûñêàçûâàíèå A(1) èìååò âèä 1 + q =
1− q2

1− q
. Îíî ïðîâåðÿåòñÿ ïðî-

ñòûì ïåðåìíîæåíèåì. Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî âåðíî âûñêàçûâàíèå A(n). Òî-
ãäà

1+ q+ q2+ . . .+ qn+ qn+1 =
1− qn+1

1− q
+ qn+1 =

1− qn+1 + qn+1 − qn+2

1− q
=

1− qn+2

1− q
.

Óòâåðæäåíèå A(n+ 1), òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíî.

Ïðèìåð 4. (Íåðàâåíñòâî Áåðíóëëè.) Äëÿ ëþáîãî n ∈ N âåðíî âûñêàçûâà-

íèå

A(n) = 〈∀q ≥ −1 : (1 + q)n ≥ 1 + qn〉.

�åøåíèå. Âûñêàçûâàíèå A(1) èìååò âèä 1 + q = 1 + q, è îíî, êîíå÷íî, âåðíî.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî âåðíî âûñêàçûâàíèå A(n), òî åñòü (1 + q)n ≥ 1 + qn.
Óìíîæèì ýòî ðàâåíñòâî íà âûðàæåíèå (1+q). Ïîëó÷èì: (1+q)n+1 ≥ (1+qn)(1+
q). �àñêðûâàÿ ñêîáêè, ïîëó÷èì (1 + q)n+1 ≥ 1 + qn + q + q2n ≥ 1 + q(n + 1).
Óòâåðæäåíèå A(n+ 1), òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíî.

Ç à ä à ÷ è ä ë ÿ ï ð à êòè÷ å ñ ê è õ ç à í ÿòèé

Óïð. 1. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî n ∈ N ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà:

a) 13 + 23 + 33 + . . .+ n3 =

(
n(n+ 1)

2

)2

;

b) 1 · 2 + 2 · 3 + 3 · 4 + . . .+ n(n+ 1) =
n(n+ 1)(n+ 2)

3
;

c)
1

1 · 2 +
1

2 · 3 + . . .+
1

n(n+ 1)
=

n

n+ 1
;

d) 1− 1

2
+

1

3
− 1

4
+ . . .+

1

2n− 1
− 1

2n
=

1

n+ 1
+

1

n+ 2
+ . . .+

1

2n
.

Óïð. 2. Äîêàæèòå, ÷òî a) 2n > n2
ïðè n ≥ 5; b) 2n > n3

ïðè n ≥ 10;

c) n > log2 n ïðè n ≥ 1; d) n! > 2n ïðè n ≥ 4.

Óïð. 3. Äîêàæèòå, ÷òî

√

2 +

√

2 +
√

2 + . . .+
√
2 < 2 (êîðåíü èçâëåêàåòñÿ

n ðàç).

Óïð. 4. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè n ∈ N , òî:

a) 10n + 8
... 18; b) 55n−2 + 3

... 4; c) 23n − 2n
... 3.

Ïðèìå÷àíèå. Çàïèñü n
... k ÷èòàåòñÿ òàê: ¾n äåëèòñÿ íà k¿ è îçíà÷àåò, ÷òî

n êðàòíî k.
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5. Ýëåìåíòû êîìáèíàòîpèêè

Ïóñòü X � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç n ýëåìåíòîâ, è k � íåêîòîpîå

öåëîå íåîòpèöàòåëüíîå ÷èñëî, íå ïpåâîñõîäÿùåå n.
Ñî÷åòàíèåì èç n ïî k íàçûâàåòñÿ íàáîð k ýëåìåíòîâ, âûáðàííûõ èõ äàííûõ n

ýëåìåíòîâ. Ïðè ýòîì ïîðÿäîê ýòèõ ýëåìåíòîâ íå èãðàåò ðîëè, òî åñòü ðå÷ü èäåò

ïðîñòî î âûáîðå k ýëåìåíòîâ èç n.Ìû õîòèì âûÿñíèòü, êàêîâî ÷èñëî ñî÷åòàíèé,

òî åñòü ÷èñëî òåõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâàX, êîòîpûå èìåþò pîâíî k ýëåìåíòîâ.
Ýòî ÷èñëî èãpàåò âàæíóþ pîëü íå òîëüêî â òåîpèè âåpîÿòíîñòåé, íî è â

ìàòåìàòèêå âîîáùå. Îíî íàçûâàåòñÿ ÷èñëîì ñî÷åòàíèé èç n ýëåìåíòîâ ïî k èëè
áèíîìèàëüíûì êîý��èöèåíòîì. Èíîãäà åãî íàçûâàþò òàêæå ÷èñëîì Ïàñêàëÿ.

Îáîçíà÷àåòñÿ îíî ÷åpåç Ckn.

Блез Паскаль (Blaise Pascal, 1623 — 1662) —
выдающийся французский ученый. Кроме «тре-
угольника Паскаля» изобрел шприц, гидравличе-
ский пресс и арифметическую машину. В 15 лет
написал «Опыт о конических сечениях», а затем
еще несколько замечательных сочинений, среди
которых, например, трактат «О геометрическом
уме и об искусстве убеждать». Один из интерес-
нейших мыслителей интереснейшего века.

Паскалю мы обязаны странным, на первый
взгляд, сравнением человека с «мыслящим трост-
ником», которое удивительным образом «срезо-
нировало» в русской поэзии.

Âñå äîñòîèíñòâî ÷åëîâåêà â åãî ñïîñîáíîñòè ìûñëèòü. Íó, à ñàìè

ýòè ìûñëè, � ÷òî î íèõ ìîæíî ñêàçàòü? Äî ÷åãî æå îíè ãëóïû!

Èòàê, ìûñëü ïî ñâîåé ïðèðîäå çàìå÷àòåëüíà è íåñðàâíåííà, è òîëüêî

ñàìûå äèêîâèííûå íåäîñòàòêè ñïîñîáíû ïðåâðàòèòü åå â íåëåïîñòü.

Òàê âîò, èõ ïîëíûì-ïîëíî, è ïðèòîì äîíåëüçÿ ñìåõîòâîðíûõ.

Êàê îíà âîçâûøåííà ïî ñâîåé ïðèðîäå è êàê íèçìåííà èç-çà ýòèõ

íåäîñòàòêîâ! ×åëîâåê � âñåãî ëèøü òðîñòíèê, ñëàáåéøåå èç òâîðå-

íèé ïðèðîäû, íî îí � òðîñòíèê ìûñëÿùèé. ×òîáû åãî óíè÷òîæèòü,

âîâñå íå íóæíî, ÷òîáû íà íåãî îïîë÷èëàñü âñÿ Âñåëåííàÿ: äîâîëüíî

äóíîâåíèÿ âåòðà, êàïëè âîäû. Íî ïóñòü áû äàæå åãî óíè÷òîæèëà

Âñåëåííàÿ, � ÷åëîâåê âñå ðàâíî âîçâûøåííåå ñâîåé ïîãóáèòåëüíèöû,

èáî ñîçíàåò, ÷òî ðàññòàåòñÿ ñ æèçíüþ è ÷òî îí ñëàáåå Âñåëåííîé,

à îíà íè÷åãî íå ñîçíàåò. Èòàê, âñå íàøå äîñòîèíñòâî � â ñïîñîáíî-

ñòè ìûñëèòü. Òîëüêî ìûñëü âîçíîñèò íàñ, îòíþäü íå ïðîñòðàíñòâî

è âðåìÿ, â êîòîðûõ ìû � íè÷òî. Ïîñòàðàåìñÿ æå ìûñëèòü áëàãî-

ïðèñòîéíî, â ýòîì � îñíîâà íðàâñòâåííîñòè.

Áëåç Ïàñêàëü. ¾Ìûñëè¿.
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Ïpîñòåéøèå ñâîéñòâà è íåêîòîpûå çíà÷åíèÿ ÷èñëà Ckn ìîæíî ïîëó÷èòü íåïî-

ñpåäñòâåííî èç îïpåäåëåíèÿ. Hàïpèìåp:

1. C0
n = Cnn = 1, ïîñêîëüêó ñóùåñòâóåò pîâíî îäíî ïîäìíîæåñòâî, íå èìåþ-

ùåå íè îäíîãî ýëåìåíòà (ïóñòîå ïîäìíîæåñòâî), è ñóùåñòâóåò pîâíî îäíî ïîä-

ìíîæåñòâî, èìåþùåå n ýëåìåíòîâ (ñàìî ìíîæåñòâî X).

2. C1
n = n, ïîñêîëüêó âX ñóùåñòâóåò pîâíî n ýëåìåíòîâ, êîòîpûå è ÿâëÿþòñÿ

îäíîòî÷å÷íûìè ïîäìíîæåñòâàìè.

3. Ckn = Cn−kn . Ýòî ñâîéñòâî íàçûâàåòñÿ ñèììåòpèåé áèíîìèàëüíûõ êîý��è-
öèåíòîâ. ×òîáû ïîíÿòü, îòêóäà îíî âîçíèêëî, ïpåäñòàâèì ñåáå, ÷òî ìû ¾óápàëè¿

èç X íåêîòîpîå ïîäìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç k ýëåìåíòîâ. Îñòàëîñü äîïîëíåíèå,
ñîäåpæàùåå n − k ýëåìåíòîâ. Åñëè óáåpåì äpóãîå ïîäìíîæåñòâî, ñîäåpæàùåå

òàêæå k ýëåìåíòîâ, òî è äîïîëíåíèå áóäåò äpóãèì, ñîäåpæàùèì n − k ýëåìåí-

òîâ. Òàêèì îápàçîì, ÷èñëî k-ýëåìåíòíûõ ìíîæåñòâ ñîâïàäàåò ñ ÷èñëîì n − k-
ýëåìåíòíûõ ìíîæåñòâ, ÷òî è îçíà÷àåò ñèììåòpèþ.

Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî Cn−1
n = n.

4. C0
n + C1

n + C2
n + . . . + Cnn = 2n. Äåéñòâèòåëüíî, ñëåâà íàïèñàíà ñóììà

÷èñåë âñåõ ïîäìíîæåñòâ ñ ÷èñëîì ýëåìåíòîâ, pàâíûì 0, 1, . . . n, òî åñòü ÷èñëî

âñåõ ïîäìíîæåñòâ âîîáùå, êîòîðîå pàâíî 2n.
Äëÿ òîãî ÷òîáû ïîëó÷èòü äpóãèå ñâîéñòâà è çíà÷åíèÿ ÷èñåë Ckn, pàññìîòpèì,

êàê âûãëÿäÿò pàçëîæåíèÿ ñòåïåíè (a+ b)n ïpè êîíêpåòíûõ çíà÷åíèÿõ n :

(a+ b)0 =
(a+ b)1 =
(a+ b)2 =
(a+ b)3 =
(a+ b)4 =

1
a+ b

a2 + 2ab+ b2

a3 + 3a2b+ 3ab2 + b3

a4 + 4a3b+ 6a2b2 + 4ab3 + b4

1
1 1

1 2 1
1 3 3 1

1 4 6 4 1

Ñïpàâà îò ÷åpòû ìû âûïèñàëè òàáëèöó êîý��èöèåíòîâ ñîîòâåòñòâóþùèõ

pàçëîæåíèé áèíîìà. Ýòà òàáëèöà íàçûâàåòñÿ òpåóãîëüíèêîì Ïàñêàëÿ, à ýëå-

ìåíòû ýòîé òàáëèöû è åñòü ÷èñëà Ïàñêàëÿ, èëè áèíîìèàëüíûå êîý��èöèåíòû.

Ìîæíî äîãàäàòüñÿ, êàê ñòpîèòñÿ òàáëèöà êîý��èöèåíòîâ: êpàéíèå ýëåìåíòû

â òàáëèöå pàâíû 1, à êàæäûé ¾âíóòpåííèé¿ ýëåìåíò pàâåí ñóììå äâóõ âûøå-

ñòîÿùèõ, áëèæàéøèõ ê íåìó. Çíàÿ ýòî ïpàâèëî, íàïèøåì åùå îäíó ñòpîêó â

òàáëèöå.

C0
0

C0
1 C1

1

C0
2 C1

2 C2
2

C0
3 C1

3 C2
3 C3

3

C0
4 C1

4 C2
4 C3

4 C4
4

C0
5 C1

5 C2
5 C3

5 C4
5 C5

5

1
1 1

1 2 1
1 3 3 1

1 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1

Ñëåâà îò ÷åpòû ìû âûïèñàëè îáîçíà÷åíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ êîý��èöèåí-

òîâ. Ýòè îáîçíà÷åíèÿ èñïîëüçóþòñÿ è â çíàìåíèòîé �îpìóëå áèíîìà Hüþòîíà:

(a+ b)n = C0
na

n + C1
na

n−1b1 + C2
na

n−2b2 + . . .+ Cn−1
n a1bn−1 + Cnn b

n.
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×òîáû ïîíÿòü, ÷òî áèíîìèàëüíûå êîý��èöèåíòû èìåþò ïpÿìîå îòíîøåíèå

ê ÷èñëó ïîäìíîæåñòâ äàííîãî êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà, ïpåäñòàâèì (a+ b)n â âèäå
ïpîèçâåäåíèÿ (a + b)(a + b) · · · (a + b) è ìûñëåííî ïåpåìíîæèì ñêîáêè. Ïîñëå

ïåpåìíîæåíèÿ è äî ïpèâåäåíèÿ ïîäîáíûõ ÷ëåíîâ â îáùåé ïîëó÷èâøåéñÿ ñóììå

áóäåò íåñêîëüêî îäèíàêîâûõ ñëàãàåìûõ âèäà akbn−k.

Êîëè÷åñòâî ýòèõ ñëàãàåìûõ pàâíî ÷èñëó ñïîñîáîâ, êîòîpûìè ìû ìîæåì èç

âñåõ ñêîáîê âûápàòü k òàêèõ, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò âûáîpó a ïpè ïåpåìíî-

æåíèè. Â îñòàëüíûõ ñêîáêàõ ìû âûáèpàåì b. Ýòî è îçíà÷àåò, ÷òî ìû èç âñåãî

ìíîæåñòâà n ñêîáîê âûáèpàåì âñåâîçìîæíûå k-ýëåìåíòíûå ïîäìíîæåñòâà.

Ìû äîêàçàëè, ÷òî ÷èñëî ñî÷åòàíèé ñîâïàäàåò ñ ñîîòâåòñòâóþùèì êîý��è-

öèåíòîì â áèíîìå Hüþòîíà.

Ôàêòîpèàë. Äëÿ òîãî ÷òîáû âûïèñàòü îáùóþ �îpìóëó äëÿ ÷èñëà ñî÷åòàíèé,

íàì ïîíàäîáèòñÿ äîñòàòî÷íî ïpîñòîå è ÷àñòî èñïîëüçóåìîå ïîíÿòèå. Ôàêòîpèà-

ëîì n! íàòópàëüíîãî ÷èñëà n íàçûâàåòñÿ ïpîèçâåäåíèå âñåõ íàòópàëüíûõ ÷èñåë,
íå ïpåâîñõîäÿùèõ n. Ïî äîãîâîpåííîñòè ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî 0! = 1. Òàêèì îápàçîì,

n! = 1 · 2 · 3 · · ·n.
Ïpèìåpû: 1! = 1, 2! = 2, 5! = 120, 6! = 720, 10! = 3 628 800.

Îòìåòèì, ÷òî �àêòîpèàëû î÷åíü áûñòpî ¾íàpàñòàþò¿, íàïpèìåp ïpè n = 30
îápàçóåòñÿ ÷èñëî, ñîäåpæàùåå 33 çíàêà.

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî n! â òî÷íîñòè pàâåí ÷èñëó ñïîñîáîâ, êîòîpûìè ìîæíî pàñ-
ïîëîæèòü n ýëåìåíòîâ (ñîñòàâèòü ñïèñîê, â êîòîpîì áûë áû âàæåí ïîpÿäîê),

èëè, äpóãèìè ñëîâàìè, ÷èñëó ïåpåñòàíîâîê èç n ýëåìåíòîâ. Ïåðåñòàíîâêîé èç n
ýëåìåíòîâ íàçûâàåòñÿ ëþáîé óïîðÿäî÷åííûé íàáîð ýòèõ ýëåìåíòîâ. ×èñëî âñåõ

ïåðåñòàíîâîê èç n ýëåìåíòîâ ðàâíî Pn = n(n− 1) · · · 2 · 1 = n!.

Èñïîëüçóÿ ïîíÿòèå ïåpåñòàíîâêè, ìû ìîæåì ïîëó÷èòü ÿâíóþ �îpìóëó äëÿ

÷èñëà ñî÷åòàíèé. Äåéñòâèòåëüíî, îòäåëèì ìûñëåííî ãpóïïó â k ýëåìåíòîâ èç

îáùåãî íàáîpà, ñîñòîÿùåãî èç n ýëåìåíòîâ. Ïîñëå ïåpåñòàíîâîê â îáùåì íàáîpå

ìû äîëæíû îòîæäåñòâèòü òå èç íèõ, êîòîpûå ëèøü ïåpåñòàâëÿþò ýëåìåíòû

âíóòpè îòäåëåííîé ãpóïïû (òàêèõ áóäåò k! øòóê), à çàòåì òå èç íèõ, êîòîpûå

ëèøü ïåpåñòàâëÿþò ýëåìåíòû â äîïîëíèòåëüíîì ìíîæåñòâå (òàêèõ áóäåò (n−k)!
øòóê).

Òàêèì îápàçîì, k!(n− k)!Ckn = n!, îòêóäà ñëåäóåò �îpìóëà äëÿ ÷èñëà ñî÷å-
òàíèé:

Ckn =
n!

k! (n− k)! .

Çàìåòèì, ÷òî, íåñìîòpÿ íà òî ÷òî âûpàæåíèå, îïpåäåëÿþùåå áèíîìèàëüíûé

êîý��èöèåíò, äpîáíîå, påçóëüòàò, â ñèëó ñàìîãî îïpåäåëåíèÿ ÷èñëà ñî÷åòàíèé,

ÿâëÿåòñÿ öåëûì ÷èñëîì.

Ïpèìåpû: C1
5 = 5, C2

6 = 15, C3
5 = C2

5 = 10, C5
10 = 252, C6

12 = 924.

�àçìåùåíèÿ è ïåðåñòàíîâêè. �àçìåùåíèåì n ýëåìåíòîâ íà k ìåñòàõ íàçûâà-
åòñÿ óïîðÿäî÷åííûé íàáîð èç k ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ n-ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà
X. Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî êàæäîå ìåñòî çàíÿòî â òî÷íîñòè îäíèì ýëåìåí-

òîì è âñå ýëåìåíòû ðàçëè÷íû. ×èñëî âñåõ ðàçëè÷íûõ ðàçìåùåíèé îáîçíà÷àåòñÿ
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÷åðåç Akn. Åñëè k = n, òî ðàçìåùåíèÿ íàçûâàþòñÿ ïåðåñòàíîâêàìè. ×èñëî âñåõ

ïåðåñòàíîâîê ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà X îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç Pn. Ïðè ýòîì

Akn = n(n− 1)(n− 2) · · · (n− k + 1) =
n!

(n− k)!
, Pn = n!.

Ïpàêòè÷åñêîå âû÷èñëåíèå ÷èñëà ñî÷åòàíèé. Çàìåòèì, ÷òî âû÷èñëåíèå

áèíîìèàëüíûõ êîý��èöèåíòîâ íà êàëüêóëÿòîpå èëè êîìïüþòåpå çàòpóäíèòåëü-

íî èç-çà áûñòpîãî íàpàñòàíèÿ �àêòîpèàëîâ, è â ñâÿçè ñ ýòèì påêîìåíäóåòñÿ,

ïpåæäå ÷åì ïåpåõîäèòü ê ïpàêòè÷åñêîìó âû÷èñëåíèþ, âûïèñàòü ñîîòâåòñòâóþ-

ùèå ïpîèçâåäåíèÿ è, íàñêîëüêî âîçìîæíî, óïpîñòèòü äpîáè.

Ïpèìåpû:

C4
8

C4
10

=
8!

4! · 4! ·
4! · 6!
10!

=
8!

10!
· 6!
4!

=
6 · 5
10 · 9 =

1

3
;

C2
8 · C4

8

C6
16

=
8 · 7
2
·

ց8 · 7 · ց6 · ց5
6 4· 6 3· 6 2 · 6 · 5· 6 4· 6 3· 6 2

ց16 · ց15 · 14 · 13 · 12 · 11 =
8 · 7
2
· 7 · 6 · 5
14 · 13 · 12 · 11 =

7 · 5
13 · 11 =

35

143
.

�àçóìååòñÿ, ïîäîáíûé ïîäõîä îñóùåñòâèì äàëåêî íå âñåãäà. Èíîãäà ïpè âû-

÷èñëåíèè ãpîìîçäêèõ âûpàæåíèé ïîëåçíî èõ ïpîëîãàpè�ìèpîâàòü èëè èñïîëü-

çîâàòü ïpèáëèæåííóþ �îpìóëó Ñòèpëèíãà:

n! ≈
√
2πn nn e−n.

Ç à ä à ÷ è ä ë ÿ ï ð à êòè÷ å ñ ê è õ ç à í ÿòèé

Óïð. 1.
◦
Âû÷èñëèòå: a) A3

8, A4
6, A2

15, A4
4;

b) C2
6 , C7

10, C6
11, C4

14, C2
20, C3

21; c)
C16

18

C16
20

,
C5

20

C5
40

,
C4

60

C27
30

.

Óïð. 2.
◦
Âû÷èñëèòå êîý��èöèåíò a) ïðè x8 â ðàçëîæåíèè (x+ 1)10;

b) ïðè x4 â ðàçëîæåíèè (x+
√
2)10; c) ïðè x2 â ðàçëîæåíèè

(

x+
1

x

)10

.

Óïð. 3.
◦
Îöåíèòå ÷èñëà 10!, 20!, 30!, 40!, 50!.

Óïð. 4.
◦
Èñïîëüçóÿ áèíîì Hüþòîíà, âû÷èñëèòå ïpè n = 1, 2, 3, 4, 5 ÷èñëà

Sn =
1√
5

[(√
5 + 1

2

)n

−
(
1−

√
5

2

)n ]

.

(Ïîëó÷èâøèåñÿ ÷èñëà íàçûâàþòñÿ ÷èñëàìè Ôèáîíà÷÷è.)

Óïð. 5. Ïpîâåpüòå ñïpàâåäëèâîñòü ñëåäóþùèõ pàâåíñòâ ïpè n = 1, 2, 3, 4, 5 :

a) C0
n − C1

n + C2
n − C3

n + . . .+ (−1)nCnn = 0;

b) C0
n +

1

2
C1
n + . . .+

1

n+ 1
Cnn =

2n+1 − 1

n+ 1
;
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)

(
C0
n

)2
+
(
C1
n

)2
+
(
C2
n

)2
+ . . . + (Cnn )

2
= Cn2n;

d) C0
2n −

(
C1
n

)2
+
(
C2
n

)2 − . . . + (−1)n (Cnn )
2
= Cn2n;

e) C1
n + 2C2

n + . . .+ nCnn = 2n−1 n;

f ) C1
n − 2C2

n + . . .+ (−1)n−1nCnn = 0.

Óïð. 6. Èñïîëüçóÿ îñíîâíóþ �îpìóëó äëÿ ÷èñëà ñî÷åòàíèé, äîêàæèòå ñëåäó-

þùèå òîæäåñòâà (p ≤ k ≤ n):
a) k Ckn = nCk−1

n−1; b) Ckn+1 = Ckn + Ck−1
n ; ) Ckn · Cpk = Cpn · Ck−pn−p.

Óïð. 7.
◦
Óêàæèòå íàèáîëüøåå èç ÷èñåë Ckn, k = 0, 1, . . . , n, åñëè a) n = 10;

b) n = 2010; c) n = 2009.

Óïð. 8. Äîêàæèòå ïî èíäóêöèè, ÷òî Cn2n ≥ 2n.

Óïð. 9.
◦

Â òópíèpå âñòpå÷àþòñÿ 16 ñïîpòñìåíîâ, ïpè÷åì êàæäàÿ ïàpòèÿ

çàêàí÷èâàåòñÿ ëèáî ïîáåäîé, ëèáî ïîpàæåíèåì îäíîãî èç íèõ. Ñêîëüêî ïàpòèé

äîëæíî áûòü ñûãpàíî, åñëè òópíèp ïpîâîäèòñÿ

a) ïî êpóãîâîé ñèñòåìå, ïpè÷åì êàæäàÿ ïàpà èãpàåò pîâíî îäèí pàç?

b) ïî îëèìïèéñêîé ñèñòåìå, ñ âûáûâàíèåì íà êàæäîì êpóãå ïpîèãpàâøèõ?

Óïð. 10.
◦
Ñêîëüêî èìååòñÿ ÷åòûðåõçíà÷íûõ ÷èñåë, ó êîòîðûõ êàæäàÿ öè�ðà

a) ìåíüøå ïðåäûäóùåé; b) áîëüøå ïðåäûäóùåé?

Óïð. 11.
◦
Êàêèì ÷èñëîì ñïîñîáîâ èç 10 ÷åëîâåê ìîæíî âûäåëèòü ãðóïïó èç 4

÷åëîâåê, åñëè

à) ïîðÿäîê â ãðóïïå ñóùåñòâåí?

b) ïîðÿäîê â ãðóïïå íå èãðàåò ðîëè?

) ïîñëå óòâåðæäåíèÿ ãðóïïû â íåé âûáèðàåòñÿ ¾íà÷àëüíèê¿ è îñòàëüíûå

÷ëåíû ãðóïïû ¾íå óïîðÿäî÷åíû¿?

d) ñíà÷àëà íàçíà÷àåòñÿ ¾íà÷àëüíèê¿, è çàòåì èç îñòàâøèõñÿ 9 ÷åëîâåê

âûáèðàþòñÿ îñòàëüíûå ÷ëåíû ãðóïïû, êîòîðûå ¾íå óïîðÿäî÷åíû¿?

Óïð. 12.
◦

Êàêîâî ÷èñëî pàçëè÷íûõ ìàpøpóòîâ èç

òî÷êè O â òî÷êó A íà ñåòè, èçîápàæåííîé íà pè-

ñóíêå ñïpàâà, åñëè äâèæåíèå ìîæåò ïpîèñõîäèòü

ëèøü âïpàâî èëè ââåpõ?

✲

✻

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

∗

∗

0

A

Î ò â å ò û

Óïð. 1. a) 336, 360, 210, 24; b) 15, 120, 462, 1001, 190, 1330; c) ≈ 0.0316, ≈ 0.0236, =

1345.2. Óïð. 2. a) 45, b) 1680, c) 210. Óïð. 3. 10! ≈ 3.63 · 106, 20! ≈ 2.43 · 1018, 30! ≈
2.65 · 1032, 40! ≈ 8.16 · 1047, 50! ≈ 3.04 · 1064. Óïð. 4. S1 = 1, S2 = 1, S3 = 2, S4 =

3, S5 = 5. Óïð. 7. a) C5
10; b) C

1005
2010 ; c) C

1004
2009 = C1005

2009 . Óïð. 9. a) 120; b) 15. Óïð. 10.

a)C4
10 = 210; b)C4

9 = 126; c)C1004
2009 = C1005

2009 . Óïð. 11. a) 5040, b) 210, c) 840, d) 840.

Óïð. 12. 792.
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6. Êîíå÷íûå è áåñêîíå÷íûå ìíîæåñòâà

Íàòóðàëüíûé ðÿä

Íà÷íåì ñ îïðåäåëåíèÿ. Äâà ìíîæåñòâà íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè ñóùå-

ñòâóåò áèåêöèÿ îäíîãî ìíîæåñòâà íà äðóãîå. Â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò òàêæå, ÷òî

ìíîæåñòâà ìîæíî ïîñòàâèòü âî âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå. Åñëè ìíîæå-

ñòâà A è B ýêâèâàëåíòíû, òî ïèøóò A ∼ B.
Íàïîìíèì, ÷òî ïóñòûì ìû íàçûâàåì ìíîæåñòâî, íå èìåþùåå íè îäíîãî ýëå-

ìåíòà. Åñëè â ìíîæåñòâå åñòü õîòü îäèí ýëåìåíò, òî ¾âûíåì¿ åãî èç ìíîæåñòâà è

¾îòëîæèì â ñòîðîíó¿. Çàòåì âûíåì ñëåäóþùèé ýëåìåíò è âíîâü îòëîæèì. Åñëè

÷åðåç êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ íàøå ìíîæåñòâî îñòàíåòñÿ ïóñòûì, òî ìû ãîâîðèì,

÷òî ìíîæåñòâî áûëî êîíå÷íûì.

Çàìåòèì, ÷òî ýòî ðàññóæäåíèå íå ãîäèòñÿ äëÿ òîãî, ÷òîáû ñëóæèòü îïðå-

äåëåíèåì êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà, ïîñêîëüêó ñëîâî ¾êîíå÷íîå¿ ìû èñïîëüçîâàëè

âíóòðè îïðåäåëåíèÿ (¾êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ¿). Òàêèì îáðàçîì, ìû âîñïðèíè-

ìàåì ñëîâî ¾êîíå÷íîå¿ (êàê è ñëîâî ¾ìíîæåñòâî¿) êàê àêñèîìàòè÷åñêîå, èíòó-

èòèâíî ïîíÿòíîå, ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ïðè åãî èñïîëüçîâàíèè ðàçíûìè ëþäüìè â

ðàçíîå âðåìÿ â ðàçíûõ îáñòîÿòåëüñòâàõ íå âîçíèêíåò ðàçíî÷òåíèé.

Ïðèðîäà ýëåìåíòîâ ïðè ýòîì íàñ íå èíòåðåñóåò. �åáåíîê, êîòîðûé çíàêî-

ìèòñÿ ñ ïîíÿòèåì ÷èñëà, è ñëûøèò, êàê âçðîñëûå ãîâîðÿò ¾ïÿòü ÿáëîê¿, ¾ïÿòü

ñòóëüåâ¿, ¾ïÿòåðî äåòåé¿, ÷åðåç íåêîòîðîå âðåìÿ íà÷èíàåò ïîíèìàòü, ÷òî ñëîâî,

îáîçíà÷àþùåå ÷èñëî, � ýòî åäèíñòâåííàÿ õàðàêòåðèñòèêà, êîòîðàÿ îäèíàêîâà

äëÿ âñåõ ýêâèâàëåíòíûõ ìåæäó ñîáîé ìíîæåñòâ è ðàçëè÷íà, åñëè ìíîæåñòâà

íåýêâèâàëåíòíû. Òàêèì îáðàçîì, âîçíèêàåò ïîíÿòèå íàòóðàëüíîãî ÷èñëà êàê

îáîçíà÷åíèÿ êëàññà ýêâèâàëåíòíûõ ìåæäó ñîáîé ìíîæåñòâ. Ê ýòîìó ìîæíî äî-

áàâèòü íîëü êàê îáîçíà÷åíèå êëàññà, ñîñòîÿùåãî èç åäèíñòâåííîãî ìíîæåñòâà �

ïóñòîãî.

Âòîðîé ïîäõîä ê îïðåäåëåíèþ íàòóðàëüíîãî ÷èñëà ñîñòîèò â íàëè÷èè ¾ñ÷è-

òàëî÷êè¿, â òîì, ÷òî ¾îòêëàäûâàÿ â ñòîðîíó¿ ýëåìåíòû ìíîæåñòâà, ìû ïåðå-

ñ÷èòûâàåì èõ. Ïðè ýòîì ìû èíñòèíêòèâíî èñïîëüçóåì îäíè è òå æå àêñèîìû,

(êîòîðûå íàçûâàþòñÿ àêñèîìàìè Ïåàíî), à èìåííî:

1) ¾Íà÷àëüíîå¿ ÷èñëî, êîòîðîå ìû íàçûâàåì åäèíèöåé, ÿâëÿåòñÿ íàòóðàëü-

íûì.

2) Äëÿ êàæäîãî ÷èñëà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ¾ïîñëåäóþùåå¿ íàòóðàëüíîå
÷èñëî. Ñàìî ÷èñëî äëÿ ýòîãî ïîñëåäóþùåãî íàçûâàåòñÿ ¾ïðåäûäóùèì¿. Åñëè n
� íàòóðàëüíîå ÷èñëî, òî ïîñëåäóþùåå îáîçíà÷àåì ÷åðåç n′.

3) Äëÿ åäèíèöû íåò ïðåäûäóùåãî ÷èñëà.

4) Åñëè ïðåäûäóùåå ñóùåñòâóåò, òî îíî åäèíñòâåííî.

5) Åñëè ¾â êîðçèíó¿ îòëîæèëè åäèíèöó è, êðîìå òîãî, âñëåä çà êàæäûì ÷èñ-

ëîì îòëîæèëè ïîñëåäóþùåå, òî â êîðçèíå îêàçàëîñü âñå ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ

÷èñåë.

Ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë íàçûâàåòñÿ òàêæå íàòóðàëüíûì ðÿäîì è îáî-

çíà÷àåòñÿ N. Íà÷àëüíûì îòðåçêîì íàòóðàëüíîãî ðÿäà íàçûâàåòñÿ åãî ïîäìíî-

æåñòâî, êîòîðîå ñîäåðæèò åäèíèöó, è äëÿ êàæäîãî ÷èñëà, êðîìå îäíîãî, íàçû-
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âàåìîãî êîíöîì îòðåçêà, íàðÿäó ñ íèì ñîäåðæèò è ïîñëåäóþùåå. Ìíîæåñòâî

íàçûâàåòñÿ êîíå÷íûì, åñëè îíî ýêâèâàëåíòíî îòðåçêó íàòóðàëüíîãî ðÿäà. Ïðè

ýòîì ÷èñëî ýëåìåíòîâ ýòîãî ìíîæåñòâà ðàâíî êîíöó ýòîãî îòðåçêà.

Ïðîñòàÿ àðè�ìåòèêà

�åáåíîê çíàêîìèòñÿ ñî ñ÷èòàëî÷êîé â äâà � äâà ñ ïîëîâèíîé ãîäà. Åùå ãîä åìó

íóæíî, ÷òîáû îñîçíàòü, ÷òî åñëè ê òðåì ïðèáàâèòü äâà, òî ïîëó÷èòñÿ ïÿòü. Ïðè

ýòîì ¾ñëîæíîñòü¿ çàäà÷è äëÿ íåãî ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû îñîçíàòü ñàì ãëàãîë

¾ïðèáàâèòü¿, è îí íà÷èíàåò ïîíèìàòü, ÷òî ïðèáàâèòü åäèíèöó îçíà÷àåò íàçâàòü

ïîñëåäóþùåå ÷èñëî. Äëÿ îñîçíàíèÿ ãëàãîëà ¾óìíîæèòü¿ ðåáåíêó íóæíî åùå

ïàðó ëåò.

Àêñèîìû ñëîæåíèÿ. Åñëè n è m � íàòóðàëüíûå ÷èñëà, òî

1) n+ 1 = n′,

2) n+m′ = (n+m)′.

Ïåðâàÿ òåîðåìà àðè�ìåòèêè. 2 + 2 = 4.
Äîêàçàòåëüñòâî. ×èñëî, ñëåäóþùåå çà åäèíèöåé, èìååò èìÿ ¾äâà¿ (2), ñëåäó-
þùåå çà äâóìÿ � ¾òðè¿ (3), çà òðåìÿ � ¾÷åòûðå¿ (4). Èñïîëüçóÿ àêñèîìó 2,
çàïèøåì: 2 + 2 = 2 + 1′ = 3′ = 4. Äîêàçàòåëüñòâî çàêîí÷åíî.

Àêñèîìû óìíîæåíèÿ. Åñëè n è m � íàòóðàëüíûå ÷èñëà, òî

1) n · 1 = n,

2) n ·m′ = n ·m+ n.

Âòîðàÿ òåîðåìà àðè�ìåòèêè. 2 · 2 = 4.
Äîêàçàòåëüñòâî. Èñïîëüçóÿ àêñèîìû 2 è 1, çàïèøåì: 2 · 2 = 2 · 1′ = 2 · 1 + 2 =
2 + 2 = 4. Äîêàçàòåëüñòâî çàêîí÷åíî.

Àêñèîìû ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ � ýòî àêñèîìû, êîòîðûå îïðåäåëÿþò îïå-

ðàöèè íà ýòîì ìíîæåñòâå. Îíè óêàçûâàþò àêñèîìàòè÷åñêèå ñâîéñòâà îïåðàöèé.

Èõ äîëæíî áûòü íåìíîãî è îíè äîëæíû áûòü åñòåñòâåííûìè, òî åñòü òàêèìè,

êàêèìè èíñòèíêòèâíî ïîëüçóåòñÿ ðåáåíîê, íåçàâèñèìî îò òîãî, â êàêîé ñåìüå,

â êàêîé ñòðàíå è â êàêîå âðåìÿ îí ðîäèëñÿ. Îñòàëüíûå, âûâîäèìûå ñâîéñòâà

îïåðàöèé äîêàçûâàþò, îïèðàÿñü íà àêñèîìàòè÷åñêèå.

Â ÷àñòíîñòè, ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî îïåðàöèè ÿâëÿþòñÿ êîììóòàòèâíûìè (n+
m = m+ n, n ·m = m · n) è àññîöèàòèâíûìè ((n+m) + k = n+(m+ k)), (n ·m) ·
k = n · (m · k)). Êðîìå òîãî, îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ äèñòðèáóòèâíà îòíîñèòåëüíî

îïåðàöèè ñëîæåíèÿ (n · (m+ k) = n ·m+ n · k).
Ñ÷åòíûå è íåñ÷åòíûå ìíîæåñòâà

Áåñêîíå÷íûì ìû íàçûâàåì ìíîæåñòâî, íå ÿâëÿþùååñÿ êîíå÷íûì. Â ñèëó ñàìîé

êîíñòðóêöèè ¾ñ÷èòàëî÷êè¿ ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ïåðâîå õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ñâîéñòâî áåñêîíå÷íûõ ìíîæåñòâ. Ëþáîå

ìíîæåñòâî, íå ÿâëÿþùååñÿ êîíå÷íûì, ñîäåðæèò ïîäìíîæåñòâî, ýêâèâàëåíò-

íîå íàòóðàëüíîìó ðÿäó.
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Îòìåòèì òåïåðü, ÷òî â ñèëó ñàìîãî îïðåäåëåíèÿ ÷èñëà ìíîæåñòâî, èìåþ-

ùåå øåñòü ýëåìåíòîâ, íå ìîæåò áûòü ýêâèâàëåíòíî ìíîæåñòâó, èìåþùåìó ïÿòü

ýëåìåíòîâ. Ýòî íå òàê äëÿ áåñêîíå÷íûõ ìíîæåñòâ.

Ïðîñòåéøèì ïðèìåðîì ÿâëÿåòñÿ áèåêöèÿ, êîòîðàÿ ñîïîñòàâëÿåò êàæäîìó

÷èñëó íàòóðàëüíîãî ðÿäà åãî ïîñëåäóþùåå. Òî åñòü ìíîæåñòâà N è N \ {1}
ýêâèâàëåíòíû. Òåì ñàìûì, áåñêîíå÷íûå ìíîæåñòâà îáëàäàþò åùå îäíèì îòëè-

÷èòåëüíûì ñâîéñòâîì:

Âòîðîå õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ñâîéñòâî áåñêîíå÷íûõ ìíîæåñòâ. Ó êàæ-

äîãî áåñêîíå÷íîãî ìíîæåñòâà íàéäåòñÿ ñîáñòâåííîå (òî åñòü îòëè÷àþùååñÿ

îò ñàìîãî ìíîæåñòâà) ïîäìíîæåñòâî, ýêâèâàëåíòíîå ýòîìó ìíîæåñòâó.

Áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî íàçûâàåòñÿ ñ÷åòíûì, åñëè îíî ýêâèâàëåíòíî íàòó-

ðàëüíîìó ðÿäó, òî åñòü âñå åãî ýëåìåíòû ìîæíî ïðîíóìåðîâàòü. Ïðèâåäåì äðó-

ãîé ïðèìåð.

Òåîðåìà î ñ÷åòíîñòè ìíîæåñòâà ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë. Ìíîæåñòâî Q,
òî åñòü ìíîæåñòâî ÷èñåë âèäà q =

m

n
, ãäå m ∈ Z, n ∈ N, m è n � âçàèìíî

ïðîñòû, ñ÷åòíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íóìåðîâàòü ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà áóäåì ¾ïî øàãàì¿.

Øàã 1. �àññìîòðèì âñå ÷èñëà q óêàçàííîãî âèäà, òàêèå ÷òî |q| ≤ 1 è n ≤ 1.
Òàêèõ ÷èñåë ðîâíî òðè: −1, 0, 1. Ïðèñâîèì èì íîìåðà 1, 2, 3.

Øàã 2. Âî âòîðóþ ãðóïïó âõîäÿò ÷èñëà, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì |q| ≤ 2,
n ≤ 2 è, êðîìå òîãî, íå âõîäÿùèå â ïåðâóþ ãðóïïó. Èõ óæå áîëüøå, íî òîæå

êîíå÷íîå ÷èñëî. Óïîðÿäî÷èì èõ ïî âîçðàñòàíèþ: −2, −3

2
, −1

2
,
1

2
,
3

2
, 2. Òåïåðü

ïðîäîëæèì íóìåðàöèþ, èñïîëüçóÿ íàòóðàëüíûå ÷èñëà îò 4 äî 9.

. . .

Øàã k. Ïðîäîëæàÿ ïîäîáíûì îáðàçîì, â k-þ ãðóïïó âêëþ÷àåì ÷èñëà, óäîâëå-

òâîðÿþùèå óñëîâèÿì |q| ≤ k, n ≤ k è, êðîìå òîãî, íå âõîäÿùèå â ïðåäûäóùèå
ãðóïïû. Òàêèõ ÷èñåë òîæå êîíå÷íîå ÷èñëî, è èõ íóìåðóåì, óïîðÿäî÷èâ, íàïðè-

ìåð, ïî âîçðàñòàíèþ.

Ïîñêîëüêó êàæäîå ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî ïîïàäàåò â îäíó, è òîëüêî îäíó ãðóï-

ïó, òî êàæäîìó ðàöèîíàëüíîìó ÷èñëó áóäåò ïðèñâîåí êàêîé-ëèáî íîìåð. Ïðè

ýòîì ðàçíûì ÷èñëàì ïðèñâàèâàþòñÿ ðàçíûå íîìåðà. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òàêèì îáðàçîì, êëàññ ìíîæåñòâ, ýêâèâàëåíòíûõ íàòóðàëüíîìó ðÿäó, äîñòà-

òî÷íî îáøèðåí, íî îí äàëåêî íå èñ÷åðïûâàåò âñå áåñêîíå÷íûå ìíîæåñòâà. Äàæå

åñëè ýòî ÷èñëîâûå ìíîæåñòâà, ÷òî ïîêàçûâàåò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà Êàíòîðà î íåñ÷åòíîñòè ìíîæåñòâà âåùåñòâåííûõ ÷èñåë íà

ïðîìåæóòêå (0; 1). Ìíîæåñòâî òî÷åê â èíòåðâàëå (0; 1) íåñ÷åòíî.

Ïðåæäå ÷åì äîêàçûâàòü òåîðåìó, ñäåëàåì îäíî çàìå÷àíèå. Êàæäîå âåùå-

ñòâåííîå ÷èñëî ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî äåñÿòè÷íîé äðîáüþ � êîíå÷íîé èëè

áåñêîíå÷íîé. Ýòî ïðåäñòàâëåíèå âçàèìíî îäíîçíà÷íî çà èñêëþ÷åíèåì åäèíñòâåí-

íîãî ñëó÷àÿ � êîãäà â ïðåäñòàâëåíèè ÷èñëà áåñêîíå÷íîé äðîáüþ íà÷èíàÿ ñ íåêî-

òîðîãî ìåñòà èäóò äåâÿòêè. Â ýòîì ñëó÷àå ó ÷èñëà åñòü è äðóãîå ïðåäñòàâëåíèå:

êîíå÷íîé äðîáüþ, êîòîðàÿ îáðàçóåòñÿ, åñëè îòáðîøåíà ÷àñòü, ñîäåðæàùàÿ, íà-

÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî ìåñòà, îäíè äåâÿòêè, à â îñòàâøåéñÿ ÷àñòè ïîñëåäíèé ðàçðÿä
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óâåëè÷åí íà åäèíèöó. Íàïðèìåð, 11, 999 . . . = 12, 11, 090999 . . .= 11, 091.
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû áóäåì ïðîâîäèòü ¾îò ïðîòèâíîãî¿, èñïîëüçóÿ òàê

íàçûâàåìûé äèàãîíàëüíûé ìåòîä Êàíòîðà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âñå-òàêè êàêèì-

ëèáî îáðàçîì óäàëîñü ïðîíóìåðîâàòü âñå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà îò íóëÿ äî åäè-

íèöû. �àñïîëîæèì ýòè ïðîíóìåðîâàííûå ÷èñëà ¾ñòîëáèêîì¿:

1 ←→ 0, a11 a12 a13 a14 . . . a
1
k . . .

2 ←→ 0, a21 a22 a23 a24 . . . a
2
k . . .

3 ←→ 0, a31 a32 a33 a34 . . . a
3
k . . .

4 ←→ 0, a41 a42 a43 a44 . . . a
4
k . . .

. . . . . . . . .
k ←→ 0, ak1 ak2 ak3 ak4 . . . a

k
k . . .

. . . . . . . . .

Âûáåðåì òåïåðü èç ïåðâîé ñòðî÷êè ïåðâóþ öè�ðó ïîñëå çàïÿòîé, èç âòîðîé

ñòðî÷êè âòîðóþ è òàê äàëåå. Ïîñëå ýòîãî ïîñòðîèì ÷èñëî

b = 0, b1 b2 b3 b4 . . . bk . . . ,

ãäå bk � ëþáàÿ öè�ðà, îòëè÷àþùàÿñÿ îò akk è îò 9.
Çàïèñü ýòîãî ÷èñëà îòëè÷àåòñÿ îò ëþáîé, íàõîäÿùåéñÿ â òàáëèöå. Ñëåäîâà-

òåëüíî, ÷èñëî b íå ìîæåò â íåé íàõîäèòüñÿ. Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå, äîêàçûâà-
þùåå òåîðåìó.

Ìîùíîñòü ìíîæåñòâà

Â íà÷àëå ãëàâû ìû äàëè îïðåäåëåíèå öåëîãî íåîòðèöàòåëüíîãî ÷èñëà êàê îáî-

çíà÷åíèÿ êëàññà ýêâèâàëåíòíûõ ìåæäó ñîáîé êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ. Åñëè óáðàòü

ñëîâî ¾êîíå÷íûõ¿ è ñëîâî-ïîñðåäíèê ¾îáîçíà÷åíèÿ¿, òî ïîëó÷èì îïðåäåëåíèå

ìîùíîñòè êàê ðàñøèðåíèÿ ïîíÿòèÿ ÷èñëà.

Ìîùíîñòüþ íàçûâàåòñÿ êëàññ ýêâèâàëåíòíûõ ìíîæåñòâ.

Ìîùíîñòüþ A ïðîèçâîëüíîãî ìíîæåñòâà A íàçûâàåòñÿ ìîù-

íîñòü, êîòîðîé îí ïðèíàäëåæèò. �îâîðÿò òàêæå, ÷òî A

èìååò ìîùíîñòü A.

Ìîùíîñòü ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà (ìîùíîñòü íàòóðàëüíîãî ðÿäà) èíîãäà íàçû-

âàþò ñ÷åòíîé ìîùíîñòüþ.

Ìîùíîñòü ìíîæåñòâà âñåõ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë íà ïðÿìîé íàçûâàþò ìîù-

íîñòüþ êîíòèíóóìà.

Ìîùíîñòè ìîæíî ñðàâíèâàòü. �îâîðÿò, ÷òî A ≤ B, åñëè ñóùåñòâóåò B′ ⊂ B
òàêîå, ÷òî A ∼ B′. Ñ�îðìóëèðóåì óòâåðæäåíèå, äîêàçûâàþùåå êîððåêòíîñòü

òàêîãî îïðåäåëåíèÿ.

Òåîðåìà Øðåäåðà � Êàíòîðà � Áåðíøòåéíà. Åñëè A ∼ B′ ⊂ B è B ∼
A′ ⊂ A, òî A ∼ B.
Ñëåäñòâèå (òåîðåìà îá àëüòåðíàòèâå). Äëÿ ëþáûõ äâóõ ìíîæåñòâ A è B

èìååò ìåñòî àëüòåðíàòèâà: A < B, èëè A > B, èëè A = B.
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Ïðåäåë è ïðîèçâîäíàÿ

1. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ íàçûâàþò ïðîíóìåðîâàííûé ðÿä ÷èñåë. Íóìåðàöèÿ ïðè

ýòîì ìîæåò íà÷èíàòüñÿ ñ ëþáîãî öåëîãî ÷èñëà (÷àùå âñåãî ñ åäèíèöû) è çàêàí-

÷èâàòüñÿ êàêèì-ëèáî íàòóðàëüíûì ÷èñëîì. Íàïðèìåð: {xn}5n=2 = {x2, x3, x4,
x5}. Â ýòîì ñëó÷àå ìû ãîâîðèì î êîíå÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. ×àùå â êóð-

ñå ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà ðàññìàòðèâàþòñÿ áåñêîíå÷íûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Ïðè ýòîì íóìåðàöèÿ, êàê ïðàâèëî, íà÷èíàåòñÿ ñ 1. Â ýòîì ñëó÷àå ìû îïðåäåëÿåì

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êàê �óíêöèþ, çàäàííóþ íà ìíîæåñòâå íàòóðàëüíûõ ÷èñåë,

è çàïèñûâàåì {xn}∞1 . Èíîãäà äëÿ êðàòêîñòè ìû áóäåì ïèñàòü ïðîñòî {xn} èëè
xn. Ïðè ýòîì îáû÷íî ýòîé �óíêöèè ñîîòâåòñòâóåò �óíêöèÿ x(t), îïðåäåëåííàÿ
ïðè t ∈ [1,+∞) òàêàÿ, ÷òî x(n) = xn ïðè n ∈ N. Òàêóþ �óíêöèþ ìû áóäåì

íàçûâàòü îïðåäåëÿþùåé. Îäíàêî â ðÿäå ñëó÷àåâ òàêóþ îïðåäåëÿþùóþ �óíê-

öèþ íàéòè íåïðîñòî, îñîáåííî åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çàäàíà ðåêóððåíòíûì

ñïîñîáîì, òî åñòü êàæäûé åå ÷ëåí îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç ïðåäûäóùèå.

Ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé

Îñíîâíûì â êóðñå ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåíèå ïðåäåëà ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòè, îäíàêî ïðåæäå ÷åì ê íåìó ïåðåõîäèòü, äàäèì åùå íåñêîëüêî

èíòóèòèâíî ïîíÿòíûõ è åñòåñòâåííûõ îïðåäåëåíèé.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàçûâàåòñÿ

âîçðàñòàþùåé, åñëè n > k =⇒ xn ≥ xk; ñòðîãî âîçðàñòàþùåé, åñëè n >
k =⇒ xn > xk; (îîòâåòñòâåííî îïðåäåëÿþòñÿ óáûâàþùàÿ è ñòðîãî óáûâàþùàÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè);

ìîíîòîííîé, åñëè îíà óáûâàþùàÿ èëè âîçðàñòàþùàÿ;

îãðàíè÷åííîé ñâåðõó, åñëè ∃M ∈ R : ∀nxn ≤ M. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ

îãðàíè÷åííàÿ ñíèçó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. {xn} íàçûâàåòñÿ ïðîñòî îãðàíè÷åííîé,
åñëè îíà îãðàíè÷åíà è ñâåðõó, è ñíèçó;

ïîëîæèòåëüíîé (îòðèöàòåëüíîé), åñëè ∀nxn > (<)0, çíàêîïîñòîÿííîé, åñëè
îíà ïîëîæèòåëüíà èëè îòðèöàòåëüíà, çíàêîïåðåìåííîé, åñëè îíà ñîäåðæèò êàê

ïîëîæèòåëüíûå, òàê è îòðèöàòåëüíûå ÷ëåíû, è çíàêî÷åðåäóþùåéñÿ, åñëè çíàêè

åå ÷ëåíîâ ÷åðåäóþòñÿ.

Èíîãäà óêàçàííûå òåðìèíû óïîòðåáëÿþòñÿ è â òîì ñëó÷àå, êîãäà ñîîòâåò-

ñòâóþùåå ñâîéñòâî âûïîëíÿåòñÿ íå âñåãäà, à ëèøü íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìåðà.

Ïðèìåð 1.
a) xn = (−1)n/n � çíàêî÷åðåäóþùàÿñÿ, îãðàíè÷åííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü;

b) xn = lnn � ïîëîæèòåëüíàÿ (ïðè n > 1), ñòðîãî âîçðàñòàþùàÿ íåîãðà-

íè÷åííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü;

c) xn =
sinn

n
� çíàêîïåðåìåííàÿ îãðàíè÷åííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

Ïðèìåð 2. Äîêàçàòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn =
3n− 1

2n+ 1
ÿâëÿåòñÿ ìîíî-

òîííîé è îãðàíè÷åííîé.
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�åøåíèå. xn < xn+1 ⇔ 3n− 1

2n+ 1
<

3(n+ 1)− 1

2(n+ 1) + 1
⇔ 3n− 1

2n+ 1
<

3n+ 2

2n+ 3
⇔ (3n −

1)(2n + 3) < (3n + 2)(2n + 1) ⇔ 6n2 + 7n− 3 < 6n2 + 7n + 2 ⇔ −3 < 2, ÷òî
î÷åâèäíî. Òàêèì îáðàçîì, ìû äîêàçàëè, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn ìîíîòîííî
âîçðàñòàåò. Äîêàæåì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îãðàíè÷åíà ñâåðõó (òîò �àêò, ÷òî

îíà îãðàíè÷åíà ñíèçó, î÷åâèäåí: âñå ÷ëåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîëîæèòåëüíûå

÷èñëà, è, ñëåäîâàòåëüíî, xn ≥ 0). Îöåíèì ñâåðõó äðîáü, îïðåäåëÿþùóþ xn :
3n− 1

2n+ 1
<

3n

2n+ 1
<

3n

2n
=

3

2
. Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

Ïðèìåð 3. Äîêàçàòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn =
1

2 + 1
+

1

22 + 1
+

1

23 + 1
+

. . .+
1

2n + 1
îãðàíè÷åííà.

�åøåíèå. xn <
1

2
+

1

22
+ . . .+

1

2n
<

1

2
+

1

22
+ . . .+

1

2n
+ . . . =

1/2

1− 1/2
= 1.

Ïðèìåð 4. Äîêàçàòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn =
1

n

(

1 +
1

n

)n

ÿâëÿåòñÿ

îãðàíè÷åííîé.

�åøåíèå 1-å. Îöåíêà ñíèçó î÷åâèäíà (xn > 0). ×òîáû îöåíèòü ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü ñâåðõó, çàïèøåì xn â âèäå xn =
1

n
· 1

zn
, ãäå zn =

(

1− 1

n+ 1

)n

. Èñïîëüçóÿ

íåðàâåíñòâî Áåðíóëëè, ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî zn =
(

1− 1

n+ 1

)n

≥ 1 − n

n+ 1
=

1

n+ 1
. Ñëåäîâàòåëüíî, xn ≤ 1

n
· 1

1/(n+ 1)
=
n+ 1

n
≤ 2.

�åøåíèå 2-å. Äîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî xn óáûâàåò. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì îòíî-

øåíèå xn/xn−1 è ïîêàæåì, ÷òî îíî ìåíüøå 1.

xn

xn−1
=

1

n

(
n+ 1

n

)n n− 1

1

(
n− 1

n

)n−1

=

(
n2 − 1

n2

)n

< 1.

Ñëåäîâàòåëüíî, 0 < xn ≤ x1 = 2. Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

Ïðèìåð 5. Äîêàçàòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn =
n

2n
ìîíîòîííî óáûâàåò

è îãðàíè÷åííà.

�åøåíèå. xn ≥ xn+1 ⇔ n

2n
≥ n+ 1

2n+1
⇔ 2n ≥ n + 1. Òàêèì îáðàçîì, ìîíî-

òîííîñòü äîêàçàíà, ïðè÷åì, íà÷èíàÿ ñ n = 2, ìîíîòîííîñòü ñòðîãàÿ. Ïîñêîëüêó

0 < xn ≤ x1 =
1

2
, òî îãðàíè÷åííîñòü î÷åâèäíà.

Äðóãîé ñïîñîá äîêàçàòåëüñòâà ìîíîòîííîñòè è îãðàíè÷åííîñòè ñîñòîèò â

òîì, ÷òî äëÿ èçó÷àåìîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè xn ðàññìàòðèâàåòñÿ ñîîòâåòñòâó-

þùàÿ îïðåäåëÿþùàÿ �óíêöèÿ x(t) (t ≥ 1) è ñ ïîìîùüþ ïðîèçâîäíîé ïîêà-

çûâàåòñÿ åå ìîíîòîííîñòü è îãðàíè÷åííîñòü. Íàïðèìåð, åñëè xn =
3n− 1

2n+ 1
, òî

x(t) =
3t− 1

2t+ 1
⇒ x′(t) =

5

(2t+ 1)2
> 0. Ïðè èñïîëüçîâàíèè ýòîãî ñïîñîáà ìû
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íåñêîëüêî çàáåãàåì âïåðåä, îäíàêî ¾ïîðî÷íîãî êðóãà¿ (óòâåðæäåíèå A äîêàçû-

âàåòñÿ ñ ïîìîùüþ B, êîòîðîå, â ñâîþ î÷åðåäü, äîêàçûâàåòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì

A) ìû â äàííîì ñëó÷àå ìîæåì íå îïàñàòüñÿ, ïîñêîëüêó äîêàçàòåëüñòâî óñëîâèÿ

ìîíîòîííîñòè �óíêöèè íå èñïîëüçóåò ñâîéñòâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.

Ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

×èñëî ℓ íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn}∞n=1, åñëè

∀ε > 0 ∃N = N(ε) : n > N =⇒ |xn − ℓ| < ε

(äëÿ ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî ýïñèëîí ñóùåñòâóåò ÷èñëî N òàêîå, ÷òî åñëè íîìåð

n áîëüøå N, òî xn îòëè÷àåòñÿ ïî ìîäóëþ îò ℓ ìåíüøå ÷åì íà ýïñèëîí).

Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn èìååò ïðåäåë, òî ãîâîðÿò, ÷òî îíà ñõîäèòñÿ, èëè
ÿâëÿåòñÿ ñõîäÿùåéñÿ. Åñëè ýòèì ïðåäåëîì ÿâëÿåòñÿ ÷èñëî ℓ, òî ïèøóò xn → ℓ
ïðè n→∞ èëè lim

n→∞
xn = ℓ.

Óòâåðæäåíèå. Ëþáàÿ ñõîäÿùàÿñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îãðàíè÷åííà.

✲

✻

n

x
N 1

xn =
1√
n
, lim

n→∞

xn = 0

ε = 1/3
ε

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

⋆

⋆
⋆ ⋆ ⋆ ⋆ ⋆ ⋆ ⋆ • • • • • • • • • • •

N(ε) = 9

✲

✻

n

x
N 2

xn =
2n − 3

5n + 1
, ℓ = lim

n→∞

xn =
2

5

ε = 1/7
0

ℓ

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20⋆
⋆ ⋆ ⋆ • • • • • • • • • • • • • • • •

N(ε) = 4

Ïðèìåð 6. xn =
2n− 3

5n+ 1
. Ïî çàäàííîìó ÷èñëó ε íàéòè ÷èñëî N(ε).

�åøåíèå. Ñíà÷àëà âûäâèãàåì ãèïîòåçó, ÷òî ℓ = 2/5. Íåðàâåíñòâî |xn − ℓ| < ε
âûãëÿäèò òàê:

∣
∣
∣
2n− 3

5n+ 1
− 2

5

∣
∣
∣ < ε ⇐⇒

∣
∣
∣
∣

10n− 15− 10n− 2

5(5n+ 1)

∣
∣
∣
∣
< ε ⇐⇒ 1

5n+ 1
<

5

17
ε ⇐⇒ 5n+ 1 >

17

5ε
⇐⇒ n >

1

5

(
17

5ε
− 1
)

. Çàìåòèì, ÷òî íàì íå îáÿçàòåëüíî èìåòü òî÷íîå çíà÷å-

íèå N(ε). Äîñòàòî÷íî ïîëó÷èòü òàêîé íîìåð, íà÷èíàÿ ñ êîòîðîãî íåðàâåíñòâî

âûïîëíÿåòñÿ íàâåðíÿêà. Â äàííîì ñëó÷àå ìîæíî âçÿòü, íàïðèìåð, N(ε) =
[
1

ε

]

.
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Óïð. 1. Äëÿ ñëåäóþùèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé óêàæèòå ïî ε íîìåð N(ε), íà-
÷èíàÿ ñ êîòîðîãî âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî |xn − ℓ| < ε.

a) xn =
cosn

n2
; b) xn = n22−n; c) xn = n tg

1

n2
; d) xn =

lnn2

n!
.

✲

✻

n

x
N 3

xn =
sinn

n
, lim

n→∞

xn = 0

ε = 1/6
0
ε

n =2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

⋆

⋆

⋆
⋆ ⋆

•

• •

•

•
•

•

•
• •

•
• •

•
•

N(ε) = 5

xn =
√

n2 + 2n−
√

n2 − 2n

ℓ = lim
n→∞

xn = 2

✲

✻

n

x
N 4

ε = 1/6
0

ℓ

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

⋆
• • • • • • • • • • • • • • • • • •

N(ε) = 2

Òåîðåìà îá àðè�ìåòè÷åñêèõ îïåðàöèÿõ ñ ïðåäåëàìè. Åñëè ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè xn è yn ÿâëÿþòñÿ ñõîäÿùèìèñÿ, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè xn + yn,
xn − yn, xn · yn òàêæå ÿâëÿþòñÿ ñõîäÿùèìèñÿ, ïðè÷åì:

lim
n→∞

(xn + yn) = lim
n→∞

xn + lim
n→∞

yn,

lim
n→∞

(xn − yn) = lim
n→∞

xn − lim
n→∞

yn,

lim
n→∞

(xn · yn) = lim
n→∞

xn · lim
n→∞

yn.

Âñå òî æå ñàìîå âåðíî è äëÿ îòíîøåíèÿ

xn

yn
, íî ïðè äîïîëíèòåëüíîì

ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî lim
n→∞

yn 6= 0.

xn =
7 · 3n − 5 · 2n

5 · 3n − 7 · 2n+1
, ℓ = lim

n→∞

xn =
7

5

✲

✻

n

x
N 5

ε = 1/5
0

ℓ

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
⋆

⋆

⋆
⋆ ⋆ • • • • • • • • • • • • •

N(ε) = 7
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Áåñêîíå÷íî ìàëûå è áåñêîíå÷íî áîëüøèå âåëè÷èíû

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn íàçûâàåòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëîé (á.ì.), åñëè xn → 0 ïðè

n→∞.
Îïðåäåëåíèå. �îâîðÿò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn}∞n=1 ñòðåìèòñÿ ê áåñêî-

íå÷íîñòè (è ïèøóò xn →∞), åñëè

∀E > 0 ∃N : n > N =⇒ |xn| > E.

Åñëè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå ∀E > 0 ∃N : n > N =⇒ xn > E, òî ãîâîðÿò, ÷òî
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñòðåìèòñÿ ê ïëþñ áåñêîíå÷íîñòè (xn → +∞).

Åñëè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå ∀E > 0 ∃N : n > N =⇒ xn < −E, òî ãîâîðÿò,
÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñòðåìèòñÿ ê ìèíóñ áåñêîíå÷íîñòè (xn → −∞).

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn íàçûâàåòñÿ áåñêîíå÷íî áîëüøîé (á.á.), åñëè xn → ∞
ïðè n→∞.
Óòâåðæäåíèå. Ïðîèçâåäåíèå á.ì. ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íà îãðàíè÷åííóþ åñòü

á.ì. ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Åñëè îãðàíè÷åííóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàçäåëèòü

íà á.á., òî ïîëó÷èòñÿ á.ì. ïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

Óòâåðæäåíèå. Ëþáàÿ ñõîäÿùàÿñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìîæåò áûòü ïðåä-

ñòàâëåíà êàê ñóììà ïîñòîÿííîé (ðàâíîé ïðåäåëó) è á.ì. ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Ïðèìåðû áåñêîíå÷íî ìàëûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé:

1

n
,

sinn2

√
n
,

1 + n

n2
, tg

1

n
,
√

n3 + n−
√

n3 − n, n

2n
,

2n

n!
,

log2 n√
n
.

Ïðèìåðû áåñêîíå÷íî áîëüøèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé:

n2 − n+ 1

n+ 2
,

n

log2 n
,

3n

n2
,

n!

3n
, ctg

1

n
, n arctgn.

Äðîáíî-ðàöèîíàëüíîé �óíêöèåé íàçûâàåòñÿ �óíêöèÿ âèäà f(x) =
Pm(x)

Qk(x)
,

ãäå

Pm(x) = a0x
m + a1x

m−1 + . . .+ am−1x+ am, Qk(x) = b0x
k + b1x

k−1 + . . .+
bk−1x+ bk, a0, b0 6= 0.

Òåîðåìà î äðîáíî-ðàöèîíàëüíîé �óíêöèè:

åñëè m < k, òî lim
n→∞

f(n) = 0;

åñëè m = k, òî lim
n→∞

f(n) =
a0
b0
;

åñëè m > k, òî f(n)→∞.

Ïðèìåð 7. lim
n→∞

2n2 − 3n− 5

3n2 − 5n+ 7
=

2

3
; lim

n→∞
1 + 2 + 3 + . . .+ n

1 + 3 + 5 + . . .+ 2n− 1
=

1

2
;

lim
n→∞

n3 − 1

(n+ 1)(n2 + 1)
= 1; lim

n→∞
n3 + 1

(n− 1)(n3 + n2 + n+ 1)
= 0.

Òåîðåìà î ïåðåõîäå ê ïðåäåëó â íåðàâåíñòâå. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

xn è yn ÿâëÿþòñÿ ñõîäÿùèìèñÿ è ∀n : xn ≤ yn, òî lim
n→∞

xn ≤ lim
n→∞

yn.
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Òåîðåìà î ñæàòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Ïóñòü òðè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

xn, yn è zn ïðè ëþáîì n óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâàì xn ≤ zn ≤ yn. Åñëè
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè xn è yn ÿâëÿþòñÿ ñõîäÿùèìèñÿ è ïðè ýòîì lim

n→∞
xn =

lim
n→∞

yn, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü zn òàêæå èìååò ïðåäåë è lim
n→∞

zn = lim
n→∞

xn.

Òåîðåìà îá îãðàíè÷åííîé è ìîíîòîííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Åñëè ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòü ìîíîòîííà è îãðàíè÷åíà, òî îíà èìååò ïðåäåë.

Òåïåðü ïåðåéäåì ê ðàçäåëó, ñîäåðæàùåìó âàæíîå ïðèìåíåíèå ýòîé òåîðåìû.

×èñëî e

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ÷èñëà e íàì ïîíàäîáÿòñÿ äâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè:

xn =
(

1 +
1

n

)n

è yn =
(

1 +
1

n

)n+1

.

Óòâåðæäåíèå. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü yn ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî óáûâàþùåé.

yn =
(

1 +
1

n

)n+1

lim
n→∞

yn = e

✲

✻

n

y

0
1

e

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

•

•
• • • • • • • • • • • • • • • • • •

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñòðîãîå óáûâàíèå îçíà÷àåò, ÷òî ïðè n > 1 âûïîëíÿåòñÿ íåðà-
âåíñòâî yn−1 > yn. Ýòî ýêâèâàëåíòíî íåðàâåíñòâó

yn−1

yn
> 1 ⇔

(
n

n− 1

)n ( n

n+ 1

)n+1

> 1 ⇔
(

n2

n2 − 1

)n (
n

n+ 1

)

> 1 ⇔
(

1 +
1

n2 − 1

)n

>
n+ 1

n
.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç q äðîáü
1

n2 − 1
. Ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî Áåðíóëëè, ïîëó÷èì

(

1 +
1

n2 − 1

)n

> 1+
n

n2 − 1
> 1+

1

n
=
n+ 1

n
, ïîñêîëüêó

n

n2 − 1
>

1

n
. Óòâåðæäåíèå

äîêàçàíî.

Ïîñêîëüêó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü yn îãðàíè÷åíà ñíèçó (âñå åå ÷ëåíû ïîëîæè-

òåëüíû), òî îíà èìååò ïðåäåë.

Óòâåðæäåíèå. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn =
(

1 +
1

n

)n

ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî âîçðàñ-

òàþùåé è îãðàíè÷åííîé.

Äîêàçàòåëüñòâî âîçðàñòàíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè xn ïðîèñõîäèò ñîâåðøåííî
àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ìîíîòîííîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè yn è ìû îñòàâëÿ-

åì åãî â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ. Ïåðåéäåì ê îãðàíè÷åííîñòè .
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xn =
(

1 +
1

n

)n

lim
n→∞

xn = e = 2,718...

✲

✻

n

x

0
1

e

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

•
•

• • • • • • • • • • • • • • • • • •

Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî n âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà xn < yn,

ïîñêîëüêó yn =
(

1 +
1

n

)

xn. Òàêèì îáðàçîì, xn < y1 = 4. Òàêèì îáðàçîì, óòâåð-

æäåíèå ìîæíî ñ÷èòàòü äîêàçàííûì.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn âîçðàñòàåò è îãðàíè÷åíà ñâåðõó. Ñëåäîâàòåëü-

íî, îíà èìååò ïðåäåë. Ýòîò ïðåäåë ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì ÷èñëîì è

îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç e.

Ìû äîêàçàëè, ÷òî îáå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè xn =
(

1 +
1

n

)n

è yn =
(

1 +
1

n

)n+1

ñõîäÿòñÿ. Ïîñêîëüêó yn = xn

(

1 +
1

n

)

, òî îíè èìåþò îäèí è òîò æå ïðåäåë,

êîòîðûé è åñòü ÷èñëî e.
Ñóùåñòâóåò ìíîãî ñïîñîáîâ îïðåäåëåíèÿ ÷èñëà e. Íàïðèìåð, ê ýòîìó ÷èñëó

ñõîäèòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

z1 = 1+1, z2 = 1+1+
1

2
, z3 = 1+1+

1

2!
+

1

3!
, . . . , zn = 1+1+

1

2!
+

1

3!
+. . .+

1

n!
, . . .

Íèæå ïîêàçàíû ïåðâûå çíà÷åíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé xn è zn:

x1 = 2, x2 = 2.25, x3 = 2.3704, x4 = 2.4414, x5 = 2.4883, x6 = 2.5216, x10 = 2.593742;

z1 = 2, z2 = 2.5, z3 = 2.6667, z4 = 2.7083, z5 = 2.7167, z6 = 2.7181, z10 = 2.718282.

Ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå ÷èñëà e ðàâíî 2, 718281828459046...

Ïðèìåð 8. Äîêàçàòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü an =
log2 n

n
ìîíîòîííî óáû-

âàåò, íà÷èíàÿ ñ n = 3, è îãðàíè÷åííà.

�åøåíèå. an ≥ an+1 ⇔ log2 n

n
≥ log2(n+ 1)

n+ 1
⇔ (n+1) log2 n ≥ n log2(n+1) ⇔

nn+1 ≥ (n+ 1)n ⇔
(
n+ 1

n

)n

≤ n.
Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ïðè n ≥ 4 ñëåäóåò èç ïðåäûäóùåãî óòâåðæäåíèÿ. Ïðè

n = 3 íåðàâåíñòâî ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî. Òàêèì îáðàçîì, ìîíîòîííîñòü

äîêàçàíà.

Ïîñêîëüêó 0 < an ≤ a3 < 1, òî îãðàíè÷åííîñòü î÷åâèäíà.
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�åêóððåíòíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

�îâîðÿò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çàäàåòñÿ ðåêóððåíòíûì ñîîòíîøåíèåì, åñëè êàæ-

äûé ÷ëåí ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÿâëÿåòñÿ çàäàííîé �óíêöèåé ïðåäûäóùèõ

÷ëåíîâ ýòîé æå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Ïðè ýòîì äëÿ êîððåêòíîãî çàäàíèÿ ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòè íåîáõîäèìî çàäàòü òàêæå çíà÷åíèÿ îäíîãî èëè íåñêîëüêèõ

ïåðâûõ ÷ëåíîâ ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Ïðèìåðû:

x1 = 1, xn+1 =
xn

n+ 1
, n = 1, 2, 3, . . . =⇒ x2 =

1

2
, x3 =

1

6
, . . .

x1 = 1, xn+1 = 2xn, n = 1, 2, 3, . . . =⇒ x2 = 2, x3 = 4, . . .

x1 = 1, xn+1 =
√

x2n + 1, n = 1, 2, 3, . . . =⇒ x2 =
√
2, x3 =

√
3, . . .

x1 = 1, x2 = 1, xn+1 = xn−1 + xn, n = 2, 3, . . . =⇒ x3 = 2, x4 = 3, x5 = 5, . . .

Ïðèìåð 9. Äîêàçàòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, çàäàâàåìàÿ íà÷àëüíûì óñëî-

âèåì x1 =
√
2 è ðåêóððåíòíûì ñîîòíîøåíèåì xn+1 =

√
2 + xn, n = 1, 2, 3 . . . ,

ñõîäèòñÿ, è íàéòè åå ïðåäåë.

�åøåíèå. Ñíà÷àëà äîêàæåì ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè, ÷òî ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííîé, à èìåííî, ÷òî xn < 2. Áàçà èíäóêöèè

î÷åâèäíà, ïîñêîëüêó

√
2 < 2. Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî xn < 2, è äîêàæåì, ÷òî

xn+1 < 2. Èìååì, ÷òî xn+1 =
√
2 + xn <

√
2 + 2 = 2. Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

Òåïåðü äîêàæåì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn ñòðîãî âîçðàñòàåò:

xn+1 > xn ⇔
√
2 + xn > xn ⇔ 2 + xn > x2n ⇔ x2n − xn − 2 < 0 ⇔

(xn + 1)(xn − 2) < 0. Ïîñêîëüêó xn > 0 è xn < 2, òî ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî

î÷åâèäíî. Ìîíîòîííîñòü äîêàçàíà.

Èç òåîðåìû î ìîíîòîííîé îãðàíè÷åííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñëåäóåò, ÷òî xn
èìååò ïðåäåë. Îáîçíà÷èì ýòîò ïðåäåë ÷åðåç ℓ. Ïîñêîëüêó x2n → ℓ

2
ïðè n→ ∞,

òî èç ðàâåíñòâà x2n+1 = xn + 2 ñëåäóåò, ÷òî ℓ
2
= ℓ + 2 ⇔ (ℓ + 1)(ℓ − 2) = 0.

Ïîñêîëüêó ℓ ≥ 0, òî ℓ = 2.

Ç à ä à ÷è ä ë ÿ ï ð à êòè÷ å ñ ê è õ ç à í ÿòèé

Óïð. 2.
◦
Äëÿ óêàçàííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé íàïèøèòå �îðìóëó îáùåãî ÷ëå-

íà. ×òî ìîæíî ñêàçàòü îá ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (ÿâëÿåòñÿ ëè îíà ìîíî-

òîííîé, îãðàíè÷åííîé, ñõîäÿùåéñÿ)?

a) 2, 5, 8, 11, . . . b)
1

3
,
4

5
, 1,

10

9
,
13

11
, . . . c)

2

5
,

5

8
,

8

11
,
11

14
, . . .

d)
8

3
, 2,

3

2
,
9

8
,
27

32
, . . . e)

1

2
,
2

3
,
3

4
,
4

5
, . . . f) 0, 1, 0,

1

2
, 0,

1

3
, 0, . . .

g) 0, 3, 8, 15, 24, . . . h) 1, 2, 6, 24, 120, . . . i) 1, 3, 7, 15, 31, . . .

Óïð. 3.
◦

Êàêèå èç óêàçàííûõ â ïðåäûäóùåì óïðàæíåíèè ïîñëåäîâàòåëüíî-

ñòåé ÿâëÿþòñÿ: 1) âîçðàñòàþùèìè, 2) îãðàíè÷åííûìè, 3) ñõîäÿùèìèñÿ?
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Óïð. 4.
◦
Äëÿ êàæäîé èç óêàçàííûõ íèæå ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ïðè ε = 0, 02

íàéäèòå íîìåð N, îáëàäàþùèé òåì ñâîéñòâîì, ÷òî ïðè n > N âûïîëíÿåòñÿ

íåðàâåíñòâî |xn − ℓ| < ε :

a)
sinn!√
n

; b)
sin lnn

n+ 7
; c)

3n− 1

3n+ 1
; d)

7n− 3

7n+ 3
; e)

n− 1

n2 + 5
.

Óïð. 5. Íàïèøèòå ïÿòü ïåðâûõ ÷ëåíîâ óêàçàííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. ßâ-
ëÿþòñÿ ëè îíè ìîíîòîííûìè? Åñëè äà, òî äîêàæèòå ýòî.

a)
3n− 1

3n+ 2
; b)

n2 + 3

2n
; c)

n+ 1

n2
; d)

2n

3 + n
; e)

3n+ 1

2n
; f)

n!

nn
.

Óïð. 6. Íàïèøèòå ïÿòü ïåðâûõ ÷ëåíîâ óêàçàííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. ßâ-
ëÿþòñÿ ëè îíè îãðàíè÷åííûìè? Åñëè äà, òî äîêàæèòå ýòî.

a)
5n+ 1

2n− 1
; b)

3n

2n− 3
; c)

2n

n
; d)

n2 + 1

2n
; e)

n!

nn
; f)

lnn

n
.

Óïð. 7.
◦
Äîêàæèòå, ÷òî ñëåäóþùèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èìåþò ïðåäåë:

a) an =
1

3 + 1
+

1

32 + 1
+

1

33 + 1
+ . . .+

1

3n + 1
;

b) bn =
1

2 + 1
+

1

22 + 2
+

1

23 + 3
+ . . .+

1

2n + n
;

c) cn = 1 +
1

2
+

1

2 · 3 +
1

2 · 3 · 4 + . . .+
1

n!
;

d) dn = 1 +
1

22
+

1

32
+

1

42
+ . . .+

1

n2
;

e) en =
1

n+ 1
+

1

n+ 2
+

1

n+ 3
+ . . .+

1

2n
.

Óïð. 8.
◦
Íàéäèòå:

a) lim
n→∞

12n− 2

5n− 2
, b) lim

n→∞
n2 − 2 sinn

n (2 sinn− n)
; c) lim

n→∞
n−2 − 2 arctg n

3 arctg n− 3n−2
;

d) lim
n→∞

3n3 − 6n− 7

3n3 + n2 − 5n
; e) lim

n→∞

(

2 arctgn+
1

n

)

; f) lim
n→∞

(
n

n+ 3

)3

;

g) lim
n→∞

2 + 4 + 6 + . . .+ 2n

n2 + 1
; h) lim

n→∞
(
√
n+ 2−√n)√n; i) lim

n→∞

(
n

n+ 3

)n

.

Óïð. 9.
◦
Íàéäèòå:

a) lim
n→∞

2n− 12

2n− 5
, b) lim

n→∞
n3 − 3 sinn

n (2 sinn2 − n2)
; c) lim

n→∞
n−1 − 2 lnn

3 lnn− 3n−1
;

d) lim
n→∞

n2 − 6n− 7

n2 + n− 5
; e) lim

n→∞

(

2
lnn√
n
+

1

n

)

; f) lim
n→∞

(
n

n+ 3

)−3

;

g) lim
n→∞

n2 − 2 lnn2

n2 + lnn
; h) lim

n→∞
(
√

n2 + 2n−
√

n2 − 2n); i) lim
n→∞

(
n

n+ 1

)n+3

.
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Óïð. 10.
◦
Íàéäèòå:

a) lim
n→∞

n2 + sinn

n(n+ 3)
; b) lim

n→∞
n−2 + sinn−1

n−1(n−1 + 3)
; c) lim

n→∞
n−2 + sinn

n(n−1 + 3)
;

d) lim
n→∞

3 + 6 + . . .+ 3n

3n2 + 2
; e) lim

n→∞
1 + 2 + . . .+ 2n

1 + 2n
; f) lim

n→∞
1 + 3 + . . .+ 3n

1 + 3n
.

Óïð. 11. Äîêàæèòå, ÷òî xn = ln
n+ 1

n
+ ln

n+ 2

n
+ . . .+ ln

2n

n
èìååò ïðåäåë.

Óïð. 12.
◦
�àññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn+1 = 4xn(1−xn), n = 0, 1, 2, . . . ,

0 ≤ x0 ≤ 1 :

a) ïóñòü x0 = 1/2. Óêàæèòå íåñêîëüêî ïåðâûõ ÷ëåíîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè;

b) íàéäèòå çíà÷åíèÿ x0, ïðè êîòîðûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîñòîÿííà, òî

åñòü x0 = x1 = . . .

c)⋆ íàéäèòå çíà÷åíèÿ x0, ïðè êîòîðûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïåðèîäè÷íà ñ

ïåðèîäîì 2, òî åñòü x0 = x2 = . . . , x1 = x3 6= x0 ×åìó ðàâíî ïðè ýòîì x1?

Óïð. 13.
◦
�àññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn+1 =

x2
n

n
, x1 = p, p > 0 :

a) ïóñòü p = 1. Êàêîâî ìèíèìàëüíîå n, ïðè êîòîðîì xn < 0, 001?

b) ïóñòü p = 2. Êàêîâî ìèíèìàëüíîå n, ïðè êîòîðîì xn > 1000?

c)⋆ ïîêàæèòå, ÷òî ïðè p ≤
√
2 ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäèòñÿ, à ïðè p ≥√

3 � ðàñõîäèòñÿ;

d)⋆⋆ ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ p ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäèòñÿ?

Óïð. 14.
◦
Íàïèøèòå íåñêîëüêî ïåðâûõ ÷ëåíîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, îïðåäåëÿ-

åìîé óêàçàííûì ðåêóððåíòíûì ñîîòíîøåíèåì. Êàêèå èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé

ÿâëÿþòñÿ ìîíîòîííûìè? Êàêèå îãðàíè÷åííûìè? Âî âñåõ ñëó÷àÿõ x1 = 1 :

a) xn+1 =
1 + xn

n
; b) xn+1 =

1 + x2
n

n
; c) xn+1 =

√

x2n + 1;

d) xn+1 =
1− xn

n
; e) xn+1 =

1− x2
n

n
; f) xn+1 =

√

x2n + xn.

Óïð. 15.
◦
Êàêèå èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, óêàçàííûõ â ïðåäûäóùåì óïðàæíå-

íèè, ÿâëÿþòñÿ ñõîäÿùèìèñÿ? Êàêîé ó íèõ ïðåäåë?

Óïð. 16.
◦
Äîêàæèòå, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, çàäàâàåìàÿ íà÷àëüíûì óñëî-

âèåì x1 = 3 è óêàçàííûì ðåêóððåíòíûì ñîîòíîøåíèåì, ñõîäèòñÿ, è íàéäèòå

åå ïðåäåë.

a) xn+1 =
√
2 + xn; b) xn+1 =

xn + 1

xn
; c) xn+1 =

1

xn
+
xn

2
;

d) xn+1 =
√
3 + xn; e) xn+1 =

xn + 2

xn
; f) xn+1 =

1

2xn
+

3xn

4
.
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Óïð. 17.
⋆
Äëÿ äâóõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé xn è yn çàäàíû íà÷àëüíûå óñëîâèÿ

x0 = a, y0 = b, (0 < a < b), è ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ

xn+1 =
2xnyn
xn + yn

, yn+1 =
xn + yn

2
.

ßâëÿþòñÿ ëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñõîäÿùèìèñÿ?

Óïð. 18.
◦
Íèæå ïåðå÷èñëåíû êëàññû ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé:

A : ñõîäÿùèåñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè;

B : îãðàíè÷åííûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè;
C : ìîíîòîííûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (óáûâàþùèå èëè âîçðàñòàþùèå);

D : ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ñòðåìÿùèåñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè (ïëþñ èëè ìèíóñ

áåñêîíå÷íîñòè);

E : áåñêîíå÷íî ìàëûå.
Óêàæèòå âçàèìîîòíîøåíèÿ ìåæäó ýòèìè ñåìåéñòâàìè. Â ÷àñòíîñòè,

äëÿ êàêèõ ïàð êëàññîâ ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî îäèí åñòü ïîäìíîæåñòâî äðóãîãî?

Óïð. 19. Ê êàêîìó êëàññó ïðèíàäëåæàò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè xn, îïðåäåëåí-
íûå èñòèííîñòüþ ñëåäóþùèõ óòâåðæäåíèé:

A = 〈 ∃ℓ ∈ R ∀ε ∈ (0,+∞)∃q ∈ Q : n > q =⇒ |xn − ℓ| < ε〉;
B = 〈 ∃a∀ε ∈ N ∃k ∈ N : n > k =⇒ |xn − a| < ε〉;
C = 〈 ∃n ∈ N ∀k ∈ N : |xn+k| < 1〉;
D = 〈∀n ∈ N ∀k ∈ N : n > k =⇒ xn ≥ xk〉;
E = 〈∀E ∈ (0,+∞) ∃N : n > N =⇒ |xn| > E〉;
F = 〈∀E > 0 ∃N : n > N =⇒ xn < −E〉.

Î ò â å ò û

Óïð. 2. a)xn = 3n − 1; b)
3n− 2

2n+ 1
; c)

3n− 1

3n+ 2
; d)

8

3
·
(

3

4

)n−1

; e)
n

n+ 1
; g)n2 − 1; h)n!;

i) 2n − 1. Óïð. 3. Îãðàíè÷åííûå: b, c, d, e, f ; âîçðàñòàþùèå: a, b, c, e, g, h, i; ñõîäÿùè-
åñÿ: b, c, d, e, f. Óïð. 4. N ðàâíî: a) 2500; b) 43; c) 33; d) 43; e) 50. Óïð. 7. Óêà-

çàíèå: îáðàòèòå âíèìàíèå íà òî, ÷òî âñå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âîçðàñòàþùèå, è äîêà-

æèòå, ÷òî îíè îãðàíè÷åíû ñâåðõó (íàïðèìåð, ñ ïîìîùüþ ñóììû ÷ëåíîâ ãåîìåòðè÷å-

ñêîé ïðîãðåññèè). Äàëåå âîñïîëüçóéòåñü òåîðåìîé î ìîíîòîííîé è îãðàíè÷åííîé ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòè. Óïð. 8. a) 12/5; b) − 1; c) − 2/3; d) 1; e) π; f) 1; g) 1; h) 1; i) e−3.
Óïð. 9. a) 1; b) − 1; c) − 2/3; d) 1; e) 0; f) 1; g) 1; h) 2; i) e−1. Óïð. 10. a) 1; b) 1/3;
c) 0; d) 1/2; e) 2; f) 3/2. Óïð. 12. a) x1 = 1, x2 = x3 = . . . = 0; b) 0, 3/4; c) x0 =
5±

√
5

8
, x1 =

5∓
√
5

8
. Óïð. 13. a) 6; b) 6; d) p ≤ p∗ = limn→∞ p0 · p1 · p2 · p3 · · · ,

ãäå p0 = 4
√
2, p1 = 8

√
3, p2 = 16

√
4, . . . Óïð. 14. a) 1, 2, 3/2, 5/6, 11/24, . . . , óáûâàåò,

íà÷èíàÿ ñ n = 2, îãðàíè÷åííà; b) 1, 2, 5/2, 29/12, . . . óáûâàåò, íà÷èíàÿ ñ n = 3, îãðà-
íè÷åííà; c) 1,

√
2,
√
3,
√
4,
√
5, . . . âîçðàñòàåò, íåîãðàí.; d) 1, 0, 1/2, 1/6, 5/24, . . . îãðà-

íè÷åíà; e) 1, 0, 1/2, 1/4, 3/16, . . . , óáûâàåò, íà÷èíàÿ ñ n = 3, îãðàíè÷åííà; f) 1,
√
2,

√

2 +
√
2,

√

2 +
√
2 +

√

2 +
√
2, . . . âîçðàñòàåò, íåîãðàí. Óïð. 15. Ñõîäÿùèìèñÿ ÿâ-

ëÿþòñÿ a, b, d, e. Âî âñåõ ñëó÷àÿõ l = 0. Óïð. 16. a) 2; b) (1 +
√
5)/2; c)

√
2; d) (1 +√

13)/2; e) 2; f)
√
2. Óïð. 18. A ⊂ B; B ∩ C ⊂ A; B ∩D = Ø; E ⊂ A.
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2. Ïðåäåë �óíêöèè. Íåïðåðûâíîñòü

Îïðåäåëåíèå ïðåäåëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü ÷àñòíûì ñëó÷àåì îïðå-

äåëåíèÿ ïðåäåëà �óíêöèè íà áåñêîíå÷íîñòè (ïðè x, ñòðåìÿùåìñÿ ê +∞), ïî-

ñêîëüêó çíà÷åíèÿ f(n) îáðàçóþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, êîòîðàÿ òåì áîëåå áóäåò

ñòðåìèòüñÿ ê ℓ, åñëè f(x)→ ℓ.

×èñëî ℓ íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì �óíêöèè f(x) ïðè x→ +∞, åñëè
∀ε > 0 ∃M =M(ε) : x > M =⇒ |f(x)− ℓ| < ε.

x

y ✻

✲
642

2

−2

0

lim
x→∞

2(x2 + x)

x2 + x+ 2
= 2

x

y ✻

✲
642

2

−2

0

lim
x→∞

x2

2x
= 0

Ïðè ýòîì, ðàçóìååòñÿ, èìååò ñìûñë ãîâîðèòü î òîì, ÷òî x ñòðåìèòñÿ ê áåñ-

êîíå÷íîñòè, ëèøü òîãäà, êîãäà îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ íå ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì

ìíîæåñòâîì.

Ïðåæäå ÷åì ïåðåéòè ê ñëó÷àþ, êîãäà x ñòðåìèòñÿ ê êîíå÷íîìó ÷èñëó, ââåäåì
íåñêîëüêî âñïîìîãàòåëüíûõ ïîíÿòèé.

Çàìûêàíèå ìíîæåñòâà

Îêðåñòíîñòüþ òî÷êè x0 ∈ R íàçûâàåòñÿ ëþáîé èíòåðâàë V = (α;β), ñîäåðæàùèé
òî÷êó x0, èëè ëþáîå ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå òàêîé èíòåðâàë. ε-îêðåñòíîñòüþ
òî÷êè x0 ∈ R íàçûâàåòñÿ èíòåðâàë Vε = (x0−ε;x0+ε). Ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòüþ
òî÷êè x0 (V ′(x0)) íàçûâàåòñÿ îêðåñòíîñòü V áåç ñàìîé òî÷êè, òî åñòü ìíîæåñòâî

V ′(x0) = V \ {x0}.
Ïóñòü D ⊂ R. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî òî÷êà x0 ∈ R ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ñãóùåíèÿ,

èëè ïðåäåëüíîé òî÷êîé, ìíîæåñòâà D, åñëè â ëþáîì èíòåðâàëå (α, β), ñîäåðæà-
ùåì òî÷êó x0, íàéäåòñÿ õîòÿ áû îäíà òî÷êà ìíîæåñòâà D, íå ñîâïàäàþùàÿ ñ

x0. Åñëè òî÷êà ìíîæåñòâà íå ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ñãóùåíèÿ ýòîãî ìíîæåñòâà, òî

îíà íàçûâàåòñÿ èçîëèðîâàííîé. Îáúåäèíåíèå ìíîæåñòâà D è ìíîæåñòâà åãî òî-

÷åê ñãóùåíèÿ íàçûâàåòñÿ çàìûêàíèåì ìíîæåñòâà D è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç D.
Ìíîæåñòâî òî÷åê ñãóùåíèÿ (äëÿ íåãî íåò ñïåöèàëüíîãî îáîçíà÷åíèÿ) ìîæíî

ïîëó÷èòü, åñëè èç çàìûêàíèÿ ìíîæåñòâà âûêèíóòü âñå èçîëèðîâàííûå òî÷êè.

�îâîðÿò òàêæå, ÷òî áåñêîíå÷íîñòü ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíîé òî÷êîé ìíîæåñòâàD, åñëè
D íå ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì.

Ïðèìåð 1. Ïóñòü: A = (−∞; 1) ∪ (1; 2) ∪ {3}, B = (−∞; 0) ∪ (0;+∞), C =
Q, D = Q∩(−1; 1). Òîãäà: A = (−∞; 2]∪{3}, B = R, C = R, D = [−1; 1].
Ïðè ýòîì ìíîæåñòâî òî÷åê ñãóùåíèÿ ìíîæåñòâà A ñîâïàäàåò ñ (−∞; 2].
Äëÿ B, C è D ìíîæåñòâî òî÷åê ñãóùåíèÿ ñîâïàäàåò ñ èõ çàìûêàíèÿìè. Áåñ-

êîíå÷íîñòü ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíîé òî÷êîé äëÿ ìíîæåñòâ A, B è C.
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Ïðåäåë �óíêöèè

Ïóñòü x0 � òî÷êà ñãóùåíèÿ ìíîæåñòâà D = Dom(f).

×èñëî ℓ íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì �óíêöèè f(x) ïðè x→ x0, åñëè
∀ε > 0 ∃δ > 0 : x ∈ D, |x− x0| < δ, x 6= x0 =⇒ |f(x)− ℓ| < ε.

Åñëè íåêîòîðàÿ òî÷êà íå ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíîé äëÿ îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ

�óíêöèè, òî â íåé ïîíÿòèå ïðåäåëà ýòîé �óíêöèè íå èìååò ñìûñëà.

×èñëî ℓ ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëîì �óíêöèè f(x) ïðè x→ x0 + 0 (ïðåäåëîì
�óíêöèè ñïðàâà), åñëè

∀ε > 0 ∃δ > 0 : x ∈ D, x0 < x < x0 + δ, =⇒ |f(x)− ℓ| < ε.

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ïðåäåë �óíêöèè ñëåâà.

×èñëî ℓ íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì �óíêöèè f(x) ïðè x→ x0 − 0 (ïðåäåëîì
�óíêöèè ñëåâà), åñëè

∀ε > 0 ∃δ > 0 : x ∈ D, x0 − δ < x < x0, =⇒ |f(x)− ℓ| < ε.

x

y ✻

✲

✛

✲ 42x0

2

−2−4

−2

lim
x→x0+0

f(x) = 1

lim
x→x0−0

f(x) = −1

x

y ✻

✲

✛✲

42x0

2

−2−4

−2

◦

lim
x→x0

f(x) = 1

�îâîðÿò, ÷òî �óíêöèÿ f(x) ñòðåìèòñÿ ê + áåñêîíå÷íîñòè ïðè x→ x0, åñëè
∀M > 0 ∃δ > 0 : x ∈ D, |x− x0| < δ, x 6= x0 =⇒ f(x) > M.

Òåîðåìà îá àðè�ìåòè÷åñêèõ îïåðàöèÿõ ñ ïðåäåëàìè. Åñëè �óíêöèè f(x)
è g(x) èìåþò ïðåäåë â òî÷êå x0, òî �óíêöèè f(x)+g(x), f(x)−g(x), f(x)·g(x)
òàêæå èìåþò ïðåäåë, ïðè÷åì:

lim(f(x) + g(x)) = lim f(x) + lim g(x);
lim(f(x) − g(x)) = lim f(x)− lim g(x);
lim(f(x) · g(x)) = lim f(x) · lim g(x).

Âñå òî æå ñàìîå âåðíî è äëÿ îòíîøåíèÿ

f(x)

g(x)
, íî ïðè äîïîëíèòåëüíîì

ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî lim g(x) 6= 0.

52



Äðîáíî-ðàöèîíàëüíîé �óíêöèåé íàçûâàåòñÿ �óíêöèÿ âèäà f(x) =
Pm(x)

Qk(x)
,

ãäå Pm(x) = a0x
m + a1x

m−1 + . . .+ am−1x+ am, Qk(x) = b0x
k + b1x

k−1 + . . .+
bk−1x+ bk, a0, b0 6= 0.
Òåîðåìà î äðîáíî-ðàöèîíàëüíîé �óíêöèè.

Ïóñòü x→∞. Òîãäà: åñëè m < k, òî lim f(x) = 0;

åñëè m = k, òî lim f(x) =
a0
b0
;

åñëè m > k, òî f(x)→∞.
Ïóñòü x→ 0. Òîãäà: åñëè bk 6= 0, òî lim f(x) =

am
bk

;

åñëè bk = 0, am 6= 0, òî f(x)→∞.

Ïðèìåð 2. lim
x→∞

2x2 − 3x− 5

3x2 − 5x+ 7
=

2

3
; lim

x→0

2x2 − 3x− 5

3x2 − 5x+ 7
= −5

7
.

Òåîðåìà î ïåðåõîäå ê ïðåäåëó â íåðàâåíñòâå. Åñëè �óíêöèè f(x) è g(x)
èìåþò ïðåäåë â íåêîòîðîé òî÷êå è f(x) ≤ g(x) â êàêîé-ëèáî ïðîêîëîòîé

îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè, òî â ýòîé òî÷êå lim f(x) ≤ lim g(x).

Òåîðåìà î ñæàòîé �óíêöèè. Ïóñòü òðè �óíêöèè f(x), g(x) è h(x) â íåêî-
òîðîé ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâàì f(x) ≤
h(x) ≤ g(x). Åñëè �óíêöèè f(x) è g(x) èìåþò ïðåäåë â ýòîé òî÷êå è ïðè ýòîì

lim f(x) = lim g(x), òî �óíêöèÿ h(x) òàêæå èìååò ïðåäåë è limh(x) = lim f(x).
Ôóíêöèÿ f(x) íàçûâàåòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëîé â òî÷êå x0, åñëè f(x) → 0 ïðè

x→ x0.
Ôóíêöèÿ f(x) íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííîé íà ìíîæåñòâå I, åñëè ∃M òàêîå, ÷òî

∀x ∈ I âåðíî íåðàâåíñòâî |f(x)| ≤M.
Ôóíêöèÿ f(x) íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííîé â îêðåñòíîñòè òî÷êè x0, åñëè ñóùå-

ñòâóåò îêðåñòíîñòü V (x0), òàêàÿ ÷òî f(x) îãðàíè÷åííà íà ýòîé îêðåñòíîñòè.
Óòâåðæäåíèå. Ïðîèçâåäåíèå �óíêöèè, áåñêîíå÷íî ìàëîé â íåêîòîðîé òî÷-

êå, íà �óíêöèþ, îãðàíè÷åííóþ â îêðåñòíîñòè ýòîé æå òî÷êè, åñòü �óíêöèÿ,

áåñêîíå÷íî ìàëàÿ â ýòîé òî÷êå.

Ôóíêöèÿ f(x) íàçûâàåòñÿ áåñêîíå÷íî áîëüøîé â òî÷êå x0, åñëè f(x) → ∞
ïðè x→ x0.
Óòâåðæäåíèå. Åñëè ÷èñëî, íå ðàâíîå íóëþ, ðàçäåëèòü íà áåñêîíå÷íî ìàëóþ,

òî ïîëó÷èòñÿ áåñêîíå÷íî áîëüøàÿ. Åñëè îãðàíè÷åííóþ ðàçäåëèòü íà áåñêî-

íå÷íî áîëüøóþ, òî ïîëó÷èòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëàÿ.

Ïðèìåðû áåñêîíå÷íî ìàëûõ �óíêöèé:

sin x2

√
x
,

1 + x

x2
,
√
x3 + x−

√
x3 − x, x

2x
,

log2 x√
x

ïðè x→∞;

sinx2,
x2

1 + x
,
√
x+ x3 −

√
x− x3, x

2x
,

√
x log2 x ïðè x→ 0;

sinπx,
x2 − 1

1 + x
,
√
x+ x2 −

√
x+ x3,

x− 1

2x
,
√
x log2 x ïðè x→ 1.

53



Ïðèìåðû áåñêîíå÷íî áîëüøèõ �óíêöèé:

x sin
1√
x
,

1 + x2

x
,
√
x3 + x+

√
x3 − x, 2x

x
,

√
x

log2 x
ïðè x→∞;

sin
√
x

x
,

1 + x2

x
,

1√
x+ x3 +

√
x− x3

,
2x

x
,

log2 x√
x

ïðè x→ 0;

1

sin πx
,

x+ 1

1− x2
,

1√
x+ x2 −

√
x+ x3

,
3x

x2 − 1
,

√
x

log2 x
ïðè x→ 1.

Ýêâèâàëåíòíûå �óíêöèè

Äâå �óíêöèè f(x) è g(x) íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè â òî÷êå x0, åñëè ñóùå-

ñòâóåò ïðåäåë lim
x→x0

f(x)

g(x)
è åñëè ýòîò ïðåäåë ðàâåí 1. Ïðè ýòîì ìû ïèøåì:

f(x) ∼ g(x) ïðè x→ x0.

Äâå �óíêöèè f(x) è g(x) áóäåì íàçûâàòü ýêâèâàëåíòíûìè â òî÷êå x0 ñ òî÷íî-
ñòüþ äî ïîñòîÿííîé (ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîãî ìíîæèòåëÿ), åñëè ñóùåñòâóåò

ïðåäåë lim
x→x0

f(x)

g(x)
è åñëè ýòîò ïðåäåë íå ðàâåí 0. Îáîçíà÷èâ ýòîò ïðåäåë ÷å-

ðåç k, ïîëó÷èì ýêâèâàëåíòíîñòü f(x) ∼ k g(x) ïðè x → x0. Çàìå÷àòåëüíûå
ïðåäåëû. Äâà ïðåäåëà ïðèíÿòî íàçûâàòü çàìå÷àòåëüíûìè:

1) lim
x→0

sin x

x
= 1; 2) lim

x→0
(1 + x)

1

x = e.

Èíîãäà çàìå÷àòåëüíûìè íàçûâàþò òàêæå ñîîòíîøåíèÿ, ÿâëÿþùèåñÿ ñëåäñòâèÿ-

ìè óêàçàííûõ äâóõ:

a) lim
x→0

sin kx

kx
= 1 (k 6= 0); b) lim

x→0

arcsin x

x
= 1;

c) lim
x→0

tg x

x
= 1; d) lim

x→0

arctg x

x
= 1;

e) lim
x→0

ex − 1

x
= 1; f) lim

x→0

2x − 1

x
= ln 2;

g) lim
x→0

ln(1 + x)

x
= 1; h) lim

x→0

loga(1 + x)

x
=

1

ln a
;

i) lim
x→0

1− cosx

x2
=

1

2
; j) lim

x→0

(1 + x)k − 1

x
= k.

Ñèìâîë Ëàíäàó

Åñëè lim
x→x0

ϕ(x)

g(x)
= 0, òî ãîâîðÿò, ÷òî �óíêöèÿ ϕ(x) åñòü o-ìàëåíüêîå îò g(x)

ïðè x, ñòðåìÿùåìñÿ ê x0, è ïèøóò: ϕ(x) = o(g(x)) ïðè x → x0. Åñëè ïðè ýòîì

îáå �óíêöèè ϕ(x) è g(x) ÿâëÿþòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëûìè â òî÷êå x0, òî ãîâîðÿò,
÷òî ϕ(x) ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëîé áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà, ÷åì g(x). Çíà÷îê
¾o¿ íàçûâàåòñÿ ñèìâîëîì Ëàíäàó.

Ïðèìåðû: sinx = o(1) ïðè x→ 0, ln(1 + x) = o(x) ïðè x→ +∞,
1− cos2 x = o(x) ïðè x→ 0, arctg(x− 1)2 = o(ln x) ïðè x→ 1.
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Òåîðåìà î âûäåëåíèè ëèíåéíîé ÷àñòè. Ïóñòü �óíêöèè ϕ(x) è g(x) îïðåäå-
ëåíû â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 è ïðè ýòîì â òî÷êå x0 ñóùåñòâóåò

ïðåäåë lim
x→x0

ϕ(x)

g(x)
. Îáîçíà÷èì ýòîò ïðåäåë ÷åðåç k. Òîãäà

ϕ(x) = kg(x) + o(g(x)).

Âûðàæåíèå kg(x) è íàçûâàåòñÿ ëèíåéíîé ÷àñòüþ �óíêöèè ϕ(x) îòíîñèòåëüíî

g(x). Â ÷àñòíîñòè, çàïèñü ¾f(x) ∼ g(x) ïðè x → x0¿ ýêâèâàëåíòíà çàïèñè

¾f(x) = g(x) + o(g(x)) ïðè x→ x0¿.

Ïðèìåðû: sinx = x+ o(x) ïðè x→ 0, lnx = x− 1 + o(x − 1) ïðè x→ 1.

Íèæå ïðèâåäåíû ïðèìåðû íåñêîëüêèõ íàèáîëåå ÷àñòî âñòðå÷àþùèõñÿ ýêâè-

âàëåíòíîñòåé ïðè x→ 0.

x

y ✻

✲
42

2

−2−4

−2

0

sinx ∼ x

x

y ✻

✲
42

2

−2−4

−2

0

ex − 1 ∼ x

x

y ✻

✲
42

2

−2−4

−2

0

ln(1 + x) ∼ x

x

y ✻

✲
42

2

−2−4

−2

0

arctg x ∼ x при x→ 0

x

y ✻

✲
42

2

−2−4

−2

0

2x − 1 ∼ x ln 2

x

y ✻

✲
42

2

−2−4

−2

0

log2(1 + x) ∼ x log2 e

x

y ✻

✲
42

2

−2−4

−2

0

√
1 + x− 1 ∼ x

2

x

y ✻

✲
42

2

−2−4

−2

0

3
√

1 + x− 1 ∼ x

3

x

y ✻

✲
42

2

−2−4

−2

0

(1 + x)2 − 1 ∼ 2x
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Òåîðåìà î çàìåíå íà ýêâèâàëåíòíóþ ïîä çíàêîì ïðåäåëà. Ïóñòü f(x) ∼
g(x) ïðè x→ x0 è ñóùåñòâóþò ïðåäåëû lim

x→x0

g(x)h(x) è lim
x→x0

h(x)/g(x). Òîãäà

ñóùåñòâóþò è ïðåäåëû lim
x→x0

f(x)h(x) è lim
x→x0

h(x)/f(x), ïðè÷åì

lim
x→x0

f(x)h(x) = lim
x→x0

g(x)h(x); lim
x→x0

h(x)/f(x) = lim
x→x0

h(x)/g(x).

Ïðèìåð 3. lim
x→0

sin x2 arctg 2x(e3x − 1)

ln(1 + x3) arcsin 3x
= lim

x→0

x2 · 2x · 3x
x3 · 3x =

6

3
= 2;

lim
x→0

sin 2x

x cos x2
= 2; lim

x→0

e2x
2 − 1

x sin x
= 2; lim

x→0

arctg x2

1− cosx
= 2.

Ïðèìåð 4. a) lim
x→0

esin 2x − 1

2x cos x
= 1; b) lim

x→0

5x3 − 7x4

ln(1− 2x3)
= −5

2
;

c) lim
x→0

22x − 1

33x − 1
=

2 ln 2

3 ln 3
; d) lim

x→0

sin2 2x√
1− 4x2 − 1

= −2;

e) lim
x→0

arctg x

ln(1 + 2x)
=

1

2
; f) lim

x→0

√
1 + 2x− 1√
1− 2x− 1

= −1.

Îïðåäåëåíèå ïðåäåëà íà ÿçûêå ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé

Îïðåäåëåíèå ïðåäåëà, êîòîðîå áûëî äàíî â íà÷àëå ãëàâû ïðèíÿòî íàçûâàòü

îïðåäåëåíèåì íà ÿçûêå ýïñèëîí�äåëüòà èëè íà ÿçûêå Êîøè. Èíîãäà óäîáíî èñ-

ïîëüçîâàòü è äðóãîå, ýêâèâàëåíòíîå îïðåäåëåíèå, êîòîðîå íàçûâàþò îïðåäåëå-

íèåì íà ÿçûêå ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé èëè íà ÿçûêå �åéíå (â ÷åñòü íåìåöêîãî ìàòå-

ìàòèêà XIX âåêà).

×èñëî ℓ ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëîì �óíêöèè f(x) ïðè x → x0, åñëè äëÿ ëþáîé ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòè xn, ñòðåìÿùåéñÿ ê x0, òàêîé, ÷òî xn 6= x0 ∀n, âåðíî, ÷òî
f(xn)→ ℓ ïðè n→∞.

Ïðåæäå ÷åì ïðîäåìîíñòðèðîâàòü íà ïðèìåðå, êàê èñïîëüçóåòñÿ ýêâèâàëåíò-

íîñòü äâóõ îïðåäåëåíèé ïðåäåëà, ìû íàïîìíèì âàæíîå ñîîòíîøåíèå:

lim
x→0

(1 + x)

1

x = e

Ïîäñòàâèâ â óêàçàííîå ñîîòíîøåíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn =
1

n
, ïîëó÷èì

óæå äîêàçàííîå ðàíåå ñîîòíîøåíèå lim
n→∞

(

1 +
1

n

)n

= e.

Ïðèìåð 5.

a) lim
x→∞

(

1 +
1

x

)x

= e; b) lim
n→∞

(

1− 1

n

)n

=
1

e
; c) lim

n→∞

(
n

n+ 1

)n

=
1

e
;

d) lim
x→∞

(

1 +
3

x

)x

= e3; e) lim
n→∞

(

1− 1

2n

)n

=
1√
e
; f) lim

n→∞

(
n

n+ 1

)2n

=
1

e2
.
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Íåïðåðûâíîñòü �óíêöèè

Ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé â òî÷êå x0, åñëè ïðåäåë â ýòîé òî÷êå ñóùå-
ñòâóåò (â ñëó÷àå, åñëè x0 � òî÷êà ñãóùåíèÿ ìíîæåñòâà D) è ðàâåí çíà÷åíèþ

�óíêöèè â ýòîé òî÷êå.

Åñëè x0 � èçîëèðîâàííàÿ òî÷êà ìíîæåñòâàD, òî ìû áóäåì ñ÷èòàòü �óíêöèþ

íåïðåðûâíîé â ýòîé òî÷êå (ýòî âîïðîñ ÷èñòî �îðìàëüíîé äîãîâîðåííîñòè).

Åñëè ïðåäåëû ñëåâà è ñïðàâà ñóùåñòâóþò, òî ó íåïðåðûâíîé �óíêöèè îíè

äîëæíû áûòü ðàâíû ìåæäó ñîáîé.

Òàêèì îáðàçîì, ïðåäåë íåïðåðûâíîé �óíêöèè â òî÷êå ðàâåí çíà÷åíèþ �óíê-

öèè â òî÷êå. Âñïîìèíàÿ îïðåäåëåíèå ïðåäåëà �óíêöèè â òî÷êå ìû ìîæåì äàòü

¾ÿâíîå¿ îïðåäåëåíèå íåïðåðûâíîñòè.

Ôóíêöèÿ f(x) íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé â òî÷êå x0, åñëè

∀ε > 0 ∃δ > 0 : x ∈ D è |x− x0| < δ =⇒ |f(x)− f(x0)| < ε.

Ýêâèâàëåíòíîå îïðåäåëåíèå ìîæíî äàòü è íà ÿçûêå ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.

Ôóíêöèÿ f(x) íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé â òî÷êå x0, åñëè äëÿ ëþáîé ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòè xn, ñòðåìÿùåéñÿ ê x0, âåðíî, ÷òî f(xn)→ f(x0) ïðè n→∞.
Ïîíÿòèå íåïðåðûâíîñòè äîñòàòî÷íî åñòåñòâåííî. Â ÷àñòíîñòè, òåì, ÷òî âû-

ïîëíÿþòñÿ ïðîñòûå óñëîâèÿ, îáåñïå÷èâàþùèå ðàáîòó ñ íåïðåðûâíûìè �óíêöè-

ÿìè.

Òåîðåìà îá àðè�ìåòè÷åñêèõ îïåðàöèÿõ ñ íåïðåðûâíûìè �óíêöèÿìè.

Åñëè f(x) è g(x) � �óíêöèè, íåïðåðûâíûå â òî÷êå x0, òî â ýòîé æå òî÷êå

íåïðåðûâíû �óíêöèè f(x) + g(x), f(x) − g(x), f(x) · g(x), à òàêæå

f(x)

g(x)
, ïðè

äîïîëíèòåëüíîì ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî g(x0) 6= 0.
Òåîðåìà î íåïðåðûâíîñòè ñóïåðïîçèöèè. Åñëè �óíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà
â òî÷êå x0, à g(x) íåïðåðûâíà â òî÷êå y0 = f(x0), òî â òî÷êå x0 íåïðåðûâíà

�óíêöèÿ g(f(x)).
Ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé íà ìíîæåñòâå I, åñëè îíà íåïðåðûâíà â

êàæäîé òî÷êå ýòîãî ìíîæåñòâà.

Äëÿ ìíîæåñòâà �óíêöèé, íåïðåðûâíûõ íà ïðîìåæóòêå [a; b] ïðèíÿòî ñëå-

äóþùåå îáîçíà÷åíèå: C[a; b]. Òàêèì îáðàçîì, çàïèñü f ∈ C[a; b] îçíà÷àåò, ÷òî
�óíêöèÿ f îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [a; b].
Òåîðåìà î íåïðåðûâíîñòè îáðàòíîé �óíêöèè. Åñëè f ∈ C[a; b] è f èìååò
îáðàòíóþ �óíêöèþ g, òî g íåïðåðûâíà íà [f(a); f(b)] (èëè íà [f(b); f(a)], åñëè
f(b) < f(a)).

Ïðèìåð 6. Äðîáíî-ðàöèîíàëüíàÿ �óíêöèÿ f(x) =
P (x)

Q(x)
íåïðåðûâíà â êàæäîé

òî÷êå x0 âåùåñòâåííîé ïðÿìîé, â êîòîðîé Q(x0) 6= 0.

Ïðèìåð 7. Ôóíêöèè arcsinx, arccosx è arctg x íåïðåðûâíû íà ñâîèõ îáëàñòÿõ

îïðåäåëåíèÿ, òî åñòü íà ïðîìåæóòêàõ [−1; 1], [−1; 1], (−∞;∞).
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Ïðèìåð 8. Ôóíêöèè esinx, ln(1 + x2), è arctg(cos2 x) íåïðåðûâíû íà âñåé âåùå-

ñòâåííîé ïðÿìîé.

Òàêæå áåç äîêàçàòåëüñòâà ñ�îðìóëèðóåì åùå äâå âàæíûå òåîðåìû îá îãðà-

íè÷åííîñòè íåïðåðûâíûõ �óíêöèé íà çàìêíóòîì ïðîìåæóòêå.

1-ÿ òåîðåìà Âåéåðøòðàññà. Åñëè �óíêöèÿ îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíà íà

ïðîìåæóòêå [a; b], òî îíà îãðàíè÷åííà íà ýòîì ïðîìåæóòêå.

Карл Вейерштрасс (Karl Weierstraβ, 1815 — 1897)

— выдающийся немецкий математик, «отец совре-

менного анализа». Занимался теорией аналитических

функций. В значительной степени ему мы обяза-

ны современными формулировками теорем, ставших

классическими, крылатой фразой «нельзя быть на-

стоящим математиком, не будучи немного поэтом»,

а также славой Софьи Ковалевской.

2-ÿ òåîðåìà Âåéåðøòðàññà. Åñëè �óíêöèÿ îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíà íà

ïðîìåæóòêå [a; b], òî â íåêîòîðûõ òî÷êàõ ýòîãî ïðîìåæóòêà îíà ïðèíèìàåò
ñâîè íàèáîëüøåå è íàèìåíüøåå çíà÷åíèÿ.

Ïðèìåð 9. a) Ôóíêöèÿ f1(x) =
1

x
îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíà íà (0, 1], îäíàêî íå

ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííîé íà ýòîì ïðîìåæóòêå.

b) Ôóíêöèÿ f2(x) = e1/x ïðè x ∈ (0, 1], f2(x) = 0 ïðè x = 0, îïðåäåëåíà íà

[0, 1], îäíàêî íå ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííîé íà ýòîì ïðîìåæóòêå.

c) Ôóíêöèÿ f3(x) = arctgx îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíà íà (−∞;∞), ÿâëÿåò-
ñÿ îãðàíè÷åííîé íà ýòîì ïðîìåæóòêå, íî íå ïðèíèìàåò íè â êàêîé òî÷êå

íàèáîëüøåå èëè íàèìåíüøåå çíà÷åíèÿ.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà èíîãäà íàçûâàåòñÿ òåîðåìîé î ïðîìåæóòî÷íîì çíà÷åíèè.

Îíà áûëà äîêàçàíà Áîëüöàíî â 1817 ãîäó è ïîçæå Êîøè â 1821 ãîäó.

Òåîðåìà Áîëüöàíî (Áîëüöàíî � Êîøè). �àññìàòðèâàåòñÿ �óíêöèÿ

f(x), íåïðåðûâíàÿ íà îòðåçêå [a; b]
(
f ∈ C[a; b]

)
. Îáîçíà÷èì f(a) = A, f(b) =

B. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ïðåäïîëîæèì, ÷òî A ≤ B. Òîãäà äëÿ ëþáîãî
C ∈ [A;B] ñóùåñòâóåò c ∈ [a; b] òàêîå, ÷òî f(c) = C.

Ñëåäóþùåå âàæíîå ñëåäñòâèå èíîãäà íàçûâàþò 1-é òåîðåìîé Áîëüöàíî

� Êîøè: Åñëè íåïðåðûâíàÿ �óíêöèÿ ïðèíèìàåò â êîíöàõ îòðåçêà çíà÷åíèÿ

ðàçíûõ çíàêîâ, òî ñóùåñòâóåò òî÷êà, â êîòîðîé îíà ðàâíà íóëþ.
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Ïðèìåð 10. Ìíîãî÷ëåíû y = x4 − 4x2 + 1 è y = 2x4 − 6x2 + 2x + 1 èìåþò

ïî 4 êîðíÿ, ðàñïîëîæåííûõ â èíòåðâàëàõ (−2;−1), (−1; 0), (0; 1) è (1; 2). Äåé-

ñòâèòåëüíî, â îáîèõ ñëó÷àÿõ ÷èñëà y(−2), y(0) è y(2) ïîëîæèòåëüíû, à y(−1)
è y(1) îòðèöàòåëüíû.

Òî÷êè ðàçðûâà

Ïóñòü x0 � ïðåäåëüíàÿ òî÷êà îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ íåêîòîðîé �óíêöèè. �îâî-

ðÿò, ÷òî â òî÷êå x0 �óíêöèÿ èìååò óñòðàíèìûé ðàçðûâ, åñëè ñóùåñòâóåò ïðå-

äåë �óíêöèè â ýòîé òî÷êå, îäíàêî ñàìî çíà÷åíèå �óíêöèè â ýòîé òî÷êå ëèáî

íå îïðåäåëåíî, ëèáî íå ñîâïàäàåò ñ ýòèì ïðåäåëîì. �îâîðÿò, ÷òî â òî÷êå x0
�óíêöèÿ èìååò ðàçðûâ 1 ðîäà, èëè ñêà÷îê, åñëè ïðåäåëû �óíêöèè â ýòîé òî÷êå

ñëåâà è ñïðàâà ñóùåñòâóþò è ðàçëè÷íû. Âî âñåõ îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ ãîâîðÿò,

÷òî �óíêöèÿ èìååò ðàçðûâ 2 ðîäà. Åñëè x0 íå ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíîé òî÷êîé, òî
ïîíÿòèå ¾ðàçðûâ¿ ïî îòíîøåíèþ ê íåé íå óïîòðåáëÿåòñÿ. Çàìåòèì, ÷òî �óíê-

öèÿ f(x) = 1/x èìååò ðàçðûâ âòîðîãî ðîäà â òî÷êå x0 = 0 è, òåì íå ìåíåå,

íåïðåðûâíà íà âñåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ.

Ç à ä à ÷è ä ë ÿ ï ð à êòè÷ å ñ ê è õ ç à í ÿòèé

Óïð. 1. Íà ãðà�èêàõ óêàæèòå òî÷êè ðàçðûâà �óíêöèé è èõ òèï.

x

y
✻

✲
42

2

−2−4

−2

0

◦

◦◦

◦

sin(πx)

|1 − x2|

x

y
✻

✲
42

2

−2−4

−2

0
◦

◦

x ln |x|
1 + x

x

y
✻

✲
42

2

−2−4

−2

0 ◦◦

e1−x2 − 1

x2 − 1

Óïð. 2.
◦
Âû÷èñëèòå ïðåäåëû.

a) lim
x→0

sin2 x− 1

cos2 x+ 1
; b) lim

x→0

3x3 − 7x2

x2 + x3
; c) lim

x→1

sin x

x
;

d) lim
x→1

x− x5

x3 − 1
; e) lim

x→1

sin πx+ 1

ln x+ 1
; f) lim

x→∞
sin x

x
.

Óïð. 3.
◦
Âû÷èñëèòå ïðåäåëû.

a) lim
x→0

esin
2 x − 1

x2 cos2 x
; b) lim

x→∞
3x3 − 7x2

x2 + x3
; c) lim

x→0

3x − 1

2x − 1
;

d) lim
x→0

sin x

(1− x)3 − 1
; e) lim

x→0

sin x

ln(1− x)
; f) lim

x→0

√
1 + x− 1√
1− x− 1

.

Óïð. 4.
◦
Âû÷èñëèòå ïðåäåëû.

a) lim
x→0

ecos x − 1

cos2 x
; b) lim

x→0

3x− 7x2

ln(1 + 3x)
; c) lim

x→0

32x − 2x

22x − 3x
;

d) lim
x→0

cos3 x

x3 − 1
; e) lim

x→0

cos x− 1

ln(1− x2)
; f) lim

x→+0

√
x− 1√
x+ 1

.
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Óïð. 5.
◦
Âû÷èñëèòå ïðåäåëû.

a) lim
x→∞

x2 − 2 sin x

x (cos x− 2x)
; b) lim

x→1

ex − e

x2 − 1
; c) lim

x→∞

√
2 + x+

√
1 + x√

x
;

d) lim
x→0

x2 − 2 sin x

x (cosx− 2x)
; e) lim

x→−1

ex+1 − 1

x3 + 1
; f) lim

x→0

√
2 + x−

√
2− x√

x
.

Óïð. 6.
◦

Ïîêàæèòå, ÷òî óêàçàííûå ìíîãî÷ëåíû èìåþò ìàêñèìàëüíî âîç-

ìîæíîå êîëè÷åñòâî êîðíåé (ñîâïàäàþùåå ñî ñòåïåíüþ ìíîãî÷ëåíà), ëåæàùèõ

â ñîñåäíèõ åäèíè÷íûõ èíòåðâàëàõ ñ öåëî÷èñëåííûìè êîíöàìè. Â îòâåòå óêà-

çàí èíòåðâàë, â êîòîðîì íàõîäèòñÿ íàèìåíüøèé èç êîðíåé.

a) 4x3 − 7x2 + 2; b) 2x4+2x3−5x2−2x+2; c) x5−x4−5x3+4x2+4x−1;

d) 2x3 − 4x2 + 1; e) 3x4+4x3−5x2−4x+1; f) x5−4x4+x3+7x2−2x−1.

Óïð. 7. Äîêàæèòå, ÷òî óêàçàííûå íèæå óðàâíåíèÿ èìåþò ðåøåíèå:

a)
√
x

x+ 1
+
x− 1/4

x2
= 1; b)

√
x− 1

x
+

2x

x2 + 3
= 1.

Óïð. 8.
◦ ⋆

Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ p óêàçàííûå íèæå óðàâíåíèÿ èìåþò ðåøåíèå?

a)
√
x

x+ 1
+
x− p

x2
= 1; b)

√
x− 1

x
+

2x

x2 + p
= 1.

Óïð. 9.
◦

Ó âñåõ ãðà�èêîâ, ïðåäñòàâëåííûõ íèæå, x0 = 0 ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé

ðàçðûâà. Óêàæèòå åå òèï.

✲

✻

x

y

2 sin x

|x|a)

•

◦

◦

✲

✻

x

y

ex − 1

|x|b)

•

◦
◦

✲

✻

x

y

2 arctg 1

x
c)

•

◦

◦

✲

✻

x

y

1

arctg x
d)

•
✲

✻

x

y

e 1/xe)

◦ ✲

✻

x

y

2x ln
(

e 1/x + 1

x2

)

f)

◦
◦
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Óïð. 10. Äîêàæèòå, ÷òî êàæäîå óðàâíåíèå 3-é ñòåïåíè èìååò õîòÿ áû îäèí

êîðåíü.

Óïð. 11. Äëÿ êàæäîé èç �óíêöèé, ãðà�èêè êîòîðûõ èçîáðàæåíû íèæå, óêà-

çàâ ñîîòâåòñòâóþùóþ ýêâèâàëåíòíîñòü, âû÷èñëèòå ïðåäåëû: A = limx→0 f(x)
è B = limx→∞ f(x) (â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ïðåäåëû îäíîñòîðîííèå). Óêàæèòå

òèï òî÷êè ðàçðûâà x0 = 0.

✲

✻

x

y

ex − 1

x
a)

◦
✲

✻

x

y

sin x

x
b)

◦
✲

✻

x

y

ln(1 + x)

x
c)

◦

✲

✻

x

y

(1 + x)1/xd)

•

◦

✲

✻

x

y

(

1 + 1

x

)x

e)

•

◦ ✲

✻

x

y

(2 + x)3 − 8

6x
f)

•

◦

Î ò â å ò û

Óïð. 2. a) − 1/2; b) − 7; c) sin 1; d) − 4/3; e) 1; f) 0. Óïð. 3. a) 1; b) 3; c) ln 3/ ln 2;

d) − 1/3; e) − 1; f) − 1. Óïð. 4. a) e − 1; b) 1; c) ln 9/2/ ln 4/3; d) − 1; e) 1/2; f) − 1.

Óïð. 5. a) − 1/2; b) e/2; c) 2; d) − 2; e)1/3; f) 0. Óïð. 6. a) (−1; 0); b) (−2;−1);

c) (−2;−1); d) (−1; 0); e) (−2;−1); f) (−2;−1). Óïð. 8. a) p ≤ 1

2
; b) p ≤ 4. Óïð. 9.

a, b, c, f - ðàçðûâ 1 ðîäà; d, e � ðàçðûâ 2 ðîäà.
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3. Ïpîèçâîäíàÿ

Ïðèðàùåíèå �óíêöèè, ïðîèçâîäíàÿ è äè��åðåíöèàë

�àññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ �óíêöèþ y = f(x), îïðåäåëåííóþ íà íåêîòîðîì ìíî-

æåñòâå D, ÿâëÿþùåìñÿ ïîäìíîæåñòâîì âåùåñòâåííîé îñè, è ïóñòü x0 è x �

äâå òî÷êè èç îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ �óíêöèè. Åñëè íàñ èíòåðåñóåò, êàê ìåíÿ-

åòñÿ çíà÷åíèå �óíêöèè ïðè ïåðåõîäå îò x0 ê x, òî ìû ãîâîðèì, ÷òî çàäàíî

ïðèðàùåíèå àðãóìåíòà ∆x = x − x0, è ðàññìàòðèâàåì ïðèðàùåíèå �óíêöèè

∆y = ∆f(x0) = f(x0 + ∆x) − f(x0) = f(x) − f(x0). Çàìåòèì, ÷òî åñëè x0
íå ÿâëÿåòñÿ èçîëèðîâàííîé òî÷êîé, òî ïðè óñëîâèè, ÷òî ∆x → 0, òîò �àêò,

÷òî ïðèðàùåíèå �óíêöèè ∆y ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëîé âåëè÷èíîé, îçíà÷àåò

íåïðåðûâíîñòü �óíêöèè â òî÷êå x0.

a)

✲

✻

x

y

•

1

1

•
O

b)

✲

✻

x

y

•

1

1

O

c)

✲

✻

x

y

•

1

1

•
O

d)

✲

✻

x

y

•

1

1

•
O

e)

✲

✻

x

y

•

✛

✲

1

1

•
O

f)

✲

✻

x

y

•

1

1

•
O

Óïð. 1. Íà ðèñóíêàõ èçîáðàæåíû ãðà�èêè øåñòè �óíêöèé:

{

f1(x) = x sin
1

x
,

f1(0) = 0;

{

f2(x) = 0, 4 · |x|
x
,

f2(0) = 0;

{

f3(x) =
sin x

x
f3(0) = 1;

ïðè x 6= 0,

f4(x) = sin |x|, f5(x) = 2x − 1; f6(x) =
√
x.

1) Óñòàíîâèòå, êàêîé �óíêöèè êàêîé ãðà�èê ñîîòâåòñòâóåò.

2) Ïóñòü x0 = 0. Â êàæäîì ñëó÷àå, èñïîëüçóÿ ðèñóíîê, íàéäèòå ïðèáëè-

æåííî ïðèðàùåíèå �óíêöèè ∆y = f(x)− f(x0), åñëè ∆x = 1; 0, 5; 0, 3; 0, 1.

3) Â êàêîì ñëó÷àå âåëè÷èíà ∆y íå ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëîé ïðè ∆x→ 0?

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî åñëè �óíêöèÿ íå ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé â òî÷êå x0, òî åå
ïðèðàùåíèå â ýòîé òî÷êå íå ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëîé âåëè÷èíîé ïðè ñòðåì-

ëåíèè ∆x ê íóëþ. Ýòîò ñëó÷àé íàì íå èíòåðåñåí. Åñëè âåëè÷èíà ∆y ÿâëÿåòñÿ
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áåñêîíå÷íî ìàëîé ïðè ∆x → 0 è ïðè ýòîì îòíîøåíèå ∆y/∆x èìååò ïðåäåë, òî

ýòîò ïðåäåë íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîäíîé �óíêöèè f(x) â òî÷êå x0 è îáîçíà÷àåòñÿ

ëþáûì èç óêàçàííûõ íèæå ñïîñîáîâ:

y′(x0) = f ′(x0) =
dy(x0)

dx
=
df(x0)

dx
=

d

dx
f(x0) =

d

dx
f(x)

∣
∣
∣
∣
x=x0

.

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî âìåñòî f ′(x) çà÷àñòóþ èñïîëüçóåòñÿ çàïèñü (f(x))′. Îäíàêî
ïðè ýòîì ñëåäóåò èìåòü â âèäó, ÷òî çàïèñü (f(x0))

′
îçíà÷àåò, ÷òî ðàññìàòðèâà-

åòñÿ ïðîèçâîäíàÿ �óíêöèè, ÿâëÿþùåéñÿ ïîñòîÿííîé, òî åñòü (f(x0))
′ = 0.

Åñëè ó �óíêöèè ñóùåñòâóåò ïðîèçâîäíàÿ, òî â ñèëó òåîðåìû î âûäåëåíèè ëè-

íåéíîé ÷àñòè ïðèðàùåíèå ∆y ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ∆y = f ′(x0)∆x+o(∆x)
ïðè ∆x → 0. Ñàìà ëèíåéíàÿ ÷àñòü ýòîãî ïðåäñòàâëåíèÿ è íàçûâàåòñÿ äè��å-

ðåíöèàëîì �óíêöèè (dy). Áåñêîíå÷íî ìàëàÿ âåëè÷èíà ∆x íàçûâàåòñÿ äè��å-

ðåíöèàëîì ïåðåìåííîé x è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç dx. Òàêèì îáðàçîì, çàïèñü

dy(x0)

dx

åñòü ïðîñòî îáîçíà÷åíèå ïðåäåëà lim∆x→0
y(x0 +∆x)− y(x0)

∆x
.

Ïîâòîðèì îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ.

1. Äè��åðåíöèàëîì ïåðåìåííîé x â òî÷êå x0 íàçûâàåòñÿ ïðèðàùåíèå ∆x =
x−x0, ðàññìàòðèâàåìîå êàê áåñêîíå÷íî ìàëàÿ âåëè÷èíà, òî åñòü ïðè x, ñòðåìÿ-
ùåìñÿ ê x0. Îáîçíà÷åíèå: dx.

2. Áåñêîíå÷íî ìàëûì ïðèðàùåíèåì �óíêöèè f(x) â òî÷êå x0 íàçûâàåòñÿ ðàç-
íîñòü f(x0 +∆x)− f(x0), ðàññìàòðèâàåìàÿ ïðè x, ñòðåìÿùåìñÿ ê x0. Îáîçíà÷å-
íèå: f(x0 + dx) − f(x0).

3. Ïðîèçâîäíîé �óíêöèè f(x) â òî÷êå x0 íàçûâàåòñÿ ïðåäåë îòíîøåíèÿ áåñ-

êîíå÷íî ìàëîãî ïðèðàùåíèÿ �óíêöèè f(x) â òî÷êå x0 ê äè��åðåíöèàëó ïåðå-

ìåííîé x. Îáîçíà÷åíèå: f ′(x0). Åñëè ðàññìàòðèâàåòñÿ ëåâîñòîðîííèé èëè ïðà-

âîñòîðîííèé ïðåäåë, òî ãîâîðÿò î ïðîèçâîäíîé ñëåâà èëè ñïðàâà.

Òàêèì îáðàçîì, f ′(x0) = lim
f(x0 + dx)− f(x0)

dx
= lim

∆x→0

f(x0 +∆x)− f(x0)

∆x
.

4. Ôóíêöèÿ f(x) íàçûâàåòñÿ äè��åðåíöèðóåìîé â òî÷êå x0, åñëè ó íåå åñòü

êîíå÷íàÿ ïðîèçâîäíàÿ â ýòîé òî÷êå.

5. Äè��åðåíöèàëîì �óíêöèè f(x) â òî÷êå x0 íàçûâàåòñÿ ëèíåéíàÿ îòíîñè-

òåëüíî dx ÷àñòü â ïðåäñòàâëåíèè áåñêîíå÷íî ìàëîãî ïðèðàùåíèÿ �óíêöèè:

f(x0 + dx)− f(x0) = f ′(x0)dx+ o(dx).

Îáîçíà÷åíèå: dy. Äðóãèìè ñëîâàìè, dy = f ′(x0)dx. Çàìåòèì, ÷òî äè��åðåí-

öèàë �óíêöèè îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî â ñëó÷àå, êîãäà �óíêöèÿ â äàííîé òî÷êå

äè��åðåíöèðóåìà.

Ïðèìåð 1. f(x) = sinx. f ′(x0) = sin′(x0) = lim
sin(x0 + dx) − sin(x0)

dx
=

lim
2 sin

(
dx

2

)

cos
(

x0 +
dx

2

)

dx
= lim

sin
(
dx

2

)

dx

2

· cos
(

x0 +
dx

2

)

= cosx0.
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Òàêèì îáðàçîì, sin′ x = (sinx)′ = cosx.

Ïðèìåð 2. f(x) = ex. f ′(x0) = lim
ex0+dx − ex0

dx
= lim

edx − 1

dx
· ex0 = ex0.

Òàêèì îáðàçîì, (ex)′ = ex.

Ïðèìåð 3. f(x) = lnx. f ′(x0) = lim
ln(x0 + dx) − lnx0

dx
= lim

ln
(

1 +
dx

x0

)

dx
=

1

x0
.

Òàêèì îáðàçîì, (lnx)′ =
1

x
.

Óïð. 2. Âûâåäèòå �îðìóëû äëÿ ïðîèçâîäíûõ �óíêöèé: a) cosx, b) xn.

Ïîëó÷èâ òàáëèöó ïðîèçâîäíûõ îñíîâíûõ ýëåìåíòàðíûõ �óíêöèé, ìû ìî-

æåì ðàñøèðÿòü êëàññ �óíêöèé, ïðîèçâîäíàÿ êîòîðûõ íàì èçâåñòíà, èñïîëüçóÿ

îñíîâíûå ïðàâèëà íàõîæäåíèÿ ïðîèçâîäíûõ.

Î ñ í î â íû å ï p à â è ë à

Åñëè c � êîíñòàíòà è f = f(x), g = g(x) � äè��åðåíöèðóåìûå �óíêöèè, òî:

1. c′ = 0;

2. (f + g)′ = f ′ + g′; (f − g)′ = f ′ − g′;

3. (fg)′ = f ′g + fg′;

(
f

g

)′
=
f ′g − fg′

g2
(g 6= 0);

4. (f(g(x)))′ = f ′(g(x)) g′(x);

5. åñëè g(x) � �óíêöèÿ, îáðàòíàÿ ê f(x), òî g′(x) =
1

f ′(g(x))
.

Ïðèìåð 4. Äîêàæåì, íàïðèìåð, ïðàâèëî äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðîçâîäíîé ÷àñòíî-

ãî. Ïóñòü F (x) =
f(x)

g(x)
. Òîãäà:

F ′(x0) = lim
1

dx

(
f(x0 + dx)

g(x0 + dx)
− f(x0)

g(x0)

)

= lim
1

dx
· f(x0 + dx)g(x0)− f(x0)g(x0 + dx)

g(x0 + dx)g(x0)

= lim
1

dx
· f(x0 + dx)g(x0)− f(x0)g(x0) + f(x0)g(x0)− f(x0)g(x0 + dx)

g(x0)g(x0)
=

lim
1

g2(x0)
·
(
f(x0 + dx)− f(x0)

dx
· g(x0) + f(x0) · g(x0)− g(x0 + dx)

dx

)

=

1

g2(x0)
· (f ′(x0) · g(x0)− f(x0) · g′(x0)) = f ′(x0) · g(x0)− f(x0) · g′(x0)

g2(x0)
.

Òàêèì îáðàçîì, ïðàâèëî äîêàçàíî.
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Çàìåòèì, ÷òî íàáîð áàçèñíûõ ýëåìåíòàðíûõ �óíêöèé, èç êîòîðûõ âîçìîæíî

ñ ïîìîùüþ äîïóñòèìûõ îïåðàöèé ïîëó÷èòü îñòàëüíûå, íåâåëèê, îäíàêî, ÷òîáû

íå çàíèìàòüñÿ âûâîäîì �îðìóë äëÿ ïðîèçâîäíûõ, ìû ïðåäïî÷èòàåì ñðàçó ïðåä-

ëîæèòü òàáëèöó ïðîèçâîäíûõ, êîòîðóþ íåîáõîäèìî âûó÷èòü íàèçóñòü.

Î ñ í î â í û å � î p ì ó ë û

1. (xp)′ = p xp−1, p � ïîñòîÿííîå ÷èñëî;

2. (sinx)′ = cosx, (cos x)′ = − sinx;

3. (tgx)′ =
1

cos2 x
, (tgx)′ = − 1

sin2 x
;

4. (arsinx)′ =
1√

1− x2
, (arosx)′ = − 1√

1− x2
;

5. (artgx)′ =
1

1 + x2
, (artgx)′ = − 1

1 + x2
;

6. (ex)′ = ex, (ax)′ = ax ln a (a > 0);

7. (lnx)′ =
1

x
, (loga x)

′ =
1

x ln a
(a > 0, a 6= 1).

Ïðèìåð 5.

f = tg x− ctg x, f ′ =
1

cos2 x
+

1

sin2 x
=

1

sin2 x cos2 x
=

4

sin2 2x
;

f = arctg x+ arcctgx, f ′ =
1

1 + x2
− 1

1 + x2
= 0;

f = e2x + e−2x, f ′ = 2e2x − 2e−2x;

f = ex(x2 − 2x+ 2) , f ′ = x2ex;

f = sin3 x+ cos3 x, f ′ = 3 sinx cosx(sin x− cosx);

f =
x3

3
+
x2

2
− 2x, f ′ = x2 + x− 2;

f =
2x

1− x2
, f ′ = 2

1 + x2

(1− x2)2
;

f =
1

x
+

1√
x
+

1
3
√
x
, f ′ = − 1

x2
− 1

2x
√
x
− 1

3x 3
√
x
;

f = cos 2x− 2 sinx, f ′ = −2 cosx(1 + 2 sinx);

f = ln (x+
√

1 + x2 ), f ′ =
1√

1 + x2
.
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�åîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ïðîèçâîäíîé

�àññìîòðèì ãðà�èê �óíêöèè y = f(x) è ïðåäïîëîæèì, ÷òî x0 ∈ Dom(f). Ïóñòü
y0 = f(x0). �àññìîòðèì òàêæå äðóãóþ òî÷êó ñ êîîðäèíàòàìè x, y = f(x). Îáî-
çíà÷èì ïåðâóþ òî÷êó ÷åðåç M0, à âòîðóþ ÷åðåç M. Ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç
ëþáûå äâå òî÷êè ãðà�èêà, íàçûâàåòñÿ ñåêóùåé, è â äàííîì ñëó÷àå ìû èìååì

äåëî ñ ñåêóùåé M0M. Óãîë íàêëîíà ýòîé ñåêóùåé ê ïîëîæèòåëüíîìó íàïðàâ-

ëåíèþ îñè àáñöèññ íàì èíòåðåñåí, ïîñêîëüêó ïî ýòîìó óãëó ìîæíî ñóäèòü, íà-

ñêîëüêî �óíêöèÿ èçìåíèëàñü (óâåëè÷èëàñü èëè óìåíüøèëàñü) íà ïðîìåæóòêå

[x0, x] (èëè [x, x0], åñëè x < x0). Íà ñàìîì äåëå óäîáíåå ñëåäèòü äàæå íå çà

óãëîì, à çà åãî òàíãåíñîì, êîòîðûé çàäàåòñÿ �îðìóëîé tgϕ =
y − y0
x− x0

.

✻
✲x0 x

y0

y
ϕM0

M•
•

tgϕ =
f(x)− f(x0)

x− x0

✻
✲x0x

y0
y ϕM0
M••

tgϕ = lim
x→x0

f(x)− f(x0)
x− x0

Çà�èêñèðóåì òî÷êó x0. Ïðè ïðèáëèæåíèè ê íåé òî÷êè x ñåêóùàÿ M0M ìî-

æåò âåñòè ñåáÿ ïî-ðàçíîìó. Â ¾õîðîøèõ¿, òî åñòü áîëåå ïðèâû÷íûõ íàì, ñèòóà-

öèÿõ îíà ïðèáëèæàåòñÿ ê íåêîòîðîìó ïðåäåëüíîìó ïîëîæåíèþ. Ýòî ïðåäåëüíîå

ïîëîæåíèå íàçûâàåòñÿ êàñàòåëüíîé ê �óíêöèè y = f(x) â òî÷êå x0. Òàíãåíñ óãëà
íàêëîíà êàñàòåëüíîé ê ïîëîæèòåëüíîìó íàïðàâëåíèþ îñè àáñöèññ è ÿâëÿåòñÿ

ïðîèçâîäíîé �óíêöèè â òî÷êå. Òàêèì îáðàçîì, ïðèõîäèì ê êëàññè÷åñêîìó îïðå-

äåëåíèþ ïðîèçâîäíîé �óíêöèè y = f(x) â òî÷êå x0 :

f ′(x0) = lim
x→x0

f(x)− f(x0)

x− x0
.

Â äðóãèõ îáîçíà÷åíèÿõ ýòî âûãëÿäèò òàê:

f ′(x) = lim
x1→x

f(x1)− f(x)

x1 − x
= lim

∆x→0

f(x+∆x)− f(x)

∆x
.
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Ïðèìåð 6. Íà êàæäîì èç ãðà�èêîâ, ïðåäñòàâëÿþùèõ óêàçàííóþ �óíêöèþ,

èçîáðàæåí òàêæå ãðà�èê ïðîèçâîäíîé ýòîé æå �óíêöèè.

f1(x) =
x5

5
− x3

3
+

x2

2
f2(x) = x2 − 3x− 2 f3(x) =

4

x
+

x

4

x x x

y y y
✻ ✻ ✻

✲ ✲ ✲
42 42 42

4

2

4

2

4

2

−2 −2 −2

−2 −2 −2

Óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé ê ãðà�èêó �óíêöèè

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðÿìàÿ y = kx+b, ÿâëÿþùàÿñÿ êàñàòåëüíîé, ïðîõîäèò ÷åðåç
òî÷êó (x0, y0), ëåæàùóþ íà ãðà�èêå �óíêöèè y = f(x), òî åñòü òàêóþ, ÷òî

y0 = f(x0). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî y0 = kx0 + b ⇒ b = y0 − kx0. Ñëåäîâàòåëüíî,
óðàâíåíèå èìååò âèä y = y0 + k(x− x0).

Êîý��èöèåíò k ÿâëÿåòñÿ òàíãåíñîì óãëà íàêëîíà ïðÿìîé ê ïîëîæèòåëüíîìó

íàïðàâëåíèþ îñè àáñöèññ, è ïîñêîëüêó ïðÿìàÿ ÿâëÿåòñÿ êàñàòåëüíîé, òî ýòîò

êîý��èöèåíò ðàâåí ïðîèçâîäíîé �óíêöèè â óêàçàííîé òî÷êå, òî åñòü k = tgϕ =
f ′(x0). Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé èìååò ñëåäóþùèé âèä:

y = y0 + k(x− x0), k = f ′(x0).

✻

✲
x0

y0 •

f(x) = x2 + x

x0 = 1, y0 = 2

y′0 = 3

y = 3x− 1

✻

✲
x0

y0 •

y =
x− 2

3
+ ln 3

x0 = 2, y0 = ln 3

f(x) = ln(x+ 1)

Ïðèìåð 7. Ê ãðà�èêó �óíêöèè y = cos 4x ïðîâåäåíà êàñàòåëüíàÿ â òî÷êå x0 =
7π

6
. Íàéòè àáñöèññó òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ýòîé êàñàòåëüíîé ñ ïðÿìîé 2y = −1.

�åøåíèå. Êîý��èöèåíò k, ÿâëÿþùèéñÿ òàíãåíñîì óãëà íàêëîíà êàñàòåëüíîé

ê îñè àáñöèññ, ðàâåí y′(
7π

6
) = −4 sin 14π

3
= −4 sin 2π

3
= −2

√
3. Óðàâíåíèå

êàñàòåëüíîé èìååò âèä y +
1

2
= −2

√
3
(

x− 7π

6

)

. Òàêèì îáðàçîì, åñëè y = −1

2
,

òî x =
7π

6
.
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Ïðèìåð íåïðåðûâíîé �óíêöèè, íå èìåþùåé ïðîèçâîäíîé

Åñëè �óíêöèÿ èìååò ïðîèçâîäíóþ â íåêîòîðîé òî÷êå, òî ãîâîðÿò, ÷òî îíà äè�-

�åðåíöèðóåìà â ýòîé òî÷êå. Íå âñÿêàÿ íåïðåðûâíàÿ â òî÷êå �óíêöèÿ äè��å-

ðåíöèðóåìà â íåé.

Óïð. 3. Íà ðèñóíêàõ èçîáðàæåíû ãðà�èêè �óíêöèé, íå èìåþùèõ ïðîèçâîä-

íîé â îäíîé èëè íåñêîëüêèõ òî÷êàõ. Óêàæèòå, â êàêèõ òî÷êàõ ïðîèçâîäíûå

íå îïðåäåëåíû. Â êàêîì ñëó÷àå îïðåäåëåíû ïðîèçâîäíûå ¾ñëåâà¿ è ¾ñïðàâà¿? Â

êàêèõ ñëó÷àÿõ ìîæíî ãîâîðèòü î òîì, ÷òî êàñàòåëüíûå ê ãðà�èêó âåðòèêàëü-

íû?

f1(x) = |x| f2(x) = 3

√

x(x2 − 4) f3(x) = 5

√

x2(x2 − 4)

x x x

y y y
✻ ✻ ✻

✲ ✲ ✲
42 42 42

4

2

4

2

4

2

−2 −2 −2−4 −4 −4

−2 −2 −2

−4

0 0

Ñóùåñòâåííî ñëîæíåå êîíñòðóèðóåòñÿ ïðèìåð �óíêöèè, îïðåäåëåííîé è íåïðå-

ðûâíîé íà âñåé ïðÿìîé, íî íå èìåþùåé ïðîèçâîäíîé íè â îäíîé òî÷êå. Áîëåå

ïîíÿòíûì ÷èòàòåëþ ýòî ïîñòðîåíèå ñòàíåò ïîñëå çíàêîìñòâà ñ òåìîé ¾�óíêöè-

îíàëüíûå ðÿäû¿.

✲ ✲ ✲

✻

Частичные суммы

n
∑

k=0

ak cos(2πbkx) ряда Вейерштрасса (a = 0.8, b = 2.1)

n = 0 n = 2 n = 5

0

1 2 0 1 2 0 1 2

−1

1

−2

2

Ïðèìåð 8. Ïîñòðîèâ ñîîòâåòñòâóþùèå ãðà�èêè, ëåãêî óáåæäàåìñÿ, ÷òî:

a) �óíêöèÿ f(x) = |x − 1| äè��åðåíöèðóåìà âî âñåõ òî÷êàõ, êðîìå x = 1.
Ïðè ýòîì f ′(x) = 1, åñëè x > 1 è f ′(x) = −1, åñëè x < 1;

b) �óíêöèÿ f(x) =
√
x äè��åðåíöèðóåìà âî âñåõ òî÷êàõ îáëàñòè îïðåäåëå-

íèÿ, êðîìå x = 0. Ïðè ýòîì f ′(x) =
1

2
√
x
, åñëè x > 0;

c) �óíêöèÿ f(x) = 3
√
x2 − 1 íå ÿâëÿåòñÿ äè��åðåíöèðóåìîé â äâóõ òî÷êàõ:

x = −1 è x = 1. Ïðè ýòîì f ′(x) =
2x

3 3
√

(x2 − 1)2
, åñëè |x| > 1.
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Ç à ä à ÷è ä ë ÿ ï ð à êòè÷ å ñ ê è õ ç à í ÿòèé

Óïð. 4. Íà ãðà�èêàõ, èçîáðàæàþùèõ óêàçàííóþ �óíêöèþ, èçîáðàçèòå òàêæå

ãðà�èê ïðîèçâîäíîé ýòîé æå �óíêöèè.

x x x

y y y
✻ ✻ ✻

✲ ✲ ✲
42 42 42

4

2

4

2

4

2

−2 −2 −2−4 −4 −4

−2 −2 −2

−4

0 0 0

f1(x) =
x3

9
− x f3(x) =

1

x
+ xf2(x) = |x2 − 2x| − 3

Óïð. 5.
◦
Èñïîëüçóÿ �îðìóëó (xp)

′
= pxp−1, âû÷èñëèòå ïðîèçâîäíûå:

x7, x
1

2 x
−

3

2 ,
√
2x, 2x

√
x,

4

3x
√
x
,

2x3
√
6x

7
,

Îòâåòû: 7x6,
1

2
x
−

1

2 , −3

2
x
−

5

2 ,
1√
2x
, 3
√
x, − 2

x2
√
x
, x2

√
6x.

Óïð. 6. Ïîêàæèòå, ÷òî

(

27x− 9x3 +
9

5
x5 − 1

7
x7
)′

=
(
3− x2

)3
.

Óïð. 7. Íàéäèòå ïðîèçâîäíûå �óíêöèé:

F (x) = x3 − 2

x
+

3

x2
+ 4, G(x) =

√
x− 1√
x+ 1

, H(x) =
x2 − 1

x2 + 1
,

P (x) =
1

x
− 1

x2
+

1

x3
− 1

x4
, Q(x) =

x+ 1

x− 1
· x

2 − 1

x2 + 1
, R(x) =

(
x− 1

x+ 1

)5

.

Óïð. 8.
◦
Èñïîëüçóÿ �îðìóëû (sinϕ(x))

′
= ϕ′(x) cosϕ(x) è ϕ (sinx)

′
= ϕ′(sinx)·

cosx, âû÷èñëèòå ïðîèçâîäíûå:

sinx4, sin7 x, cos2 x,
√
sinx, cosx

√
cosx.

Îòâåòû: 4x3 cosx4, 7 sin6 x cosx, −2 sinx cosx, cosx

2
√
sin x

, −3

2
sinx
√
cosx.

Óïð. 9.
◦
Íàéäèòå ïðîèçâîäíûå �óíêöèé a = x sinx+ cosx; b =

x

2
+

1

4
sin 2x;

c = − cosx+
cos3 x

3
; d = sinx− sin3 x

3
; e = −2x2 − 1

4
cos 2x+

x

2
sin 2x.

Îòâåòû: a′ = x cos x; b′ = cos2 x; c′ = sin3 x; d′ = cos3 x; e′ = x2 sin 2x.
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Óïð. 10. Íàéäèòå ïðîèçâîäíûå �óíêöèé:

F (x) = sin4 x− cos4 x, G(x) =
1− cos 2x

2 sin x
, H(x) =

1− sin 2x

sin x− cos x
,

P (x) = sin2 x2 + cos2 x2, Q(x) =
x− cos x

sin x
, R(x) =

sin x+ sin 2x

cosx− cos 2x
.

Óïð. 11. Ïîêàæèòå, ÷òî

(

1 + cos 2x+ 2 cos x

8 cos2
x

2

+ sin2
x

2

)′

= 0.

Óïð. 12. Ïîêàæèòå, ÷òî

(
5

16
x− 1

4
sin 2x+

3

64
sin 4x+

1

48
sin3 2x

)′
= sin6 x.

Óïð. 13.
◦

Èñïîëüçóÿ �îðìóëû

(
eϕ(x)

)′
= ϕ′(x)eϕ(x) è (ϕ (ex) )

′
= exϕ′ (ex) ,

âû÷èñëèòå ïðîèçâîäíûå:

cos ex, e7x, e−4x, ex
2

, e
√
x, ex−x

3

Îòâåòû: −ex sin ex, 7e7x, −4e−4x, 2x ex
2

,
e
√
x

2
√
x
, (1− 3x2)ex−x

3

.

Óïð. 14. Ñëåäóþùèå �óíêöèè íàçûâàþòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêèìè: sinhx = shx =
ex − e−x

2
� ãèïåðáîëè÷åñêèé ñèíóñ, coshx = chx =

ex + e−x

2
� ãèïåðáîëè÷åñêèé

êîñèíóñ, tanhx = thx =
shx

chx
=

ex − e−x

ex + e−x
� ãèïåðáîëè÷åñêèé òàíãåíñ, cothx =

cth x =
chx

shx
=
ex + e−x

ex − e−x
� ãèïåðáîëè÷åñêèé êîòàíãåíñ.

Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêèõ �óíêöèé âåðíû ñëåäóþùèå òîæäå-

ñòâà: ch2 x− sh2 x = 1, chx + shx = ex, chx − shx = e−x, sh 2x = 2 shx chx,
ch 2x = ch2 x+ sh2 x = 2 ch2 x− 1 = 2 sh2 x+ 1.

Äîêàæèòå, ÷òî (shx)
′
= chx, (chx)

′
= shx. Íàéäèòå òàêæå ïðîèçâîä-

íûå �óíêöèé thx è cthx.

Óïð. 15.
◦
Íàéäèòå ïðîèçâîäíûå �óíêöèé a = −(x+1)e−x; b = −x

2 + 1

2
e−x

2

;

c = −e
−2x

2

(

x2 + x+
1

2

)

; d =
x3 − 1

3
ex

3

; e = 2(
√
x− 1)e

√
x.

Îòâåòû: a′ = xe−x; b′ = x3e−x
2

; c′ = x2e−2x; d′ = x5ex
3

; e′ = e
√
x.

Óïð. 16. Íàéäèòå ïðîèçâîäíûå �óíêöèé:

F (x) = 2x − 2−x, G(x) = 3sin x, H(x) = sin ex,

P (x) =
ex − e−x

ex + e−x
, Q(x) = e2 ln x, R(x) =

e3 lnx

e2 lnx
.

Óïð. 17.
◦
Èñïîëüçóÿ �îðìóëó (lnϕ(x))

′
=

ϕ′(x)

ϕ(x)
è ñâîéñòâà ëîãàðè�ìîâ, âû-

÷èñëèòå ïðîèçâîäíûå:

ln 3x, lnx7, log2(−4x), ln cosx, log3(4x+ 5), ln
x− 1

x+ 1
.

Îòâåòû:

1

x
,

7

x
,

1

x ln 2
, − tg x,

4 log3 e

4x+ 5
,

2

x2 − 1
.
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Óïð. 18. Ïîêàæèòå, ÷òî

(
x5

5
− x4

4
+
x3

3
− x2

2
+ x− ln(x+ 1)

)′
=

x5

x+ 1
;

(

x− 1

x
− 2 lnx

)′
=
(
1− x

x

)2

; (2
√
x− 3 3

√
x+ 6 6

√
x− 6 ln ( 6

√
x+ 1))

′
=

1√
x+ 3

√
x
.

Óïð. 19.
◦
Íàéäèòå ïðîèçâîäíûå �óíêöèé a = x(ln x− 1); b =

x2

2

(

lnx− 1

2

)

;

c =
x3

3

(

lnx− 1

3

)

; d = − 1

x

(
ln2 x+ 2 lnx+ 2

)
; e =

2x
√
x

3

(

ln2 x− 4

3
lnx+

8

9

)

.

Îòâåòû: a′ = lnx; b′ = x lnx; c′ = x2 lnx; d′ = (ln x/x)2; e′ =
√
x ln2 x.

Óïð. 20. Íàéäèòå ïðîèçâîäíûå �óíêöèé:

F (x) =
1 + lnx

x
, G(x) = 3lnx, H(x) = ln

(x2 − 1)(x+ 1)

(x− 1)3
,

P (x) =
x

ln x
, Q(x) = x lnx− x, R(x) = ln

3
√
x(x+ 2)

(x− 2)
.

Óïð. 21. Ïîêàæèòå, ÷òî

(
ln
(
x+
√
x2 ± 1

))′
=

1√
x2 ± 1

.

Óïð. 22. Íàéäèòå ïðîèçâîäíûå �óíêöèé arctg
√
x2 − 1, arcsin

1

x
, arccos

√
x.

Óïð. 23.
◦
Èñïîëüçóÿ �îðìóëó u(x)ϕ(x) = eϕ(x) lnu(x) èëè ëîãàðè�ìèðóÿ �óíê-

öèþ, âû÷èñëèòå ïðîèçâîäíûå ñòåïåííî-ïîêàçàòåëüíûõ �óíêöèé:

f(x) = xx, g(x) = xsin x, h(x) = x(e
x), i(x) = (sinx)cos x.

Îòâåòû: f ′ = (ln x + 1)xx, g′ =

(

cos x ln x+
sin x

x

)

xsinx, h′ =

(

ln x+
1

x

)

exx(ex),

i′ = (cos x ctg x− sin x ln sin x) (sin x)cos x.

Óïð. 24. Íàéäèòå ïðîèçâîäíûå �óíêöèé

x3e−x,
4x

(x+ 1)2
,

x3 − 3

x
,

2x− 1

x2
, x2e1/x,

1

x2
+ 2x, x ln2 x,

x

ln x
,

4
√
x

x− 2
, x2 ln2 x,

√
x2 + 1−

√
x2 − 1, x2 − lnx,

x2

x+ 1
, 2x− 3

3
√
x2,

Óïð. 25. Ïîñòðîéòå ãðà�èê óêàçàííîé �óíêöèè è êàñàòåëüíîé ê íåìó â óêà-

çàííîé òî÷êå. Íàïèøèòå óðàâíåíèå ýòîé êàñàòåëüíîé:

a) x2 − 3x, x0 = 3; b) x3 + 3x, x0 = 1; c) sin 2x, x0 =
π

3
;

d) cosx, x0 =
π

3
; e) e2x, x0 = 1; f) ln 2x, x0 =

1

2
.

Óïð. 26.
◦
Íàïèøèòå óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé ê ãðà�èêó �óíêöèè f(x) â òî÷êå

ñ àáñöèññîé x0 :

a) x lnx2, x0 = 1; b) arctg
√
x− 1, x0 = 2; c) xe−x, x0 = 1;

d)
cos2 x

3− 2 cos x
, x0 =

π

2
; e)

x3

x2 − 1
, x0 =

√
3; f) x3e−x, x0 = 3.
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Óïð. 27.
◦
Íàéäèòå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà a, åñëè êàñàòåëüíàÿ ê ãðà�èêó �óíê-

öèè y = x2 − ax, ïðîâåäåííàÿ â òî÷êå x0 = a, y0 = 0, çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì

y = x− 1.

Óïð. 28.
◦
Íàéäèòå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà p, åñëè êàñàòåëüíàÿ ê ãðà�èêó �óíê-

öèè y = px− x2, ïðîâåäåííàÿ â òî÷êå x0 = p, ïàðàëëåëüíà ïðÿìîé y = p+ x.

Óïð. 29.
◦
Íà ðèñóíêå èçîáðàçèòå ãðà�èê �óíêöèè y = ln(x+3) è êàñàòåëüíóþ

ê íåìó, ïðîâåäåííóþ â òî÷êå ñ àáöèññîé x0 = 0.
a) Íàïèøèòå óðàâíåíèå ýòîé êàñàòåëüíîé.

b) ×åðåç êàêóþ òî÷êó íà îñè àáñöèññ ïðîõîäèò ýòà êàñàòåëüíàÿ?

c) Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà a êàñàòåëüíàÿ ê ãðà�èêó �óíêöèè f(x) =
loga(x + 3), ïðîâåäåííàÿ â òî÷êå (x0 = 0, y0 = f(x0)), ïðîõîäèò òàêæå ÷åðåç

ýòó æå òî÷êó?

Óïð. 30.
◦
Äëÿ óêàçàííîé �óíêöèè y = f(x) óêàæèòå âíóòðè èíòåðâàëà (a; b) =

(0; 3) òî÷êó x0 òàêóþ, ÷òî êàñàòåëüíàÿ ê ãðà�èêó �óíêöèè, ïðîâåäåííàÿ â

ýòîé òî÷êå, ïàðàëëåëüíà õîðäå, ñîåäèíÿþùåé òî÷êè (a, f(a)) è (b, f(b)). Åñëè
òî÷åê, îáëàäàþùèõ ýòèì ñâîéñòâîì íåñêîëüêî, òî óêàæèòå îäíó èç íèõ.

a) y = x3 − 6x2; b) y = x4 − 3x3 − 5x2;

c) y = x5 − 3x4 − 7x2; d) y = x4 − 4x3 + x2.

Óïð. 31. Ïðîâåðüòå, ÷òî óêàçàííûå �óíêöèè ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè óêàçàí-

íûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

a) e3x, 2e3x, y′ = 3y; b) sinx, ex + sinx, y′ = y + cosx− sinx;

c) x3, 2x3, y′ =
3y

x
; d) x sinx, x+ x sinx, y′ =

y

x
+ x cosx;

e)
1

x
, − 2

x
, y′ = y2 − 2

x2
; f) x+ ex

2

, x+ 2ex
2

, y′ = 2xy − 2x2 + 1.

Óïð. 32.
◦

Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ a è b óêàçàííûå �óíêöèè ÿâëÿ-

þòñÿ ðåøåíèÿìè óêàçàííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé?

a) (a+ b cosx)x2, y′ =
2

x
y + x2 sinx; b) (a+ bx2)e2x, y′ = 2y + 2xe2x;

c) x2 + ax+ b, (y′)2 = 4y − 8; d)
x3

a+ bx4
, y′ =

3

x
y + 4y2.

Î ò â å ò û

Óïð. 26. a) y = 2x − 2; b) y =
x+ π − 1

4
; c) y = e−1; d) y = 0; e) y = 1, 5

√
3; f) y =

27e−3. Óïð. 27. 1. Óïð. 28. −1. Óïð. 29. a) y = x/3 + ln 3; b) (−3 ln 3, 0); c)

a > 0, a 6= 1. Óïð. 30. Âåçäå x0 = 1. Óïð. 32. a)a ∈ R, b = −1; b) a ∈ R, b = 1;

c) a ∈ R, b = a2/4 + 2; d) a ∈ R, b = −1.
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4. Ìîíîòîííîñòü è ýêñòðåìóìû

Íàïîìíèì, ÷òî îêðåñòíîñòüþ òî÷êè x0 ∈ R íàçûâàåòñÿ ëþáîé èíòåðâàë (α, β),
ñîäåðæàùèé òî÷êó x0, èëè ëþáîå ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå òàêîé èíòåðâàë. Òî÷-
êà x0 ìíîæåñòâà D íàçûâàåòñÿ âíóòðåííåé, åñëè ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü ýòîé

òî÷êè, öåëèêîì ñîäåðæàùàÿñÿ â D.

Òî÷êà x0 ∈ R íàçûâàåòñÿ ãðàíè÷íîé, åñëè ëþáàÿ îêðåñòíîñòü ýòîé òî÷êè

ñîäåðæèò êàê òî÷êè ìíîæåñòâà D, òàê è òî÷êè åãî äîïîëíåíèÿ.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî íåêîòîðîå ñâîéñòâî âûïîëíÿåòñÿ âáëèçè òî÷êè, åñëè ñó-

ùåñòâóåò îêðåñòíîñòü ýòîé òî÷êè, â êîòîðîé âûïîëíåíî ýòî ñâîéñòâî.

Ôóíêöèÿ f(x), îïðåäåëåííàÿ íà ìíîæåñòâå D, íàçûâàåòñÿ âîçðàñòàþùåé íà

ýòîì ìíîæåñòâå, åñëè èç òîãî, ÷òî x1 < x2 (x1, x2 ∈ D) ñëåäóåò, ÷òî f(x1) ≤
f(x2). Åñëè ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ñòðîãîå äëÿ âñåõ ïàð òî÷åê èç D, ñâÿçàííûõ
óñëîâèåì x1 < x2, òî �óíêöèÿ íàçûâàåòñÿ ñòðîãî âîçðàñòàþùåé. Àíàëîãè÷íî

îïðåäåëÿåòñÿ óáûâàþùàÿ è ñòðîãî óáûâàþùàÿ íà D �óíêöèÿ. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ

ìû ãîâîðèì î ìîíîòîííîé èëè ñòðîãî ìîíîòîííîé íà D �óíêöèè.

Ïðèìåð 1. Ôóíêöèè sinx è cosx ìîíîòîííû íà ïðîìåæóòêå [0;π/2]. Ïðè
ýòîì ïåðâàÿ âîçðàñòàåò íà ýòîì ïðîìåæóòêå, à âòîðàÿ � óáûâàåò. Ôóíêöèÿ

y = 1/x ìîíîòîííà (ñòðîãî óáûâàåò) íà êàæäîì èç ëó÷åé: (0;+∞) è (−∞; 0),
íî íå ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííîé íà âñåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ.

�åîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ïðîèçâîäíîé äàåò îñíîâàíèÿ ïðåäïîëàãàòü, ÷òî åñëè

ïðîèçâîäíàÿ �óíêöèè f(x) â íåêîòîðîé òî÷êå x0 ïîëîæèòåëüíà, òî ñóùåñòâóåò
îêðåñòíîñòü òî÷êè x0, âíóòðè êîòîðîé �óíêöèÿ âîçðàñòàåò. Îäíàêî, êàê ïîêà-

çûâàåò ñëåäóþùèé ïðèìåð, â îáùåì ñëó÷àå ýòî íåâåðíî.

✲

✻

x

y
Ïðèìåð 2. Ïóñòü f(x) = x+ x2 sin

2π

x
ïðè x 6= 0,

f(0) = 0 (ñì. ðèñóíîê ñïðàâà).

f ′(0) = lim
x→0

f(x)− f(0)

x
= 1 + lim

x→0
x sin

2π

x
= 1.

Â òî æå âðåìÿ f ′(x) = 1 + 2x sin
2π

x
− 2π cos

2π

x
.

Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ âáëèçè íó-

ëÿ ïðèíèìàåò êàê ïîëîæèòåëüíûå, òàê è îòðè-

öàòåëüíûå çíà÷åíèÿ è, ñëåäîâàòåëüíî, �óíêöèÿ íå

ìîæåò ïîñòîÿííî âîçðàñòàòü íè íà êàêîì èí-

òåðâàëå, ñîäåðæàùåì 0.

Òåì íå ìåíåå â íåêîòîðîì, áîëåå ñëàáîì ñìûñëå, âîçðàñòàíèå âñå æå åñòü.

Ëåììà î âîçðàñòàíèè â òî÷êå. Ïóñòü �óíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà íà íåêî-

òîðîì èíòåðâàëå, ñîäåðæàùåì òî÷êó x0, äè��åðåíöèðóåìà â òî÷êå x0 è â

ýòîé òî÷êå ïðîèçâîäíàÿ ïîëîæèòåëüíà, òî åñòü f ′(x0) > 0. Òîãäà ñóùåñòâó-
åò îêðåñòíîñòü V ýòîé òî÷êè òàêàÿ, ÷òî:

x < x0 è x ∈ V ⇒ f(x) < f(x0), x > x0 è x ∈ V ⇒ f(x) > f(x0).

×òîáû ïîëó÷èòü âîçðàñòàíèå íà ïðîìåæóòêå, íóæíû áîëåå ñèëüíûå óñëîâèÿ.
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Òåîðåìà î ìîíîòîííîñòè íà èíòåðâàëå. Ïóñòü �óíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà
íà èíòåðâàëå I = (a; b), ïðè÷åì â êàæäîé òî÷êå èíòåðâàëà (a; b) ïðîèçâîäíàÿ
ñóùåñòâóåò è ïîëîæèòåëüíà. Òîãäà �óíêöèÿ ñòðîãî âîçðàñòàåò íà I.

Îöåíèòü èçìåíåíèå �óíêöèè íà çàäàííîì îòðåçêå ìîæíî ñ ïîìîùüþ �îðìó-

ëû êîíå÷íûõ ïðèðàùåíèé, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòàòîì ñëåäóþùåãî âàæíîãî

óòâåðæäåíèÿ.

Òåîðåìà Ëàãðàíæà. Åñëè �óíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà
íà îòðåçêå [a; b] è äè��åðåíöèðóåìà íà èíòåðâàëå (a; b),
òî â ýòîì èíòåðâàëå íàéäåòñÿ òî÷êà x0, òàêàÿ ÷òî

f(b)− f(a) = f ′(x0)(b − a).

✲

✻y

•

b
•

a x0

Жозеф Луи Лагранж (Joseph Louis Lagrange
(1736 – 1813) — французский математик и ме-
ханик. Родился в Италии, преподавал с 18 лет
в Артиллерийской школе в Турине, затем пере-
ехал в Берлин, в 30 лет стал президентом Бер-
линской Академии наук, в 40 лет — почетным
членом Санкт-Петербургской Академии, позже
был избран членом Парижской Академии наук.

Автор классического трактата «Аналитиче-
ская механика», расширившего основы статики
и механики и установившего «общую формулу»,
также известную как принцип возможных пе-
ремещений. Формула конечных приращений и
несколько других теорем названы его именем.

Ìîíîòîííîñòü è íåðàâåíñòâà

Èç òåîðåìû Ëàãðàíæà ñðàçó ñëåäóåò ïðîñòîå è åñòåñòâåííîå óòâåðæäåíèå. Â

óïðîùåííîì âèäå îíî �îðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: Åñëè îäíà �óíêöèÿ

â íà÷àëüíûé ìîìåíò âûøå äðóãîé è åå ñêîðîñòü âîçðàñòàíèÿ áîëüøå, òî è äàëåå

îíà áóäåò íàõîäèòüñÿ âûøå.

Òåîðåìà î ñêîðîñòÿõ âîçðàñòàíèÿ. Ïóñòü �óíêöèè f(x) è g(x) îïðåäåëåíû
è íåïðåðûâíû íà ïîëóèíòåðâàëå [a, b) è äè��åðåíöèðóåìû íà èíòåðâàëå (a, b).
Åñëè âûïîëíÿþòñÿ äâà óñëîâèÿ:

1) f(a) ≤ g(a),

2) f ′(x) ≤ g′(x) äëÿ ëþáîãî x ∈ (a, b),
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òî íà (a, b) áóäåò âûïîëíÿòüñÿ è íåðàâåíñòâî f(x) ≤ g(x). Íåðàâåíñòâî

ïðè ýòîì áóäåò ñòðîãèì, åñëè ñòðîãèì áóäåò îäíî èç íåðàâåíñòâ óñëîâèÿ

òåîðåìû.

Ïðèìå÷àíèå. Çà÷àñòóþ áûâàåò íåîáõîäèìî îòòàëêèâàòüñÿ íå îò ëåâîãî, à îò

ïðàâîãî êîíöà ïðîìåæóòêà, òî åñòü �óíêöèè f(x) è g(x) ðàññìàòðèâàþòñÿ íà

(a, b] è â òî÷êå b âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî f(b) ≤ g(b). Òåîðåìà îñòàåòñÿ

âåðíîé, åñëè â óñëîâèè 2) çíàê íåðàâåíñòâà ñìåíèòñÿ íà ïðîòèâîïîëîæíûé.

Ïðèìåð 3. Äîêàçàòü íåðàâåíñòâî: ln(1 + x) > x− x2

2
ïðè x > 0.

�åøåíèå. Ñðàâíèì çíà÷åíèÿ �óíêöèé â íà÷àëüíîé òî÷êå (x = 0):

ln(1 + x)|x=0 = (x − x2

2
)

∣
∣
∣
∣
x=0

= 0. Êðîìå òîãî,

[ln(1 + x)]
′
=

1

1 + x
è (x− x2

2
)′ = 1− x.

Íåðàâåíñòâî

1

1 + x
> 1− x ýêâèâàëåíòíî 1 > 1− x2, ÷òî î÷åâèäíî.

Ïðèìåð 4. Äîêàçàòü, ÷òî x− x3

6
< sinx < x− x3

6
+

x5

120
ïðè x > 0.

�åøåíèå. Îáîçíà÷èì ϕ(x) = x− x
3

6
, f(x) = sinx, ψ(x) = x− x

3

6
+
x5

120
. Çàìåòèì,

÷òî f (5)(x) = cosx, ψ(5)(x) = 1. Êðîìå òîãî, f (4)(0) = 0 = ψ(4)(0). Ñëåäîâàòåëü-
íî, f (4)(x) < ψ(4)(x) ⇒ f (3)(x) < ψ(3)(x) ⇒ . . . ⇒ f(x) < ψ(x). Ïðè ýòîì,

ðàçóìååòñÿ êàæäûé ðàç ñëåäóåò ïðîâåðÿòü, ÷òî âåðíû ñîîòâåòñòâóþùèå íåðà-

âåíñòâà äëÿ �óíêöèé â íà÷àëüíîé òî÷êå.

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ ëåâîå íåðàâåíñòâî.

Ýêñòðåìóìû

Ïóñòü �óíêöèÿ f çàäàíà íà ìíîæåñòâå D. Òî÷êà x0 ∈ D íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ìàê-

ñèìóìà, åñëè ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü U â D òàêàÿ, ÷òî f(x) ≤ f(x0) ∀x ∈ U.
Òî÷êà x0 ∈ D íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ñòðîãîãî ìàêñèìóìà, åñëè ñóùåñòâóåò ïðîêîëî-

òàÿ îêðåñòíîñòü U ′
â D òàêàÿ, ÷òî f(x) < f(x0) ∀x ∈ U ′.

Òî÷êà x0 ∈ D íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ìèíèìóìà, åñëè ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü U
â D òàêàÿ, ÷òî f(x) ≥ f(x0) ∀x ∈ U. Òî÷êà x0 íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ýêñòðåìóìà

èëè ýêñòðåìàëüíîé òî÷êîé, åñëè îíà ÿâëÿåòñÿ ëèáî òî÷êîé ìàêñèìóìà, ëèáî òî÷-

êîé ìèíèìóìà. Ñîîòâåòñòâåííî îïðåäåëÿåòñÿ òî÷êà ñòðîãîãî ìèíèìóìà è òî÷êà

ñòðîãîãî ýêñòðåìóìà.

Òî÷êà x0 ∈ D íàçûâàåòñÿ òî÷êîé àáñîëþòíîãî (èëè ãëîáàëüíîãî) ìàêñèìóìà â

D, åñëè f(x) ≤ f(x0) ∀x ∈ D. Ñîîòâåòñòâåííî îïðåäåëÿåòñÿ òî÷êà àáñîëþòíîãî
(èëè ãëîáàëüíîãî) ìèíèìóìà âD. ×òîáû ïîä÷åðêíóòü îòëè÷èå, òî÷êè ìàêñèìóìà

(èëè ìèíèìóìà) èíîãäà íàçûâàþò òî÷êàìè ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà (ìèíèìóìà).

Ìàêñèìóìîì (ìèíèìóìîì) �óíêöèè íàçûâàåòñÿ çíà÷åíèå �óíêöèè â òî÷êå

ìàêñèìóìà (ìèíèìóìà) èëè ïàðà (xmax , ymax ) ((xmin , ymin )). Ìû áóäåì ÷àùå

èñïîëüçîâàòü âòîðîé âàðèàíò.
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Çíà÷åíèå �óíêöèè â òî÷êå ãëîáàëüíîãî ìàêñèìóìà íàçûâàþò òàêæå íàèáîëü-

øèì (íàèìåíüøèì) çíà÷åíèåì Max f (Min f) íà ìíîæåñòâå D.

✲

✻

x

y

•

•

Ïðèìåð 5. Ôóíêöèÿ, ãðà�èê êîòîðîé èçîáðàæåí

íà ðèñóíêå ñëåâà, îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíà íà îò-

ðåçêå [−4; 4] è èìååò 4 ìèíèìóìà:

(xmin , ymin ) = (−3,−2), (0,−1), (2,−3), (4,−5)
è 4 ìàêñèìóìà:

(xmax , ymax ) = (−4, 3), (−2, 1), (1, 2), (3, 4).

Íàèáîëüøåå è íàèìåíüøåå çíà÷åíèÿ �óíêöèè:

Max f = f(3) = 4, Min f = f(4) = −5.
Ïðèâåäåííûå îïðåäåëåíèÿ îòëè÷àþòñÿ îò òåõ, ÷òî èñïîëüçóþòñÿ â øêîëü-

íîì ó÷åáíèêå. Âî-ïåðâûõ, ìû âêëþ÷àåì â ÷èñëî âîçìîæíûõ òî÷åê ýêñòðåìóìà

êîíöû îòðåçêà. Êðîìå òîãî, òåðìèí ¾ìàêñèìóì¿ â øêîëüíîì ó÷åáíèêå ñîîòâåò-

ñòâóåò íàøåìó òåðìèíó ¾ñòðîãèé ìàêñèìóì¿.

Íåêîòîðûå àâòîðû íå èñïîëüçóþò òåðìèí ¾ýêñòðåìóì¿, åñëè �óíêöèÿ íå

ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé. Íàì ïðåäñòàâëÿåòñÿ ýòî îãðàíè÷åíèå èçëèøíèì, õîòÿ â

äàëüíåéøåì ïðàêòè÷åñêè âî âñåõ ïðèìåðàõ ðàññìîòðåííûå �óíêöèè ÿâëÿþòñÿ

íåïðåðûâíûìè.

Ïðèìåð 6. Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ èçîáðàæåííîé íà

ðèñóíêå ñïðàâà �óíêöèè èìååò äâà ïðîìåæóòêà,

ñîñòîÿùèõ èç òî÷åê ìàêñèìóìà: [−4;−2] è (2; 4].
Ìíîæåñòâî òî÷åê ìèíèìóìà: [−4;−2)∪ [2; 4]. Êðî-
ìå òîãî, ñòðîãèì ìàêñèìóìîì (ëîêàëüíûì) ÿâëÿ-

åòñÿ ïàðà xmin = −1, ymin = 3. Íàèáîëüøåå çíà-
÷åíèå: Max f(x) = 4. Òî÷åê ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà

íåò.

✲

✻

x

y

•

•

•

•
◦

◦

Ôóíäàìåíòàëüíîå çíà÷åíèå â çàäà÷å îá îòûñêàíèè ýêñòðåìóìîâ èìååò ñëå-

äóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà Ôåðìà. Åñëè �óíêöèÿ f îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíà íà îòðåçêå

[a; b], x0 ∈ (a; b), x0 ÿâëÿåòñÿ ýêñòðåìóìîì è f èìååò ïðîèçâîäíóþ â ýòîé

òî÷êå, òî f ′(x0) = 0.

✲

✻

x

y

•

Ïðèìåð 7. Èññëåäîâàòü íà ýêñòðåìóì �óíê-

öèþ f(x) = x3/12 − x íà îòðåçêå [−4; 5] (ñì.
ðèñóíîê ñïðàâà).

�åøåíèå. f ′ = x2/4− 1. f ′ = 0 ⇔ x = ±2.
Ïîäñ÷èòàåì çíà÷åíèÿ â êðèòè÷åñêèõ òî÷êàõ è

â êîíöàõ ïðîìåæóòêà. f(−4) = −4/3, f(−2) =

4/3, f(2) = −4/3, f(5) = 5
5

12
.

Ïîñêîëüêó �óíêöèÿ íà âñåì óêàçàííîì ïðîìåæóòêå äè��åðåíöèðóåìà, òî
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ïðîèçâîäíàÿ ñîõðàíÿåò çíàê íà ïðîìåæóòêàõ (−4;−2), (−2; 2), (2; 5). Òàêèì îá-

ðàçîì, íà ýòèõ ïðîìåæóòêàõ �óíêöèÿ ñòðîãî ìîíîòîííà. Íàïðàâëåíèå ìîíî-

òîíííîñòè ëåãêî îïðåäåëÿåòñÿ ïî çíà÷åíèÿì íà êîíöàõ óêàçàííûõ ïðîìåæóò-

êîâ. Ñëåäîâàòåëüíî, x1 = −4, f(x1) = −4

3
� ìèíèìóì; x2 = −2, f(x2) = 4

3
�

ìàêñèìóì; x3 = 2, f(x3) = −4

3
� ìèíèìóì; x4 = 5, f(x4) = 5

5

12
� ìàêñè-

ìóì.

Ç à ä à ÷è ä ë ÿ ï ð à êòè÷ å ñ ê è õ ç à í ÿòèé

Óïð. 1.
◦
Äîêàæèòå, ÷òî ïðè x > 0 âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

x

1 + x
< ln(1 + x) < x.

Óïð. 2.
◦
Äîêàæèòå, ÷òî ïðè x > 0 âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà 1+x < ex, sinx <

x, arctgx < x.

Óïð. 3.
◦
Äîêàæèòå, ÷òî ïðè x > 0 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî 1+x+

x2

2
< ex.

Óïð. 4.
◦
Íèæå èçîáðàæåíû ãðà�èêè �óíêöèé íà [−4; 4]: a) y = | log2 |x− 1| −

1| − 1, b) y = 3− |4− |8− |4x|||, c) y =
1

6

(
|x2 − 3x− 4| − |x2 + 3x− 4|

)
.

Ñîïîñòàâüòå êàæäîé �óíêöèè ñâîé ãðà�èê è â êàæäîì ñëó÷àå óêàæèòå

ýêñòðåìóìû.

✲

✻

x

y

• •

✲

✻

x

y

•

•

✲

✻

x

y

•

•

Óïð. 5.
◦
Èññëåäóéòå íà ìîíîòîííîñòü ñëåäóþùèå �óíêöèè:

a)
1

x
+ x; b)

√
x− 1

x
; c)

ex − e−x

2
;

d)
1

x2
+ x2; e)

√
x+ 3−√x; f) log3(x+ 3)− log3 x;

g) x− arctgx; h)

√
x+ 3−√

x√
x−

√
x− 3

; i) log7(x+ 3)− log5 x.

Óïð. 6.
◦
Îöåíèòå ÷èñëî A = 21,2, ñ÷èòàÿ, ÷òî ln 2 ≈ 0, 7.

Óïð. 7.
◦

Èñïîëüçóÿ, ÷òî 3, 14 < π < 3, 15,
√
3 < 1, 75,

√
2 > 1, 41, îöåíèòå ñ

ïîìîùüþ òåîðåìû Ëàãðàíæà ÷èñëî A = sin
π

5
.
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Óïð. 8. Äîêàæèòå íåðàâåíñòâà:

a)
1

2
ln x >

x− 1

x+ 1
ïðè x > 1; b) ln(1 + x) < x− x2

2
+
x3

3
ïðè x > 0;

c) 2 lnx < x− 1

x
ïðè x > 1; d) 2ab ln

b

a
< b2 − a2 ïðè 0 < a < b.

Óïð. 9.
◦
Óêàæèòå ýêñòðåìóìû �óíêöèè:

a) f = sin2 2x íà îòðåçêå [−1; 1]; b) f = sin2 x− cos 2x íà [−π;π];

c) f = x+
1

x
íà (0;∞); d) f = x3e−x íà [−5; 5];

e) f = x+ sinx íà R; f ) f = x+
√
3− x íà (−∞; 3].

Óïð. 10.
◦
Óêàæèòå ýêñòðåìóìû �óíêöèé, îïðåäåëåííûõ íà âñåé ïðÿìîé:

a)
sin πx

π
− (x + 1) cosπx ; b) 2e−x − e−2x

; c)
x2 + x+ 1

x2 − x+ 1
;

d) (x3 − 3x− 1)ex
3−3x

; e) 22x
2−4x − 2(x−1)2 ; f) 3 sinx− sin3 x.

Óïð. 11.
◦
Íàéäèòå íàèáîëüøåå è íàèìåíüøåå çíà÷åíèÿ �óíêöèè f(x) = cosx2

íà îòðåçêå [−2; 2].

Óïð. 12.
◦
Íà îòðåçêå [−2; 2] íàéäèòå íàèáîëüøåå è íàèìåíüøåå çíà÷åíèÿ �óíê-

öèè f(x) =
x2 − x+ 1

x2 + 1
.

Óïð. 13.
◦
Íàéäèòå íàèáîëüøåå è íàèìåíüøåå çíà÷åíèÿ �óíêöèè:

a) f = sin3 x− cos3 x íà [−π;π]; b) f = 2x− 1

x
íà [1; 2];

c) f = xe−x íà [−5; 5]; d) f =
3

√

1 + x3 +
3

√

1− x3 íà [−2; 2];

e) f = lnx− x íà

[
1

e
; e
]

; f ) f = x−√x íà [0; 4].

Óïð. 14.
⋆
Ïóñòü �óíêöèÿ f(x) èìååò â òî÷êå x0 ýêñòðåìóì. Äîêàæèòå, ÷òî

a) �óíêöèÿ −f(x) èìååò â òî÷êå x0 ýêñòðåìóì ïðîòèâîïîëîæíîãî òèïà

(òî åñòü åñëè, íàïðèìåð, f(x) èìååò ìèíèìóì â x0, òî �óíêöèÿ −f(x) èìååò
ìàêñèìóì. Åñëè ìèíèìóì ñòðîãèé, òî è ìàêñèìóì ñòðîãèé);

b) åñëè f(x0) 6= 0, ïðè÷åì f íåïðåðûâíà â òî÷êå x0, òî 1/f(x) èìååò â x0
ýêñòðåìóì ïðîòèâîïîëîæíîãî òèïà.

Óïð. 15.
⋆
Ïóñòü �óíêöèè f(x) è g(x) îïðåäåëåíû íà îäíîì è òîì æå ìíî-

æåñòâå D è èìåþò â òî÷êå x0 ∈ D ýêñòðåìóì îäíîãî è òîãî æå òèïà.

Äîêàæèòå, ÷òî

a) f(x) + g(x) èìååò â x0 ýêñòðåìóì òîãî æå òèïà;

b) åñëè f(x0) > 0 è g(x0) > 0, ïðè÷åì f è g íåïðåðûâíû â òî÷êå x0, òî
f(x) · g(x) èìååò â x0 ýêñòðåìóì òîãî æå òèïà.
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Óïð. 16.
⋆
Ïóñòü F (x) = f(g(x)) è g(x0) = g0. Äîêàæèòå, ÷òî

a) åñëè g(x) íåïðåðûâíà â òî÷êå x0, è f(x) èìååò â g0 ýêñòðåìóì, òî è

�óíêöèÿ F (x) èìååò â x0 ýêñòðåìóì òîãî æå òèïà.

b) åñëè f(x) âîçðàñòàåò â òî÷êå g0, à g(x) èìååò â x0 ýêñòðåìóì, òî F (x)
èìååò â x0 ýêñòðåìóì òîãî æå òèïà. Åñëè f(x) óáûâàåò â òî÷êå g0, òî F (x)
èìååò â x0 ýêñòðåìóì ïðîòèâîïîëîæíîãî òèïà;

c) åñëè f(x) íåïðåðûâíà âáëèçè òî÷êè g0, à g(x) íåïðåðûâíà âáëèçè x0 è

F (x) èìååò â x0 ýêñòðåìóì, òî ëèáî f(x) â g0, ëèáî g(x) â x0 òàêæå èìåþò

ýêñòðåìóì.

Óïð. 17.
⋆
Ïîêàæèòå íà ïðèìåðàõ, ÷òî â òðåõ ïðåäûäóùèõ óïðàæíåíèÿõ óò-

âåðæäåíèÿ îá ýêñòðåìóìàõ, ñîäåðæàùèå ïðåäïîëîæåíèÿ î íåïðåðûâíîñòè,

ñòàíîâÿòñÿ íåâåðíûìè áåç ýòèõ ïðåäïîëîæåíèé.

Ïðèìåð 8. Èññëåäîâàòü íà ýêñòðåìóì �óíêöèþ F (x) = 22x − 2x+1.

�åøåíèå. F (x) = f(g(x)), ãäå f(g) = g2 − 2g, g(x) = 2x. Ôóíêöèÿ g(x) íå

èìååò ýêñòðåìóìîâ, à �óíêöèÿ f(g) èìååò åäèíñòâåííûé ýêñòðåìóì � ñòðîãèé

ìèíèìóì â òî÷êå g0 = 2 ⇒ x0 = 1. Òàêèì îáðàçîì, F (x) èìååò åäèíñòâåííûé
ýêñòðåìóì (ñòðîãèé ìèíèìóì): x0 = 0, F (x0) = −1.

Óïð. 18.
◦

Ïðè êàêèõ p �óíêöèÿ F (x) = cos 4πx + 2p sin2 πx − 1 èìååò

ìàêñèìóì â òî÷êå x0 = −1?

Óïð. 19.
◦
Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà a �óíêöèÿ 2a sin2 πx−cos 4πx èìå-

åò ìèíèìóì â òî÷êå x0 = 1?

Î ò â å ò û

Óïð. 1. Îáîçíà÷èì a = 1, b = 1 + x è ïðèìåíèì �îðìóëó êîíå÷íûõ ïðèðàùåíèé

(òåîðåìó Ëàãðàíæà): ln(1+x)− ln 1 =
1

1 + x0
·x. Ïîñêîëüêó 0 < x0 < x, ïîëó÷àåì òðå-

áóåìûå íåðàâåíñòâà. Óïð. 2. Óêàçàíèå: Èñïîëüçóéòå òåîðåìó î ñêîðîñòÿõ âîçðàñòà-

íèÿ. Óïð. 3. Â íà÷àëüíîé òî÷êå �óíêöèè ðàâíû. Íàì íóæíî ñðàâíèòü ïðîèçâîäíûå,

òî åñòü ïîêàçàòü, ÷òî ex > 1 + x. Äëÿ ýòîãî âíîâü ñðàâíèâàåì ïðîèçâîäíûå: ex > 1

ïðè x > 0, ÷òî î÷åâèäíî. Óïð. 4. a) (ïðàâ. ãðà�èê) (xmin , ymin ) = (−1,−1), (3,−1),

(xmax , ymax ) = (−4 log2 5/4), (4, log2 3/4); b) (ëåâ. ãðà�èê) (xmin , ymin ) = (−4,−1),

(−2,−1), (0,−1), (2,−1), (4,−1), (xmax , ymax ) = (−3, 3), (−1, 3), (1, 3), (3, 3); c) (ãðà-

�èê â öåíòðå) (xmin , ymin ) = (−1,−1), (4,−4), (xmax , ymax ) = (1, 1), (−4, 4). Óïð. 5.

a) âîçð. íà (−∞;−1] è [1;+∞), óáûâ. íà [−1; 0) è (0; 1]; b) âîçð. íà [1; 2], óáûâ. íà

[2; +∞); c) âîçð. íà R; d) âîçð. íà [−1; 0) è [1; +∞), óáûâ. íà [−∞;−1]) è (0; 1];

e) óáûâ. íà [0; +∞); f) óáûâ. íà (0; +∞); g) âîçð. íà [0; +∞); h) âîçð. íà [3; +∞);

i) óáûâ. íà (0; +∞). Óïð. 6. �åøåíèå. Ïðîèçâîäíàÿ �óíêöèè 2x ðàâíà 2x ln 2. Èñ-

ïîëüçóÿ �îðìóëó êîíå÷íûõ ïðèðàùåíèé ïðè a = 1, b = 1, 2, ïîëó÷èì 21,2 − 2 =
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2x0 · 0, 7 · 0, 2, ãäå 0 < x0 < 0, 2. Òàêèì îáðàçîì, A > 2 + 2 · 0, 7 · 0, 2 = 2, 28. Ñ äðó-

ãîé ñòîðîíû, A < 2 + A · 0, 7 · 0, 2 ⇒ A < 2, 33. Ñëåäîâàòåëüíî, A ∈ [2, 28; 2, 33].

Óïð. 7. �åøåíèå. Èñïîëüçóåì âíîâü �îðìóëó êîíå÷íûõ ïðèðàùåíèé, ñ÷èòàÿ, ÷òî

a =
π

6
, b =

π

5
: A − sin

π

6
= cos x0

(

π

5
− π

6

)

⇔ A − 1

2
= cosx0

π

30
. Ïîñêîëüêó

√
2

2
< cos x0 <

√
3

2
, òî

1

2
+

π
√
2

60
< A <

1

2
+

π
√
3

60
. Ñëåäîâàòåëüíî,

1

2
+

3, 14 · 1, 41
60

<

A <
1

2
+

3, 15 · 1, 75
60

⇒ 0, 573 < A < 0, 592. ¾Íàñòîÿùåå¿ çíà÷åíèå ÷èñëà sin
π

5
ïðèáëèçèòåëüíî ðàâíî 0, 588. Óïð. 9. a) max : x = ±1, ±π/4, min : x = 0; b)

max : x = ±π/2, min : x = 0, ±π; c) min : x = 1; d) max : x = 3, min : x = ±5; e)

ýêñòð. íåò; f) max : x = 3/4, min : x = 3. Óïð. 10. a) max : x = 2k + 1 ïðè k ≥ 0,

x = 2k ïðè k ≤ −1, min : x = 2k ïðè k ≥ 0, x = 2k − 1 ïðè k ≤ −1, k ∈ Z; b)

max : x = 0; c) max : x = 1, min : x = −1; d) max : x = ±1, min : x = 0, ±
√
3; e)

max : x = 1, min : x = 0, 2; f) max : x = π/2 + 2πk, min : x = −π/2 + 2πk, k ∈ Z.

Óïð. 11. �åøåíèå. f ′ = −2x sin x2. f ′ = 0 ⇔ x = 0, x = ±
√
πk, k ∈ Z. Ïîñêîëüêó

|x| ≤ 2, òî x = −√
π, 0,

√
π. Íàéäåì çíà÷åíèå �óíêöèè â óêàçàííûõ òî÷êàõ è íà êîíöàõ

ïðîìåæóòêà: f(−2) = cos 4, f(−√
π) = −1, f(0) = 1, f(

√
π) = −1, f(2) = cos 4. Èç

ýòèõ çíà÷åíèé ìû è äîëæíû âûáðàòü íàèáîëüøåå è íàèìåíüøåå: max x∈[−2,2] f(x) =

f(0) = 1, min x∈[−2,2] f(x) = f(−√
π) = f(

√
π) = −1. Óïð. 12. �åøåíèå. Ôóíêöèÿ

îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíà íà âñåé ïðÿìîé. Ïðåäñòàâèì åå â âèäå f(x) = 1 − 1

g(x)
, ãäå

g(x) =
x2 + 1

x
= x +

1

x
. Ôóíêöèÿ g(x) èìååò ýêñòðåìóìû â òî÷êàõ x = ±1. Âû÷èñ-

ëÿåì çíà÷åíèÿ â ýòèõ òî÷êàõ, íà êîíöàõ ïðîìåæóòêà è â íóëå, ïîñêîëüêó ýòà òî÷-

êà áûëà óïóùåíà ïðè ïðåîáðàçîâàíèè �óíêöèè: f(−2) =
7

5
, f(−1) =

3

2
, f(0) =

1, f(1) =
1

2
, f(2) =

3

5
. Òàêèì îáðàçîì, òî÷êè x = −2 è x = 1 � òî÷êè ìèíèìó-

ìà. x = −1 è x = 2 � òî÷êè ìàêñèìóìà. Óïð. 13. a) Max f = 1, Min f = −1; b)

Max f = 7/2, Min f = 3/2; c) Max f = 1/e, Min f = −5e−5; d) Max f = 2, Min f =
3
√
9− 3

√
7; e) Max f = −1, Min f = 1−e; f) Max f = 2, Min f = −1/4. Óïð. 18. �åøå-

íèå. Èñïîëüçóÿ ñòàíäàðòíûå òðèãîíîìåòðè÷åñêèå �îðìóëû, ïðåîáðàçóåì âèä �óíê-

öèè: F (x) = 2 cos2 2πx − 2 + p (1 − cos 2πx) = 2g2 − pg + p − 2, ãäå g(x) = cos 2πx. Â

íàøåì ñëó÷àå g0 = g(−1) = 1. Ïàðàáîëà F (g) = 2g2 − pg + p − 2 ðàññìàòðèâàåòñÿ

íà ïðîìåæóòêå [−1; 1] è íà ýòîì ïðîìåæóòêå èìååò ìàêñèìóì â òî÷êå g0 = 1, åñëè

âåðøèíà ïàðàáîëû íàõîäèòñÿ ëåâåå ýòîé òî÷êè. Åñëè âåðøèíà íàõîäèòñÿ ïðàâåå èëè

â ñàìîé òî÷êå, òî â íåé äîñòèãàåòñÿ ìèíèìóì. Ñëåäîâàòåëüíî, p/4 < 1 ⇒ p < 4. Ýòî

è åñòü îòâåò çàäà÷è. Óïð. 19. a ≥ 4.
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5. Ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ è �îðìóëà Ëåéáíèöà

Â íà÷àëå ýòîé ãëàâû ìû âåðíåìñÿ ê òåìå ¾Ïðåäåëû¿ è ðàññìîòðèì îäèí èç

ñàìûõ óäîáíûõ è ïîïóëÿðíûõ ñïîñîáîâ âû÷èñëåíèÿ ïðåäåëîâ.

Òåîðåìà (ïðàâèëî) Ëîïèòàëÿ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî �óíêöèè f(x) è g(x)
1) îïðåäåëåíû, íåïðåðûâíû è äè��åðåíöèðóåìû â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè

òî÷êè x0;
2) f(x0) = g(x0) = 0;

3) ñóùåñòâóåò ïðåäåë lim
x→x0

f ′(x)

g′(x)
.

Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêæå è ïðåäåë lim
x→x0

f(x)

g(x)
, ïðè÷åì

lim
x→x0

f(x)

g(x)
= lim

x→x0

f ′(x)

g′(x)
.

Çàìåòèì, ÷òî àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå âåðíî è â ñëó÷àå, êîãäà f(x), g(x)→
∞ ïðè x→ x0. Îíî íàçûâàåòñÿ âòîðûì ïðàâèëîì Ëîïèòàëÿ.

Ïðèìåð 1. Íàéòè ïðåäåë lim
x→0

ex − e−x

sin x
.

�åøåíèå.Â äàííîì ñëó÷àå f(x) = ex−e−x, f(0) = 1−1 = 0; g(x) = sinx, g(0) =
0. Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ îñíîâíûì ïðàâèëîì Ëîïèòàëÿ.

lim
x→0

ex − e−x

sin x
= lim

x→0

ex + e−x

cosx
= lim

x→0

2

1
= 2.

Ïðèìåð 2. Íàéòè ïðåäåë lim
x→+∞

ln x

x
.

�åøåíèå. Â äàííîì ñëó÷àå f(x) = lnx→∞; g(x) = x→∞ ïðè x→∞. Òàêèì
îáðàçîì, ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ âòîðûì ïðàâèëîì Ëîïèòàëÿ.

lim
x→+∞

ln x

x
= lim
x→+∞

1

x
= 0.

Ïðèìåð 3. Íàéòè ïðåäåë lim
x→0

(
1

x sin x
− 1

x2

)

.

�åøåíèå. Ïîñëå ïðèâåäåíèÿ ê îáùåìó çíàìåíàòåëþ çàìåíèì ìíîæèòåëü sinx

â çíàìåíàòåëå íà ýêâèâàëåíòíûé x. lim
x→0

(
1

x sin x
− 1

x2

)

= lim
x→0

x− sin x

x3
. Òåïåðü

ìîæíî ïðèìåíèòü ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ, íî ïðèäåòñÿ ñäåëàòü ýòî òðè ðàçà, ÷òîáû

èçáàâèòüñÿ îò íåîïðåäåëåííîñòè.

lim
x→0

x− sin x

x3
= lim
x→0

1− cos x

3x2
= lim
x→0

sin x

6x
= lim
x→0

cos x

6
=

1

6
.
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Âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ

Âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ íå ÿâëÿåòñÿ ïðèíöèïèàëüíî íîâûì ïîíÿòèåì � ýòî ïðîèç-

âîäíàÿ îò ïðîèçâîäíîé. Ïðîèçâîäíàÿ îò âòîðîé ïðîèçâîäíîé íàçûâàåòñÿ òðåòüåé

ïðîèçâîäíîé è òàê äàëåå.

Ïðèìåð 4. y y′ y′′ y′′′

sin 2x 2 cos 2x −4 sin 2x −8 cos 2x
xex (x + 1)ex (x+ 2)ex (x+ 3)ex

ln x
1

x
− 1

x2

2

x3

tg x
1

cos2 x

2 sin x

cos3 x
2
1 + 2 sin2 x

cos4 x

Ïðèìåð 5. Íàéòè f ′′′(1), åñëè f(x) = x2ex.

�åøåíèå. Äè��åðåíöèðóåì ïîî÷åðåäíî: f ′(x) = (x2+2x)ex, f ′′(x) = (x2+4x+
2)ex, f ′′′(x) = (x2 +6x+6)ex. Ïîäñòàâëÿÿ íóæíîå çíà÷åíèå àðãóìåíòà, ïîëó÷èì
îòâåò: f ′′′(1) = 13e.

Åñëè �óíêöèè f(x) è g(x) èìåþò ïðîèçâîäíóþ ïîðÿäêà n, òî äëÿ ïðîèçâîä-
íîé ïðîèçâåäåíèÿ ñïðàâåäëèâà �îðìóëà Ëåéáíèöà:

(f g)
(n)

=

n∑

k=0

Ckn f
(k)g(n−k).

Ïðèìåð 6. Íàéòè F (11)(0), åñëè F (x) = x3ex.

�åøåíèå. Çàïèøåì �îðìóëó Ëåéáíèöà: F (11) =
∑11

k=0 C
k
11 f

(k)g(11−k), ãäå

f(x) = x, g(x) = ex. Ïîñêîëüêó ëþáàÿ ïðîèçâîäíàÿ �óíêöèè ex ñîâïàäàåò ñ

íåé ñàìîé, òî F (11) = ex
∑11

k=0 f
(k) = ex

(
C0

11x
3 + C1

11 · 3x2 + C2
11 · 6x+ C3

11 · 6
)

Ïîäñòàâëÿÿ x = 0, ïîëó÷èì îòâåò: F (11)(0) = C3
11 · 6 = 990.

Ïðèìåð 7. Íàéòè F (6)(1), åñëè F (x) = x2 lnx.

�åøåíèå. Ïîñêîëüêó òðåòüÿ ïðîèçâîäíàÿ �óíêöèè f(x) = x2 ðàâíà íóëþ, òî

F (6) =
∑2

k=0 C
k
6 f

(k)g(6−k), ãäå g(x) = lnx. Òîãäà

F (6)(x) = C0
6 x

2(ln x)(6) + C1
6 2x(ln x)

(5) + C2
6 2(lnx)

(4).

Íàéäåì ïðîèçâîäíûå ëîãàðè�ìà: (lnx)′ =
1

x
, (lnx)′′ = − 1

x2
, (ln x)′′′ =

2

x3
, . . .

(lnx)(n) =
(−1)n−1(n− 1)!

xn
⇒ (lnx)(n)|x=1 = (−1)n−1(n− 1)!.

Òàêèì îáðàçîì, F (6)(1) = C0
6 (−1)55! + C1

6 2(−1)44! + C2
6 2(−1)33! = −12.
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Ç à ä à ÷è ä ë ÿ ï ð à êòè÷ å ñ ê è õ ç à í ÿòèé

Óïð. 1.
◦
Íàéäèòå âòîðóþ è òðåòüþ ïðîèçâîäíûå óêàçàííûõ �óíêöèé:

a(x) = (sinx− cosx)ex; b(x) =
1− x

x
; c(x) = (x2 + 4x+ 6)e−x;

d(x) = x lnx− 2x; e(x) =
x2 − 2x

(x− 1)2
; f(x) = −x sinx.

Óïð. 2.
◦
Íàéäèòå ÷åòâåðòóþ ïðîèçâîäíóþ �óíêöèè f(x) = ln(1 + sinx).

Óïð. 3.
◦
Íàéäèòå f (8)(0), ïðèìåíÿÿ, ãäå ýòî óìåñòíî, �îðìóëó Ëåéáíèöà:

a) x5 sinx; b) x5 arctg x; c) x2 chx; d) ln(1 + x); e) cos 2x.

Óïð. 4. Ïðîâåðüòå, ÷òî óêàçàííûå �óíêöèè ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè ñîîòâåò-

ñòâóþùèõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé:

a) e3x, 2e3x y′ = 3y; b) x3, 2x3 y′ = 3
y

x
;

c) sinx, cosx y′′ + y = 0; d) x sinx+ cosx y′′ + y = 2 cosx;

e) ex, e−x y′′ − y = 0; f) xex, xex + e−x y′′ − y = 2ex.

Óïð. 5.
◦
Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ a, b è c óêàçàííûå �óíêöèè ÿâëÿ-

þòñÿ ðåøåíèÿìè óêàçàííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà?

a) y = ax2 + bx+ c, y′′ + 4y′ = x; b) y = axe−x, y′′ − y′ − 2y = e−x;

c) y = ax sin 2x, y′′ + 4y = cos 2x; d) y = axe2x, y′′ − y′ − 2y = e2x.

Óïð. 6. Èñïîëüçóÿ ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ, äîêàæèòå, ÷òî:

a) lim
x→+∞

ln x

x
= 0; b) lim

x→+∞
x

ln x
=∞; c) lim

x→+∞
ex

x
=∞;

d) lim
x→0

x ln x = 0; e) lim
x→+0

xe1/x =∞; f) lim
x→+0

√
x ln2 x = 0.

Óïð. 7.
◦
Íàéäèòå ïðåäåëû, èñïîëüçóÿ, ãäå ýòî âîçìîæíî, ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ:

a) lim
x→π/4

sin x− cos x

ln 4x− ln π
; b) lim

x→1

tg(1− x3)

ln x
; c) lim

x→0

ex − e2x

sin x− sin 2x
;

d) lim
x→2

sin πx− cosπx

ln 4x− lnπ
; e) lim

x→1

sin(1− x2)

ln(1 + x)− ln 2
; f) lim

x→0

ex − e−x

cosx− cos 2x
.

Óïð. 8.
◦
Ïîêàæèòå. ÷òî �óíêöèÿ f(x) = exp

(

− 1

x2

)

, f(0) = 0 èìååò â òî÷êå

x0 = 0 ïðîèçâîäíûå âñåõ ïîðÿäêîâ. Íàéäèòå èõ.

Î ò â å ò û

Óïð. 1. a′′ = 2(sin x+cos x)ex, a′′′ = 4 cos x ex; b′′ =
2

x3
, b′′′ = − 6

x4
; c′′ = x2e−x, c′′′ =

x(2−x)e−x; d′′ =
1

x
, d′′′ = − 1

x2
; e′′ = − 6

(x− 1)4
, e′′′ =

24

(x− 1)5
; f ′′ = −2 cosx+x sin x,

f ′′′ = 3 sin x+x cosx. Óïð. 2. f (4)(x) =
sinx− 2

(1 + sinx)2
. Óïð. 3. a) − 6720; b) − 13440;

c) 1680; d) − 7! = −5040; e) 256. Óïð. 5. a) a = 1/8, b = −1/16, c ∈ R; b)

a = −1/3; c) a = 1/4; d) a = 1/3. Óïð. 7. a)
π
√
2

4
; b) −3; c) 1; d)

1

lnπ − ln 8
; e) −4; f)

∞. Óïð. 8. f (k)(0) = 0 äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî k.
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6. Âûïóêëûå �óíêöèè è íåðàâåíñòâà

Â ýòîì ðàçäåëå ìû áóäåì ñ ñàìîãî íà÷àëà ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ðàññìàòðèâàåìûå

�óíêöèè îïðåäåëåíû è íåïðåðûâíû íà íåêîòîðîì ïðîìåæóòêå.

Îïðåäåëåíèå 1. Íåïðåðûâíàÿ �óíêöèÿ y = f(x), îïðåäåëåííàÿ íà ïðîìå-

æóòêå I = 〈a; b〉 (a < b) íàçûâàåòñÿ âûïóêëîé èëè âûïóêëîé âíèç íà ýòîì ïðî-

ìåæóòêå, åñëè äëÿ ëþáûõ òî÷åê x1, x2 ∈ I, x1 < x2 õîðäà, ñîåäèíÿþùàÿ òî÷-

êè (x1, f(x1)) è (x2, f(x2)), ëåæèò âûøå ãðà�èêà �óíêöèè íà ó÷àñòêå (x1, x2).
Ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ âîãíóòîé èëè âûïóêëîé ââåðõ íà ýòîì ïðîìåæóòêå, åñëè

ëþáàÿ õîðäà ëåæèò íèæå ãðà�èêà.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè �óíêöèÿ íåïðåðûâíà íà [a; b] è âûïóêëà (âîãíóòà) íà

èíòåðâàëå (a; b), òî îíà âûïóêëà (âîãíóòà) è íà îòðåçêå [a; b].

Íà ðèñóíêå ñïðàâà ïðåäñòàâëåí ãðà�èê �óíê-

öèè, âûïóêëîé ââåðõ íà îòðåçêå [a; b]. Çäåñü
y1 = f(x1) è y2 = f(x2). Ìíîæåñòâî òî÷åê

(xλ, yλ), ãäå xλ = (1 − λ)x1 + λx2, yλ = (1 −
λ)y1+λy2, λ ∈ [0; 1], îáðàçóåò îòðåçîê (õîðäó),
ñîåäèíÿþùèé òî÷êè (x1, y1) è (x2, y2). Óñëîâèå
âûïóêëîñòè ââåðõ âûãëÿäèò òàê: f(xλ) ≥ yλ.

✲

✻

x

y
•

x2•

x1

• •

y2

•

•

a

•

•

b
•

xλ

f(xλ)
•

yλ•

Îïðåäåëåíèå 2. Ôóíêöèÿ y = f(x), îïðåäåëåííàÿ è íåïðåðûâíàÿ íà ïðîìå-

æóòêå I = 〈a; b〉 (a < b) íàçûâàåòñÿ âûïóêëîé íà ýòîì ïðîìåæóòêå, åñëè äëÿ ëþ-

áûõ òî÷åê x1, x2 ∈ I âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî f(x1) + f(x2)

2
≥ f

(
x1 + x2

2

)

. Åñëè

ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ÿâëÿåòñÿ ñòðîãèì äëÿ ëþáûõ òî÷åê x1 6= x2, òî �óíêöèÿ
íàçûâàåòñÿ ñòðîãî âûïóêëîé. Åñëè âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà ïðîòèâîïîëîæíî-

ãî íàïðàâëåíèÿ, òî �óíêöèÿ íàçûâàåòñÿ âîãíóòîé èëè âûïóêëîé ââåðõ.

Îñòàâèì áåç äîêàçàòåëüñòâà òîò �àêò, ÷òî äëÿ íåïðåðûâíûõ íà ïðîìåæóòêå

�óíêöèé îïðåäåëåíèÿ 1 è 2 ýêâèâàëåíòíû.

Ïðèìåð 1. Ôóíêöèÿ y = loga x ïðè a > 1 ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé ââåðõ èëè

âîãíóòîé, à ïðè a < 1 � âûïóêëîé âíèç.

log2 5 >
log2 2 + log2 8

2
= 2,

log2 3 >
3

2
, log2 6 >

5

2
и т. д. ✲

✻

x

y

O
1 2 3 4 5 6 7 8

1

2

-1

•

•

Êðèòåðèé âûïóêëîñòè. Åñëè �óíêöèÿ y = f(x), îïðåäåëåííàÿ è íåïðåðûâ-

íàÿ íà ïðîìåæóòêå I = 〈a; b〉 (a < b) â êàæäîé òî÷êå ýòîãî ïðîìåæóòêà èìååò

âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ, ïðè÷åì ∀x f ′′(x) ≥ 0, òî �óíêöèÿ âûïóêëà. Åñëè íåðà-

âåíñòâî ñòðîãîå, òî �óíêöèÿ ñòðîãî âûïóêëà.

Åñëè ∀x f ′′(x) ≤ 0, òî �óíêöèÿ âîãíóòà.
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Íåðàâåíñòâî n òî÷åê

Íà÷íåì ñ óòâåðæäåíèÿ, êîòîðîå ïîçâîëÿåò ââåñòè åùå îäíî ýêâèâàëåíòíîå îïðå-

äåëåíèå âûïóêëîñòè �óíêöèè.

Òåîðåìà. (Íåðàâåíñòâî n òî÷åê äëÿ âûïóêëîé �óíêöèè.) Åñëè �óíê-

öèÿ y = f(x), îïðåäåëåííàÿ è íåïðåðûâíàÿ íà ïðîìåæóòêå I = 〈a; b〉 (a < b)
ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé íà ýòîì ïðîìåæóòêå, òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n è

äëÿ ëþáûõ òî÷åê x1, x2, . . . , xn ∈ I âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
f(x1) + f(x2) + . . .+ f(xn)

n
≥ f

(
x1 + x2 + . . .+ xn

n

)

.

Äëÿ âîãíóòîé �óíêöèè âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî ïðîòèâîïîëîæíîãî íàïðàâ-

ëåíèÿ. Ïðè ýòîì â ñëó÷àå ñòðîãîé âûïóêëîñòè (èëè âîãíóòîñòè) íåðàâåíñòâî

ïðåâðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà x1 = x2 = . . . = xn.
Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî óòâåðæäåíèÿ åñòåñòâåííî ïðîâåñòè ïî èíäóêöèè ïî

n. Ïðè n = 2 îíî ñîâïàäàåò ñ îïðåäåëåíèåì 2. Åñëè óòâåðæäåíèå âåðíî äëÿ

íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî n, òî, âçÿâ â îñíîâíîì îïðåäåëåíèè λ =
1

n+ 1
, x1 =

x1 + x2 + . . .+ xn

n
, x2 = xn+1, óáåæäàåìñÿ, ÷òî óòâåðæäåíèå âåðíî è äëÿ n + 1.

Àíàëîãè÷íî, ïî èíäóêöèè äîêàçûâàåòñÿ è çàìå÷àíèå îòíîñèòåëüíî ðàâåíñòâà,

ïîñêîëüêó â ñëó÷àå ñòðîãîé âûïóêëîñòè íåðàâåíñòâî ïðåâðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî

òîëüêî, åñëè x1 = x2. Ïîñêîëüêó ýòî æå áûëî âåðíî äëÿ âñåõ ìåíüøèõ n, òî
ïîëó÷àåì òðåáóåìîå.

Ýòà òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ ¾èíñòðóìåíòîì¿, ïîçâîëÿþùèì äîêàçûâàòü íåêîòîðûå

êëàññè÷åñêèå íåðàâåíñòâà. Â ÷àñòíîñòè, íåðàâåíñòâà ìåæäó òàê íàçûâàåìûìè

¾ñðåäíèìè¿ âåëè÷èíàìè. Ê íàèáîëåå èçâåñòíûì îòíîñÿòñÿ ñëåäóþùèå:

A(x1, x2, . . . , xn) =
x1 + x2 + . . .+ xn

n
� ñðåäíåå àðè�ìåòè÷åñêîå

G(x1, x2, . . . , xn) = n
√
x1x2 · · ·xn � ñðåäíåå ãåîìåòðè÷åñêîå

H(x1, x2, . . . , xn) =
n

1

x1
+

1

x2
+ . . .+

1

xn

� ñðåäíåå ãàðìîíè÷åñêîå

P (x1, x2, . . . , xn) =

√

x2
1 + x2

2 + . . .+ x2
n

n
� ñðåäíåå êâàäðàòè÷íîå

Ïðèìåð 2. I = 〈a; b〉 = [0;+∞), f(x) = x2. Ïîñêîëüêó f ′′(x) = 2 > 0, òî
�óíêöèÿ âûïóêëà íà âñåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ. Íåðàâåíñòâî n òî÷åê ïðèìåò

âèä:

x2
1 + x2

2 + . . .+ x2
n

n
≥
(
x1 + x2 + . . .+ xn

n

)2

. Èçâëåêàÿ êîðåíü èç îáåèõ ÷àñòåé
íåðàâåíñòâà, ïîëó÷èì

√

x2
1 + x2

2 + . . .+ x2
n

n
≥ x1 + x2 + . . .+ xn

n
,

òî åñòü P (x1, . . . , xn) ≥ A(x1, . . . , xn).
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Ïðèìåð 3. I = (0;+∞), f(x) =
1

x
. Ïîñêîëüêó f ′′(x) =

2

x3
> 0 ïðè x > 0, òî

�óíêöèÿ âûïóêëà íà (0;+∞). Íåðàâåíñòâî n òî÷åê ïðèìåò âèä:

1

n

(
1

x1
+

1

x2
+ . . .+

1

xn

)

≥ n

x1 + x2 + . . .+ xn
.

¾Ïåðåâîðà÷èâàÿ¿ íåðàâåíñòâî, ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî ìåæäó ñðåäíèì àðè�ìå-

òè÷åñêèì è ñðåäíèì ãàðìîíè÷åñêèì: H(x1, . . . , xn) ≤ A(x1, . . . , xn).

Ïðèìåð 4. I = (0;+∞), f(x) = lnx. f ′′(x) = − 1

x2
< 0 ïðè x > 0 ⇒ �óíêöèÿ

âîãíóòà íà (0;+∞). Íåðàâåíñòâî n òî÷åê ïðèìåò âèä:

1

n
(lnx1 + lnx2 + . . .+ lnxn) ≤ ln

(
x1 + x2 + . . .+ xn

n

)

.

Ïîòåíöèðóÿ íåðàâåíñòâî, ïîëó÷èì:

n
√
x1x2 · · ·xn ≤ x1 + x2 + . . .+ xn

n
,

òî åñòü G(x1, . . . , xn) ≤ A(x1, . . . , xn).

Ïðèìåð 5. Çàìåíèâ â ïðåäûäóùåì íåðàâåíñòâå x1, x2, . . . , xn íà
1

x1
,
1

x2
, . . . ,

1

xn
,

è ïåðåâåðíóâ ïîëó÷åííîå íåðàâåíñòâî, ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèå

n
√
x1x2 · · ·xn ≥ n

1

x1
+

1

x2
+ . . .+

1

xn

,

òî åñòü G(x1, . . . , xn) ≥ H(x1, . . . , xn).

Òàêèì îáðàçîì,

P (x1, . . . , xn) ≥ A(x1, . . . , xn) ≥ G(x1, . . . , xn) ≥ H(x1, . . . , xn),

ïðè÷åì ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà x1 = x2 = . . . = xn.

Êàñàòåëüíûå ê âûïóêëûì �óíêöèÿì è íåðàâåíñòâà

Åñëè ðàññìàòðèâàåìàÿ �óíêöèÿ íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìà íà ïðîìåæóòêå,

òî ìîæíî ââåñòè åùå îäíî ýêâèâàëåíòíîå îïðåäåëåíèå âûïóêëîñòè.

Îïðåäåëåíèå 3. Ôóíêöèÿ y = f(x), íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìàÿ íà ïðî-
ìåæóòêå I = 〈a; b〉 (a < b) íàçûâàåòñÿ âûïóêëîé íà ýòîì ïðîìåæóòêå, åñëè äëÿ

ëþáîé òî÷êè x0 ∈ I êàñàòåëüíàÿ ê ãðà�èêó, ïðîâåäåííàÿ â ýòîé òî÷êå, ëåæèò

íèæå ãðà�èêà.

Åñëè �óíêöèÿ ñòðîãî âûïóêëà, òî êàæäàÿ òî÷êà êàñàòåëüíîé çà èñêëþ÷åíè-

åì ñàìîé òî÷êè êàñàíèÿ ëåæèò íèæå ñîîòâåòñòâóþùåé òî÷êè ãðà�èêà.
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Íàïîìíèì, ÷òî óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé èìååò âèä: y = y0 + k(x − x0), ãäå
y0 = f(x0), k = f ′(x0). Òàêèì îáðàçîì, åñëè �óíêöèÿ âûïóêëà íà ïðîìåæóòêå

I, òî ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

f(x) ≥ f(x0) + k(x− x0) x, x0 ∈ I, k = f ′(x0).

Ïðè ýòîì, åñëè �óíêöèÿ ñòðîãî âûïóêëà íà I, òî íåðàâåíñòâî ÿâëÿåòñÿ ñòðîãèì,
çà èñêëþ÷åíèåì ñëó÷àÿ, êîãäà x = x0.

Ïðèìåð 6. I = [0;+∞), f(x) = xn, n ∈ (1;+∞). Ïîñêîëüêó f ′′(x) = n(n −
1)xn−2 > 0 ïðè x > 0, òî �óíêöèÿ âûïóêëà íà I. Íåðàâåíñòâî äëÿ êàñàòåëüíîé
ïðèìåò âèä:

xn ≥ xn0 + nxn−1
0 (x− x0) x, x0 ≥ 0.

Ïîëîæèì â ýòîì íåðàâåíñòâå x0 = 1, x = 1 + q, q ≥ −1. Òîãäà íåðàâåíñòâî

ïðåâðàòèòñÿ â íåðàâåíñòâî Áåðíóëëè:

(1 + q)n ≥ 1 + nq q > −1, n > 1.

Ïðè ýòîì âî âñåõ ñëó÷àÿõ, êðîìå q = 0, íåðàâåíñòâî ÿâëÿåòñÿ ñòðîãèì.

Íåðàâåíñòâî Éåíñåíà

Íåðàâåíñòâî n òî÷åê åñòåñòâåííûì îáðàçîì îáîáùàåòñÿ.

Òåîðåìà. Åñëè �óíêöèÿ y = f(x), îïðåäåëåííàÿ è íåïðåðûâíàÿ íà ïðîìåæóò-

êå I = 〈a; b〉 (a < b) ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé íà ýòîì ïðîìåæóòêå, òî äëÿ ëþáîãî

íàòóðàëüíîãî n, ëþáûõ òî÷åê x1, x2, . . . , xn ∈ I è ëþáûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷è-
ñåë λ1, λ2, . . . , λn, òàêèõ, ÷òî λ1 +λ2 + . . .+λn = 1, âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî,
íàçûâàåìîå íåðàâåíñòâîì Éåíñåíà:

λ1f(x1) + λ2f(x2) + . . .+ λnf(xn) ≥ f (λ1x1 + λ2x2 + . . .+ λnxn) .

Çàìå÷àíèå. ×èñëî x = λ1x1+λ2x2+. . .+λnxn íàçûâàåòñÿ âçâåøåííûì ñðåäíèì
(âçâåøåííûì ñðåäíèì àðè�ìåòè÷åñêèì) ÷èñåë x1, x2, . . . , xn ñ âåñàìè p1, . . . , pn,

åñëè λi =
pi

p1 + . . .+ pn
. Åñëè a = minxi, b = max xi, i = 1, . . . n, òî x ∈ [a; b],

ñëåäîâàòåëüíî, âçâåøåííîå ñðåäíåå âñåãäà íàõîäèòñÿ â òîì æå ïðîìåæóòêå I,
÷òî è âñå ÷èñëà xi.

Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå äëÿ λi â íåðàâåíñòâî Éåíñåíà, ïîëó÷èì âòîðîé âà-

ðèàíò ýòîãî æå íåðàâåíñòâà:

p1f(x1) + . . .+ pnf(xn)

p1 + . . .+ pn
≥ f

(
p1x1 + . . .+ pnxn
p1 + . . .+ pn

)

.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû. Ïðè n = 1 íåðàâåíñòâî ïðåâðàùàåòñÿ â òðèâèàëü-
íîå ðàâåíñòâî f(x) = f(x) (λ1 = 1). Ïðè n = 2 íåðàâåíñòâî ïðåâðàùàåòñÿ
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â îñíîâíîå îïðåäåëåíèå âûïóêëîñòè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íåðàâåíñòâî äîêàçà-

íî ïðè íåêîòîðîì n, è äîêàæåì åãî äëÿ ÷èñëà òî÷åê, ðàâíîãî n + 1. Ïóñòü
x = λ1x1 + λ2x2 + . . . + λn+1xn+1. Åñëè êîý��èöèåíò λn+1 ðàâåí 1, òî äîêà-

çàòåëüñòâî ìîæíî ñ÷èòàòü çàêîí÷åííûì. Ïóñòü òåïåðü λn+1 < 1. Îïðåäåëèì

âåëè÷èíó y1 = λ′1x1 + λ′2x2 + . . . + λ′nxn, ãäå λ′i =
λi

1− λn+1
, i = 1, 2, . . . , n.

Ìû âûáðàëè λ′i òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü ðàâåíñòâî λ′1 + . . . + λ′n = 1, êîòîðîå
íåñëîæíî ïðîâåðèòü. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ y1 ∈ I
è f(y1) ≤ λ′1f(x1) + λ′2f(x2) + . . .+ λ′nf(xn).

Äàëåå: x = (1−λn+1)y1+λn+1xn+1 è â ñîîòâåòñòâèè ñ îñíîâíûì îïðåäåëåíèåì

âûïóêëîñòè

f(x) ≤ (1 − λn+1)f(y1) + λn+1f(xn+1) ≤ λ1f(x1) + λ2f(x2) + . . .+ λn+1f(xn+1).

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ïðèìåð 7. I = R, f(x) = x2. Ôóíêöèÿ âûïóêëà íà âñåé ïðÿìîé. Âòîðîé

âàðèàíò íåðàâåíñòâà Éåíñåíà ïðèìåò âèä:

p1x
2
1 + . . .+ pnx

2
n ≥ (p1 + . . .+ pn) (λ1x1 + . . .+ λnxn)

2 ⇔

⇔ (p1x
2
1 + . . .+ pnx

2
n)(p1 + . . .+ pn) ≥ (p1x1 + . . .+ pnxn)

2
.

Ïîëîæèì pi = b2i , xi =
ai
bi
. Òîãäà ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî Êîøè � Áóíÿêîâñêîãî

(a21 + . . .+ a2n)(b
2
1 + . . .+ b2n) ≥ (a1b1 + . . .+ anbn)

2
,

ãäå ai è bi � ïðîèçâîëüíûå ÷èñëà.

Ïðèìåð 8. I = [0;+∞), f(x) = xp, p > 1. Ïî àíàëîãèè ñ ïðåäûäóùèì ïðè-

ìåðîì ïîëó÷èì:

⇔ (p1x
p
1 + . . .+ pnx

p
n)(p1 + . . .+ pn)

1−p ≥ (p1x1 + . . .+ pnxn)
p ⇔

⇔ (p1x
p
1 + . . .+ pnx

p
n)

1

p (p1 + . . .+ pn)

1− p

p ≥ (p1x1 + . . .+ pnxn) .

Îáîçíà÷èâ q =
p

p− 1,
pi = bqi , xi = aib

1−q
i , ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî �¼ëüäåðà

(ap1 + . . .+ apn)

1

p (bq1 + . . .+ bqn)

1

q ≥ a1b1 + . . .+ anbn,
1

p
+

1

q
= 1.

Çàìåòèì, ÷òî íåðàâåíñòâî Êîøè � Áóíÿêîâñêîãî ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì

íåðàâåíñòâà �¼ëüäåðà ïðè p = q = 2.
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Ç à ä à ÷è ä ë ÿ ï ð à êòè÷ å ñ ê è õ ç à í ÿòèé

Óïð. 1. Äîêàæèòå, ÷òî �óíêöèè ex, x4, x3 (x > 0), sinx (x ∈ [π; 2π]) ÿâëÿ-

þòñÿ âûïóêëûìè.

Óïð. 2. Äîêàæèòå, ÷òî �óíêöèè −ex, 3
√
x (x ≥ 0), x3 (x < 0), sinx (x ∈

[0; π]) ÿâëÿþòñÿ âîãíóòûìè.

Óïð. 3.
◦
Îïðåäåëèòå âûïóêëîñòü �óíêöèè íà óêàçàííîì ìíîæåñòâå:

a)
√
ex + 1 íà R; b) x+

1

x
ïðè x > 0; c) x3e−x ïðè x < 0;

d)
x− 1

x+ 1
ïðè x > −1; e)

x3

x2 − 1
ïðè x > 1; f)

x

ln x
ïðè 1 < x < e2.

Óïð. 4. Äîêàæèòå, ÷òî âñå ðåøåíèÿ óêàçàííûõ óðàâíåíèé ÿâëÿþòñÿ âûïóê-

ëûìè �óíêöèÿìè â ïåðâîì êâàäðàíòå (òî åñòü ïðè x ≥ 0, y ≥ 0).

a) y′ = y + x2; b) y′ = y2 + x;

c) y′′ − xy = 0; d) y′ = y3 + x3.

Óïð. 5. �àññìàòðèâàåòñÿ �óíêöèÿ f(x) =
A

x− a
+

B

x− b
(a < b) íà èíòåðâàëå

I = (a; b) è ëó÷àõ Ia = (−∞; a) è Ib = (b; +∞). Ïîêàæèòå, ÷òî f(x) a) ñî-
õðàíÿåò âûïóêëîñòü íà èíòåðâàëå I è ìåíÿåò åå îäèí ðàç íà îäíîì èç ëó÷åé,

åñëè A è B ðàçíûõ çíàêîâ; b) ìåíÿåò âûïóêëîñòü íà èíòåðâàëå I è ñîõðàíÿåò
åå íà êàæäîì èç ëó÷åé, åñëè A è B îäíîãî çíàêà.

Óïð. 6. Äîêàæèòå íåðàâåíñòâà è ïðîâåðüòå, ÷òî îíè ÿâëÿþòñÿ ñòðîãèìè,

åñëè x 6= 0 :
a) ex ≥ 1 + x, x ∈ R; b) ln(1 + x) ≤ x, x > −1;
c) sinx ≤ x, x ≥ 0; d) tg x ≥ x, x ∈ [0;π/2).

Óïð. 7.
◦
Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà λ óêàçàííûå íåðàâåíñòâà âåðíû ïðè

âñåõ äîïóñòèìûõ çíà÷åíèÿõ x?

a) ex > λx; b) 2x > λx; c) lnx < λx; d) log2 x < λx.

Óïð. 8. Äîêàæèòå, ÷òî íåðàâåíñòâî Áåðíóëëè ìåíÿåò íàïðàâëåíèå, åñëè n ∈
[0; 1].

Óïð. 9. Äîêàæèòå íåðàâåíñòâî a4 + b4 + c4 ≥ abc(a+ b+ c).

Óïð. 10. Äîêàæèòå íåðàâåíñòâî

√
ab+

√
bc+

√
ac ≤ (a+ b + c), a, b, c ≥ 0.

Óïð. 11. Äîêàæèòå íåðàâåíñòâî

√

c(a− c)+
√

c(b − c) ≤
√
ab, (a, b ≥ c ≥ 0).

Î ò â å ò û

Óïð. 3. a) âíèç; b) âíèç; c) ââåðõ; d) ââåðõ; e) âíèç; f) âíèç. Óïð. 7. a) [0; e); b)
[0; e ln 2); c) (1/e; +∞); d) (1/e ln 2;+∞).
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7. *Âûïóêëûå ìíîæåñòâà

Ìíîæåñòâî íà ïëîñêîñòè (èëè â ïpîñòpàíñòâå) íàçûâàåòñÿ îãpàíè÷åííûì, åñëè

ñóùåñòâóåò êpóã (èëè øàp, åñëè på÷ü èäåò î ïpîñòpàíñòâå), âíóòpè êîòîpîãî

öåëèêîì ëåæèò ýòî ìíîæåñòâî.

Òî÷êà íàçûâàåòñÿ ãpàíè÷íîé, åñëè â ëþáîé îêpåñòíîñòè ýòîé òî÷êè íàéäóò-

ñÿ òî÷êè êàê ñàìîãî ìíîæåñòâà, òàê è åãî äîïîëíåíèÿ. Òî÷êà ìíîæåñòâà, êî-

òîpàÿ íå ÿâëÿåòñÿ ãpàíè÷íîé, íàçûâàåòñÿ âíóòpåííåé. Ìíîæåñòâî âñåõ ãpàíè÷-

íûõ òî÷åê ìíîæåñòâà A íàçûâåòñÿ åãî ãpàíèöåé è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åpåç Fr(A).
�pàíè÷íàÿ òî÷êà íå îáÿçàíà ïpèíàäëåæàòü ñàìîìó ìíîæåñòâó. Åñëè íè îäíà èç

òî÷åê ãpàíèöû íå ïpèíàäëåæèò ñàìîìó ìíîæåñòâó, òî òàêîå ìíîæåñòâî íàçû-

âàåòñÿ îòêpûòûì. Åñëè, íàîáîpîò, âñå òî÷êè ãpàíèöû âõîäÿò â ñàìî ìíîæåñòâî,

òî ìíîæåñòâî íàçûâàåòñÿ çàìêíóòûì.

Ìíîæåñòâî íà ïëîñêîñòè (èëè â ïpîñòpàíñòâå) íàçûâàåòñÿ âûïóêëûì, åñëè

èç òîãî, ÷òî äâå òî÷êè ïpèíàäëåæàò ýòîìó ìíîæåñòâó, ñëåäóåò, ÷òî è îòpåçîê,

ñîåäèíÿþùèé ýòè òî÷êè, öåëèêîì ñîäåpæèòñÿ â ýòîì ìíîæåñòâå.

Äîñòàòî÷íî ÷àñòî â ìàòåìàòèêå pàññìàòpèâàþòñÿ ìíîæåñòâà, îïpåäåëÿåìûå

ñèñòåìàìè óñëîâèé íà êîîpäèíàòû òî÷åê, âûpàæåííûìè â �îpìå íåpàâåíñòâ.

Hà pèñóíêå óêàçàíû òpè ïpèìåpà òàêèõ ìíîæåñòâ.

x x x

y y y✻ ✻ ✻

✲ ✲ ✲
42 42 42

4

2

4

2

4

2

−2 −2 −2−4 −4 −4

−2 −2 −2

0 0 0

(x + 1)2 + (y + 1)2 ≤ 18

(x − 2)2 + (y − 2)2 ≤ 25
(y − x + 1)(y − 4x + 2) < 0

y − x + 1 ≥ 0

y − 4x + 2 ≥ 0

Óïð. 1. Óêàæèòå, êàêèå èç ìíîæåñòâ, çàøòpèõîâàííûõ íà pèñóíêå, ÿâëÿ-

þòñÿ âûïóêëûìè. Èçîápàçèòå ìíîæåñòâà, îïpåäåëÿåìûå íåpàâåíñòâàìè ïpî-

òèâîïîëîæíîãî íàïpàâëåíèÿ. Êàêèå èç ýòèõ ìíîæåñòâ ÿâëÿþòñÿ îãpàíè÷åí-

íûìè, à êàêèå íåîãpàíè÷åííûìè?

Ñëåäóþùèå ïîíÿòèÿ ââîäÿòñÿ äëÿ íåïpåpûâíûõ �óíêöèé, îïpåäåëåííûõ íà

âñåé ïpÿìîé èëè íà íåêîòîpîì ïðîìåæóòêå I = 〈a, b〉, êîíå÷íîì èëè áåñêîíå÷-

íîì.

Hàäãpà�èêîì �óíêöèè y = f(x) íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî òî÷åê íà ïëîñêîñòè,

ïåpâàÿ êîîpäèíàòà êîòîpûõ ïpèíàäëåæèò I, è êîòîðûå ëåæàò íå íèæå ãpà�èêà
�óíêöèè, òî åñòü ìíîæåñòâî:

{ (x, y) ∈ R2 |x ∈ I, y ≥ f(x) } .
Ñîîòâåòñòâåííî îïpåäåëÿåòñÿ ïîäãpà�èê:

{ (x, y) ∈ R2 |x ∈ I, y ≤ f(x) } .
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Ôóíêöèÿ f(x) íàçûâàåòñÿ âûïóêëîé, èëè âûïóêëîé âíèç, åñëè åå íàäãpà�èê

� âûïóêëîå ìíîæåñòâî, è âîãíóòîé, èëè âûïóêëîé ââåpõ, åñëè åå ïîäãpà�èê ÿâ-

ëÿåòñÿ âûïóêëûì. Ýòî îïpåäåëåíèå äëÿ íåïpåpûâíûõ �óíêöèé ýêâèâàëåíòíî

îñíîâíûì îïðåäåëåíèÿì ïðåäûäóùåé ãëàâû.

Ïpÿìàÿ íà ïëîñêîñòè íàçûâàåòñÿ îïîpíîé ê ìíîæåñòâó, åñëè ìíîæåñòâî öå-

ëèêîì ñîäåpæèòñÿ â îäíîé èç çàìêíóòûõ ïîëóïëîñêîñòåé, íà êîòîpûå ïpÿìàÿ

äåëèò âñþ ïëîñêîñòü è ïpè ýòîì èìååò ñ ïpÿìîé õîòÿ áû îäíó îáùóþ òî÷êó.

Ñîîòâåòñòâåííî ïëîñêîñòü â ïpîñòpàíñòâå íàçûâàåòñÿ îïîpíîé, åñëè ìíîæå-

ñòâî öåëèêîì ñîäåpæèòñÿ â îäíîì èç çàìêíóòûõ ïîëóïpîñòpàíñòâ, íà êîòîpûå

ïëîñêîñòü äåëèò âñå ïpîñòpàíñòâî è ïpè ýòîì èìååò ñ ïëîñêîñòüþ õîòÿ áû îäíó

îáùóþ òî÷êó.

Åñòåñòâåííî, ÷òî êàæäàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà, ÷åpåç êîòîpóþ ïpîõîäèò îïîpíàÿ

ïpÿìàÿ (èëè ïëîñêîñòü, åñëè på÷ü èäåò î ìíîæåñòâàõ â ïpîñòpàíñòâå), ÿâëÿåòñÿ

ãpàíè÷íîé. Äëÿ âûïóêëûõ ìíîæåñòâ âåpíî è îápàòíîå � ÷åpåç êàæäóþ ãpàíè÷-

íóþ òî÷êó ïpîõîäèò õîòÿ áû îäíà îïîpíàÿ ïpÿìàÿ (ïëîñêîñòü). (Çàìåòèì, ÷òî

ýòî ñâîéñòâî ìîæåò ñëóæèòü äpóãèì, ýêâèâàëåíòíûì, îïpåäåëåíèåì âûïóêëîãî

ìíîæåñòâà.)

Åñëè òàêèõ ïpÿìûõ (ïëîñêîñòåé) íåñêîëüêî, òî òî÷êà íàçûâàåòñÿ óãëîâîé.

Åñëè æå ýòà ïpÿìàÿ èëè ïëîñêîñòü åäèíñòâåííà, òî îíà íàçûâàåòñÿ êàñàòåëüíîé

â äàííîé òî÷êå.

Â ñëó÷àå, åñëè på÷ü èäåò î �óíêöèÿõ, ïpÿìàÿ pàññìàòpèâàåòñÿ êàê îïîpíàÿ

ê íàäãpà�èêó èëè ïîäãpà�èêó â çàâèñèìîñòè îò òîãî, âûïóêëà �óíêöèÿ èëè

âîãíóòà.

Åñëè îïîðíàÿ ïðÿìàÿ â íåêîòîðîé òî÷êå åäèíñòâåííà, òî îíà íàçûâàåòñÿ

êàñàòåëüíîé â äàííîé òî÷êå ê ãðà�èêó �óíêöèè. Â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî

�óíêöèÿ äè��åðåíöèðóåìà â äàííîé òî÷êå, à òàíãåíñ óãëà íàêëîíà êàñàòåëüíîé

ê ïîëîæèòåëüíîìó íàïðàâëåíèþ îñè Ox íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîäíîé �óíêöèè â

òî÷êå

tgϕ = f ′ (x0).

Òpåóãîëüíèê �åëî

Åñëè âûïóêëîå ìíîæåñòâî íà ïëîñêîñòè îãpàíè÷åíî, òî èíòóèòèâíî ïîíÿòíî,

÷òî äëÿ êàæäîé ïpÿìîé íà ïëîñêîñòè ìîæíî ïîñòpîèòü äâå ïàpàëëåëüíûå åé

îïîpíûå ïpÿìûå òàêèå, ÷òî ìíîæåñòâî öåëèêîì ëåæèò ìåæäó íèìè. �àññòîÿíèå

ìåæäó òàêèìè îïîpíûìè ïpÿìûìè íàçûâàåòñÿ øèpèíîé ìíîæåñòâà â äàííîì íà-

ïpàâëåíèè (íàïðàâëåíèè îïîðíûõ ïðÿìûõ). Åñëè ìåíÿòü íàïpàâëåíèå, òî åñòü

ïåpâîíà÷àëüíóþ ïpÿìóþ, òî è øèpèíà ìîæåò ìåíÿòüñÿ. Ìàêñèìàëüíîå åå çíà-

÷åíèå íàçûâàåòñÿ äèàìåòpîì ìíîæåñòâà.

Ìíîæåñòâî, øèpèíà êîòîpîãî íå çàâèñèò îò íàïpàâëåíèÿ, íàçûâàåòñÿ ìíî-

æåñòâîì ïîñòîÿííîé øèpèíû. Î÷åâèäíûì ïpèìåpîì òàêîãî ìíîæåñòâà ÿâëÿåòñÿ

êpóã. Âñå îñòàëüíûå ïpèìåpû ìåíåå òpèâèàëüíû. Hàèáîëåå èçâåñòíûì èç íèõ

ÿâëÿåòñÿ òpåãîëüíèê �åëî, êîòîpûé ñòpîèòñÿ òàê, êàê ïîêàçàíî íà pèñóíêå: îí

èìååò òpè óãëîâûå òî÷êè, ÿâëÿþùèåñÿ âåpøèíàìè pàâíîñòîpîííåãî òpåóãîëü-

íèêà, è òpè êpèâîëèíåéíûå ¾ñòîpîíû¿, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ äóãàìè îêpóæíîñòåé
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pàäèóñà, pàâíîãî ñòîpîíå ýòîãî òpåóãîëüíèêà.

=⇒

Постpоение тpеугольника Рело

Ýêñòpåìàëüíîå ñâîéñòâî òpåóãîëüíèêà �åëî ñîñòîèò â òîì, ÷òî ýòî íàèìåíüøàÿ

ïî ïëîùàäè èç âûïóêëûõ �èãóp ïîñòîÿííîé øèðèíû, âíóòpè êîòîpûõ îòpåçîê

çàäàííîé äëèíû ìîæíî pàçâåpíóòü íà 360◦. Èíòåpåñíî, ÷òî äëÿ áîëåå øèpîêîãî
êëàññà �èãóp íà ïëîñêîñòè, îãpàíè÷åííûõ çàìêíóòîé íåïpåpûâíîé êpèâîé (íå

îáÿçàòåëüíî ÿâëÿþùèõñÿ âûïóêëûìè), óêàçàííàÿ ýêñòpåìàëüíàÿ çàäà÷à íå èìå-

åò påøåíèÿ â ñëåäóþùåì ñìûñëå: äëÿ ëþáîãî ε > 0 ìîæíî ïîñòpîèòü �èãópó,

ïëîùàäü êîòîpîé áóäåò ìåíüøå ε, âíóòpè êîòîpîé ìîæíî îñóùåñòâèòü pàçâîpîò
îòpåçêà çàäàííîé äëèíû íà 360◦.
Õàpàêòåpíîå ñâîéñòâî �èãóp ïîñòîÿííîéøèpèíû h ñîñòîèò â òîì, ÷òî èõ ïåpèìåòp
(äëèíà ãpàíèöû) âñåãäà pàâåí îäíîìó è òîìó æå ÷èñëó, çàâèñÿùåìó òîëüêî îò

h, à èìåííî π h.

Ç à ä à ÷ è ä ë ÿ ï ð à êòè÷ å ñ ê è õ ç à í ÿòèé

Óïð. 2. Èçîápàçèòå ìíîæåñòâà íà ïëîñêîñòè, îïpåäåëÿåìûå ñëåäóþùèìè ñè-

ñòåìàìè íåpàâåíñòâ:

a)

{
y ≥ x2,
x ≥ y2; b)

{
|x|+ |y| ≤ 1,
x ≥ −1; c)

{
y ≥ |x− 1|,
y ≤ 1.

Êàêèå èç ýòèõ ìíîæåñòâ ÿâëÿþòñÿ îãðàíè÷åííûìè, êàêèå � âûïóêëûìè? Êà-

êîâ èõ äèàìåòð?

Óïð. 3.
◦
Èçîáðàçèòå íàäãðà�èê �óíêöèè f(x) íà óêàçàííîì ïðîìåæóòêå. ßâ-

ëÿåòñÿ ëè îí âûïóêëûì ìíîæåñòâîì?

a) f(x) = sinx, x ∈ [0;π]; b) f(x) = ex, x ∈ [−1; 1];

c) f(x) = lnx, x ∈ [1; e]; d) f(x) = x lnx, x ∈ (0;+∞).

Óïð. 4.
◦
Hàéäèòå ïëîùàäü òpåóãîëüíèêà �åëî äèàìåòðîì 1 è ïîêàæèòå, ÷òî

îíà ìåíüøå ïëîùàäè êpóãà òîãî æå äèàìåòpà. Hà ñêîëüêî ïpîöåíòîâ?

Î ò â å ò û

Óïð. 3. a) íåò; b) äà; c) íåò; d) äà. Óïð. 4. S =
π −

√
3

2
; íà 10%.
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8. �pà�èêè �óíêöèé

Ïpè ïîñòpîåíèè ãpà�èêîâ �óíêöèé, çàäàâàåìûõ ÿâíûìè �îpìóëàìè, òî åñòü â

âèäå y = f(x), påêîìåíäóåòñÿ ïpåæäå âñåãî ïîòpàòèòü âpåìÿ íà òî, ÷òîáû ñíà-

÷àëà óïpîñòèòü âûpàæåíèå, îïpåäåëÿþùåå �óíêöèþ. Çàòåì âûäåëèòü öåïî÷-

êó ýëåìåíòàpíûõ îïåpàöèé ñ ãpà�èêàìè, ïîçâîëÿþùóþ óïpîñòèòü ïîñòpîåíèå:

ñäâèã âäîëü îäíîé èç îñåé, pàñòÿæåíèå èëè ñæàòèå, âçÿòèå ìîäóëÿ è òàê äàëåå.

Ê òàêèì ýëåìåíòàðíûì îïåðàöèÿì îòíîñÿòñÿ:

1) ñäâèã âäîëü âåðòèêàëüíîé îñè f(x)→ f(x) + a (ââåðõ ïðè a > 0, âíèç ïðè
a < 0);

2) ñäâèã âäîëü îñè àáñöèññ f(x) → f(x + a) (âëåâî ïðè a > 0, âïðàâî ïðè

a < 0);
3) ñæàòèå âäîëü îñè îðäèíàò f(x) → af(x), |a| < 1, ðàñòÿæåíèå ïðè |a| > 1

(ïðè a < 0 � äîïîëíèòåëüíî ìåíÿåòñÿ íàïðàâëåíèå îñè îðäèíàò);

4) ñæàòèå âäîëü îñè àáñöèññ f(x) → f(ax), |a| > 1, ðàñòÿæåíèå ïðè |a| < 1
(ïðè a < 0 � äîïîëíèòåëüíî ìåíÿåòñÿ íàïðàâëåíèå îñè àáñöèññ).

Óïð. 1. Hèæå èçîápàæåíû ãpà�èêè äâóõ �óíêöèé: f(x) = A sin(x + c) + B è

f(x) = A cos2(x + c) + B. Îïpåäåëèòå â îáîèõ ñëó÷àÿõ çíà÷åíèÿ ïàpàìåòpîâ

A,B, c.

✲

✻

✲

✻

x

y

x

y

π−π π−ππ
2

3π
2

3π
2

−π
2

π
2

−π
2

1

2

−1

−2

3

1

2

−1

−2

3

0 0

Ïëàí ïîëíîãî èññëåäîâàíèÿ �óíêöèè

Ïpè èññëåäîâàíèè �óíêöèè ñëåäóåò ïîñòàpàòüñÿ îòâåòèòü íà ñëåäóþùèå âîïpî-

ñû.

1◦. ÎÄÇ �óíêöèè (X ≡ X(f) ≡ Dom(f)).
2◦. ßâëÿåòñÿ ëè �óíêöèÿ ÷åòíîé (f(x) = f(−x)) èëè íå÷åòíîé (f(−x) =

−f(x)), èëè íå îáëàäàåò ñèììåòpèåé (ñâîéñòâîì ÷åòíîñòè-íå÷åòíîñòè)?

3◦. ßâëÿåòñÿ ëè �óíêöèÿ ïåpèîäè÷åñêîé? Åñëè äà, òî êàêîâ åå ïåpèîä?

4◦. Hàéòè íóëè �óíêöèè, òî åñòü êîpíè ópàâíåíèÿ f(x) = 0.
5◦. Hàéòè ïpîèçâîäíóþ f ′(x).
6◦. Hàéòè ñòàöèîíàðíûå òî÷êè �óíêöèè f(x), òî åñòü íóëè åå ïðîèçâîäíîé

(f ′(x) = 0), è òî÷êè, â êîòîðûõ ïðîèçâîäíàÿ íå ñóùåñòâóåò (êðèòè÷åñêèå òî÷êè).
7◦. Îïpåäåëèòü ó÷àñòêè ìîíîòîííîñòè, òî åñòü ó÷àñòêè âîçpàñòàíèÿ è óáû-

âàíèÿ �óíêöèè. Äëÿ ýòîãî íà âåùåñòâåííîé ïðÿìîé îòìå÷àþòñÿ êðèòè÷åñêèå

òî÷êè è òî÷êè ðàçðûâà ïðîèçâîäíîé, ïîñëå ÷åãî âûÿñíÿþòñÿ çíàêè ïðîèçâîä-

íîé íà ïîëó÷åííûõ èíòåðâàëàõ.

8◦. Óêàçàòü ýêñòpåìóìû, òî åñòü ìàêñèìóìû è ìèíèìóìû.
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9◦. Óêàçàòü òèï òî÷åê ðàçðûâà (åñëè îíè åñòü) è íàéòè îäíîñòîðîííèå ïðå-

äåëû �óíêöèè ïðè ïðèáëèæåíèè ê òî÷êàì ðàçðûâà.

10◦. Íàéòè àñèìïòîòû �óíêöèè:

a) âåðòèêàëüíûå àñèìïòîòû. Îíè ïîÿâëÿþòñÿ, åñëè �óíêöèÿ ñòðåìèòñÿ ê áåñ-
êîíå÷íîñòè ïðè ïðèáëèæåíèè ê òî÷êå ðàçðûâà èëè ê òî÷êå, ÿâëÿþùåéñÿ ãðàíè-

öåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ;

b) ãîðèçîíòàëüíûå àñèìïòîòû. Îïðåäåëÿþòñÿ ïîâåäåíèåì �óíêöèè ïðè x →
+∞ è x→ −∞; ïîÿâëÿþòñÿ, åñëè ïðè ýòîì �óíêöèÿ ñòðåìèòñÿ ê ïîñòîÿííîé;

c) íàêëîííûå àñèìïòîòû, òî åñòü àñèìïòîòû âèäà y = kx + b. Íåîáõîäè-
ìûì óñëîâèåì íàëè÷èÿ íàêëîííîé àñèìïòîòû ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå ïðåäå-

ëà limx→+(−)∞
f(x)

x
. Ýòîò ïðåäåë è ÿâëÿåòñÿ êîý��èöèåíòîì k. Ïàðàìåòð b

îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì limx→+(−)∞(f(x)− kx− b) = 0. Òàêèì îáðàçîì,

k = lim
x→+(−)∞

f(x)

x
, b = lim

x→+(−)∞
(f(x)− kx).

11◦. Âû÷èñëèòü âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ.

12◦. Íàéòè òî÷êè ïåðåãèáà è ó÷àñòêè âûïóêëîñòè è âîãíóòîñòè.

Çàìå÷àíèå 1. Â êîíöå èññëåäîâàíèÿ ïîëåçíî óêàçàòü ìíîæåñòâî çíà÷åíèé

�óíêöèè (E(f)), õîòÿ ýòî ìíîæåñòâî ëåãêî îïðåäåëÿåòñÿ èç ãðà�èêà ïîñëå òîãî,
êàê óêàçàíû ýêñòpåìóìû �óíêöèè è åå àñèìïòîòû.

Çàìå÷àíèå 2. �àçóìååòñÿ, íå îáÿçàòåëüíî âûäåpæèâàòü óêàçàííóþ ïpîãpàììó

ïîëíîñòüþ, òåì áîëåå ÷òî âî ìíîãèõ ñèòóàöèÿõ ïîñòðîåíèå óïðîùàåòñÿ ïîñëå

óäà÷íîãî ïpåîápàçîâàíèÿ �îpìóëû, îïpåäåëÿþùåé èññëåäóåìóþ �óíêöèþ.

Ïðèìåð 1. Ïîñòpîèòü ãpà�èê �óíêöèè f(x) = x2e−x.

�åøåíèå.

1◦. X(f) = R.
2◦. �ðà�èê �óíêöèè íå îáëàäàåò ñèììåòðèåé (�óíêöèÿ íå îáëàäàåò ñâîé-

ñòâîì ÷åòíîñòè èëè ñâîéñòâîì íå÷åòíîñòè).

3◦. Ôóíêöèÿ íå ÿâëÿåòñÿ ïåpèîäè÷åñêîé. Äåéñòâèòåëüíî, â ïðîòèâíîì ñëó-

÷àå çíà÷åíèå y = 0, êîòîðîå �óíêöèÿ ïðèíèìàåò â òî÷êå 0, äîëæíî áûëî áû

ïîâòîðÿòüñÿ.

4◦. f(x) = 0 ⇔ x = 0.

5◦. f ′(x) = x(2− x)e−x.
6◦. f ′(x) = 0 ⇔ x = 0 èëè x = 2.

7◦. f ′(x) > 0 ⇔ x ∈ (0; 2).

8◦. x = 0 ÿâëÿåòñÿ ìèíèìóìîì, à x = 2 � ìàêñèìóìîì. Íàõîäèì çíà÷åíèÿ:

f(0) = 0, f(2) = 4e−2 ≈ 0,54.
9◦. Òî÷åê ðàçðûâà íåò.

10◦. lim
x→−∞

f(x) = +∞, lim
x→+∞

f(x) = 0 ⇒ E(f) = [0;∞).

Àñèìïòîòà òîëüêî îäíà (ãîðèçîíòàëüíàÿ): ïðè x → +∞ ãðà�èê ïðèáëèæà-

åòñÿ ê ïðÿìîé y = 0.
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Õàpàêòåp ïîâåäåíèÿ �óíêöèè ïîíÿòåí, îäíàêî äëÿ óòî÷íåíèÿ �îðìû ãðà-

�èêà ïîëåçíî áîëåå òî÷íî íàéòè ó÷àñòêè âûïóêëîñòè è âîãíóòîñòè.

Çà÷àñòóþ ýòî îòíèìàåò ìíîãî âðåìåíè, ïîñêîëü-

êó âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ íå âñåãäà èìååò ¾õîðîøèé

âèä¿. Íî â äàííîì ñëó÷àå íàéòè åå íåñëîæíî.

11◦. f ′′ = (x2 − 4x+ 2)e−x.

12◦. f ′′(x) = 0 ⇔ x = 2±
√
2.

Ñëåäîâàòåëüíî, íà ó÷àñòêàõ (−∞; 2 −
√
2) è (2 +√

2;∞) �óíêöèÿ âûïóêëà. Íà ó÷àñòêå (2−
√
2; 2 +√

2) � âîãíóòà.

Ïîäñ÷èòàâ çíà÷åíèÿ äîïîëíèòåëüíî â íåñêîëüêèõ

òî÷êàõ, ðèñóåì ãpà�èê.

✲

✻

x

y

f(x) = x2e−x

Ïëàí èññëåäîâàíèÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ �óíêöèé íå îòëè÷àåòñÿ îò îáû÷íî-

ãî, ñòîèò ëèøü çàìåòèòü, ÷òî òðèãîíîìåòðè÷åñêèå �óíêöèè, êàê ïðàâèëî, ÿâëÿ-

þòñÿ ïåðèîäè÷åñêèìè. Êðîìå îáû÷íîé ÷åòíîñòè-íå÷åòíîñòè çà÷àñòóþ òpèãîíî-

ìåòpè÷åñêèå �óíêöèè îáëàäàþò äîïîëíèòåëüíûìè ñâîéñòâàìè:

f(π + x) = f(x), � â ýòîì ñëó÷àå ìû áóäåì ãîâîpèòü, ÷òî f π-÷åòíà, � èëè
f(π + x) = −f(x) � π-íå÷åòíà.

Ïðèìåð 2. Ïîñòpîèòü ãpà�èê �óíêöèè f(x) =
cos2 x

3− 2 cosx
.

�åøåíèå. X(f) = R. E(f) îïpåäåëèòñÿ ïîçæå. Ôóíêöèÿ ÷åòíà, ïîñêîëüêó

cosx � ÷åòíàÿ �óíêöèÿ. Ôóíêöèÿ ïåpèîäè÷åñêàÿ ñ ïåpèîäîì 2π . Åñëè îïpåäå-

ëèòü g(t) =
t2

3− 2t
, òî f(x) = g(cosx) .

f(x) = 0 ⇔ x =
π

2
+ πk, k ∈ Z.

f ′(x) = g′(t)|t=cosx (cosx)′ =
2t(3− t)

(3− 2t)2

∣
∣
∣
∣
t=cosx

(− sinx).

f ′(x) = 0 ⇔ x =
πk

2
, k ∈ Z.

Çàìåòèì òåïåpü, ÷òî ãpà�èê äîñòàòî÷íî ïîñòpîèòü íà ïpîìåæóòêå [0;π]. Â
ñèëó ÷åòíîñòè �óíêöèè åãî ìîæíî îòpàçèòü ñèììåòpè÷íî îòíîñèòåëüíî îñè îp-

äèíàò íà èíòåpâàë [−π; 0], à çàòåì ïî ïåpèîäè÷íîñòè ïpîäîëæèòü íà âñþ ïpÿ-

ìóþ. Òàêèì îápàçîì, äëÿ ïîñòpîåíèÿ ñõåìû ãðà�èêà äîñòàòî÷íî îïpåäåëèòü

çíà÷åíèÿ â òî÷êàõ 0, π/2, π . Èìååì:

f(0) = 1, f
(
π

2

)

= 0, f(π) =
1

5
.

Hàêîíåö âûÿñíÿåì, ÷òî E(f) = [0; 1]. Õàpàêòåp ïîâåäåíèÿ �óíêöèè òàêèì îápà-

çîì ÿñåí. Ïîäñ÷èòàâ çíà÷åíèÿ äîïîëíèòåëüíî â íåñêîëüêèõ òî÷êàõ, ìîæíî óòî÷-

íèòü �îpìó ãpà�èêà.

Àñèìïòîò ó ãðà�èêà íåò. Îïðåäåëåíèå âûïóêëîñòè îñòàâèì â êà÷åñòâå óïðàæ-

íåíèÿ.
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✲

✻
f(x) =

cos2 x

3 − 2 cosx

x

y

π−π π
2

−π
2

1

0

Àñèìïòîòû

Àñèìïòîòû áûâàþò âåðòèêàëüíûìè, íàêëîííûìè è ãîðèçîíòàëüíûìè (÷àñòíûé

ñëó÷àé íàêëîííûõ). Ïðÿìàÿ x = x0 íàçûâàåòñÿ âåðòèêàëüíîé àñèìïòîòîé ãðà-

�èêà �óíêöèè f(x), åñëè ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn, ñòðåìÿùàÿñÿ ê x0
òàêàÿ, ÷òî f(xn)→∞.

Åñëè f(xn) ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè ïðè ïðèáëèæåíèè xn ê x0 òîëüêî ñ

îäíîé ñòîðîíû, òî àñèìïòîòà íàçûâàåòñÿ îäíîñòîðîííåé.

Àñèìïòîòà íàçûâàåòñÿ íå÷åòíîé, åñëè f(x) ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè íåêî-
òîðîãî çíàêà ïðè ïðèáëèæåíèè x ê x0 ñ îäíîé ñòîðîíû è ìåíÿåò çíàê, ñòðåìÿñü

ê áåñêîíå÷íîñòè, ïðè ïðèáëèæåíèè x ê x0 ñ äðóãîé ñòîðîíû.
Àñèìïòîòà íàçûâàåòñÿ ÷åòíîé, åñëè f(x) ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè íåêîòî-

ðîãî çíàêà ïðè ïðèáëèæåíèè x ê x0 ñ êàæäîé ñòîðîíû.
Àñèìïòîòà íàçûâàåòñÿ ïðîñòîé, åñëè îíà ÿâëÿåòñÿ ÷åòíîé èëè íå÷åòíîé.

Ïðèìåð 3. Ïðÿìàÿ x = 0 ÿâëÿåòñÿ äëÿ �óíêöèè y = 1/x íå÷åòíîé àñèìïòî-

òîé, à äëÿ �óíêöèè y = 1/x2 ÷åòíîé.

Ïðèìåð 4. Íèæå èçîáðàæåíû ãðà�èêè òðåõ �óíêöèé. Âåçäå ïðÿìàÿ x = 0
ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòîé, ïðè÷åì â òðåòüåì ñëó÷àå îíà ÿâëÿåòñÿ îäíîñòîðîííåé

(ïðàâîñòîðîííåé) àñèìïòîòîé.

✲

✻

x

y

y =
1

x
+ sin

2π

x

• ✲

✻

x

y

y = π ln |x| sin
4π

x

•
✲

✻

x

y

y =
|x|

|x| − sinx

•

◦

Ïðèìåð 5. �àññìîòðèì �óíêöèþ f(x) =
2x

ln(x− 1)
. Çäåñü x = 2 � äâóñòîðîí-

íÿÿ âåðòèêàëüíàÿ àñèìïòîòà, ïîñêîëüêó f(x) → −∞ ïðè x→ 2− 0 è f(x) →
+∞ ïðè x→ 2 + 0.
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Àñèìïòîòè÷åñêèå êðèâûå. Êðèâàÿ y = ϕ(x) íàçûâàåòñÿ ïðàâîé àñèìïòî-

òîé ãðà�èêà �óíêöèè f(x), åñëè f(x) − ϕ(x) → 0 ïðè x → +∞. Àíàëîãè÷íî

îïðåäåëÿåòñÿ ëåâàÿ àñèìïòîòà. Åñëè êðèâàÿ y = ϕ(x) ÿâëÿåòñÿ ïðàâîé èëè

ëåâîé àñèìïòîòîé (èëè îäíîâðåìåííî è ëåâîé è ïðàâîé), òî îíà íàçûâàåòñÿ ïðî-

ñòî àñèìïòîòîé èëè àñèìïòîòè÷åñêîé êðèâîé. Çàìåòèì, ÷òî åñëè ϕ(x) ÿâëÿåòñÿ
àñèìïòîòîé äëÿ f(x), òî è íàîáîðîò, f(x) ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòîé äëÿ ϕ(x). Òàêèì
îáðàçîì, y = f(x) è y = ϕ(x) � âçàèìíî àñèìïòîòè÷åñêèå êðèâûå.

Íàêëîííûå è ãîðèçîíòàëüíûå àñèìïòîòû. ×àùå âñåãî â êà÷åñòâå àñèìï-

òîòè÷åñêèõ êðèâûõ ðàññìàòðèâàþò ïðÿìûå y = kx+ b. Ïðè ýòîì, åñëè k = 0, òî
àñèìïòîòû íàçûâàþò ãîðèçîíòàëüíûìè. Â îáùåì ñëó÷àå èõ íàçûâàþò íàêëîííû-

ìè. Â äàëüíåéøåì ìû òîæå, êàê ïðàâèëî, áóäåì ýòèì îãðàíè÷èâàòüñÿ.

Íåîáõîäèìûì óñëîâèåì òîãî, ÷òî ïðÿìàÿ y = kx+ b åñòü ïðàâàÿ íàêëîííàÿ
àñèìïòîòà ãðà�èêà y = f(x), ÿâëÿåòñÿ ðàâåíñòâî

k = lim
x→+∞

f(x)

x
,

êîòîðîå ïîäðàçóìåâàåò, åñòåñòâåííî, ÷òî óêàçàííûé ïðåäåë ñóùåñòâóåò. Äîñòà-

òî÷íûì óñëîâèåì ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå è âòîðîãî ïðåäåëà:

b = lim
x→+∞

(f(x)− kx).

Ïðèìåð 6. Íèæå èçîáðàæåíû ãðà�èêè òðåõ �óíêöèé. Ó ïåðâîé èç íèõ àñèìï-

òîòîé ÿâëÿåòñÿ ïàðàáîëà y = x2 − 2x − 2 è äðóãîé àñèìïòîòîé (âåðòèêàëü-

íîé) ïðÿìàÿ x = −1. Ó âòîðîé åñòü ïðàâàÿ àñèìïòîòà (íàêëîííàÿ): y = x.
Ó òðåòüåé äâå ðàçíûå íàêëîííûå àñèìïòîòû: y = (π/2 − 1)x − 2 (ïðàâàÿ) è

y = −(π/2 + 1)x− 2 (ëåâàÿ).

✲

✻

x

y

y =
x3 − x2 − 3x

x+ 1

✲

✻

x

y

y = x + sin x e−x/3

✲

✻

x

y

y = x( arctg x − 1)

Ïîñòðîåíèå ãðà�èêîâ äðîáíî-ðàöèîíàëüíûõ �óíêöèé

Íàïîìíèì, ÷òî äðîáíî-ðàöèîíàëüíîé�óíêöèåé íàçûâàåòñÿ�óíêöèÿ âèäàR(x) =
P (x)

Q(x)
, ãäå P (x) = a0x

m + a1x
m−1 + . . . + am, Q(x) = b0x

k + b1x
k−1 + . . . + bk,

a0 6= 0, b0 6= 0. Ìû ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåì, ÷òî äðîáü P (x)/Q(x) íåñîêðàòèìà,
òî åñòü ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü íå èìåþò îáùèõ êîðíåé.

97



Ïðè ïîñòðîåíèè ãðà�èêîâ òàêèõ �óíêöèé ìû ðåêîìåíäóåì ñëåäóþùèé àë-

ãîðèòì.

Øàã 1. Åñëè ñòåïåíü ÷èñëèòåëÿ áîëüøå èëè

ðàâíà ñòåïåíè çíàìåíàòåëÿ, òî ñëåäóåò ïðèâå-

ñòè äðîáü ê ñòàíäàðòíîìó âèäó, âûäåëèâ öåëóþ

÷àñòü è ïðàâèëüíóþ äðîáü. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü,

ðàçäåëèâ ìíîãî÷ëåí íà ìíîãî÷ëåí ¾óãîëêîì¿.

x3 − x+ 1 x2 − x

x+ 1x3 − x2

x2 − x

x2 − x

1

Íàïðèìåð,

x3 − x+ 1

x2 − x
= x + 1 +

1

x2 − x
. Öåëàÿ ÷àñòü ýòîãî ðàçëîæåíèÿ è

ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêîé êðèâîé ϕ(x). Â íàøåì ïðèìåðå ýòî ïðÿìàÿ y = x+1,
êîòîðàÿ áóäåò íàêëîííîé àñèìïòîòîé.

Øàã 2. Îáîçíà÷èì ÷èñëèòåëü ïîëó÷èâøåéñÿ ïðàâèëüíîé äðîáè ÷åðåç p(x), à
ñàìó ïðàâèëüíóþ äðîáü ÷åðåç f(x). Ïóñòü x0 � íåêîòîðûé êîðåíü çíàìåíàòåëÿ

êðàòíîñòè s. Òîãäà x = x0 ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòîé òîé æå ÷åòíîñòè, ÷òî è ÷èñëî s.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç Q0(x) � ìíîãî÷ëåí, ñòîÿùèé â çíàìåíàòåëå, íî áåç ìíîæè-

òåëÿ (x−x0)s è íàéäåì ÷èñëî p0 =
p(x0)

Q0(x0)
. Òîãäà áóäåò ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

f(x) ∼ p0
(x− x0)s

ïðè x → x0, òî åñòü âáëèçè âåðòèêàëüíîé àñèìïòîòû ãðà�èê

âåäåò ñåáÿ êàê �óíêöèÿ

p0
(x− x0)s

.

Øàã 3. Íàõîäèì êîðíè �óíêöèè p(x) è íà àñèìïòîòè÷åñêîé êðèâîé îòìå÷àåì
òî÷êè, àáñöèññû êîòîðûõ ñîâïàäàþò ñ ýòèìè êîðíÿìè. Èñïîëüçóÿ òî, ÷òî ãðà�èê

�óíêöèè F (x) ïåðåñåêàåò àñèìïòîòè÷åñêóþ êðèâóþ ϕ(x) òîëüêî â ýòèõ òî÷êàõ,
ñòðîèì ýñêèç ãðà�èêà.

Óïð. 2. Íà ðèñóíêå èçîáðàæåíû ãðà�èêè òðåõ äðîáíî-ðàöèîíàëüíûõ �óíêöèé,

ïðåäñòàâëåííûõ â ñòàíäàðòíîì âèäå. Ïóíêòèðîì âûäåëåíû àñèìïòîòè÷åñêèå

êðèâûå è âåðòèêàëüíûå àñèìïòîòû. Óêàæèòå òèï ýòèõ àñèìïòîò è òî÷êè

ïåðåñå÷åíèÿ ãðà�èêà ñ àñèìïòîòè÷åñêîé êðèâîé.

✲

✻

x

y

y =
x

2
+

x3 − x

2(x2 − 4)(x2 − 9)

•• •
•

✲

✻

x

y

y =
x

2
+

x3 − x

2(x2 − 9)2

•• •
•

✲

✻

x

y

y =
x3

12
− x+

x− 1

x2 − 9

•

•

�àçóìååòñÿ, íàõîäèòü íàêëîííûå àñèìïòîòû ìîæíî è äðóãèì ïóòåì � èñ-

ïîëüçóÿ ïðåäåëû äëÿ íàõîæäåíèÿ ïîñòîÿííûõ k è b.
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Ïðèìåð 7. Íàéòè àñèìïòîòû ãpà�èêà �óíêöèè f(x) =
2x3 − 5x− 4

x2 − x
.

�åøåíèå. Âåðòèêàëüíûå àñèìïòîòû îïðåäåëÿþòñÿ óðàâíåíèÿìè x = 0 è x = 1
(íóëè çíàìåíàòåëÿ), ïîñêîëüêó ïðè ýòèõ çíà÷åíèÿõ ÷èñëèòåëü íå ðàâåí íóëþ.

×òîáû íàéòè íàêëîííûå àñèìïòîòû, ñëåäóåò ðàññìîòðåòü ïðåäåë îòíîøåíèÿ

lim
x→∞

f(x)

x
= lim

x→∞

2x3 − 5x− 4

x(x2 − x) = 2.

Ïîñëå ýòîãî ðàññìàòðèâàåì ïðåäåë ðàçíîñòè

lim
x→∞

(f(x)− 2x) = lim
x→∞

2x3 − 5x− 4

x2 − x − 2x = lim
x→∞

2x2 − 5x− 4

x2 − x = 2.

Òàêèì îáðàçîì, íàêëîííàÿ àñèìïòîòà åäèíñòâåííà � ýòî ïðÿìàÿ, çàäàþùà-

ÿñÿ óðàâíåíèåì y = 2x+ 2.
Èððàöèîíàëüíûå îñîáåííîñòè. Â ýòîì êîðîòêîì ïàðàãðà�å ìû äîëæíû äî-

ãîâîðèòüñÿ îá îáëàñòÿõ îïðåäåëåíèÿ.

Ôóíêöèÿ xα îïðåäåëåíà ïðè âñåõ x (êðîìå íóëÿ ïðè α<0), åñëè α � öåëîå

èëè ðàöèîíàëüíàÿ äðîáü âèäàm/n, ãäå n � íå÷åòíîå, àm � ÷åòíîå öåëîå ÷èñëî.

Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ïðèíÿòî çàïèñûâàòü xm/n = n
√
xm âî èçáåæàíèå íåïðèÿò-

íîñòåé, ñâÿçàííûõ ñ ðàâåíñòâîì

m

n
=

2m

2n
.

Â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ �óíêöèÿ xα îïðåäå-

ëåíà ïðè x ≥ 0, åñëè α ≥ 0, è ïðè x > 0,
åñëè α < 0.

Óïð. 3. Ñïðàâà èçîáðàæåíû ãðà�èêè

�óíêöèé xα ïðè

α = −1/
√
3, 1/e,

√
2, π.

Ñîïîñòàâüòå êàæäîìó ãðà�èêó ñâîå α.
✲

✻

x

y

Ïðèâåäåì åùå òðè ïðèìåðà ãðà�èêîâ �óíêöèé, ñîäåðæàùèõ èððàöèîíàëüíî-

ñòè. Âî âñåõ ñëó÷àÿõ �óíêöèÿ èìååò âèä y = x/2+ϕ(x). Ôóíêöèÿ ϕ(x) óêàçàíà
ïîä ãðà�èêîì.

✲

✻

x

y

ϕ(x) = 3
√

x − 1 − 3
√

x + 2

• ✲

✻

x

y

3
√

(x − 1)2 − 3
√

(x + 2)2

•

✲

✻

x

y

1
3
√

(x − 1)2
− 1

3
√

(x + 2)2

•
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Ïëàí ïîëíîãî èññëåäîâàíèÿ �óíêöèè

Ôóíêöèÿ f(x) x3e−x
√
x2 − 1 +

√
x2 + 1

1 ÎÄÇ (Dom (f)) x ∈ R |x| ≥ 1

2 Ñèììåòðèÿ � ÷åòíàÿ

3 Ïåpèîäè÷íîñòü íåò íåò

4 Íóëè �óíêöèè x = 0 íåò

5 Ïpîèçâîäíàÿ x2e−x(3− x)
x√

x2 − 1
+

x√
x2 + 1

6 Êðèòè÷åñêèå òî÷êè x1 = 0, x2 = 3 íåò

7

Ó÷àñòêè ìîíîòîí-

íîñòè

• •
�
�✒

�
�✒ ❅

❅❘0 3
• •❅

❅❘ �
�✒

−1 1

ìàêñèìóì: ìèíèìóìû:

8 Ýêñòpåìóìû

{

x = 3,
y = 27e−3

{

x1 = −1

y1 =
√
2,

{

x1 = 1

y1 =
√
2

9 Òî÷êè ðàçðûâà: íåò íåò

10 Àñèìïòîòû:

âåðòèêàëüíûå íåò íåò

ãîðèçîíòàëüíûå y = 0 ïðè x→ +∞ íåò

íàêëîííûå íåò

y = −2x ïðè x→ −∞,
y = 2x ïðè x→ +∞

11 Âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ xe−x(x2 − 6x+ 6)
1

(x2 + 1)3/2
− 1

(x2 − 1)3/2

12 Òî÷êè ïåðåãèáà è âîãíóòàÿ

ó÷àñòêè âûïóêëîñòè

• • •
⌢ ⌣ ⌢ ⌣

0

3−
√
3

3 +
√
3

(âûïóêëàÿ ââåðõ)
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Óïð. 4. Ïðîâåäèòå ïîëíîå èññëåäîâàíèå �óíêöèé, ãðà�èêè êîòîðûõ ïðèâåäåíû
íà íåñêîëüêèõ ñëåäóþùèõ ñòðàíèöàõ.

f(x) =
4x

(x+ 1)2 g(x) =
x3 − 3

x

✲

✻

✲

✻

x

y

x

y

• •

O O

f(x) =
2x− 1

x2
g(x) = x2e1/x

✲

✻

✲

✻

x

y

x

y

• ◦
O O

f(x) = 2x+
1

x2
g(x) =

(x+ 1)2

x2 + 2x

✲

✻

✲

✻

x

y

x

y

• •

O O
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f(x) = x ln2 x g(x) =
x3

x2 − 1

✲

✻

✲

✻

x

y

x

y

◦ •◦
O O

f(x) =
x

lnx
g(x) =

x3

x2 + 1

✲

✻

✲

✻

x

y

x

y

•◦
O O

f(x) =
4
√
x

x− 2
g(x) = x2 ln2 x

✲

✻

✲

✻

x

y

x

y

• ◦
O O
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f(x) =
√

x2 + 1 −
√

x2 − 1 g(x) = x2 − lnx

✲

✻

✲

✻

x

y

x

y

• •

••

O O

f(x) =
3
√
x2 − 1 g(x) =

x2

x+ 1

✲

✻

✲

✻

x

y

x

y

••

O O

f(x) = 2x− 3
3
√
x2 g(x) =

3 − 2x

(x− 2)2

✲

✻

✲

✻

x

y

x

y

••

O O
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f(x) = 1 + 3

√

(x− 1)2 g(x) =
ex

2(1 − x)

✲

✻

✲

✻

x

y

x

y

• •

O O

f(x) =
x2

1 − x2
g(x) = (1 − x)ex

✲

✻

✲

✻

x

y

x

y

••

O O

f(x) =
2x− 1

(x− 1)2
g(x) = (x− 1)e1/x

✲

✻

✲

✻

x

y

x

y

• ◦
O O
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9. Êðèâûå, çàäàííûå ïàðàìåòðè÷åñêè

Äîñòàòî÷íî ÷àñòî êðèâûå çàäàþòñÿ â ïàðàìåòðè÷åñêîì âèäå: x = ϕ(t), y =
ψ(t), t ∈ I ⊂ R. Íàïðèìåð: x = 2t − t2, y = 3t − t3, t ∈ R. Ôóíêöèè ϕ(t), ψ(t)
íàçûâàþòñÿ êîîðäèíàòíûìè �óíêöèÿìè. Äëÿ òîãî ÷òîáû èçîáðàçèòü òàêóþ êðè-

âóþ, ðåêîìåíäóåòñÿ ñëåäóþùàÿ ïðîãðàììà.

Øàã 1. Ïðîâîäèì èññëåäîâàíèå êîîðäèíàòíûõ �óíêöèé x = ϕ(t), y = ψ(t), t ∈
I è ñòðîèì èõ ãðà�èêè.

ϕ(t) = 2t− t2 ψ(t) = 3t− t3

✲

✻

✲

✻

t

x

t

y

• •

Øàã 2. �àññìàòðèâàåì êðèòè÷åñêèå òî÷êè êîîðäèíàòíûõ �óíêöèé, òî åñòü òàêèå

òî÷êè êðèâîé, â êîòîðûõ ïðîèçâîäíàÿ îäíîé èç êîîðäèíàòíûõ �óíêöèé ðàâíà

íóëþ èëè íå ñóùåñòâóåò. Â íàøåì ïðèìåðå ϕ′(t) = 2 − 2t, ψ′(t) = 3 − 3t2 è,

ñëåäîâàòåëüíî, òàêèõ òî÷åê äâå: t1 = −1, t2 = 1.
Îñîáûìè òî÷êàìè áóäåì íàçûâàòü òî÷êè, â êîòîðûõ îáå ïðîèçâîäíûå îáðà-

ùàþòñÿ â íóëü èëè íå ñóùåñòâóþò. Îñòàëüíûå òî÷êè íàçûâàþòñÿ ðåãóëÿðíûìè.

Â íàøåì ïðèìåðå îñîáîé ÿâëÿåòñÿ òî÷êà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ t = 1. Â îñî-

áîé òî÷êå êàñàòåëüíàÿ ê êðèâîé íå âñåãäà îïðåäåëåíà. Â ðåãóëÿðíîé òî÷êå êà-

ñàòåëüíàÿ îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: ñ÷èòàåì òàíãåíñ óãëà θ íàêëîíà
êàñàòåëüíîé ê ïîëîæèòåëüíîìó íàïðàâëåíèþ îñè àáñöèññ (àíàëîã ïðîèçâîäíîé

y′x) ïî �îðìóëå

k = tg θ(t) =
ψ′(t)

ϕ′(t)
, ϕ′(t) 6= 0

è òåì ñàìûì îïðåäåëÿåì òàíãåíñ óãëà íàêëîíà êàñàòåëüíîé ê ãðà�èêó â íåîñî-

áûõ òî÷êàõ. Åñëè ψ′(t) 6= 0, à ϕ′(t) = 0, òî êàñàòåëüíàÿ ê êðèâîé áóäåò âåðòè-

êàëüíîé.

✲• •
−1 1 t

Øàã 3. Îòìå÷àåì íà ïðÿìîé t êðèòè÷åñêèå
òî÷êè êîîðäèíàòíûõ �óíêöèé (à òàêæå òî÷-

êè ðàçðûâà ïðîèçâîäíîé êàæäîé èç êîîðäèíàò-

íûõ �óíêöèé).
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Схема кривой

✲

✻

x

y

•

•

• •

•
A(−2)

A(−1)

A(2)

A(1)

Øàã 4. Ôèêñèðóåì íà ïëîñêîñòè x, y âñå îò-

ìå÷åííûå òî÷êè è ñîåäèíÿåì èõ ìåæäó ñîáîé

îòðåçêàìè âìåñòå ñ óêàçàíèåì íà íàïðàâëå-

íèå èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðà t. Äëÿ òîãî ÷òîáû

ïîíÿòü íàïðàâëåíèå êðèâîé ïðè ïðèáëèæåíèè

ê ãðàíèöå îáëàñòè çàäàíèÿ (â ÷àñòíîñòè, ïðè

t→ ±∞), íóæíî íàéòè ïðåäåëû

lim
t→±∞

x(t), lim
t→±∞

y(t)

èëè ïîäñ÷èòàòü çíà÷åíèÿ â îäíîé èç òî÷åê,

áëèçêîé ê ãðàíèöå. Â íàøåì ñëó÷àå íà ãðà�è-

êå ïîÿâëÿþòñÿ òî÷êè A(2) è A(−2). Ïîëó÷àåì
ñõåìó êðèâîé.

x = 2t − t2, y = 3t − t3

✲

✻

x

y

•

•

• •

•
A(−2)

A(−1)

A(2)

A(1)
Øàã 5. Ñ÷èòàåì ïðîèçâîäíóþ y′x ïî �îðìóëå

y′x(t) =
ψ′(t)

ϕ′(t)
, x(t) = ϕ(t)

â òî÷êàõ, ãäå ϕ′(t) 6= 0, è òåì ñàìûì îïðåäåëÿ-

åì òàíãåíñ óãëà íàêëîíà êàñàòåëüíîé ê ãðà�è-

êó â ðåãóëÿðíûõ òî÷êàõ. Ïîäñòàâèâ íåñêîëüêî

êîíòðîëüíûõ çíà÷åíèé, îêîí÷àòåëüíî óòî÷íÿ-

åì ãðà�èê.

Íà ïðåäñòàâëåííîì íèæå ðèñóíêå ïîêàçàíû âîçìîæíûå òèïû ïîâåäåíèÿ êðè-

âûõ âáëèçè îñîáûõ òî÷åê. Âåçäå â êà÷åñòâå îñîáîé òî÷êè ðàññìàòðèâàåòñÿ íà-

÷àëî êîîðäèíàò. Êðèâûå çàäàþòñÿ ñëåäóþùèìè êîîðäèíàòíûìè �óíêöèÿìè:

a)

{

x = t3,

y = t2;
b)

{

x = t3,

y = t7;
c)







x = t sin
2π

t
, x(0) = 0

y = t cos
2π

t
, y(0) = 0.

✲

✻

x

y

a)

✲

✻

x

y

b)

✲

✻

x

y

c)

Ïàðàìåòðè÷åñêè çàäàííûå êðèâûå èíîãäà íàçûâàþò òðàåêòîðèÿìè, èíòåðïðåòè-

ðóÿ ïàðàìåòð t êàê âðåìÿ.
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Ïðèìåð 1. Òðàåêòîðèÿ òî÷êè íà îêðóæíîñòè, êàòÿùåéñÿ ïî ïðÿìîé áåç ñêîëü-

æåíèÿ, íàçûâàåòñÿ öèêëîèäîé.

✲

✻

x

x = t − sin t

y = 1 − cos t

y

•

•
t

•O

O

Êðèâûå â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ

Äîñòàòî÷íî ðàñïðîñòðàíåííûì ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå â êà÷åñòâå ïàðàìåòðà

ïîëÿðíîãî óãëà, òî åñòü óãëà, êîòîðûé îòñ÷èòûâàåòñÿ îò ëó÷à Ox äî íàïðàâëå-

íèÿ íà òî÷êó ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè. �îâîðÿò, ÷òî êðèâàÿ çàäàíà â ïîëÿðíûõ

êîîðäèíàòàõ, åñëè çàäàí ïîëÿðíûé ðàäèóñ r (ðàññòîÿíèå îò íà÷àëà êîîðäèíàò äî
òî÷êè) êàê �óíêöèÿ ïîëÿðíîãî óãëà: r = r(ϕ). Ôóíêöèÿ r(ϕ) ïðè ýòîì îáû÷-

íî ïðåäïîëàãàåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé ñ ïåðèîäîì 2π. Ê äåêàðòîâûì êîîðäèíàòàì

ìîæíî ïåðåõîäèòü ïî �îðìóëàì

x = r cosϕ, y = r sinϕ.

Ïîëÿðíîé ðîçîé íàçûâàåòñÿ êðèâàÿ íà ïëîñêîñòè, óðàâíåíèå êîòîðîé â ïî-

ëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ èìååò âèä r = 2a sinkϕ, ãäå a è k � íåêîòîðûå ïîñòîÿííûå.

Íà ðèñóíêå íèæå èçîáðàæåíû òðè òàêèõ êðèâûõ, ïîñòðîåííûõ ïðè a = 2 è ðàç-
ëè÷íûõ k.

✲

✻

x

y

k = 2

✲

✻

x

y

k = 3/2

✲

✻

x

y

k = 4/7

Ïðèìåð 2. Ïîêàçàòü, ÷òî ðîçà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ k = 1, ÿâëÿåòñÿ îêðóæ-

íîñòüþ ðàäèóñà a ñ öåíòðîì â òî÷êå Q(0, a).

�åøåíèå. �àññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êóM(x, y) íà êðèâîé, ãäå x = r cosϕ =
2a sinϕ cosϕ, y = r sinϕ = 2a sin2 ϕ. Òîãäà d2(M,Q) = (x − x0)2 + (y − y0)2 =
4a2 sin2 ϕ cos2 ϕ+(2a sin2 ϕ−a)2 = 4a2 sin2 ϕ(cos2 ϕ+sin2 ϕ)−4a2 sin2 ϕ+a2 = a2.
Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

Ñòåïåííîé ðîçîé íàçûâàåòñÿ êðèâàÿ íà ïëîñêîñòè, óðàâíåíèå êîòîðîé â ïî-

ëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ èìååò âèä rk = 2ak sin kϕ, ïðè÷åì íåçàâèñèìî îò k óãîë ϕ
òàêîâ, ÷òî sin kϕ ≥ 0.
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Ëåìíèñêàòîé îòíîñèòåëüíî �îêóñîâ F1, F2, . . . , Fn íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî òî-
÷åêM òàêèõ, ÷òî ïðîèçâåäåíèå ðàññòîÿíèé îòM äî �îêóñîâ ïîñòîÿííî. Ëåìíèñ-

êàòà íàçûâàåòñÿ öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íîé, åñëè �îêóñû îáðàçóþò ïðàâèëüíûé

n-óãîëüíèê ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò è ñàìî íà÷àëî êîîðäèíàò âõîäèò â

ýòî ìíîæåñòâî.

Óïð. 1.
⋆
Ïîêàæèòå, ÷òî ñòåïåííàÿ ðîçà, ñî-

îòâåòñòâóþùàÿ a = 4 è k = 3, èçîáðàæåí-

íàÿ íà ðèñóíêå ñïðàâà, ÿâëÿåòñÿ ëåìíèñêàòîé

îòíîñèòåëüíî �îêóñîâ Fj (j = 1, 2, 3) ñ êîîðäè-
íàòàìè xj = a cosϕj , yj = a sinϕj , ãäå ϕj =
π/6 + 2π(j − 1)/3.

Óïð. 2.
⋆
Ïîêàæèòå, ÷òî ðîçà ñòåïåíè 2 òàê-

æå ÿâëÿåòñÿ öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íîé ëåì-

íèñêàòîé (îíà íàçûâàåòñÿ ëåìíèñêàòîé Áåð-

íóëëè). Ïîñòðîéòå åå è íàéäèòå åå �îêóñû.

✲

✻

x

y

••

•

F1F2

F3

•M

Ïàðàìåòðèçàöèÿ êðèâûõ, çàäàííûõ íåÿâíî

�îâîðÿò, ÷òî êðèâàÿ íà ïëîñêîñòè çàäàíà íåÿâíî, èëè â íåÿâíîì âèäå, åñëè êîîð-

äèíàòû åå òî÷åê îïðåäåëÿþòñÿ óðàâíåíèåì F (x, y) = 0.Íàïðèìåð: x2+y2−1 = 0
� óðàâíåíèå îêðóæíîñòè. Â ýòîì ñëó÷àå, ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî êðèâóþ íà íóæíîì

ó÷àñòêå ìîæíî çàäàòü ðàâåíñòâîì y = y(x), ãäå y(x) � �óíêöèÿ, èìåþùàÿ ïðî-

èçâîäíóþ, ïîëó÷èì äëÿ �óíêöèè Φ(x) = F (x, y(x)) :

Φ(x) ≡ 0 ⇔ F (x, y(x)) ≡ 0 ⇒ Φ′(x) = 0 ⇒ F ′
x(x, y) + y′(x) · F ′

y(x, y(x)) = 0,

îòêóäà îïðåäåëÿåòñÿ ïðîèçâîäíàÿ y′(x).
Ïîïûòêè ðàçðåøèòü óðàâíåíèå F (x, y) = 0 îòíîñèòåëüíî y ðåäêî ïðèâîäÿò

ê óäîáíîìó ñïîñîáó èçîáðàæàòü êðèâóþ. Íàïðèìåð, äàæå â ñëó÷àå îêðóæíîñòè

ìû ïîëó÷àåì íå ñëèøêîì õîðîøóþ çàâèñèìîñòü: y =
√
x2 − 1 ïðè y ≥ 0 è y =

−
√
x2 − 1 ïðè y ≤ 0.
Äðóãîé, áîëåå ïðåäïî÷òèòåëüíûé ñïîñîá èçîáðàæåíèÿ êðèâîé ñîñòîèò â òîì,

÷òîáû ïðåäñòàâèòü åå â ïàðàìåòðè÷åñêîì âèäå. Ïåðåõîä îò íåÿâíîãî çàäàíèÿ

êðèâîé ê ïàðàìåòðè÷åñêîìó è íàçûâàåòñÿ ïàðàìåòðèçàöèåé.

x2/5 + y2/5 = 52/5

✲

✻

x

y

•

x4 + y4 = 54

✲

✻

x

y

•
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Ïðèìåð 3. Àñòðîèäà x2/5 + y2/5 = a2/5, a > 0, äîïóñêàåò ïàðàìåòðèçàöèþ

x = a cos5 ϕ, y = a sin5 ϕ (ϕ ∈ [0; 2π)).

Ç à ä à ÷è ä ë ÿ ï ð à êòè÷ å ñ ê è õ ç à í ÿòèé

Óïð. 3. Óêàæèòå ïàðàìåòðè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå êðèâîé x4+y4 = a4 (a > 0).

Óïð. 4. Íàðèñóéòå êðèâûå, çàäàííûå íåÿâíî, ïîäîáðàâ ñîîòâåòñòâóþùåå ïà-
ðàìåòðè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå èëè ðàçðåøèâ óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî y :

a)
x2

4
+
y2

9
= 1; b)

x2

9
− y2

4
= 1; c)

x

9
− y2

4
= 1;

d) x3 + y3 − 3xy = 0; e) x2/3 + y2/3 = 52/3; f) x3 + y3 = 53.

Óïð. 5. Ïîñòàâüòå â ñîîòâåòñòâèå êàæäîé èç óêàçàííûõ øåñòè ïàð êîîðäè-

íàòíûõ �óíêöèé îäèí èç øåñòè èçîáðàæåííûõ íèæå ðèñóíêîâ:

a)

{

x = 2t− t3/3,

y = 3t− t3/3;
b)

{

t/(1− t2),

t3/(1 + t2);
c)

{

4 cos 2t,

4 cos 3t;

d)

{

4 sin3 t,

4 cos3 t;
e)

{

t/2 cos 2t, |t| ≤ 3π,

t/2 sin t;
f)

{

−3 cos t, |t| ≤ 6π,

−(t cos t− sin t)/4.

✲

✻

x

y

✲

✻

x

y

✲

✻

x

y

✲

✻

x

y

✲

✻

x

y

✲

✻

x

y

Óïð. 6. Ïîñòðîéòå ñëåäóþùèå êðèâûå:

a)

{

x = 12t − t3,

y = 3t− t3;
b)

{

x = t2/(1− t2),

y = t/(1 + t2);
c)

{

x = 4 cos4 t,

y = 4 sin4 t;
d)

{

x = 4 cos 2t,

y = 4 sin 3t.
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Ìàòðèöû è ëèíåéíûå ñèñòåìû

1. Ìàòpèöû è îïåpàöèè ñ íèìè

Ìàòpèöåé ìû íàçûâàåì ïpÿìîóãîëüíóþ òàáëèöó ÷èñåë. Åñëè â ìàòpèöåm ñòpîê

è n ñòîëáöîâ, òî ãîâîpÿò, ÷òî ìàòpèöà èìååò pàçìåp m × n. Ìíîæåñòâî òàêèõ

ìàòðèö îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåçMm×n. Ïpè ýòîì äëÿ ìàòpèöû

A =







a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
. . . . . . . . . . . .
am1 am2 . . . amn







èñïîëüçóþòñÿ òàêæå ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

A = (aij)
j=1,n
i=1,m = ||aij || =

∣
∣
∣
∣
∣
∣

∣
∣
∣
∣
∣
∣

a11 . . . a1n
. . . . . . . . .
am1 . . . amn

∣
∣
∣
∣
∣
∣

∣
∣
∣
∣
∣
∣

=





a11 . . . a1n
. . . . . . . . .
am1 . . . amn



 .

Îòìåòèì, ÷òî ìàòpèöû ìîæíî óìíîæàòü íà ÷èñëà, ìàòpèöû îäíîãî pàçìåpà

ìîæíî ñêëàäûâàòü. Íàïðèìåð:

(

3 1

2 0

)

+

(

−1 0

2 5

)

=

(

2 1

4 5

)

, 2 ·
(

1 0

−1 2

)

=

(

2 0

−2 4

)

.

Ìàòpèöà, ó êîòîpîé ÷èñëî ñòpîê ñîâïàäàåò ñ ÷èñëîì ñòîëáöîâ, íàçûâàåòñÿ

êâàäðàòíîé.

Ìàòpèöà, ó êîòîpîé òîëüêî îäíà ñòpîêà è íåñêîëüêî ñòîëáöîâ, íàçûâàåòñÿ

âåêòîp-ñòpîêîé, èëè ïpîñòî ñòpîêîé. Ìàòpèöà, ó êîòîpîé òîëüêî îäèí ñòîëáåö è

íåñêîëüêî ñòpîê, íàçûâàåòñÿ âåêòîp-ñòîëáöîì, èëè ïpîñòî ñòîëáöîì. È âåêòîp-

ñòîëáåö, è âåêòîp-ñòpîêà íàçûâàþòñÿ òàêæå ïpîñòî âåêòîpàìè.

âåêòîp-ñòpîêà: (1, 3, 5, 7); âåêòîp-ñòîëáåö:







1
3
5
7






.

Êàê ïðàâèëî, ìû áóäåì çàïèñûâàòü âåêòîp â âèäå ñòpîêè � èç ñîîápàæåíèé

ýêîíîìèè ìåñòà. Îäíàêî â îäíîì ñëó÷àå ïpèíÿòî ïèñàòü âåêòîp â âèäå ñòîëáöà,

åñëè, êàê ãîâîpÿò, ìàòpèöà äåéñòâóåò íà âåêòîp. Â ýòîì ñëó÷àå ìàòpèöà äîëæ-

íà èìåòü ñòîëüêî ñòîëáöîâ, êàêîâà pàçìåpíîñòü âåêòîpà. �îâîpÿò òàêæå, ÷òî

ìàòpèöà óìíîæàåòñÿ ñëåâà íà âåêòîp, èëè ÷òî âåêòîp óìíîæàåòñÿ ñïpàâà íà ìàòpè-

öó. Ïpè òàêîì óìíîæåíèè â påçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ âíîâü âåêòîp-ñòîëáåö, íî óæå

äpóãîãî pàçìåpà (åñëè òîëüêî ìàòpèöà íå áûëà êâàäpàòíîé). Íàïðèìåð:

Ab =





0 1 2 2
0 −2 4 4
1 0 −1 0



·







1
3
5
7







=





0 · 1 + 1 · 3 + 2 · 5 + 2 · 7
0 · 1− 2 · 3 + 4 · 5 + 4 · 7
1 · 1 + 0 · 3− 1 · 5 + 0 · 7



 =





27
42
−4



 .

110



Ïpè ýòîì ìàòpèöà A ìîæåò áûòü âåêòîp-ñòpîêîé. Â ýòîì ñëó÷àå îápàçóåòñÿ âåê-

òîp pàçìåpíîñòè 1, òî åñòü ïpîñòî ÷èñëî, êîòîðîå íàçûâàåòñÿ ñêàëÿpíûì ïpîèç-

âåäåíèåì ñîîòâåòñòâóþùèõ âåêòîpîâ è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç 〈u, v〉 èëè (u, v), ãäå
u è v � âåêòîðû îäíîãî ðàçìåðà. Íàïðèìåð, åñëè u = (1, −3, 5), v = (2, 3, 8),
òî

〈u, v〉 = (1,−3, 5)





2
3
8



 = 1 · 2 + (−3) · 3 + 5 · 8 = 33.

Ïåðåìíîæåíèå ìàòðèö

Åñëè ïåpåìíîæàþòñÿ ìàòpèöû A è B, ïpè÷åì ìàòpèöà A ñòîèò ñëåâà, à ìàòpèöà

B � ñïpàâà, òî påçóëüòàòîì áóäåò ìàòpèöà, ñòîëáöû êîòîpîé ïîëó÷àþòñÿ ïî-

î÷åpåäíûì óìíîæåíèåì ñòîëáöîâ ìàòpèöû B ñïpàâà íà ìàòpèöó A. Åñëè ÷èñëî
ñòîëáöîâ ìàòðèöû A íå ñîâïàäàåò ñ ÷èñëîì ñòðîê ìàòðèöû B, òî ïðîèçâåäåíèå
ìàòðèö íå îïðåäåëåíî.

Ïðèìåð 1. AB =





0 1 2
0 −2 4
1 0 −1



 ·





1 2
3 4
5 6



 =





13 16
14 16
−4 −4



 .

Óïð. 1. Íàéòè ïðîèçâåäåíèå AB, åñëè A =





1 2
2 −3
−3 1



 , B =

(
1 1 2
1 −1 2

)

.

Ïðîèçâåäåíèå ìàòðèö â îáùåì ñëó÷àå íå îáëàäàåò ñâîéñòâîì êîììóòàòèâíî-

ñòè (ïåðåñòàíîâî÷íîñòè). Íàïðèìåð:

(
1 0
1 0

)

·
(

1 1
0 0

)

=

(
1 1
1 1

)

, íî

(
1 1
0 0

)

·
(

1 0
1 0

)

=

(
2 0
0 0

)

.

Îäíàêî îïåðàöèÿ ïåðåìíîæåíèÿ ìàòðèö îáëàäàåò ñâîéñòâîì àññîöèàòèâíî-

ñòè, òî åñòü (AB)C = A(BC), åñëè, êîíå÷íî, ïðîèçâåäåíèÿ îïðåäåëåíû. Âìåñòå
ñ îïåðàöèåé ñëîæåíèÿ îíà îáëàäàåò ñâîéñòâîì äèñòðèáóòèâíîñòè: A(B + C) =
AB +AC.

Äîñòàòî÷íî ÷àñòî ïðèõîäèòñÿ èìåòü äåëî ñ êâàäðàòíûìè ìàòðèöàìè îäíîé

è òîé æå ðàçìåðíîñòè n. Ìíîæåñòâî òàêèõ ìàòðèö îáîçíà÷èì ÷åðåçMn. Â ýòîì

êëàññå ìàòðèö ñóùåñòâóåò ¾åäèíèöà¿, èëè åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà, òî åñòü òàêàÿ

ìàòðèöà E, ÷òî íèêàêàÿ ìàòðèöà íå ìåíÿåòñÿ ïðè óìíîæåíèè íà íåå. Ýòî îçíà-
÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáîé ìàòðèöû A èç êëàññàMn

âåðíî, ÷òî AE = EA = A. Åñëè
õîòÿò ïîä÷åðêíóòü, ÷òî ìàòðèöà E èìååò ðàçìåðíîñòü n, òî ïèøóò En. Åäèíè÷-
íàÿ ìàòðèöà èìååò åäèíèöû íà ãëàâíîé äèàãîíàëè è íóëè âíå ýòîé äèàãîíàëè.

Íàïðèìåð:





1 2 3
4 5 6
7 8 9









1 0 0
0 1 0
0 0 1



 =





1 0 0
0 1 0
0 0 1









1 2 3
4 5 6
7 8 9



 =





1 2 3
4 5 6
7 8 9



 .
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Îïðåäåëèòåëü êâàäðàòíîé ìàòðèöû

Âàæíîé õàðàêòåðèñòèêîé êâàäðàòíûõ ìàòðèö ÿâëÿåòñÿ ÷èñëîâàÿ âåëè÷èíà, íà-

çûâàåìàÿ îïpåäåëèòåëåì, èëè äåòåðìèíàíòîì, ìàòpèöû.

Îïðåäåëèòåëü îáîçíà÷àåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

detA = |A| = det





a11 . . . a1n
. . . . . . . . .
an1 . . . ann



 =

∣
∣
∣
∣
∣
∣

a11 . . . a1n
. . . . . . . . .
an1 . . . ann

∣
∣
∣
∣
∣
∣

.

Ïðè n = 1 è n = 2 îïðåäåëèòåëü çàäàåòñÿ ïðîñòûìè ÿâíûìè �îðìóëàìè

A = (a) =⇒ detA = a, A =

(
a b
c d

)

=⇒ detA = ad− bc.

Ïðè n > 2 äåòåðìèíàíò óäîáíåå îïðåäåëèòü (è âû÷èñëÿòü) ¾èíäóêòèâíûì ñïîñî-

áîì¿ (èíäóêöèÿ ïî ðàçìåðíîñòè ìàòðèö). Îäíàêî ïðåæäå îáîçíà÷èì òå àêñèîìû

(ñâîéñòâà), êîòîðûì äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü îïðåäåëèòåëè.

Ñ â î é ñ ò â à î ï ð å ä å ë è ò å ë ÿ

• Ïðè ïåpåñòàíîâêå äâóõ ñòpîê îïðåäåëèòåëü ìåíÿåò çíàê.

• Ïðè óìíîæåíèè îäíîé èç ñòpîê íà ÷èñëî îïðåäåëèòåëü óìíîæàåòñÿ íà ýòî

÷èñëî.

• Ïpè ïðèáàâëåíèè ê îäíîé èç ñòpîê äðóãîé ñòðîêè, óìíîæåííîé íà ÷èñëî,

îïðåäåëèòåëü íå ìåíÿåòñÿ.

• Îïðåäåëèòåëü ðàâåí íóëþ, åñëè äâå ñòðîêè îäèíàêîâû èëè îäíà èç ñòðîê

ñîñòîèò èç íóëåé.

• Âñå óêàçàííûå âûøå ñâîéñòâà âåðíû è äëÿ ñòîëáöîâ.

Ïðèìåð 2. Ïîêàçàòü, ÷òî îïðåäåëèòåëü

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 2 3
4 5 6
7 8 9

∣

∣

∣

∣

∣

∣

ðàâåí íóëþ.

�åøåíèå. Âû÷òåì èç òðåòüåé ñòðîêè âòîðóþ, à çàòåì èç âòîðîé � ïåðâóþ.

Ïîëó÷èì îïðåäåëèòåëü

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 2 3
3 3 3
3 3 3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

, ó êîòîðîãî äâå ñòðîêè îäèíàêîâû, è, ñëåäî-

âàòåëüíî, îí ðàâåí íóëþ.

Äëÿ òîãî ÷òîáû îñóùåñòâèòü èíäóêöèîííûé ïåðåõîä, òî åñòü ÷òîáû äëÿ ïîä-

ñ÷åòà îïðåäåëèòåëåé äàííîãî ïîðÿäêà èñïîëüçîâàòü îïðåäåëèòåëè ìåíüøåãî ïî-

ðÿäêà, ââåäåì åùå íåñêîëüêî ïîíÿòèé.

Ìèíîð. Åñëè ïîñëå âû÷åðêèâàíèÿ îäíîãî èëè íåñêîëüêèõ ñòîëáöîâ è îäíîé èëè

íåñêîëüêèõ ñòðîê â ïðÿìîóãîëüíîé ìàòðèöå îáðàçóåòñÿ êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà, òî
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åå îïðåäåëèòåëü íàçûâàåòñÿ ìèíîðîì. Èíîãäà ìèíîðîì áóäåì íàçûâàòü òàêæå

è ñàìó îáðàçîâàâøóþñÿ ìàòðèöó.

Èíäåêñ (çíàê) ýëåìåíòà. Êàæäîìó ýëåìåíòó aij ìàòðèöû ïðèïèñûâàåòñÿ

èíäåêñ � ìíîæèòåëü âèäà (−1)i+j . Íàïðèìåð, äëÿ ìàòðèöû ðàçìåðà 3× 3 ðàñ-
ïðåäåëåíèå çíàêîâ-èíäåêñîâ âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

A →





+ − +
− + −
+ − +



 .

Àëãåáðàè÷åñêîå äîïîëíåíèå. Çà�èêñèðóåì íåêîòîðûé ýëåìåíò aij êâàäðàò-
íîé ìàòðèöû. Åñëè âû÷åðêíóòü ñòîëáåö è ñòðîêó, íà êîòîðûõ îí ñòîèò, òî îñòà-

íåòñÿ ìàòðèöà, ïîðÿäîê (êîëè÷åñòâî ñòðîê è ñòîëáöîâ) êîòîðîé íà 1 ìåíüøå.

Åå îïðåäåëèòåëü, óìíîæåííûé íà çíàê-èíäåêñ äàííîãî ýëåìåíòà, íàçûâàåòñÿ

àëãåáðàè÷åñêèì äîïîëíåíèåì ýëåìåíòà aij è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç Aij . Íàïðèìåð:

åñëè A =





1 2 3
4 5 6
7 8 9



 , òî A12 = (−1)3det
(

4 6
7 9

)

= −(4 · 9− 6 · 7) = 6;

A31 = (−1)4det
(

2 3
5 6

)

= 2 · 6− 3 · 5 = −3.
Ïðàâèëî Ëàïëàñà ðàçëîæåíèÿ ïî ýëåìåíòàì îäíîé ñòðîêè (ñòîëáöà).

A =











a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
. . . . . . . . . . . .
ak1 ak2 . . . akn
. . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann











=⇒

=⇒ detA = ak1Ak1 + ak2Ak2 + . . . aknAkn = Σnj=1akjAkj ,

ãäå Akj � àëãåáðàè÷åñêèå äîïîëíåíèÿ ýëåìåíòîâ k-é ñòðîêè.

Ïðèìåð 3. Íàéòè îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû A =





1 2 3
4 5 6
7 8 9



 .

�åøåíèå. �àçëîæèì îïðåäåëèòåëü ïî ýëåìåíòàì, íàïðèìåð, 1-é ñòðîêè:

detA = (−1)2 · 1 ·
∣
∣
∣
∣

5 6
8 9

∣
∣
∣
∣
+ (−1)3 · 2 ·

∣
∣
∣
∣

4 6
7 9

∣
∣
∣
∣
+ (−1)4 · 3 ·

∣
∣
∣
∣

4 5
7 8

∣
∣
∣
∣
=

+(45− 48)− 2(36− 42) + 3(32− 35) = −3 + 12− 9 = 0.
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Ç à ä à ÷ è ä ë ÿ ï ð à êòè÷ å ñ ê è õ ç à í ÿòèé

Óïð. 2.
◦

Íàéäèòå ïðîèçâåäåíèÿ AB, BA, BC, CB, ABC, CBA (ïðè óñëî-

âèè, ÷òî îíè îïðåäåëåíû), åñëè:

a) A =

(

1 −1 2 −2
1 1 2 2

)

, B =









0 1
2 0
0 3
4 0









, C =

(

0 1
1 0

)

;

b) A =









1 −1
2 −2
3 −3
4 −4









, B =

(

1 1 2 2
1 −1 2 −2

)

, C =

(

0 1
0 1

)

.

Óïð. 3.
◦
Íàéäèòå óêàçàííûå íèæå ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö:

A =





0 1 0
1 0 3
0 0 −1









0 1 3
1 0 0
0 0 −1



 , B =





1 0 −1
1 0 0
0 −1 0









0 1 0
0 0 −1

−1 1 0



 ,

C =





0 1 3
1 0 0
0 0 −1









0 1 0
1 0 3
0 0 −1



 , D =





0 1 0
0 0 −1

−1 1 0









1 0 −1
1 0 0
0 −1 0



 .

Óïð. 4.
◦
Äëÿ óêàçàííûõ ìàòðèö íàéäèòå èõ êâàäðàò:

A =





1 0 0
0 2 0
0 0 3



 , B =





2 0 0
1 2 0
0 0 3



 , C =





3 0 0
1 3 0
0 1 3



 .

Óïð. 5.
◦
Äëÿ óêàçàííûõ ìàòðèö íàéäèòå èõ êóá:

A =





−2 −2 −1
1 0 1
1 −1 2



 , B =





3 −3 −1
2 −3 −1
2 1 0



 , C =





4 −4 −1
3 −4 −1
3 1 0



 .

Óïð. 6.
◦
Äëÿ óêàçàííûõ ìàòðèö íàéäèòå èõ ÷åòâåðòóþ ñòåïåíü:

A =









−1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 2 0
0 0 0 3









, B =









0 0 0 0
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 3









, C =









1 0 0 0
1 1 0 0
0 0 2 0
0 0 0 3









.

Óïð. 7.
◦
Ïðèâåäèòå ïðèìåð äâóõ ìàòðèö A è B òàêèõ, ÷òî:

a) ïðîèçâåäåíèå AB îïðåäåëåíî, íî ïðîèçâåäåíèå BA íå îïðåäåëåíî;

b) ïðîèçâåäåíèÿ AB è BA îïðåäåëåíû, íî AB 6= BA;
) ïðîèçâåäåíèÿ AB è BA îïðåäåëåíû, è ïðè ýòîì AB = BA.

Îïðåäåëåíèå. Ìàòðèöû A è B íàçûâàþòñÿ êîììóòèðóþùèìè èëè ïåðåñòàíî-

âî÷íûìè, åñëè AB = BA. Çàìåòèì, ÷òî åñëè ìàòðèöû êîììóòèðóþò, òî îíè

ÿâëÿþòñÿ êâàäðàòíûìè îäíîé ðàçìåðíîñòè.
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Óïð. 8.
◦
Äîêàæèòå, ÷òî åñëè A êîììóòèðóåò ñ ìàòðèöàìè B è C, òî îíà

êîììóòèðóåò è ñ ìàòðèöåé BC.

Óïð. 9.
◦

Ïóñòü A, B è C � êâàäðàòíûå ìàòðèöû îäíîé ðàçìåðíîñòè, ïðè-

÷åì B � íåâûðîæäåííà (detB 6= 0). Äîêàæèòå, ÷òî åñëè A êîììóòèðóåò ñ

ìàòðèöàìè B è BC, òî îíà êîììóòèðóåò è ñ ìàòðèöåé C.

Óïð. 10.
◦
Ïóñòü A, B è C � êâàäðàòíûå íåíóëåâûå ìàòðèöû îäíîé ðàçìåð-

íîñòè. Èçâåñòíî, ÷òî A êîììóòèðóåò ñ ìàòðèöàìè B è BC. Âåðíî ëè, ÷òî
îíà îáÿçàòåëüíî êîììóòèðóåò è ñ ìàòðèöåé C?

Óïð. 11.
◦
Îïèøèòå ìíîæåñòâî âñåõ ìàòðèö J, êîììóòèðóþùèõ ñ óêàçàííîé

ìàòðèöåé:

a)





1 0 0
1 1 0
1 1 1



 , b)





0 0 1
0 3 0
1 0 0



 , c)





3 0 1
0 3 0
1 0 0



 .

×åðåç 0 îáû÷íî îáîçíà÷àåòñÿ íóëåâàÿ ìàòðèöà, òî åñòü ìàòðèöà, ó êîòîðîé âñå

ýëåìåíòû ðàâíû íóëþ. Ìàòðèöà M íàçûâàåòñÿ íèëüïîòåíòíîé, åñëè ñóùåñòâóåò

íàòóðàëüíîå ÷èñëî n òàêîå, ÷òî Mn = 0.

Óïð. 12.
⋆◦

Óêàçàíû òðè ìàòðèöû: S, J è Q. Íàéäèòå ïðîèçâåäåíèÿ SQ, QS,
A = SJQ, A4. ßâëÿåòñÿ ëè ìàòðèöà J íèëüïîòåíòíîé?

S =









0 −4 1 2
0 2 2 −1
0 3 −2 1
5 0 0 0









, J =









0 0 0 0
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0









, Q =









0 0 0 1
0 1 1 0
1 2 0 0
2 1 2 0









.

Ìàòðèöà M íàçûâàåòñÿ èäåìïîòåíòíîé, åñëè M2 =M.

Óïð. 13.
⋆◦

Ïðèâåäèòå ïðèìåð èäåìïîòåíòíîé ìàòðèöû, íå ÿâëÿþùåéñÿ äèà-

ãîíàëüíîé.

Ìàòðèöà M íàçûâàåòñÿ ïîòåíöèàëüíîé, åñëè ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíîå ÷èñëî

n òàêîå, ÷òî Mn = E.

Óïð. 14.
⋆◦

Óêàçàíû òðè ìàòðèöû: S, P è Q. Íàéäèòå ïðîèçâåäåíèÿ SQ, QS,
A = SJQ, A4. ßâëÿåòñÿ ëè ìàòðèöà J ïîòåíöèàëüíîé?

S =









0 0 1 1
0 1 2 0
1 2 0 2
2 0 2 1









, J =









1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 1
0 0 −1 0









, Q =









−8 −2 1 6
−6 5 4 −2
3 4 −2 1

10 −4 2 −1









.

Óïð. 15. Ïîêàæèòå, ÷òî îïðåäåëèòåëè ñëåäóþùèõ ìàòðèö ðàâíû 0:





8 5 2
9 4 3
7 6 1



 ;





8 3 7
4 9 5
1 6 2



 ;





1 8 7
9 6 3
2 5 4



 ;





1 7 2
3 8 4
5 9 6



 .
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Óïð. 16. Ïîêàæèòå, ÷òî îïðåäåëèòåëè ñëåäóþùèõ ìàòðèö ðàâíû 1:





1 9 7
5 8 6
2 4 3



 ;





2 4 5
6 1 9
3 7 8



 ;





7 6 8
5 3 9
2 1 4



 ;





6 5 9
1 7 8
3 2 4



 .

Óïð. 17.
◦
Íàéäèòå îïðåäåëèòåëè:

a =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 2 3
4 5 6
7 8 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

; b =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 −1 1
2 −2 2
3 −3 3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

; c =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0 7 7
3 2 1
1 1 7

∣

∣

∣

∣

∣

∣

; d =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 2 0
0 1 2
2 0 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

Óïð. 18.
◦
Íàéäèòå îïðåäåëèòåëè:

a =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0 1 2 3
3 0 1 2
2 3 0 1
1 2 3 0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

; b =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 2 3 4
4 1 2 3
3 4 1 2
2 3 4 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

; c =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 1 1 1
2 4 8 16
3 9 27 81
5 25 125 625

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

Óïð. 19.
◦
Íàéäèòå îïðåäåëèòåëè ìàòðèö:

A =









16 3 2 13
5 10 11 8
9 6 7 12
4 15 14 1









, B =









7 14 2 11
12 1 13 8
9 4 16 5
6 15 3 10









, C =









8 10 3 13
15 6 1 12
2 11 16 5
9 7 14 4









.

Óïð. 20.
◦
�åøèòå óðàâíåíèÿ:

a)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 x x2

1 1 1
1 3 9

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 0, b)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 3 9
1 x 1
1 1 x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 0, c)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 x x2

1 2 3
4 5 6

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 0,

d)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

cosα sinα 1
− sinα cosα x
cosα sinα x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 0, e)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

x x2 1
cosα cos2 α 1
sinα sin2 α 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 0.

Óïð. 21.
◦
�åøèòå óðàâíåíèÿ:

a)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 x x2 x3

1 1 1 1
1 3 9 27
1 5 25 125

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 0; b)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 + x 1 + x2 1 + x3 1 + x4

2 5 9 17
−1 3 −7 17
1 1 1 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 0;

c)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0 1 1 1
1 0 x x
1 x 0 x
1 x x 0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= −3; d)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 + x 1 + 2x 1 + 3x 1 + 4x
1 + x2 1 + 2x2 1 + 3x2 1 + 4x2

1 + x3 1 + 2x3 1 + 3x3 1 + 4x3

1 + x4 1 + 2x4 1 + 3x4 1 + 4x4

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 0.

Óïð. 22.
◦
�åøèòå íåðàâåíñòâà:

a)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0 1 0
1 0 3
0 0 x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

< 0, b)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 2 3
4 5 6
7 8 x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

> 0, c)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 x+ 2 2
2 1 1
−x −2 5

∣

∣

∣

∣

∣

∣

> 0.
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Óïð. 23.
⋆◦

�àññìàòðèâàåòñÿ ìíîæåñòâî êâàäðàòíûõ ìàòðèö ðàçìåðà 4× 4,
ýëåìåíòàìè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ íåîòðèöàòåëüíûå öåëûå ÷èñëà, íå ïðåâîñõî-

äÿùèå äâóõ. Êàêîå ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ìîæåò ïðèíèìàòü îïðåäåëèòåëü

ìàòðèöû?

Î ò â å ò û

Óïð. 2. a) AB =

(

−10 7
10 7

)

, BA =







1 1 2 2
2 −2 4 −4
3 3 6 6
4 −4 8 −8






, BC =







1 0
0 2
3 0
0 4






, CB � íå îïðåä.;

ABC =

(

7 −10
7 10

)

, CBA íå îïðåä.; b) AB =







0 2 0 4
0 4 0 8
0 6 0 12
0 8 0 16






, BA =

(

17 −17
−3 3

)

, BC è ABC

íå îïðåä. CB =

(

1 −1 2 −2
1 −1 2 −2

)

, CBA =

(

−3 3
−3 3

)

. Óïð. 3. A = B = C = D = E (E � åäè-

íè÷íàÿ ìàòðèöà). Óïð. 4. A2 =





1 0 0
0 4 0
0 0 9



 , B2 =





4 0 0
4 4 0
0 0 9



 , C =





9 0 0
6 9 0
1 6 9



 .

Óïð. 5. A3 = B3 = C3 = E. Óïð. 6. A4 =









1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 16 0
0 0 0 81









, B4 =









0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 81









, C4 =









1 0 0 0
4 1 0 0
0 0 16 0
0 0 0 81









. Óïð. 7. Íàïðèìåð: a) A =

(

0 −1
1 0

)

, B =

(

1
0

)

; b) A =

(

0 −1
1 0

)

,

B =

(

0 1
0 0

)

; c) A =

(

0 −1
1 0

)

, B =

(

0 1
−1 0

)

. Óïð. 8. A(BC) = (AB)C = BAC =

BCA = (BC)A. Óïð. 9. ABC = (AB)C = BAC, A(BC) = (BC)A = BCA ⇒ B−1BAC =

B−1BCA ⇒ AC = CA. Óïð. 10. Íåò, íåâåðíî. A

(

1 1
1 1

)

, B =

(

1 −1
−1 1

)

, C =

(

1 1
2 0

)

,

BC =

(

−1 1
1 −1

)

. Óïð. 11. a)





a 0 0
b a 0
c b a



 ; b)





a 0 a
0 0 0
a 0 a



 ; c)





3a + b 0 a
0 c 0
a 0 b



 ;

a, b, c ∈ R. Óïð. 12. SQ = QS = 5E, A =









2 5 1 −4
−1 0 2 2
1 0 −2 3
0 0 0 0









, A4 = 0, J � íèëüïîòåíòíà

(J4 = 0). Óïð. 13. Íàïðèìåð:

(

1 0
1 0

)

. Óïð. 14. SQ = QS = 13E, A =









0 0 −1 1
0 1 0 2
1 2 −2 0
2 0 −1 2









,

A4 = 133 A, J � ïîòåíöèàëüíà (J4 = J). Óïð. 17. a = 24, b = 0, c = −133, d = 9.
Óïð. 18. a = −96, b = −160; c = 1440. Óïð. 19. detA = detB = detC = 0. Óïð. 20.
a) x1 = 1, x2 = 3; b) x1 = 1, x2,3 = 1±2

√
3; c) x = 1; d) x = ±1; e) x1 = cosα, x2 = sinα;

x ëþáîå ïðè α = π/4+πk, k ∈ Z. Óïð. 21. a) x1 = 1, x2 = 3, x3 = 5; b) x1 = −2, x2 =
0, x3 = 2; c) x1,2 = ±1; d) x ∈ R. Óïð. 22. a) x > 0; b) x < 9; c) −7 < x < −3.
Óïð. 23. maxdetA = 48.
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2. Ñèñòåìû ëèíåéíûõ ópàâíåíèé

Ìû ðàññìàòðèâàåì ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ópàâíåíèé âèäà







a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1 ,
a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2 ,

. . . . . . . . .
am1x1 + am2x2 + · · ·+ amnxn = bm ,

ãäå m, n � íàòópàëüíûå ÷èñëà (m � êîëè÷åñòâî ópàâíåíèé, n � êîëè÷åñòâî íåèç-
âåñòíûõ), aij � êîý��èöèåíòû ïpè íåèçâåñòíûõ, êîòîpûå ïpåäïîëàãàþòñÿ çàpàíåå
çàäàííûìè; bi � òàêæå àïpèîpè çàäàííûå ïîñòîÿííûå, íàçûâàåìûå ñâîáîäíûìè
÷ëåíàìè.

Ìàòpèöåé ñèñòåìû íàçûâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ ìàòpèöà (ïpÿìîóãîëüíàÿ òàáëèöà

÷èñåë), ñîñòàâëåííàÿ èç êîý��èöèåíòîâ ñèñòåìû

A =







a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
. . . . . . . . . . . .
am1 am2 . . . amn






.

�àñøèpåííîé ìàòpèöåé ñèñòåìû íàçûâàåòñÿ ìàòpèöà ñèñòåìû, ê êîòîpîé ñïpàâà

ïpèïèñàí ñòîëáåö ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ. Îáû÷íî åãî îòäåëÿþò îò ìàòpèöû ñèñòåìû

âåpòèêàëüíîé ÷åpòîé:

Ã =







a11 a12 . . . a1n b1
a21 a22 . . . a2n b2
. . . . . . . . . . . . . . .
am1 am2 . . . amn bm






.

�åøåíèåì ñèñòåìû íàçûâàåòñÿ òàêîé íàáîp ïîñòîÿííûõ c1, c2, . . . , cn, ÷òî ïpè

ïîäñòàíîâêå âìåñòî ïåpåìåííûõ xi çíà÷åíèé ci êàæäîå èç pàâåíñòâ ñèñòåìû

îápàòèòñÿ â òîæäåñòâî.

Ñèñòåìû ëèíåéíûõ ópàâíåíèé êëàññè�èöèpóþòñÿ ïî ÷èñëó påøåíèé ñëåäó-

þùèì îápàçîì:

ñîâìåñòíàÿ ñèñòåìà � ñèñòåìà ëèíåéíûõ ópàâíåíèé, èìåþùàÿ õîòÿ áû îäíî

påøåíèå;

íåñîâìåñòíàÿ (ïpîòèâîpå÷èâàÿ) ñèñòåìà � ñèñòåìà, íå èìåþùàÿ íè îäíîãî

påøåíèÿ;

îïpåäåëåííàÿ ñèñòåìà � ñèñòåìà, èìåþùàÿ åäèíñòâåííîå påøåíèå;

íåîïpåäåëåííàÿ ñèñòåìà � ñèñòåìà, èìåþùàÿ áîëåå îäíîãî påøåíèÿ.

Çàìåòèì, ÷òî óêàçàííàÿ êëàññè�èêàöèÿ ïîëíà â òîì ñìûñëå, ÷òî åñëè ëè-

íåéíàÿ ñèñòåìà èìååò áîëåå îäíîãî ðåøåíèÿ, òî èõ (ðåøåíèé) áåñêîíå÷íî ìíîãî.

Ñóùåñòâóþò äâà îñíîâíûõ ñïîñîáà påøåíèÿ ëèíåéíûõ ñèñòåì: ìåòîä �àóññà

è, åñëè m = n (òî åñòü åñëè ìàòpèöà ñèñòåìû êâàäpàòíàÿ), ìåòîä (èëè ïpàâèëî)

Êpàìåpà.
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Ìåòîä �àóññà

Äëÿ påøåíèÿ ñèñòåìû íå îáÿçàòåëüíî ¾òàñêàòü çà ñîáîé¿ ïîëíóþ çàïèñü ñè-

ñòåìû � äîñòàòî÷íî pàáîòàòü ñ pàñøèpåííîé ìàòpèöåé. Ïpè ýòîì ñ íåé ìîæíî

ïpîèçâîäèòü îïåpàöèè, êîòîpûå íàçûâàþòñÿ ýëåìåíòàpíûìè ïpåîápàçîâàíèÿìè.

Ê òàêîâûì îòíîñÿòñÿ ñëåäóþùèå äåéñòâèÿ ñî ñòpîêàìè pàñøèpåííîé ìàòpèöû:

• ïåpåñòàíîâêà ñòpîê;

• óìíîæåíèå îäíîé èç ñòpîê íà ÷èñëî, îòëè÷íîå îò íóëÿ;

• ïpèáàâëåíèå ê îäíîé èç ñòpîê ëèíåéíîé êîìáèíàöèè íåñêîëüêèõ äpóãèõ.

Îòìåòèì, ÷òî ëó÷øå íå ïpîèçâîäèòü îïåpàöèè ñî ñòîëáöàìè pàñøèpåííîé

ìàòpèöû, èáî áåç ýòèõ ïpåîápàçîâàíèé âñåãäà ìîæíî îáîéòèñü, õîòÿ îíè èíîãäà

è óïpîùàþò âèä ñèñòåìû. Håóäîáñòâî, ñâÿçàííîå ñ íèìè, ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïpè

ýòîì ïpèõîäèòñÿ ¾âåñòè ïpîòîêîë¿, ÷òîáû çàòåì ïpàâèëüíî èíòåpïpåòèpîâàòü

îòâåò. Hàïpèìåp, ïåpåìåíà ìåñò ñòîëáöîâ îçíà÷àåò ñîîòâåòñòâóþùåå èçìåíåíèå

íóìåpàöèè ïåpåìåííûõ è ïîñëå ïîëó÷åíèÿ îòâåòà åå íàäî âîññòàíîâèòü.

Åñëè â ïðîöåññå ïðåîáðàçîâàíèé ïîÿâëÿåòñÿ íóëåâàÿ ñòðî÷êà, òî ìû åå âû-

÷åðêèâàåì, óìåíüøàÿ êîëè÷åñòâî ñòðîê íà åäèíèöó.

Ïðè ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ ìîæåò ïîëó÷èòüñÿ ìàòðèöà, ó êîòîðîé

åñòü ñòðî÷êà, âñå ýëåìåíòû êîòîðîé ñëåâà îò ÷åðòû ðàâíû íóëþ, à ñïðàâà ñòîèò

íåíóëåâîå ÷èñëî. Â ýòîì ñëó÷àå ìû îòìå÷àåì, ÷òî ñèñòåìà íåñîâìåñòíà (ïðîòè-

âîðå÷èâà), òî åñòü íå èìååò ðåøåíèÿ. Òî æå ñàìîå ïðîèñõîäèò, åñëè ñîâïàäàþò

äâå ñòðî÷êè çà èñêëþ÷åíèåì ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ, êîòîðûå ðàçëè÷íû. Íàïðèìåð,

íåñîâìåñòíîé ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ ñèñòåìà:





1 2 3 1
4 5 6 2
7 8 9 4



 ∼





1 2 3 1
3 3 3 1
3 3 3 2



 .

Æåëàòåëüíîé öåëüþ öåïî÷êè ýëåìåíòàpíûõ ïpåîápàçîâàíèé ÿâëÿåòñÿ ïpè-

âåäåíèå pàñøèpåííîé ìàòpèöû ê òàêîìó âèäó, ÷òî íà ìåñòå îñíîâíîé ìàòpèöû

ñèñòåìû ñòîèò åäèíè÷íàÿ ìàòpèöà, òî åñòü åäèíè÷íàÿ ìàòpèöà ñòîèò ñëåâà îò

÷åðòû â ðàñøèðåííîé ìàòðèöå. Â ýòîì ñëó÷àå ïðîöåäóðà çàêîí÷åíà è ñèñòå-

ìà ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåííîé, òî åñòü èìååò îäíî ðåøåíèå (îäèí íàáîð çíà÷åíèé

ïåðåìåííûõ). Ýòîò íàáîð ïåðåìåííûõ óêàçàí ñòîëáöîì ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ.

Ïðèìåð 1. �àññìîòðèì ñèñòåìó







x + y + z = 2,
x − 2y + 3z = 4,
x − z = 0.

Âûïèøåì ðàñøèðåííóþ ìàòðèöó ñèñòåìû è ñäåëàåì ïàðó ýëåìåíòàðíûõ

ïðåîáðàçîâàíèé:





1 1 1 2
1 −2 3 4
1 0 −1 0



 ∼





0 1 2 2
0 −2 4 4
1 0 −1 0



 .
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Èç ïåðâîé è âòîðîé ñòðîê ìû âû÷ëè òðåòüþ. Ïîñëå ýòîãî âñå ýëåìåíòû

âòîðîé ñòðîêè ðàçäåëèì íà 2 è ïîëó÷åííóþ ñòðîêó ñëîæèì ñ ïåðâîé, çàïèñàâ

ñóììó íà ìåñòî ïåpâîé ñòðîêè:





0 1 2 2
0 −2 4 4
1 0 −1 0



 ∼





0 0 4 4
0 −1 2 2
1 0 −1 0



 .

Â ïîëó÷èâøåéñÿ ìàòðèöå âñå ýëåìåíòû ïåpâîé ñòðîêè ñîêðàòèì íà 4, ýëå-

ìåíòû âòîpîé ñòpîêè óìíîæèì íà −1 è çàòåì ïîìåíÿåì ïåpâóþ è òpåòüþ

ñòðîêè ìåñòàìè, ÷òîáû ïîëó÷èëàñü òðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà, òî åñòü ìàòðèöà,

ó êîòîðîé âñå ýëåìåíòû íèæå ãëàâíîé äèàãîíàëè ðàâíû 0:





0 0 4 4
0 −1 2 2
1 0 −1 0



 ∼





1 0 −1 0
0 1 −2 −2
0 0 1 1



 .

Íàêîíåö, ìû ïðèâîäèì ìàòðèöó ê äèàãîíàëüíîìó âèäó è âûïèñûâàåì îòâåò:





1 0 0 1
0 1 0 0
0 0 1 1



 =⇒





x = 1
y = 0
z = 1



 .

Òàêèì îápàçîì, ìû íàøëè íåêîòîpîå påøåíèå. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñèñòåìà

ñîâìåñòíà.

Hàéäåííîå påøåíèå îêàçàëîñü åäèíñòâåííûì. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñèñòåìà

ÿâëÿåòñÿ îïpåäåëåííîé.

Åñëè ê åäèíè÷íîé ìàòðèöå íå óäàåòñÿ ïðèâåñòè ëåâóþ ÷àñòü, íî â òî æå

âðåìÿ ñèñòåìà íå ÿâëÿåòñÿ ïðîòèâîðå÷èâîé, òî â ýòîì ñëó÷àå ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ

ñîâìåñòíîé, íî íåîïðåäåëåííîé, òî åñòü èìååò áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé.

Â ýòîì ñëó÷àå îäíîé èëè íåñêîëüêèì ïåðåìåííûì ìîæíî ïðèäàòü ïðîèçâîëüíûå

çíà÷åíèÿ, êîòîðûå îáû÷íî íå �èêñèðóþòñÿ, óñëîâíî îáîçíà÷àþòñÿ áóêâàìè, íà-

ïðèìåð a, b, . . . , è íàçûâàþòñÿ ïàðàìåòðàìè.Îñòàëüíûå ïåðåìåííûå îäíîçíà÷íî
âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ýòè ïàðàìåòðû.

Ïðèìåð 2. �àññìîòðèì ñèñòåìó







x1 + x2 + x3 = 2,
x1 − 2x2 + 3x3 = 4,

3x1 + 5x3 = 8.

Âûïèøåì ðàñøèðåííóþ ìàòðèöó ñèñòåìû è ñäåëàåì åñòåñòâåííûå ïðåîá-

ðàçîâàíèÿ:





1 1 1 2
1 −2 3 4
3 0 5 8



 ∼





1 1 1 2
1 −2 3 4
0 0 0 0



 .
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Èç òðåòüåé ñòðîêè ìû âû÷ëè âòîðóþ è óäâîåííóþ ïåðâóþ. Ïîñëå ýòîãî âû-

÷åðêíåì íóëåâóþ ñòðîêó è èç âòîðîé ñòðîêè âû÷òåì ïåðâóþ. Çàòåì âûäåëèì

åäèíè÷íóþ ìàòðèöó êîý��èöèåíòîâ ïåðåä x1 è x2 :
(

1 1 1 2
0 −3 2 2

)

∼
(

1 1 1 2
0 1 −2/3 −2/3

)

∼
(

1 0 5/3 8/3
0 1 −2/3 −2/3

)

.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî x3 = a, x1 =
8− 5a

3
, x2 =

2a− 2

3
.

Òàêèì îápàçîì, ñèñòåìà èìååò påøåíèå, òî åñòü îíà ñîâìåñòíà. Êðî-

ìå òîãî, îêàçàëîñü, ÷òî íàéäåííîå påøåíèå íå ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì. Ýòî

îçíà÷àåò, ÷òî ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ íåîïpåäåëåííîé. Åñëè ñòàâèòñÿ çàäà÷à íàé-

òè êàêîå-íèáóäü ðåøåíèå, òî ìû ìîæåì ïîëîæèòü a ðàâíûì, íàïðèìåð, 1, è
òîãäà x1 = 1, x2 = 0, x3 = 1.

Ïpàâèëî Êpàìåpà

Ýòîò ìåòîä èñïîëüçóåòñÿ äëÿ påøåíèÿ ñèñòåì â ñëó÷àå, êîãäà ÷èñëî ópàâíåíèé

ñîâïàäàåò ñ ÷èñëîì íåèçâåñòíûõ, òî åñòü m = n:






a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1 ,
a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2 ,

. . . . . . . . .
an1x1 + an2x2 + · · ·+ annxn = bn.

Îáîçíà÷èì ÷åpåç △ îïpåäåëèòåëü ìàòpèöû ñèñòåìû

△ = det







a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
. . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann






.

Ïpåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî îïpåäåëèòåëü ñèñòåìû íå pàâåí íóëþ (â ïpîòèâíîì ñëó÷àå

ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ ëèáî íåîïpåäåëåííîé, ëèáî íåñîâìåñòíîé). Îáîçíà÷èì ÷åpåç

△k îïpåäåëèòåëü ìàòðèöû, êîòîpàÿ ïîëó÷àåòñÿ èç îñíîâíîé ïóòåì çàìåíû k-ãî
ñòîëáöà íà ñòîëáåö ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ:

Ôîpìóëû Êpàìåpà: xk =
△k
△ , k = 1, 2, . . . , n.

Òåîðåìà Êðàìåðà. �àññìàòðèâàåòñÿ ëèíåéíàÿ ñèñòåìà, â êîòîðîé ÷èñëî

óðàâíåíèé ñîâïàäàåò ñ ÷èñëîì íåèçâåñòíûõ.

Åñëè îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû ñèñòåìû ðàâåí íóëþ, òî ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ

ëèáî íåñîâìåñòíîé, ëèáî íåîïðåäåëåííîé.

Åñëè îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû ñèñòåìû íå ðàâåí íóëþ, òî ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ

ñîâìåñòíîé è îïðåäåëåííîé, ïðè÷åì ðåøåíèÿ ñèñòåìû íàõîäÿòñÿ ïî �îðìóëàì

Êðàìåðà.
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Îáðàòíàÿ ìàòðèöà

Êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà A íàçûâàòñÿ îñîáîé, åñëè åå îïðåäåëèòåëü ðàâåí íóëþ. Â

ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìàòðèöà íàçûâàåòñÿ íåîñîáîé. Çàìåòèì (áåç äîêàçàòåëüñòâà),

÷òî îïðåäåëèòåëü ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ êâàäðàòíûõ ìàòðèö îäíîé ðàçìåðíîñòè

ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ îïðåäåëèòåëåé ýòèõ ìàòðèö, òî åñòü detAB = detAdetB.
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ìàòðèöà AB ÿâëÿåòñÿ íåîñîáîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

êàæäàÿ èõ ìàòðèö-ìíîæèòåëåé ÿâëÿåòñÿ íåîñîáîé.

Ïóñòü A � êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà (n× n). Êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà P òîé æå ðàç-

ìåðíîñòè íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé, îáðàòíîé ê A, åñëè PA = E, ãäå E � åäèíè÷íàÿ

ìàòðèöà òîé æå ðàçìåðíîñòè. Åñëè îáðàòíàÿ ìàòðèöà ñóùåñòâóåò, òî îíà îáî-

çíà÷àåòñÿ ÷åðåç A−1 (A−1A = E).

Òåîðåìà îá îáðàòíîé ìàòðèöå. Êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà A èìååò îáðàòíóþ

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà íåîñîáàÿ, òî åñòü detA 6= 0. Ïðè ýòîì:

1) AA−1 = E, òî åñòü ìàòðèöà A−1
êîììóòèðóåò ñ ìàòðèöåé A;

2) îáðàòíàÿ ìàòðèöà (åñëè îíà ñóùåñòâóåò) åäèíñòâåííà;

3) åñëè A è B � íåîñîáûå ìàòðèöû, òî ñóùåñòâóåò îáðàòíàÿ ê èõ ïðîèç-

âåäåíèþ, ïðè÷åì (AB)−1 = B−1A−1;

4)

(
A−1

)−1
= A.

Ìåòîä �àóññà íàõîæäåíèÿ îáðàòíîé ìàòðèöû. Ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî

ñïîñîáîâ íàõîæäåíèÿ îáðàòíîé ìàòðèöû. Ïîêàæåì, êàê ýòî äåëàåòñÿ ìåòîäîì

�àóññà.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîé êâàäðàòíîé ìàòðèöû A ïîñòðîèì ñïàðåííóþ ïðÿìîóãîëü-

íóþ ìàòðèöó (A|E). Çàäà÷à ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû äîïóñòèìûìè ýëåìåíòàðíûìè

ïðåîáðàçîâàíèÿìè ¾ïåðåâåñòè¿ ìàòðèöó E â ëåâóþ ÷àñòü, òî åñòü ê âèäó (E|P ).
Ìàòðèöà P è îêàæåòñÿ îáðàòíîé ê ìàòðèöå A.

Ïðèìåð 3. Íàéòè ìàòðèöó, îáðàòíóþ ê ìàòðèöå A =

(

1 1
1 0

)

.

�åøåíèå. Âûïèøåì ñïàðåííóþ ìàòðèöó, âû÷òåì èç ïåðâîé ñòðîêè âòîðóþ, à

çàòåì ïîìåíÿåì ñòðîêè ìåñòàìè:

A =

(

1 1
1 0

∣

∣

∣

∣

1 0
0 1

)

∼
(

1 0
0 1

∣

∣

∣

∣

0 1
1 −1

)

.

Òàêèì îáðàçîì, îáðàòíàÿ ìàòðèöà íàéäåíà: A−1 =

(

0 1
1 −1

)

. Ïðîèçâåäåì

ïðîâåðêó: A−1A =

(

0 1
1 −1

)(

1 1
1 0

)

=

(

1 0
0 1

)

= E.

Ïðèìåð 4. Íàéòè ìàòðèöó, îáðàòíóþ ê ìàòðèöå A =





1 1 1
1 −2 3
1 0 −1



 .
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�åøåíèå. Âûïèøåì ñïàðåííóþ ìàòðèöó è ñäåëàåì ïàðó ýëåìåíòàðíûõ ïðåîá-

ðàçîâàíèé:





1 1 1
1 −2 3
1 0 −1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 0
0 1 0
0 0 1



 ∼





1 1 1
0 −3 2
0 −1 −2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 0
−1 1 0
−1 0 1



 ∼

(Èç âòîðîé è òðåòüåé ñòðîê ìû âû÷ëè ïåðâóþ. Ïîñëå ýòîãî ó âñåõ ýëåìåíòîâ

òðåòüåé ñòðîêè ïîìåíÿåì çíàê è òðèæäû ïðèáàâèì êî âòîðîé ñòðîêå. Äàëåå ðàç-

äåëèì âòîðóþ ñòðîêó íà 8, à çàòåì âû÷òåì âòîðóþ ñòðîêó èç ïåðâîé è äâàæäû

èç òðåòüåé)

∼





1 1 1
0 0 8
0 1 2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 0
2 1 −3
1 0 −1



 ∼





1 1 1
0 0 1
0 1 2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 0
1/4 1/8 −3/8

1 0 −1



 ∼

∼





1 1 1
0 0 1
0 1 2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 0
1/4 1/8 −3/8

1 0 −1



 ∼





1 1 0
0 0 1
0 1 0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

3/4 −1/8 3/8
1/4 1/8 −3/8
1/2 −1/4 −1/4



 ∼

∼





1 0 0
0 1 0
0 0 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1/4 1/8 5/8
1/2 −1/4 −1/4
1/4 1/8 −3/8



 ⇒ A−1 =





1/4 1/8 5/8
1/2 −1/4 −1/4
1/4 1/8 −3/8





Òàêèì îáðàçîì, îáðàòíàÿ ìàòðèöà íàéäåíà. Ïðîèçâåäåì ïðîâåðêó:

A−1A =
1

8





2 1 5
4 −2 −2
2 1 −3









1 1 1
1 −2 3
1 0 −1



 =





1 0 0
0 1 0
0 0 1



 = E.

Ìàòðè÷íàÿ çàïèñü ðåøåíèÿ ëèíåéíîé ñèñòåìû. �àññìîòðèì ëèíåéíóþ

ñèñòåìó, â êîòîðîé ÷èñëî óðàâíåíèé ñîâïàäàåò ñ ÷èñëîì íåèçâåñòíûõ, òî åñòü

ñèñòåìó âèäà

AX = B, ãäå A =









a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
. . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann









, X =









x1

x2

. . .
xn









, B =









b1
b2
. . .
bn









.

Åñëè A � íåîñîáàÿ ìàòðèöà, òî ñóùåñòâóåò îáðàòíàÿ ê íåé. Óìíîæèâ îáå ÷àñòè

ðàâåíñòâà ñëåâà íà A−1, íàõîäèì

X = A−1B.

Ýòî è åñòü ðåøåíèå ñèñòåìû.
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Ç à ä à ÷ è ä ë ÿ ï ð à êòè÷ å ñ ê è õ ç à í ÿòèé

Óïð. 1.
◦
�åøèòå ñèñòåìû ñ ïîìîùüþ ïpàâèëà Êpàìåpà:

a)





1 9 7 −1
5 8 6 3
2 4 3 1



 ; b)





2 4 5 3
6 1 9 14
3 7 8 4



 ; c)





8 7 3 2
5 4 2 1
5 1 6 2



 ;

d)





7 6 8 5
5 3 9 −1
2 1 4 −1



 ; e)





5 8 9 6
3 4 6 5
2 7 1 −4



 ; f)





1 5 6 0
7 4 2 9
3 8 9 2



 .

Óïð. 2.
◦
�åøèòå ñëåäóþùèå ñèñòåìû ìåòîäîì �àóññà:

a)







5 −4 −3 −2 0
1 1 1 1 2
3 −2 1 0 2
0 1 2 3 0






, b)







7 −6 5 −4 −8
1 1 1 1 2
3 2 1 0 4
0 3 2 1 2






,

c)







9 7 −5 −3 −6
1 1 1 0 1
0 1 −7 4 −4
1 −1 1 −1 2






, d)







11 8 5 2 4
−1 −1 1 −1 0
0 −1 7 −5 1
1 −2 −3 4 −2






.

Óïð. 3.
◦
Âûÿñíèòå, ÿâëÿåòñÿ ëè ñèñòåìà ñîâìåñòíîé, è åñëè îíà ñîâìåñòíà,

òî íàéäèòå êàêîå-ëèáî åå ðåøåíèå:

a)







x1 + 2x2 − x3 = 1,
−3x1 + x2 + 2x3 = 0,
x1 + 4x2 + 3x3 = 2;

b)







x1 + 2x2 − x3 = 3,
2x1 − x2 − x3 = 2,
x1 + 3x2 − x3 = 4;

c)







x1 + 2x2 − x3 − x4 = 1,
x1 − x2 − x3 + x4 = 2,

2x1 − x2 − x3 + x4 = 3,
3x1 + 2x2 − x3 − x4 = 4;

d)







5x1 + 2x2 − x3 − x4 = 0,
x1 − x2 − x3 + x4 = 2,
2x1 − x2 − x3 + x4 = 3,
3x1 + 2x2 − x3 − x4 = −2.

Óïð. 4.
◦
�åøèòå ñèñòåìû:

a)







x1 − 2x2 − 3x3 + x4 = 0,
2x1 + x2 − 3x3 + 5x4 = 1,
3x1 + 2x2 + 3x3 + x4 = 2,
4x1 + 3x2 + x3 − x4 = 3;

b)







x1 + 2x2 − 3x3 − 4x4 = 0,
2x1 − 3x2 − 4x3 + x4 = −8,
−3x1 + 4x2 + x3 − 2x4 = 0,
4x1 − x2 − 2x3 − 3x4 = 6.

Óïð. 5.
◦
Äëÿ óêàçàííûõ ìàòðèö íàéäèòå îáðàòíóþ:

A =





0 1 3
1 0 0
0 0 −1



 , B =





0 1 0
0 0 −1

−1 1 0



 , C =





0 1 0
1 0 3
0 0 −1



 , D =





1 0 −1
1 0 0
0 −1 0



 .

124



Óïð. 6.
◦
Äëÿ óêàçàííûõ ìàòðèö íàéäèòå îáðàòíóþ:





3 3 1
−2 −2 −1
−2 −3 0



 ,





4 −4 1
3 −3 1

−3 4 0



 ,





4 −3 3
4 −3 4

−1 1 0



 ,





2 2 1
−1 −1 −1
−1 −2 0



 .

Óïð. 7.
◦
Íàéäÿ îáðàòíóþ ìàòðèöó (ìàòðè÷íûì ìåòîäîì), ðåøèòå ñèñòåìó

AX +B = C, ãäå:

a) A =

(
1 1
1 0

)

, B =

(
1
1

)

, C =

(
−1
1

)

;

b) A =

(
0 1
1 0

)

, B =

(
0
1

)

, C =

(
1
2

)

;

c) A =

(
1 2
3 4

)

, B =

(
1
2

)

, C =

(
3
4

)

;

d) A =

(
1 1
−1 1

)

, B =

(
−1
−1

)

, C =

(
1
1

)

.

Óïð. 8.
◦
Ìàòðè÷íûì ìåòîäîì ðåøèòå ñèñòåìó AX +B = CX, ãäå:

a) A =

(
1 1
1 0

)

, B =

(
1
1

)

, C =

(
−1 1
1 1

)

;

b) A =

(
0 1
1 0

)

, B =

(
0
1

)

, C =

(
1 0
1 1

)

;

c) A =

(
1 2
3 4

)

, B =

(
1
2

)

, C =

(
3 0
4 1

)

;

d) A =

(
1 1
−1 1

)

, B =

(
−1
−1

)

, C =

(
1 0
1 4

)

.

Óïð. 9.
◦
Ìàòðè÷íûì ìåòîäîì ðåøèòå ñèñòåìó AX = B, ãäå:

a) A =





1 9 7
5 8 6
2 4 3



 , B =





1
2
3



 ; b) A =





2 4 5
6 1 9
3 7 8



 , B =





1
0
1



 ;

c) A =





2 1 3
6 4 9
5 8 7



 , B =





0
0
1



 ; d) A =





1 2 3
4 5 6
7 8 1



 , B =





−1
0
1



 .

Óïð. 10.
⋆
�åøèòå ñèñòåìó AX +B = XC, ãäå:

a) A =

(
1 1
1 0

)

, B =

(
1 0
1 −2

)

, C =

(
−1 1
1 1

)

;

b) A =

(
0 1
1 0

)

, B =

(
0 1
1 0

)

, C =

(
1 0
1 1

)

.
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Î ò â å ò û

Óïð. 1. a)





x1

x2

x3



 =





1
−1
1



 , b)





1
−1
1



 , c)





−1
1
1



 , d)





1
1

−1



 , e)





1
−1
1



 , f)





1
1

−1



 .

Óïð. 2. a)









x1

x2

x3

x4









=









1
1
1

−1









, b)









1
1

−1
1









, c)









1
−1
1
1









, d)









−1
1
1
1









. Óïð. 3. a)





x1

x2

x3



 =

1

30





5
13
1



 ; b)





2
1
1



 ; c) íåñîâì., d) íàïðèìåð:









1
−2
1
0









. Óïð. 4. a)









x1

x2

x3

x4









=
1

5









2
3

−1
1









,

b)









4
3
2
1









. Óïð. 5. A−1 =





0 1 0
1 0 3
0 0 −1



 , B−1 =





1 0 −1
1 0 0
0 −1 0





, C−1 =





0 1 3
1 0 0
0 0 −1



 ,

D−1 =





0 1 0
0 0 −1

−1 1 0



 . Óïð. 6. Âî âñåõ ñëó÷àÿõ A−1 = A. Óïð. 7. a)

(

x1

x2

)

=

(

0
−2

)

;

b)

(

1
1

)

; c)

(

−2
2

)

; d)

(

0
2

)

. Óïð. 8. a)

(

x1

x2

)

=

(

−1/2
1

)

; b)

(

1
1

)

; c)

(

−1/4
−3/4

)

; d)

(

−2
1

)

.

Óïð. 9. a)





x1

x2

x3



 =





−4
62

−79



 ; b)





−24
−9
17



 ; c)





3
0

−2



 ; d)





5/3
−4/3

0



 .
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3. Êîìïëåêñíûå ÷èñëà

Ìû óìååì ðàáîòàòü ñ ìíîãî÷ëåíàìè, íàïðèìåð, ñ âûðàæåíèÿìè P = 1+ t2 + t3

èëè Q = 1− t+ t2. Ìû ìîæåì èõ ñêëàäûâàòü, âû÷èòàòü, ïåðåìíîæàòü, íå çàáî-

òÿñü î òîì, ÷òî æå òàêîå t � ïåðåìåííàÿ, ïàðàìåòð èëè ïðîñòî ¾íå÷òî¿, íåêîòî-

ðûé ñèìâîë, ñ êîòîðûì ìû ïðîèçâîäèì äåéñòâèÿ â ñîîòâåòñòâèè ñî çíàêîìûìè

ïðàâèëàìè. Ýòè ïðàâèëà íå ïîçâîëÿþò òîëüêî äåëèòü ìíîãî÷ëåíû. Âûðàæåíèå

P

Q
óæå íå áóäåò ìíîãî÷ëåíîì, åñëè òîëüêî Q íå ÿâëÿåòñÿ ÷èñëîì. Ìíîæåñòâî

îáúåêòîâ, íà êîòîðîì îïðåäåëåíû äåéñòâèÿ, íàçûâàåìûå ñëîæåíèåì è óìíîæå-

íèåì, óäîâëåòâîðÿþùèå ýòèì ïðàâèëàì, ìàòåìàòèêè íàçûâàþò êîëüöîì. Òàêèì

îáðàçîì, ìû èìååì äåëî ñ êîëüöîì ìíîãî÷ëåíîâ.

Ìû ìîæåì ââåñòè â ýòó ¾èãðó¿ íîâîå ïðàâèëî � ñ÷èòàòü, íàïðèìåð, ÷òî

t3 = 2. Â ýòîì ñëó÷àå, P = 3 + t2, Q = 1 − t + t2, à PQ = 1 − t + 4t2. Îäíàêî,
òàêàÿ èãðà íå ïðèíåñåò íèêàêîé ïîëüçû. Äåëåíèå ìíîãî÷ëåíîâ ïî-ïðåæíåìó íå

áóäåò îïðåäåëåíî, íèêàêèå âû÷èñëåíèÿ íå ñòàíóò êîðî÷å, �îðìóëèðîâêè òåîðåì

íå ñòàíóò áîëåå åñòåñòâåííûìè. Äðóãîå äåëî, åñëè ìû ¾�àêòîðèçóåì¿ êîëüöî

ìíîãî÷ëåíîâ ñëåäóþùèì îáðàçîì � ïîëîæèâ t2 = −1. Â ýòîì ñëó÷àå ïîëüçà

ïîÿâëÿåòñÿ, îäíàêî îíà áóäåò çàìåòíà íå ñðàçó. Âïðî÷åì, îäíî ïðåèìóùåñòâî âñå

æå ñòîèò âûäåëèòü � òàêèì îáðàçîì ¾�àêòîðèçîâàííûå ìíîãî÷ëåíû¿ ìîæíî

äåëèòü.

Ïðåæäå âñåãî ìû ñîâåòóåì îñâîèòü ñàìó ¾èãðó¿, íå çàáîòÿñü î âûãîäå, òî åñòü

î òîì, çà÷åì êîìïëåêñíûå ÷èñëà íóæíû. Çàìåòèì, ÷òî â ýòîé ¾èãðå¿ ñèìâîë,

î êîòîðîì èäåò ðå÷ü, ïðèíÿòî îáîçíà÷àòü áóêâîé i. Ïåðåéäåì ê �îðìàëüíûì

îïðåäåëåíèÿì.

Ìíîæåñòâîì êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ìû íàçûâàåì ìíîæåñòâî âûðàæåíèé âèäà

z = a+ib, ãäå a è b � îáû÷íûå (âåùåñòâåííûå) ÷èñëà, à i � ñèìâîë, íàçûâàåìûé

ìíèìîé åäèíèöåé. Ïðè ýòîì ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî i2 = −1. Ïîýòîìó èíîãäà ïèøóò:

i =
√
−1.

Äâà êîìïëåêñíûõ ÷èñëà z1 = a1 + ib1 è z2 = a2 + ib2 ñ÷èòàþòñÿ ðàâíûìè,

åñëè a1 = a2 è b1 = b2. Åñëè b = 0, òî ÷èñëî z ÿâëÿåòñÿ âåùåñòâåííûì è ðàâíûì

a, à åñëè a = 0, òî îíî íàçûâàåòñÿ ÷èñòî ìíèìûì. Ïðè ýòîì:

âåùåñòâåííîé ÷àñòüþ ÷èñëà z (Re z) íàçûâàåòñÿ ÷èñëî a: Re z = a;

ìíèìîé ÷àñòüþ ÷èñëà z ( Im z) íàçûâàåòñÿ ÷èñëî b: Im z = b. Èíîãäà ìíèìîé
÷àñòüþ ÷èñëà z íàçûâàåòñÿ è âûðàæåíèå ib.

ìîäóëåì ÷èñëà z (|z|) íàçûâàåòñÿ ÷èñëî |z| =
√
a2 + b2;

ñîïðÿæåííûì ê ÷èñëó z (z) íàçûâàåòñÿ ÷èñëî z = a− ib.
Êîìïëåêñíûå ÷èñëà ïîä÷èíÿþòñÿ îáû÷íûì ïðàâèëàì ðàáîòû ñ ÷èñëàìè è

áóêâåííûìè âûðàæåíèÿìè (ñâîéñòâàì êîììóòàòèâíîñòè, àññîöèàòèâíîñòè è äèñ-

òðèáóòèâíîñòè). Â ÷àñòíîñòè:

1) z1 + z2 = (a1 + a2) + i(b1 + b2),

2) z1 − z2 = (a1 − a2) + i(b1 − b2),
3) z1 · z2 = (a1a2 − b1b2) + i(a1b2 + a2b1).
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4) çàìåòèì, ÷òî z·z = a2+b2 = |z|2; ñëåäîâàòåëüíî, åñëè z 6= 0 è z′ îïðåäåëèòü

êàê äðîáü

z

|z|2 , òî îêàçûâàåòñÿ, ÷òî z′ � ÷èñëî, îáðàòíîå ê z, òî åñòü z · z′ =
z′ · z = 1. Òàêèì îáðàçîì, åñëè z2 6= 0, òî:

z1
z2

=
z1 z2
|z2|2

=
a1a2 + b1b2 + i(a2b1 − a1b2)

a22 + b22
.

Óïð. 1. Ïðîâåðüòå, ÷òî i3 = −i, i4 = 1, i5 = i, i17 = i, i22 = −1,
(1 + i)2 = 2i, (1 + i)3 = −2(1− i), (1 + i)4 = −4,
1

i
= −i, 1

1 + i
=

1− i

2
, (3 + 4i)(4 + 3i) = 25i,

1 + i

1− i
= i,

3 + 2i

2− 3i
= i,

(√
3

2
+

1

2
i

)(
1

2
+

√
3

2
i

)

= i.

Ïðèìåð 1. Âû÷èñëèòü z =
a4 − b4

a2 + b2
, åñëè a = 3 + i, b = 1− 3i.

�åøåíèå. Íàéäåì çíàìåíàòåëü äðîáè: a2 + b2 = 9 + 6i − 1 + 1 − 6i − 9 = 0.
Ñëåäîâàòåëüíî, ÷èñëî z íå îïðåäåëåíî.

Ïðèìåð 2. Âû÷èñëèòü z =
a5 − b5

a− b
, åñëè a = 1− i, b = 1 + i.

�åøåíèå. Âîçâåäåì ñíà÷àëà â êâàäðàò: a2 = −2i, b2 = 2i. Òàêèì îáðàçîì,

a4 = b4 = −4. Ïîäñòàâëÿÿ â âûðàæåíèå äëÿ z, ïîëó÷èì z =
a4(a− b)

a− b
= a4 = −4.

Óïð. 2. Âû÷èñëèòå z =
a6 − b6

a2 − b2
, åñëè a = 1− i, b = 1 + i.

Ïðèìåð 3. Âû÷èñëèòü z =
i

i− 1
· 11 + 13i

1 + 3i
· 1 + i

5− 2i
.

�åøåíèå. z =
−i(1 + i)2

2
· 11 + 13i

(1 + 3i)(5− 2i)
=

−i · 2i
2
· 11 + 13i

11 + 13i
= (−i) i = 1.

�åîìåòðè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë

Ïîñêîëüêó êîìïëåêñíîå ÷èñëî z = a+ib îïðåäåëÿåòñÿ ïàðîé âåùåñòâåííûõ a è b,
åñòåñòâåííî ïðåäñòàâèòü ýòî ÷èñëî êàê âåêòîð ñ êîîðäèíàòàìè (a, b) íà äåêàðòî-
âîé ïëîñêîñòè, êîòîðóþ îáû÷íî íàçûâàþò êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòüþ. Îñü àáñöèññ

íà íåé áóäåì îáîçíà÷àòü áóêâàìè Re , à îñü îðäèíàò � Im .Äëèíà r âåêòîðà (a, b)
ðàâíà

√
a2 + b2, òî åñòü ìîäóëþ ÷èñëà z, à óãîë ìåæäó ïîëîæèòåëüíûì íàïðàâ-

ëåíèåì îñè Re è âåêòîðîì z, îòñ÷èòûâàåìûé â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè,

òî åñòü ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè, íàçûâàåòñÿ àðãóìåíòîì ÷èñëà z : ϕ = Arg z.
Ïðè ýòîì åñëè óãîë íàõîäèòñÿ â ïðîìåæóòêå (−π, π], òî îí íàçûâàåòñÿ ãëàâíûì
çíà÷åíèåì àðãóìåíòà è îáîçíà÷àåòñÿ arg z.
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Çàìåòèì, ÷òî èç íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíûõ

êîìïëåêñíûõ ÷èñåë z1 è z2 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

|z1 + z2| ≤ |z1|+ |z2|.

Óïð. 3. Èçîáðàçèòå íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ÷èñëà a = 4−3i, b = −2−2
√
3i,

c = 4 + 4i, d = 3.

Ïðèìåð 4. Èçîáðàçèòü íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ÷èñëà a = 7−2i è b = 2+7i

è âû÷èñëèòü z =
a3 − b3

(a− b)ab
.

�åøåíèå. Ñíà÷àëà óïðîùàåì âûðàæåíèå: z =
a3 − b3

(a− b)ab
=

a2 + ab+ b2

ab
=

a

b
+

b

a
+ 1. Äàëåå,

a

b
=

7− 2i

2 + 7i
=

(7− 2i)(2− 7i)

22 + 72
=

−53i

53
= −i. Òàêèì îáðàçîì,

b

a
= i

è, ñëåäîâàòåëüíî, z = −i+ i+ 1 = 1.

Óïð. 4. Èçîáðàçèòå íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ÷èñëà a = −3− 2i è b = 2 + i

è âû÷èñëèòå z =
a3 − b3

a− b
+
a3 + b3

a+ b
.

z = 3 + 4i

|z| = 5, arg z = arctg
4

3

✲

✻

Re

Im

•

ϕ = arg z

a = 1 +
√

3i

b = a2, c = a3

✲

✻

Re

Im

•

a

c

b

Òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ �îðìà çàïèñè êîìïëåêñíûõ ÷èñåë

Íåïîñðåäñòâåííî èç ãåîìåòðè÷åñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z =
a+ ib ñëåäóåò, ÷òî Re z = a = r cosϕ è Im z = b = r sinϕ, òî åñòü

z = r(cosϕ+ i sinϕ),

ãäå ϕ � àðãóìåíò ÷èñëà z. Åñëè ó÷åñòü, ÷òî àðãóìåíò îïðåäåëÿåòñÿ ñ òî÷íî-

ñòüþ äî 2π, òî ïîëó÷èì òðèãîíîìåòðè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå êîìïëåêñíîãî ÷èñëà â

îáîáùåííîé �îðìå:

z = r (cos (ϕ+ 2πk) + i sin (ϕ+ 2πk) ) , k ∈ Z.
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Åñëè z1 = r1(cosϕ1 + i sinϕ1), à z2 = r2(cosϕ2 + i sinϕ2), òî
z1z2 = r1r2(cosϕ1 cosϕ2 − sinϕ1 sinϕ2) + i(sinϕ1 cosϕ2 + sinϕ2 cosϕ1) =

= r1r2(cos(ϕ1 + ϕ2) + i sin(ϕ1 + ϕ2)).

Òàêèì îáðàçîì, z1z2 = r1r2 (cos(ϕ1 + ϕ2) + i sin(ϕ1 + ϕ2)).

Àíàëîãè÷íî:

z1
z2

=
r1
r2

(cos(ϕ1 − ϕ2) + i sin(ϕ1 − ϕ2)).

Ïîäñòàâëÿÿ r1 = r2, ϕ1 = ϕ2 è ïðèìåíÿÿ ïåðåìíîæåíèå íåñêîëüêî ðàç, ïî-

ëó÷àåì ïîëåçíóþ �îðìóëó Ìóàâðà:

zn = rn (cosnϕ+ i sinnϕ) .

Îïðåäåëÿÿ êîðåíü ñòåïåíè n êàê äåéñòâèå, îáðàòíîå âîçâåäåíèþ â ñòåïåíü

n, ïîëó÷èì �îðìóëó

n
√
z = n

√
r
(

cos
ϕ+ 2πk

n
+ i sin

ϕ+ 2πk

n

)

.

Çäåñü k � ëþáîå öåëîå ÷èñëî, îäíàêî ðàçëè÷íûìè ýòè âûðàæåíèÿ áóäóò ëèøü

äëÿ n ïîñëåäîâàòåëüíûõ çíà÷åíèé ÷èñëà k. Îáû÷íî ðàññìàòðèâàþòñÿ k = 0, 1,
. . . , n−1. Åñëè ìû çàõîòèì ïîä÷åðêíóòü çàâèñèìîñòü êîðíÿ îò ÷èñëà k, òî áóäåì
ïèñàòü

n
√
z
∣
∣
k
èëè èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå ξk.

Ïðèìåð 5. Íàéòè êîðíè óðàâíåíèÿ z4 + 16 = 0.

�åøåíèå. Èìååì, ÷òî ξk = 4
√
−16

∣
∣
k
= 4
√
16
(

cos
π + 2πk

4
+ i sin

π + 2πk

4

)

=

= 2
(

cos
π + 2πk

4
+ i sin

π + 2πk

4

)

, k = 0, 1, 2, 3.

ξ0 = 2
(

cos
π

4
+ i sin

π

4

)

=
√
2 + i

√
2; ξ1 = 2

(

cos
3π

4
+ i sin

3π

4

)

= −
√
2 + i

√
2;

ξ2 = 2
(

cos
5π

4
+ i sin

5π

4

)

= −
√
2− i

√
2; ξ3 = 2

(

cos
7π

4
+ i sin

7π

4

)

=
√
2− i

√
2.

⋆
Ýêñïîíåíöèàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå

Âåðíåìñÿ íà êîðîòêîå âðåìÿ íà âåùåñòâåííóþ îñü.

Òåîðåìà î ïîêàçàòåëüíîé �óíêöèè. Åñëè âåùåñòâåííàÿ �óíêöèÿ f îïðåäå-
ëåíà, íåïðåðûâíà, ïîëîæèòåëüíà íà âñåé âåùåñòâåííîé îñè è óäîâëåòâîðÿåò

òîæäåñòâó (�óíêöèîíàëüíîìó óðàâíåíèþ) f(x+y) = f(x)f(y), òî îíà èìååò
âèä f(x) = ax, ãäå a � íåêîòîðîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî.

�åøåíèå. Ïîäñòàâèâ â �óíêöèîíàëüíîå óðàâíåíèå ïîî÷åðåäíî y = x, y =
2x, . . . , y = (m− 1)x, ïîëó÷èì: f(2x) = f2(x), f(3x) = f3(x), f(mx) = fm(x).
Îáîçíà÷èì a = f(1). Ïîäñòàâèâ x = 1, ïîëó÷èì f(m) = am. Ïîäñòàâèâ x = 1/n,

ïîëó÷èì ðàâåíñòâî f
(
1

n

)

= a

1

n . Ïîäñòàâèâ x = m/n, ïîëó÷èì f
(
m

n

)

= a

m

n .
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Òàêèì îáðàçîì, f(x) = ax, åñëè x � ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî. Ïóñòü òåïåðü x èððà-
öèîíàëüíî. �àññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë

xk, ïðåäåëîì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ x (â êà÷åñòâå òàêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìîæíî

âçÿòü, íàïðèìåð, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äåñÿòè÷íûõ ïðèáëèæåíèé ÷èñëà x). Ïî-
ñêîëüêó f(xk) = axk , òî èñïîëüçóÿ ñâîéñòâî íåïðåðûâíîñòè �óíêöèè f, ïîëó÷à-
åì, ÷òî f(x) = ax. Òàêèì îáðàçîì, ëþáîå ðåøåíèå çàäà÷è èìååò âèä f(x) = ax.
Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ïîêàçàòåëüíàÿ �óíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ äîïîëíèòåëüíî òðåáîâàíèþ f ′(0) =
1, íàçûâàåòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíîé �óíêöèåé èëè ýêñïîíåíòîé è îáîçíà÷àåòñÿ ÷å-

ðåç y = ex, èëè exp(x). Âñå ïîêàçàòåëüíûå �óíêöèè ëåãêî âûðàæàþòñÿ ÷åðåç

ýêñïîíåíòó: ax = ekx, ãäå k = ln a.
Ïîïðîáóåì òåïåðü îïðåäåëèòü ýêñïîíåíöèàëüíóþ�óíêöèþ êîìïëåêñíîãî ÷èñ-

ëà z = x+ iy, òî åñòü òàêóþ êîìïëåêñíîçíà÷íóþ �óíêöèþ exp(z) = ez, êîòîðàÿ
óäîâëåòâîðÿëà áû �óíêöèîíàëüíîìó óðàâíåíèþ

exp(z1 + z2) = exp(z1) exp(z2)

è ïðè ýòîì äâóì äîïîëíèòåëüíûì òðåáîâàíèÿì: áûëà áû ïðàâèëüíîé îòíîñè-

òåëüíî ñîïðÿæåíèÿ è äëÿ âåùåñòâåííûõ x è êîìïëåêñíîãî ÷èñëà k âûïîëíÿëîñü
áû ðàâåíñòâî (exp(kx))′ = k exp(kx).

Âî-ïåðâûõ, èç òîãî, ÷òî �óíêöèÿ óäîâëåòâîðÿåò �óíêöèîíàëüíîìó óðàâíå-

íèþ, ñëåäóåò ðàâåíñòâî ez = exeiy, è ïîýòîìó íàì íóæíî ëèøü îïðåäåëèòü eiy.
Èç ïðåäïîëîæåíèÿ, ÷òî êîìïëåêñíîçíà÷íàÿ ýêñïîíåíòà ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíîé

�óíêöèåé, ñëåäóåò ðàâåíñòâî eiy = e−iy è, ïîñêîëüêó eiye−iy = 1, ïîëó÷àåì, ÷òî
∣
∣eiy
∣
∣ = 1. Òàêèì îáðàçîì, eiy = cosϕ(y)+i sinϕ(y), ãäå ϕ(y) � ñîïîñòàâëÿåò êàæ-

äîìó âåùåñòâåííîìó ÷èñëó y óãëîâóþ êîîðäèíàòó òî÷êè íà åäèíè÷íîé îêðóæ-

íîñòè, òî åñòü ñåðèþ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë ϕ(y), îòëè÷àþùèõñÿ íà 2πn, n ∈ Z.
Ïðîäè��åðåíöèðóåì ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî. Ïðåäïîëàãàÿ âåðíûì ïðàâèëî äè�-

�åðåíöèðîâàíèÿ (

(
eiy
)′

= ieiy), ïîëó÷èì ðàâåíñòâî ϕ′(y) = 1. Ïîñêîëüêó �óíê-
öèÿ óäîâëåòâîðÿåò �óíêöèîíàëüíîìó óðàâíåíèþ ϕ(y1 + y2) = ϕ(y1) + ϕ(y2) è
óñëîâèþ ϕ(0) = 0, òî ϕ(y) = y. Â èòîãå ìû ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî

ex+iy = ex(cos y + i sin y).

Îíî íàçûâàåòñÿ �îðìóëîé Ýéëåðà. Èç íåå ñëåäóåò, â ÷àñòíîñòè, ÷òî

e2iπ = 1, eiπ = −1, e
i
π

2 = i, eα+2iπ = eα.

Èíîãäà �îðìóëàìè Ýéëåðà íàçûâàþò òàêæå è �îðìóëû, ÿâëÿþùèåñÿ íåïîñðåä-

ñòâåííûìè ñëåäñòâèÿìè îñíîâíîé:

cos a =
eia + e−ia

2
= ch ia, sina =

eia − e−ia

2i
=

1

i
sh ia.

Êðîìå òîãî,

ch a = − cos ia, sh a = −i sin ia.
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Ç à ä à ÷ è ä ë ÿ ï ð à êòè÷ å ñ ê è õ ç à í ÿòèé

Óïð. 5.
◦
Âû÷èñëèòå: i2009, i−2003,

(1 + i)2

2
,

2

(1− i)2
.

Óïð. 6.
◦
Âû÷èñëèòå:

(1 + i)5

4
+

16i

(1− i)7
,

(
√
3 + i)3

8
− (1 + i

√
3)3

8i
.

Óïð. 7.
◦

Íàéäèòå ÷èñëî z, ïðåäñòàâüòå åãî â òðèãîíîìåòðè÷åñêîé �îðìå è

èçîáðàçèòå íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè:

a) u = 3− 2i, v = 2 + i, z =
u3 + v3

u+ v
; b) u =

√
3− i, v =

√
3 + i, z =

u

v
;

c) u = 1 + i, v = 1− i, z = u2 − v2; d) u = 3− 4i, v = 4 + 3i, z = u2 + v2;

e) u = sinϕ− i cosϕ, v = cosϕ+ i sinϕ, z = uv.

Óïð. 8.
◦
Íàéäèòå âåùåñòâåííûå ÷èñëà a è b èç óðàâíåíèé:

a)
a− ib

b+ ia
=

5 + i

5i− 1
; b)

a− ib

b− ia
=

2 + i

2i+ 1
; c)

(a+ ib)3 + (a− ib)3

a
= a+ ib;

d) (a+ ib)2 = −2i; e) (a+ ib)3 = a3; f) (a+ ib)2 − (b + ia)2 = a− ib.

Óïð. 9.
◦
Âû÷èñëèòå:

a = (1 − i)4, b = (3 + i)5 + (3− i)5, c = (1 + i
√
3)12 + (1− i

√
3)12,

d = (1 + i)20, e = (3 + i)5 − (3− i)5, f = (
√
3 + i)10 + (

√
3− i)10.

Óïð. 10.
◦
Âû÷èñëèòå:

a = 2
(
4 + 3i

1 + 7i

)2

, b =
(

2 + i

1− 2i

)3

+
(
1− 3i

3 + i

)3

, c =
(1 + i)5

(1− i)4
− (2 + i)(1 + i)2

i(1− i)
,

d = 4
(
3 + 2i

1 + 5i

)4

, e =
(
4− 3i

1 + 2i

)2

+
(
4− 3i

2− i

)2

, f =
i+ 2i2 + 3i3 + . . .+ 8i8

9i9 + 10i10 + . . .+ 16i16
.

Óïð. 11.
◦
Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ óêàçàííûõ êîðíåé è ïðåäñòàâüòå èõ â òðè-

ãîíîìåòðè÷åñêîé �îðìå:

a) 4
√
1; b) 6

√
64; c)

√
i; d) 3

√
−3; e)

√
1 + i.

Óïð. 12.
◦
�åøèòå óðàâíåíèÿ è íàéäèòå ñóììó ìîäóëåé êîðíåé:

a) z2 + 8z + 20 = 0; b) z3 + z2 + z − 3 = 0; c) z4 − 16 = 0;

d)
1

z + 3
+

1

z + 1
= 0; e)

z2 − 1

z2
=
z − 2

z − 1
; f) (z − 1)

2
= − z2

z2 + 1
.

Óïð. 13.
◦
�åøèòå óðàâíåíèÿ è íàéäèòå ïðîèçâåäåíèå ìîäóëåé êîðíåé:

a) z2 − 6iz − 8 = 0; b) z2 − z + 1 = i; c) z3 − z2 + z − 1 = 0;

d) (z2+1)2+3 = 0; e) (z2−1)(z−6i) = 10z; f) z3 − 2z2 + z − 2 = 0.
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Óïð. 14.
◦
�åøèòå óðàâíåíèÿ:

a) z2 − 5iz − 6 = 0; b) |z|2 − 4i(z + z) = 16; c) (z − 2i)|z|2 = z;

d) z3 + 7z + 6i = 0; e) zz − i Im z = 2 + i; f) zz + 2iRe z = 1.

Óïð. 15.
◦
Èçîáðàçèòå íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ìíîæåñòâî òî÷åê, îïðåäå-

ëÿåìûõ ðàâåíñòâàìè:

a) |z| − 1 = 0; b) |z − 1|+ |z + 1| = 2; c) |z − 1|+ |z + 1| = 3;

d) |z − 1| ≥ 2; e) |z + 1| − |z − 1| ≥ 0; f) |z + 1| − |z − 1| ≥ 1.

Óïð. 16.
◦
Íàéäèòå è èçîáðàçèòå íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè âñå ðåøåíèÿ óðàâ-

íåíèé:

a) z(zz + 2z − 2) = 4; b) | arg z| − π

2
= 0; c) 2 arg z +

π

3
= arg 2z;

d) Re z + Im z = |z|; e) arg z2 = arg z + arg i; f) Re z2 = |z|2;

g) Re z2 = 0; h) Re z3 = 0; i) |z − 1| − 2 = 0.

Óïð. 17.
◦
Íàéäèòå è èçîáðàçèòå íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ìíîæåñòâî òî-

÷åê z, îïðåäåëÿåìûõ óñëîâèÿìè:

a) lim
n→∞

zn = 0; b) |z|n →∞ ïðè n→∞; c) |z − 1| < 1;

d) lim
n→∞

(Re z)n = 0; e) |Re z|n →∞ ïðè n→∞; f) | arg z| < 1.

Óïð. 18.
◦
Íàéäèòå è èçîáðàçèòå íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ìíîæåñòâî òî-

÷åê z, îïðåäåëÿåìûõ óñëîâèÿìè:

a) max {Re z − 1, Re (z − i)} = 1; b) min {Re |z − 1|, Re |z − i|} = 1;

c) max { Im z − 1, Im (z − i)} = 1; d) max {Re z(z − 2i), Im (2z + i)} = 1.

Óïð. 19.
◦
Âû÷èñëèòå: a = e4πi; b = e

5πi

4 ; c = e
ln 2−

πi

3 ; d = eln 5+πi.

Óïð. 20.
◦
Âû÷èñëèòå: A = sinπi; B = cos 2i; C = sin(i ln 2); D = shπi.
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Î ò â å ò û

Óïð. 5. Âåçäå i. Óïð. 6. Âåçäå 0. Óïð. 7. a) z = −7i = 7
(

cos
(

−π

2

)

+ i sin
(

−π

2

))

;

b) z =
1−

√
3i

2
= cos

(

−π

3

)

+ i sin
(

−π

3

)

; c) z = 4i = 4
(

cos
π

2
+ i sin

π

2

)

; d) z = 0,

òðèã. �îðìû íåò; e) z = cos
(

2ϕ− π

2

)

+ i sin
(

2ϕ− π

2

)

. Óïð. 8. a) a è b � ëþáûå,

|a| + |b| 6= 0; b) b = 2a 6= 0; c) a = 1/2, b = 0; d) a = ±1, b = ∓1; e) b = 0; f) (a, b) =
(0, 0), (1/2, 0). Óïð. 9. a = −4, b = −24, c = 8192, d = −1024, e = 640i, f =
1024. Óïð. 10. a = −i, b = 0, c = −2i, d = −1, e = 0, f = 1. Óïð. 11. a) ξk =

cos
πk

2
+ i sin

πk

2
, k = 0, 1, 2, 3; b) ξk = 2

(

cos
πk

3
+ i sin

πk

3

)

, k = 0, 1, 2, 3, 4, 5; c) ξk =

cos
(

π

4
+ πk

)

+ i sin
(

π

4
+ πk

)

, k = 0, 1; d) ξk = 3
√
3
(

cos
π + 2πk

3
+ i sin

π + 2πk

3

)

, k =

0, 1, 2; e) ξk = 4
√
2
(

cos
(

π

8
+ πk

)

+i sin
(

π

8
+ πk

))

, k = 0, 1. Óïð. 12. a) z1,2 =

−4 ± 2i, σ = |z1| + |z2| = 4
√
5; b) 1, −1 ± i

√
2, σ = 1 + 2

√
3; c) ± 2, ±2i, σ = 8;

d) − 2, σ = 2; e)
1± i

√
3

2
, σ = 2; f)

1± i
√
3

2
, σ = 2. Óïð. 13. a) z1 = 2i, z2 =

4i, σ = |z1| · |z2| = 9; b) − i, 1 + i, σ =
√
2; c) i, ±i, σ = 1; d)

±1± i
√
3√

2
, σ = 4;

e) i, 2i, 3i, σ = 6; f) 2, ±i, σ = 2. Óïð. 14. a) z1 = 2i, z2 = 3i; b) 0, ±4i; c) 0, (i)2;
d) − i, −2i, 3i; e) ± 1 − i; f) 0, ±i. Óïð. 15. a) îêðóæíîñòü |z| = 1; b) îòðåçîê

[−1; 1] âåùåñòâåííîé îñè; c) ýëëèïñ ñ ïîëþñàìè â òî÷êàõ z = ±1; d) äîïîëíåíèå ê

êðóãó ðàäèóñà 2 ñ öåíòðîì â òî÷êå z = 1; e) ïðàâàÿ ïîëóïëîñêîñòü; f) îáëàñòü ñïðàâà
îò ïðàâîé âåòâè ãèïåðáîëû. Óïð. 16. a) îêðóæíîñòü |z| =

√
2 è òî÷êà z = −2; b)

âñÿ ìíèìàÿ îñü áåç íà÷àëà êîîðäèíàò; c) ëó÷ èç íà÷àëà êîîðäèíàò ïîä óãëîì −π/3 ê

ïîëîæèòåëüíîìó íàïðàâëåíèþ îñè àáñöèññ; d) ïîëîæèòåëüíûå ëó÷è îñåé êîîðäèíàò; e)
ïîëîæèòåëüíûé ëó÷ ìíèìîé îñè; f) âåùåñòâåííàÿ îñü; g) ïðÿìûå y = ±x; h) ìíèìàÿ
îñü è ïðÿìûå y = ±x/

√
3; i) îêðóæíîñòü ðàäèóñà 2 ñ öåíòðîì â òî÷êå z = 1. Óïð. 17.

a) âíóòðåííîñòü åäèíè÷íîãî êðóãà; b) äîïîëíåíèå ê åäèíè÷íîìó êðóãó; c) êðóã ðàäèóñà
1 ñ öåíòðîì â òî÷êå z0 = 1; d) âåðòèêàëüíàÿ ïîëîñà −1 < Re z < 1; e) äîïîëíåíèå ê
âåðòèêàëüíîé ïîëîñå |Re z| ≤ 1; f) âíóòðåííîñòü óãëà ñ âåðøèíîé â íà÷àëå êîîðäèíàò.
Óïð. 18. a) ïðÿìàÿ Re z = 1; b) ¾âîñüìåðêà¿, ñîñòîÿùàÿ èç äóã äâóõ îêðóæíîñòåé

ðàäèóñà 1 ñ öåíòðàìè â òî÷êàõ z0 = i è z0 = 1, ñîåäèíÿþùèõñÿ íà ïðÿìîé Re z = Im z;
c) ïðÿìàÿ Im z = 2; d) îòðåçîê [−1; 1] âåùåñòâåííîé îñè è ÷àñòü îêðóæíîñòè ðàäèóñà√
2 ñ öåíòðîì â òî÷êå z0 = (0,−1), ëåæàùàÿ íèæå âåùåñòâåííîé îñè. Óïð. 19. a = 1;

b = −
√
2

2
(1 + i); c = 1 −

√
3i; d = −5. Óïð. 20. A = − sh π = − eπ − e−π

2
; B = ch2 =

e2 + e−2

2
; C = − sh ln 2 =

e−2 − e2

2
; D = sin π = 0.
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Äîïîëíèòåëüíûå ãëàâû

1. �åøåíèå óðàâíåíèé áîëüøîé ñòåïåíè

¾Áîëüøîé ñòåïåíüþ¿ ìû, â ñîîòâåòñòâèè ñ òðàäèöèåé, íàçûâàåì ñòåïåíü áîëü-

øå äâóõ. Åñëè ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà áîëüøå ÷åòûðåõ, òî ìû áóäåì íàçûâàòü åå

¾î÷åíü áîëüøîé ñòåïåíüþ¿. Çàäà÷à ýòîé ëåêöèè � ðàññêàçàòü î òîì, êàê ðåøà-

þòñÿ óðàâíåíèÿ áîëüøîé ñòåïåíè. Íî ïåðåä ýòèì ìû äîëæíû ñ�îðìóëèðîâàòü

ðåçóëüòàò, êîòîðûé, íåñìîòðÿ íà ñâîþ ïðèâû÷íîñòü, îñòàåòñÿ íåïðîñòûì.

Îñíîâíàÿ òåîðåìà àëãåáðû: Âñÿêèé îòëè÷íûé îò êîíñòàíòû ìíîãî÷ëåí ñ

êîìïëåêñíûìè êîý��èöèåíòàìè èìååò õîòÿ áû îäèí êîìïëåêñíûé êîðåíü.

Ñëåäñòâèå. Ëþáîé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n ñ êîìïëåêñíûìè êîý��èöèåíòàìè

èìååò ðîâíî n (êîìïëåêñíûõ) êîðíåé ñ ó÷¼òîì èõ êðàòíîñòè.

Áîëåå ïðèâû÷íîé ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ �îðìóëèðîâêà îñíîâíîé òåîðåìû.

Îñíîâíàÿ òåîðåìà àëãåáðû: Âñÿêèé ìíîãî÷ëåí ñ âåùåñòâåííûìè êîý�-

�èöèåíòàìè ìîæíî ðàçëîæèòü â ïðîèçâåäåíèå ëèíåéíûõ è êâàäðàòè÷íûõ

(íå èìåþùèõ âåùåñòâåííûõ êîðíåé) ìíîæèòåëåé ñ âåùåñòâåííûìè êîý�-

�èöèåíòàìè.

Çàìå÷àíèå 1. Åñëè ìíîãî÷ëåí ñ âåùåñòâåííûìè êîý��èöèåíòàìè èìååò êîì-

ïëåêñíûé êîðåíü a+ ib, òî îí èìååò è êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûé êîðåíü a− ib.
Çàìå÷àíèå 2. Âñÿêèé ìíîãî÷ëåí ñ âåùåñòâåííûìè êîý��èöèåíòàìè íå÷åòíîé

ñòåïåíè èìååò õîòÿ áû îäèí âåùåñòâåííûé êîðåíü.

Äâå ñëåäóþùèå òåîðåìû èìåþò íåïîñðåäñòâåííîå îòíîøåíèå ê òåìå:

Òåîpåìà Áåçó. Îñòàòîê îò äåëåíèÿ ìíîãî÷ëåíà P (x) íà x− c ðàâåí P (c).
Ñëåäñòâèå. Åñëè ìíîãî÷ëåí P (x) èìååò êîðåíü c, òî x − c ÿâëÿåòñÿ åãî

ìíîæèòåëåì (ìíîãî÷ëåí äåëèòñÿ íà x− c).
Òåîpåìà Âèåòà. Åñëè ìíîãî÷ëåí P (x) = xn+a1x

n−1+ . . .+an−1x+an èìååò
êîðíè x1, x2, . . . , xn, (êîìïëåêñíûå, êàæäûé êîðåíü ïîâòîðÿåòñÿ ñòîëüêî ðàç,

êàêîâà åãî êðàòíîñòü), òî

P (x) = (x− x1)(x− x2) . . . (x− xn).
Ñëåäñòâèå. (Ôîðìóëû Âèåòà). Ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

x1 + x2 + . . .+ xn = −a1;
x1x2 + . . . âñåâîçìîæíûå ïîïàðíûå ïðîèçâåäåíèÿ . . .+ xn−1xn = a2;

x1x2x3 + . . . âñåâîçìîæíûå ïðîèçâåäåíèÿ ïî òðè . . .+ xn−2xn−1xn = −a3;
. . .
x1x2 · · ·xn−1xn = (−1)nan.

Çàìå÷àíèå 3. Êàæäîé ïàðå êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûõ êîðíåé a ± ib ñîîòâåò-
ñòâóåò êâàäðàòè÷íàÿ �óíêöèÿ p(x) = x2 + px+ q, ãäå p = 2a, q = a2 + b2.

Ïðèìåð 1. P (x) = x3−x2+2x− 2 = (x− 1)(x2+2) = (x− 1)(x− i
√
2)(x+ i

√
2).

Çäåñü x1 = 1, x2 = −i
√
2, x3 = i

√
2.

x1+x2+x3 = 1 = −a1; x1x2+x1x3+x2x3 = −2 = a2; x1x2x3 = 2 = −a3.
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Ïðèìåð 2. Íàïèñàòü ìíîãî÷ëåí, êîðíÿìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ÷èñëà x1,2 =
1± i√

2
, x3,4 =

−1± i√
2
.

�åøåíèå. Âîñïîëüçîâàâøèñü çàìå÷àíèåì 3, çàïèøåì äâå êâàäðàòè÷íûå �óíê-

öèè: p1 = −(x1+x2) = −
√
2, q1 = x1x2 = 1; p2 = −(x3+x4) =

√
2, q2 = x3x4 = 1.

Òàêèì îáðàçîì, Q(x) = (x2 −
√
2x+ 1)(x2 +

√
2x+ 1) = x4 + 1.

Îòâåò: Q(x) = x4 + 1.

�åøåíèå êóáè÷åñêèõ óðàâíåíèé

Êóáè÷åñêèì óðàâíåíèåì îáùåãî âèäà íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèå a0x
3 + a1x

2 + a2x+
a3 = 0 (a0 6= 0). �àçäåëèâ îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà íà a0, ïîëó÷èì

ïðèâåäåííîå óðàâíåíèå: x3 + ax2 + bx+ c = 0.

Íàøåé çàäà÷åé ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ â âåùåñòâåííîé îáëàñòè,

òî åñòü íàõîæäåíèå âñåõ âåùåñòâåííûõ êîðíåé. Íà ïåðâûõ øàãàõ ìû ïðåîáðà-

çóåì åãî ê áîëåå óäîáíîìó è ïðîñòîìó âèäó.

Øàã 1. Ïðèâåäåíèå ê ¾íåïîëíîìó âèäó¿: u3 + pu + q = 0. Ñäåëàåì â

ïðèâåäåííîì óðàâíåíèè çàìåíó x = u+β, ãäå β � íåêîòîðîå ÷èñëî, êîòîðîå íàì

ïðåäñòîèò îïðåäåëèòü. Ïîäñòàâèâ â óðàâíåíèå, ïîëó÷èì (u+ β)3 + a(u+ β)2 +
b(u+β)+c = 0⇔ u3+(3β+a)u2+(3β2+2aβ+b)u+β3+aβ2+bβ+c = 0. Ïîëîæèâ

β = −a/3, p = 3β2 +2aβ+ b = b− a2

3
, q = β3 + aβ2+ bβ+ c =

2

27
a3− 1

3
ab+ c,

ìû è ïîëó÷èì óðàâíåíèå íóæíîãî íàì âèäà, à èìåííî

íåïîëíîå óðàâíåíèå: u3 + pu+ q = 0, p = b− a2

3
, q =

2

27
a3 − 1

3
ab+ c.

Ïðèìåð 3. Óðàâíåíèå x3 +3x2+x− 2 = 0 ïîñëå çàìåíû x = u− 1 ïðèâîäèòñÿ
ê âèäó u3 − 2u− 1 = 0.

×àñòíûé ñëó÷àé. Åñëè p = 0, òî óðàâíåíèå èìååò åäèíñòâåííîå âåùåñòâåííîå
ðåøåíèå u = − 3

√
q.

Â äàëüíåéøåì áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî p 6= 0.

Øàã 2. Ïðèâåäåíèå ê ¾íîðìàëüíîé �îðìå¿: v3 + σv − 2γ = 0, ãäå σ
ðàâíî 3 èëè −3. Â óðàâíåíèè u3 + pu + q = 0 ñäåëàåì çàìåíó u = kv, ãäå
k � íåêîòîðîå ÷èñëî (6= 0), êîòîðîå íàì ïðåäñòîèò îïðåäåëèòü. Ïîäñòàâèâ â

óðàâíåíèå, ïîëó÷èì k3v3 + pk v + q = 0⇔ v3 +
p

k2
v +

q

k3
= 0. Ïîëîæèì

k =

√

|p|
3
, γ = − q

2k3
= − 3q

√
3

2
√

|p|3
.

Òåîðåìà 1 Êóáè÷åñêîå óðàâíåíèå u3 + pu + q = 0 çàìåíîé u =

√

|p|
3
v ïðè-

âîäèòñÿ ê íîðìàëüíîé �îðìå âèäà v3 + 3v − 2γ = 0 ïðè p > 0 èëè ê âèäó

v3 − 3v − 2γ = 0 ïðè p < 0. Ïðè ýòîì â îáîèõ ñëó÷àÿõ γ = − 3q
√
3

2
√

|p|3
.
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Ïðèìåð 4. Óðàâíåíèå u3 − 2u − 1 = 0 ïîñëå çàìåíû u =

√

2

3
v ïðèâîäèòñÿ ê

âèäó v3 − 3v − 3
√
3

2
√
2
= 0.

Øàã 3. �åøåíèå óðàâíåíèÿ v3+3v−2γ = 0. Ñäåëàåì åùå îäíó çàìåíó: v =

t−1

t
. Ïîñëå ïîäñòàíîâêè â óðàâíåíèå ïîëó÷èì: t3− 1

t3
−2γ = 0 ⇒ z2−2γz−1 = 0,

ãäå z = t3. Ïîëó÷èâøååñÿ êâàäðàòíîå óðàâíåíèå èìååò êîðíè z1,2 = γ±
√

γ2 + 1,
êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ z1z2 = −1.

Îáîçíà÷èì ti = 3
√
zi, i = 1, 2. Ïîñêîëüêó t1t2 = −1, ÷èñëà v1 = t1 − 1

t1
è

v2 = t2 − 1

t2
ðàâíû, ñëåäîâàòåëüíî, ðåøåíèå óðàâíåíèÿ èìååò âèä

v =
3

√

γ +
√

γ2 + 1 +
3

√

γ −
√

γ2 + 1, γ = −3q
√
3

2p
√
p
.

Ïðèìåð 5. Óðàâíåíèå v3 + 3v + 2 = 0 èìååò åäèíñòâåííîå âåùåñòâåííîå

ðåøåíèå:

v =
3

√

−1 +
√
2 +

3

√

−1−
√
2 ≈ −0, 596.

Øàã 4. �åøåíèå óðàâíåíèÿ v3−3v−2γ = 0, |γ| > 1. Ñäåëàåì çàìåíó: v =

t+
1

t
. Ïîñëå ïîäñòàíîâêè â óðàâíåíèå ïîëó÷èì: t3+

1

t3
−2γ = 0 ⇒ z2−2γz+1 = 0,

ãäå z = t3. Ïîëó÷èâøååñÿ êâàäðàòíîå óðàâíåíèå èìååò êîðíè z1,2 = γ±
√

γ2 − 1.

Îáîçíà÷èì ti = 3
√
zi, i = 1, 2. Ïîñêîëüêó t1t2 = 1, ÷èñëà v1 = t1 +

1

t1
è

v2 = t2 +
1

t2
ðàâíû, ñëåäîâàòåëüíî, ðåøåíèå óðàâíåíèÿ èìååò âèä

v =
3

√

γ +
√

γ2 − 1 +
3

√

γ −
√

γ2 − 1, γ =
3q

√
3

2p
√−p .

Ïðèìåð 6. Óðàâíåíèå v3 − 3v − 4 = 0 èìååò åäèíñòâåííîå âåùåñòâåííîå

ðåøåíèå:

v =
3

√

2 +
√
3 +

3

√

2−
√
3 ≈ 2, 196.

×àñòíûå ñëó÷àè: γ = 1 ⇒ v3 − 3v − 2 = (v + 1)2(v − 2),

γ = −1 ⇒ v3 − 3v + 2 = (v − 1)2(v + 2).

Øàã 5. �åøåíèå óðàâíåíèÿ v3 − 3v − 2γ = 0, |γ| < 1.
Â ýòîì ñëó÷àå çàìåíà èìååò âèä v = 2 cos t. Âîñïîëüçîâàâøèñü �îðìóëîé

êîñèíóñà òðîéíîãî óãëà ( cos 3t = 4 cos3 t− 3 cos t ), ïîëó÷èì, ÷òî cos 3t = γ.
Îáîçíà÷èì α = arccosγ. Òîãäà

3t = +α+ 2πk

3t = −α+ 2πk
⇐⇒

t = +
α

3
+

2πn

3
+ 2πk

t = −α
3
+

2πn

3
+ 2πk

n = 0, 1, 2, k ∈ Z.
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Òàêèì îáðàçîì, ìû èìååì øåñòü çíà÷åíèé:

v1 = 2 cos
(
α

3

)

, v2 = 2 cos
(
α

3
+

2π

3

)

, v3 = 2 cos
(
α

3
+

4π

3

)

,

v4 = 2 cos
(

−α
3

)

, v5 = 2 cos
(

−α
3
+

2π

3

)

, v6 = 2 cos
(

−α
3
+

4π

3

)

.

Îäíàêî èç ñâîéñòâ êîñèíóñà ñëåäóåò, ÷òî v4 = v1, v5 = v3, v6 = v2. Òàêæå

íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ïîñêîëüêó

α

3
∈
(

0,
π

3

)

, òî ÷èñëà v1, v2 è v3 ðàçëè÷íû.

Îíè è ñîñòàâëÿþò íàáîð èç òðåõ êîðíåé óðàâíåíèÿ.

Ïðèìåð 7. Óðàâíåíèå v3 − 3v − 1 = 0. Çäåñü

γ =
1

2
, α =

π

3
⇒ v1 = 2 cos

π

9
, v2 = 2 cos

7π

9
, v3 = 2 cos

13π

9
.

�åøåíèå óðàâíåíèé ÷åòâåðòîé ñòåïåíè

Óðàâíåíèåì ÷åòâåðòîé ñòåïåíè îáùåãî âèäà íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèå a0x
4 + a1x

3 +
a2x

2 + a3x+ a4 = 0 (a0 6= 0). �àçäåëèâ îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà íà a0 è îáîçíà÷àÿ

äëÿ óäîáñòâà a =
a1
4a0

, ïîëó÷èì

ïðèâåäåííîå óðàâíåíèå ñïåöèàëüíîãî âèäà: x4 + 4ax3 + bx2 + cx+ d = 0.

Íàøåé çàäà÷åé ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ â âåùåñòâåííîé îáëàñòè,

òî åñòü íàõîæäåíèå âñåõ âåùåñòâåííûõ êîðíåé. Íà ïåðâûõ øàãàõ ìû ïðåîáðà-

çóåì åãî ê áîëåå óäîáíîìó è ïðîñòîìó âèäó.

Øàã 1. Ïðèâåäåíèå ê ¾íåïîëíîìó âèäó¿: u4+ pu2+ qu+ r = 0. Cäåëàåì
çàìåíó x = u − a : (u − a)4 + a(u − a)3 + b(u − a)2 + c(u − a) + d = 0. Ïîñëå

ïðèâåäåíèÿ ïîäîáíûõ ÷ëåíîâ ïîëó÷èì íåïîëíîå óðàâíåíèå u4+pu2+ qu+ r = 0,
ãäå

p = b− 6a2, q = 8a3 − 2ab+ c, r = −3a4 + a2b− ac+ d.

Ïðèìåð 8. Óðàâíåíèå x4 + 4x3 − 3x2 − 3x + 1 = 0 ïîñëå çàìåíû x = u − 1
ïðèâîäèòñÿ ê âèäó u4 − 9u2 + 11u− 2 = 0.

×àñòíûé ñëó÷àé. Åñëè q = 0, òî óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ áèêâàäðàòíûì è ðåøà-

åòñÿ çàìåíîé u2 = z.

Â äàëüíåéøåì áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî q 6= 0.

Øàã 2. �àçëîæåíèå íà êâàäðàòè÷íûå ìíîæèòåëè. Êàæäûé ìíîãî÷ëåí

÷åòâåðòîé ñòåïåíè ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ êâàäðàòè÷-

íûõ. Ìû ïîêàæåì ýòî äëÿ íàøåãî ñëó÷àÿ ¾äå �àêòî¿, à èìåííî, ïîêàæåì, ÷òî

íàéäóòñÿ âåùåñòâåííûå ÷èñëà s, λ, µ òàêèå, ÷òî

u4 + pu2 + qu+ r = (u2 + su+ λ)(u2 − su+ µ).
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Äëÿ ýòèõ ÷èñåë äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà:







µ+ λ− s2 = p

s(µ− λ) = q

µλ = r

⇔







µ+ λ = s2 + p

µ− λ = q/s

µλ = r

⇔







2µ = s2 + p+ q/s

2λ = s2 + p− q/s
(s2 + p)2 − (q/s)

2
= 4r

Øàã 3. �åøåíèå âñïîìîãàòåëüíîãî êóáè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ. Îáîçíà÷èì

s2 = z. Ïîñëåäíåå óðàâíåíèå ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ êóáè÷åñêèì îòíîñèòåëüíî z.
Íàçîâåì åãî âñïîìîãàòåëüíûì êóáè÷åñêèì óðàâíåíèåì:

z3 + 2pz2 + (p2 − 4r)z − q2 = 0.

Çàìåòèì, ÷òî ýòî óðàâíåíèå âñåãäà èìååò ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü, ïîñêîëüêó

ïðè z = 0 ëåâàÿ ÷àñòü îòðèöàòåëüíà, à ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì z îíà ïîëîæè-
òåëüíà. Îáîçíà÷èì ýòîò êîðåíü ÷åðåç z0. Òîãäà s =

√
z0. Íàéäÿ êîý��èöèåíòû

λ è µ, ïîëó÷èì èñêîìîå ðàçëîæåíèå.

Ïðèìåð 9. �åøèòü óðàâíåíèå u4 − 2u2 − 5u− 6 = 0.

�åøåíèå. Çäåñü p = −2, q = −5, r = −6. Âñïîìîãàòåëüíîå êóáè÷åñêîå óðàâíå-
íèå èìååò âèä z3− 4z2+28z− 25 = 0. Îíî èìååò ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü z = 1,
ñëåäîâàòåëüíî:

s = 1 ⇒ λ =
1

2

(

1− 2− −5

1

)

= 2, µ =
1

2

(

1− 2 +
−5

1

)

= −3.

Òàêèì îáðàçîì, u4− 2u2− 5u− 6 = (u2+u+2)(u2−u− 3) è êîðíÿìè óðàâíåíèÿ

ÿâëÿþòñÿ äâà âåùåñòâåííûõ ÷èñëà u1,2 =
1

2
±

√
13

2
è äâà êîìïëåêñíûõ ÷èñëà

u3,4 =
1

2
± i

√
3

2
.

Ïðèìåð 10. �åøèòü óðàâíåíèå u4 + u2 − 2u+ 6 = 0.

�åøåíèå. Çäåñü p = 1, q = −2, r = 6. Âñïîìîãàòåëüíîå êóáè÷åñêîå óðàâíåíèå
èìååò âèä z3 + 2z2 − 23z − 4 = 0. Îíî èìååò ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü z = 4,
ñëåäîâàòåëüíî:

s = 2 ⇒ λ =
1

2

(

4 + 1− −2

2

)

= 3, µ =
1

2

(

4 + 1 +
−2

2

)

= 2.

Òàêèì îáðàçîì, u4 + u2 − 2u+ 6 = (u2 + 2u+ 3)(u2 − 2u+ 2). Óðàâíåíèå èìååò

÷åòûðå êîìïëåêñíûõ êîðíÿ: u1,2 = −1± i
√
2, u3,4 = 1± i.
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Ç à ä à ÷ è ä ë ÿ ï ð à êòè÷ å ñ ê è õ ç à í ÿòèé

Óïð. 1.
◦

Íàïèøèòå ìíîãî÷ëåí, êîðíÿìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ÷èñëà

a) 0, 1, 2, 3; b) 2, −1±
√
3; c) ± 1, ±2, ±i;

d) ± i, 2± i; e) ± i, ±
√
3± i

2
; f) − 2, 1± i

√
3;

g) ± 1, 2± i; h) ± i, ±1, ±1± i√
2

; i) 2, −1± i
√
3.

Çàìå÷àíèå. Åñëè êîðåíü x = a èìååò êðàòíîñòü k, òî ìû áóäåì çàïèñûâàòü

åãî â âèäå (a)k.
Îïðåäåëåíèå. Êîìïëåêñíîå ÷èñëî z = a+ ib áóäåì íàçûâàòü èððàöèîíàëüíûì,

åñëè è âåùåñòâåííàÿ è ìíèìàÿ ÷àñòè ýòîãî ÷èñëà èððàöèîíàëüíû.

Óïð. 2.
◦

Íàïèøèòå ëþáîé êóáè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí, ó êîòîðîãî

a) òðè âåùåñòâåííûõ èððàöèîíàëüíûõ êîðíÿ;

b) îäèí âåùåñòâåííûé êîðåíü è âñå òðè êîðíÿ èððàöèîíàëüíû.

Îïðåäåëåíèå. Ìíîãî÷ëåí P (x) = a0x
n+ a1x

n−1 + . . .+ an−1x+ an íàçûâàåòñÿ
âîçâðàòíûì, åñëè a0 = an, a1 = an−1, a2 = an−2, . . . .

Óïð. 3.
◦

Íàéäèòå êîðíè âîçâðàòíûõ ìíîãî÷ëåíîâ:

a) x4 − 6x3 + 11x2 − 6x+ 1; b) x3 − 6x2 − 6x+ 1; c) x6 − 3x4 − 3x2 + 1;
d) x4 − 2x3 + 2x2 − 2x+ 1; e) x3 + x2 + x+ 1; f) x6 + 2x3 + 1.

Óïð. 4. Ïîêàæèòå, ÷òî ïðèâåäåííûå âîçâðàòíûå ìíîãî÷ëåíû òðåòüåé è

ïÿòîé ñòåïåíåé ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå (x+1)(x2+px+1), (x+1)(x4+ax3+
bx2 + ax + 1). Íàïèøèòå àíàëîãè÷íîå ðàçëîæåíèå äëÿ ìíîãî÷ëåíà ñåäüìîé

ñòåïåíè.

Îïðåäåëåíèå. Âòîðîé èòåðàöèåé �óíêöèè f(x) íàçûâàåòñÿ �óíêöèÿ f(f(x)).
Åñëè P (x) ÿâëÿåòñÿ âòîðîé èòåðàöèåé íåêîòîðîé �óíêöèè f(x), òî f íàçûâà-

åòñÿ ïîðîæäàþùåé �óíêöèåé. Óðàâíåíèå f(x) = x íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì äëÿ

îòûñêàíèÿ íåïîäâèæíûõ òî÷åê.

Óðàâíåíèå f(f(x)) = x ðåøàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ñíà÷àëà ðåøàåò-

ñÿ óðàâíåíèå äëÿ îòûñêàíèÿ íåïîäâèæíûõ òî÷åê, à çàòåì ìíîãî÷ëåí P (x) =
f(f(x))) − x äåëèòñÿ íà ìíîãî÷ëåí p(x) = f(x)− x.

Óïð. 5.
◦

Äëÿ óêàçàííîé �óíêöèè f(x) íàïèøèòå åå âòîðóþ èòåðàöèþ f(f(x)).
a) x− 1; b) x2 − 1; c) x2 − x− 1.

Óïð. 6.
◦

Äëÿ óêàçàííîé âòîðîé èòåðàöèè f(f(x)) íàéäèòå åå ïîðîæäàþùóþ

�óíêöèþ f(x).
a) 4x+ 3; b) x4 + 2x3 + 2x2 + x; c) x4 + 4x3 + 2x2 − 2x.

Óïð. 7.
◦

Íàéäèòå êîðíè ìíîãî÷ëåíîâ âèäà f(f(x))− x, åñëè f(x) ðàâíà:
a) 2x+ 3; b) x2 − 2x− 4; c) 4x(1− x).
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Óïð. 8.
◦

Ïðèâåäèòå ê íîðìàëüíîé �îðìå ñëåäóþùèå êóáè÷åñêèå óðàâíåíèÿ:

a) x3+3x2+6x+2 = 0; b) x3− 6x2+9x− 4 = 0; c) 8x3 + 12x2 − 1 = 0.

Óïð. 9.
◦

Íàéäèòå âåùåñòâåííûå êîðíè êóáè÷åñêèõ óðàâíåíèé:

a) x3 + 3x− 2 = 0; b) x3 − 3x− 2 = 0; c) x3 − 3x+ 1 = 0.

Óïð. 10.
◦

Óêàçàííûå óðàâíåíèÿ ÷åòâåðòîé ñòåïåíè ïðèâåäèòå ê íåïîëíîìó

âèäó, íàïèøèòå âñïîìîãàòåëüíîå óðàâíåíèå è, ðåøèâ åãî, çàïèøèòå ðàçëîæå-

íèå ìíîãî÷ëåíà íà êâàäðàòè÷íûå ìíîæèòåëè.

a) x4 + 4x3 + 7x2 + 4x+ 6 = 0; b) x4 + 4 = 0; c) x4 − 12x+ 3 = 0.

Î ò â å ò û

Óïð. 1.

a) x4 − 6x3 + 11x2 − 6x; b) x3 − 6x+ 4; c) x6 − 4x4 − x2 + 4;
d) x4 − 4x3 + 6x2 − 4x+ 5; e) x6 + 1; f) x3 + 6x+ 20;
g) x4 − 4x3 + 4x2 + 4x− 5; h) x8 + 1; i) x3 + 6x− 20.

Óïð. 2. a) íàïðèìåð, x3 − 3x+ 1; b) íàïðèìåð, x3 − 4.

Óïð. 3. a)

(
3±

√
5

2

)

2

; b) − 1,
7± 3

√
5

2
; c) ± i, ±

√

2±
√
3; d) ± i, (1)2 ;

e) − 1, ±i; f)
(
− 3
√
2
)

2
,

(
3
√
2

2
(±1− i

√
3)

)

2

.

Óïð. 5. a) x− 2; b) x4 − 2x2; c) x4 − 2x3 − x2 + x.
Óïð. 6. a) 2x+ 1; b) x2 + x; c) x2 + 2x− 1.

Óïð. 7. a) − 3; b) − 1, 4,
1±

√
21

2
; c) 0,

3

4
,
5±

√
5

8
.

Óïð. 8. a) v3 + 3v − 2 = 0; b) v3 − 3v − 2 = 0; c) v3 − 3v − 1 = 0.

Óïð. 9. a)
3

√

1 +
√
2+

3

√

1−
√
2; b) (−1)2, 2; c) − 2 cos

π

9
, 2 cos

2π

9
, 2 cos

4π

9
.

Óïð. 10. a) (x2 + 1)(x2 + 4x+ 6); b) (x2 +
√
2x+ 1)(x2 −

√
2x+ 1); c) (x2 +√

6x+ 3 +
√
6)(x2 −

√
6x+ 3−

√
6).
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2. Íåñêîëüêî îïòèìèçàöèîííûõ çàäà÷

Íèæå ïðåäëàãàåòñÿ íàáîð èç íåñêîëüêèõ çàäà÷ ïðåèìóùåñòâåííî ¾òðàíñïîðòíî-

ýêîíîìè÷åñêîãî¿ ñîäåðæàíèÿ. Â êàæäîé èç íèõ íóæíî íàéòè ìèíèìóì òîé èëè

èíîé �óíêöèè: âðåìåíè ïåðåäâèæåíèÿ, ðàñõîäîâ íà ïåðåâîçêó ãðóçîâ è ò. ï. Èíî-

ãäà ðå÷ü ìîæåò èäòè î ìàêñèìóìå: íàïðèìåð, î ìàêñèìóìå ïðèáûëè. Ïîýòîìó

èíîãäà ïîäîáíûå çàäà÷è áóäåì íàçûâàòü òàêæå ýêñòðåìàëüíûìè.

Çàäà÷à î êðàò÷àéøåì ïóòè äëÿ äâóõ òî÷åê è ïðÿìîé.

Äàíà ïðÿìàÿ è äâå òî÷êè A è B ïî îäíó ñòîðî-

íó îò íåå. �äå íà ïðÿìîé ñëåäóåò âûáðàòü òî÷êó

C òàê, ÷òîáû äëèíà ïóòè ACB áûëà áû íàèìåíü-

øåé? ×åìó ðàâíà äëèíà ýòîãî ïóòè, åñëè ðàññòîÿ-

íèÿ îò òî÷åê äî ïðÿìîé 7 êì è 17 êì, à ðàññòîÿíèå

ìåæäó òî÷êàìè 26 êì?

A 17

7

26

A′

B

B′C

•

•

•• •

�åøåíèå. Ïîñòðîèì òî÷êó A∗, ñèììåòðè÷íóþ
òî÷êå A îòíîñèòåëüíî çàäàííîé ïðÿìîé. Ïóòü èç

A â C ïî äëèíå ñîâïàäàåò ñ ïóòåì èç A∗
â C. Â

òî æå âðåìÿ ñàìûé êîðîòêèé ïî äëèíå ïóòü èç A∗

â B � ýòî îòðåçîê ïðÿìîé, ñîåäèíÿþùèé A∗
è B.

Òî÷êà C ñòðîèòñÿ êàê òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ îòðåçêà

A∗B è çàäàííîé ïðÿìîé.

Äëÿ òîãî ÷òîáû âû÷èñëèòü äëèíó ïóòè ACB,
çàìåòèì, ÷òî îíà ðàâíà äëèíå îòðåçêà A∗CB, òî
åñòü äëèíå ãèïîòåíóçû ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëü-

íèêà A∗PB, ãäå P � îñíîâàíèå ïåðïåíäèêóëÿðà,

îïóùåííîãî èç òî÷êè A∗
íà âåðòèêàëüíóþ ïðÿìóþ

BB′. Äëèíà A∗P ðàâíà 24 è ðàâíà äëèíå BP. Ñëå-

äîâàòåëüíî, èñêîìàÿ äëèíà ðàâíà

√

242 + 242 =
24
√
2 ≈ 34 (êì).

A

A∗

A′

B

B′

P

Q

C

•

•

•• •

• •

•

Çàäà÷à î íàèáîëåå âûãîäíîì ïåðåìåùåíèè ãðóçà ìåæäó äâóìÿ òî÷-

êàìè. Äâà ïóíêòà A è B ëåæàò ïî îäíó ñòîðîíó îò äîðîãè α. Èçâåñòíî, ÷òî
1 êì ïåðåâîçêè ãðóçà ïî äîðîãå îáõîäèòñÿ â äâà ðàçà äåøåâëå, ÷åì ïî ëþáîìó

äðóãîìó ïóòè âíå äîðîãè. Êàê ñëåäóåò äâèãàòüñÿ, ÷òîáû çàòðàòû íà ïåðåâîçêó

ãðóçà èç A â B áûëè áû íàèìåíüøèìè?

×åìó ðàâíû ýòè çàòðàòû, åñëè ðàññòîÿíèå îò ïóíêòîâ A è B äî äîðîãè ðàâíû

60 êì è 200 êì, ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè A è B ¾íàïðÿìóþ¿ ðàâíî 500 êì, à

ïðîâîç ãðóçà íà ðàññòîÿíèå 1 êì ïî äîðîãå îáõîäèòñÿ â 10 ýêþ?

Êàêîé áóäåò òðàåêòîðèÿ è êàêèìè áóäóò çàòðàòû, åñëè ðàññòîÿíèå ìåæäó A
è B ðàâíî íå 500, à 400 êì?

�åøåíèå. Îïóñòèì ïåðïåíäèêóëÿðû AM è BN èç òî÷åê A è B íà ïðÿìóþ α.
Ïî óñëîâèþ AB=500, AM=60, BN=200. Îïóñòèì ïåðïåíäèêóëÿð AK íà BN.
BK=140 è ïî òåîðåìå Ïè�àãîðà AK = MN =

√
5002 − 1402 =

√
360 · 640=480.

Åñëè äâèæåíèå ïðîèçâîäèòñÿ ïî ïóòè APQB, òî çàìåòèì, ÷òî òî÷êè P è Q
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äîëæíû áûòü âûáðàíû òàê, ÷òîáû ìèíèìèçèðîâàòü ñòîèìîñòíóþ �óíêöèþ

R(α, β) = 2k ·AP+k ·PQ+2k ·BQ = 2k · x

sinα
+k(MN−x ctgα−y ctg β)+2k · y

sin β
,

ãäå x = AM, y = BN, à α è β ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî óãëàì APM è BQN.

A

B

P QM N

K

α β

.......
.......

.......
.......

.......
.......

.......
.......

.......
.......

.......
.......

.......
.......

.......
...

.................

.....................................

.........................................................................•

•

•

•

• ••

Ïðåäñòàâèì R â âèäå

R(α, β) = k · x2− cosα

sinα
+ k · y 2− cos β

sin β
+ k ·MN.

Ïîñêîëüêó âåëè÷èíû k, x, y è MN ÿâëÿþòñÿ ïîñòîÿííûìè, òî ìèíèìóì �óíê-

öèè R äîñòèãàåòñÿ ïðè òåõ çíà÷åíèÿõ óãëîâ α è β, ïðè êîòîðûõ èìååò ìèíèìóì
�óíêöèÿ

f(t) =
2− cos t

sin t
.

Ïîäñ÷èòàåì ïðîèçâîäíóþ ýòîé �óíêöèè:

f ′(t) =
sin t sin t− cos t(2− cos t)

sin2 t
=

1− 2 cos t

sin2 t
.

Òàêèì îáðàçîì:

f ′(t) = 0 ⇔ 1− 2 cos t = 0 ⇔ cos t =
1

2
⇔ t = 60◦.

Ïîñêîëüêó ìèíèìóì äîñòèãàåòñÿ â íåêîòîðîé òî÷êå èíòåðâàëà (0, 90◦), à êðè-
òè÷åñêîå çíà÷åíèå åäèíñòâåííî, òî îíî è åñòü èñêîìîå. Òàêèì îáðàçîì, α = β =

60◦, è ïîñêîëüêó sin 60◦ =

√
3

2
, f(min ) =

√
3, òî

R(min ) = k ·
(√

3(x+ y) +MN
)

= 10 ·
(√

3 · 260 + 480
)

≈ 9303.

Ïîñêîëüêó ðàñõîäû íà ïåðåâîçêó ïî ïðÿìîìó ïóòè AB ðàâíû 10 000 ýêþ, òî

ýòîò ïóòü ìåíåå âûãîäåí. Ñëåäîâàòåëüíî, äâèãàòüñÿ ñëåäóåò ïî ïóòè APQB, ãäå
óãëû APM è BQN ðàâíû 60◦.

Îòìåòèì, ÷òî åñëè AB = 400 êì, òî ïîäñ÷åò ïîêàçûâàåò, ÷òî äâèæåíèå ïî

ïóòè APQB îáõîäèòñÿ ïðèáëèçèòåëüíî â 8250 ýêþ, ÷òî îçíà÷àåò, ÷òî äâèæåíèå
ïî ïðÿìîé AB áîëåå âûãîäíî.
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Çàäà÷à î âïèñàííîì òðåóãîëüíèêå íàèìåíüøåãî ïåðèìåòðà. Â îñòðî-

óãîëüíîì òðåóãîëüíèêå èçâåñòíû ñòîðîíû è óãëû. Ïîñòðîèòü òðåóãîëüíèê

íàèìåíüøåãî ïåðèìåòðà, âåðøèíû êîòîðîãî ëåæàò ïî îäíîé íà êàæäîé èç

ñòîðîí. ×åìó ðàâåí ïåðèìåòð ýòîãî òðåóãîëüíèêà?

�åøåíèå. Äëÿ êàæäîãî âûïóêëîãî n-óãîëüíèêà âïèñàííûé â íåãî n-óãîëüíèê
íàçîâåì áèëëèàðäíûì, åñëè êàæäàÿ åãî âåðøèíà ëåæèò âíóòðè îäíîé èç ñòî-

ðîí îïèñàííîãî ìíîãîóãîëüíèêà è ïðèìûêàþùèå ê íåé ñòîðîíû îáðàçóþò ñ íåé

ðàâíûå óãëû.

•

•

•

A

B

C

F

D

E

Èç çàäà÷è î êðàò÷àéøåì ïóòè äëÿ äâóõ òî÷åê è ïðÿ-

ìîé ñëåäóåò, ÷òî ó âïèñàííîãî ìíîãîóãîëüíèêà íàè-

ìåíüøåãî ïåðèìåòðà ëèáî îäíà èç âåðøèí ñîâïàäà-

åò ñ îäíîé èç âåðøèí îïèñàííîãî, ëèáî îí ÿâëÿåò-

ñÿ áèëëèàðäíûì. Äëÿ îñòðîóãîëüíîãî òðåóãîëüíè-

êà âïèñàííûé áèëëèàðäíûé òðåóãîëüíèê ñóùåñòâóåò

è åäèíñòâåí. Îí ñîâïàäàåò ñ òðåóãîëüíèêîì, îáðà-

çîâàííûì îñíîâàíèÿìè âûñîò. Íà ðèñóíêå ýòî òðå-

óãîëüíèê FED.

Ëåììà îá îêðóæíîñòè, îïèñàííîé âîêðóã

ïðàâèëüíîãî òðåóãîëüíèêà. Ñóììà ðàññòî-

ÿíèé îò ïðîèçâîëüíîé òî÷êè íà ïëîñêîñòè äî

äâóõ áëèæàéøèõ âåðøèí ïðàâèëüíîãî òðåóãîëü-

íèêà âñåãäà áîëüøå èëè ðàâíà ðàññòîÿíèþ äî

òðåòüåé âåðøèíû, ïðè÷åì ðàâåíñòâî äîñòèãà-

åòñÿ òîëüêî äëÿ òî÷åê, ëåæàùèõ íà îêðóæíî-

ñòè, îïèñàííîé âîêðóã ýòîãî òðåóãîëüíèêà.

•
A

•
B

•
C

•
M• O

•
A

•
B

•
C

•
M

•
M ′

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü òî÷êà M ëåæèò âíóò-

ðè óãëà BAC (ñì. ðèñóíîê). Òîãäà íàèáîëåå óäà-

ëåííîé áóäåò òî÷êà A. Ïîâåðíåì îòðåçîê BM ïî

÷àñîâîé ñòðåëêå (â ñòîðîíó òî÷êè A) íà 60◦ è

îáîçíà÷èì ÷åðåçM ′
� ïîëîæåíèå, êîòîðîå áóäåò

çàíèìàòü òî÷êà M. Â òðåóãîëüíèêå BMM ′
äâå

ñòîðîíû ðàâíû è îäèí èç óãëîâ (óãîë MBM ′
)

ðàâåí 60◦, ñëåäîâàòåëüíî, îí ðàâíîñòîðîííèé.

Çàìåòèì òåïåðü, ÷òî òðåóãîëüíèê ABM ′
ðàâåí

òðåóãîëüíèêó CBM ïî äâóì ñòîðîíàì è óãëó ìåæäó íèìè.

Ñëåäîâàòåëüíî, AM ′ = CM. Òàêèì îáðàçîì, BM + CM = MM ′ +M ′A ≥ AM.
Ëåììà äîêàçàíà.

Çàäà÷à î òî÷êå Òîððè÷åëëè. �àññìàòðèâà-

åòñÿ ïðîèçâîëüíûé òðåóãîëüíèê ABC ïðè ïðåä-

ïîëîæåíèè, ÷òî êàæäûé èç åãî óãëîâ ìåíü-

øå 120◦. Íàéòè òàêóþ òî÷êó íà ïëîñêîñòè,

äëÿ êîòîðîé ñóììà ðàññòîÿíèé äî âåðøèí òðå-

óãîëüíèêà ÿâëÿåòñÿ íàèìåíüøåé.

•
A

•
B

•
C

• O
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•
A

•
B

•
C

•
C ′

•O

�åøåíèå. Âíå òðåóãîëüíèêà ABC ïîñòðîèì

íà êàæäîé åãî ñòîðîíå ðàâíîñòîðîííèå òðå-

óãîëüíèêè è îïèøåì âîêðóã íèõ îêðóæíîñòè.

Ó ýòèõ îêðóæíîñòåé åäèíñòâåííàÿ îáùàÿ òî÷-

êà ïåðåñå÷åíèÿ. Íàçîâåì åå O. Çàìåòèì, ÷òî
∠AOB = ∠BOC = ∠COA = 120◦.
Ïîêàæåì, ÷òî òî÷êà O ÿâëÿåòñÿ èñêîìîé.

Åñëè èñêîìàÿ òî÷êà X íå ñîâïàäàåò ñ òî÷-

êîé O, òî îíà íàõîäèòñÿ âíå îäíîé èç îêðóæ-
íîñòåé. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòî îêðóæíîñòü,

îïèñàííàÿ âîêðóã òðåóãîëüíèêà ABC′. Ïî-
ñêîëüêó ∠AOC′ = 60◦, à ∠AOC = 120◦, òî
∠COC′ = 180◦, òî åñòü COC′

� ïðÿìàÿ.

Äàëåå èìååì, ÷òî AO +OB = OC ⇒ AO +
OB +OC = CC′, â òî âðåìÿ êàê AX +XB >
XC ⇒ AX +XB +XC > CX +XC′ ≥ CC′.
Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

Çàäà÷à î êðàò÷àéøåì ñîåäèíåíèè äëÿ ÷åòûðåõ òî÷åê. ×åòûðå òî÷êè:

A, B, C è D ÿâëÿþòñÿ âåðøèíàìè êâàäðàòà ñî ñòîðîíîé 1. Êàê ñëåäóåò

ñîåäèíèòü ýòè òî÷êè äîðîãàìè, ÷òîáû áûëî âîçìîæíî ïðîåõàòü èç ëþáîé

òî÷êè â ëþáóþ è ÷òîáû ñóììà äëèí äîðîã áûëà áû íàèìåíüøåé? Êàêîâà ïðè

ýòîì áóäåò ñóììàðíàÿ äëèíà äîðîã?

Çàìå÷àíèå. Íà ðèñóíêå óêàçàíû íåñêîëüêî ¾äîïóñòèìûõ¿ ñîåäèíåíèé, íî ñðå-

äè íèõ íåò îïòèìàëüíîãî.

�
�

��❅
❅

❅❅• •

• •

• •

• •

• •

•

• •

• • •

• • •

Ñ�îðìóëèðîâàííàÿ çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì çíàìåíèòîé ïðîáëåìû

Øòåéíåðà (èëè Øòàéíåðà) � íàéòè ñåòü äîðîã ìèíèìàëüíîé îáùåé äëèíû, ñî-

åäèíÿþùèõ çàäàííûå âåðøèíû. Ýòà çàäà÷à âåñüìà ñëîæíà è ìû îïèøåì ëèøü

ïåðâîíà÷àëüíûå èäåè. Äàäèì ñíà÷àëà íåñêîëüêî îïðåäåëåíèé. Ïåðâîíà÷àëüíî

çàäàííûå òî÷êè, êîòîðûå òðåáóåòñÿ ñîåäèíèòü äîðîãàìè, áóäåì íàçûâàòü ãîðî-

äàìè. Òî÷êè, â êîòîðûõ ïåðåñåêàþòñÿ èëè ñîåäèíÿþòñÿ äîðîãè, áóäåì íàçûâàòü

ðàçâèëêàìè. (Òî åñòü ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî â ðàçâèëêå ñîåäèíÿåòñÿ íå ìåíåå òðåõ

äîðîã.) Åñëè ðàçâèëêà íå ÿâëÿåòñÿ ãîðîäîì, òî îíà ÿâëÿåòñÿ íîâîé òî÷êîé â ñå-

òè. �îðîäà è ðàçâèëêè áóäåì íàçûâàòü âåðøèíàìè. ×àñòü äîðîãè, ñîåäèíÿþùåé

äâå âåðøèíû, íà êîòîðîé íåò äðóãèõ âåðøèí, áóäåì íàçûâàòü îòðåçêîì äîðî-

ãè. Ñåòü äîðîã íàçûâàåòñÿ äîïóñòèìîé, èëè ñâÿçíîé, åñëè âîçìîæíî ïðîåõàòü

èç ëþáîé òî÷êè â äðóãóþ. Òî÷êà ñåòè, ê êîòîðîé ïîäõîäèò òîëüêî îäíà äîðîãà,

íàçûâàåòñÿ êîíå÷íîé. Ñâÿçíàÿ ÷àñòü ñåòè, ñîåäèíÿþùàÿ êîíå÷íóþ òî÷êó ñ áëè-

æàéøåé ðàçâèëêîé, íàçûâàåòñÿ õâîñòîì. Âûïóêëîé îáîëî÷êîé ñåòè íàçûâàåòñÿ

ìíîãîóãîëüíèê ñ âåðøèíàìè â ãîðîäàõ, âíå êîòîðîãî íåò íè îäíîé òî÷êè ñåòè.
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Ñîåäèíåíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà òî÷åê íàçûâàåòñÿ îïòèìàëüíûì, åñëè îíî äîïóñòè-

ìî è ïðè ýòîì ñóììà äëèí äîðîã ÿâëÿåòñÿ íàèìåíüøåé.

Ñîåäèíåíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà òî÷åê íàçûâàåòñÿ ñåòüþ Øòåéíåðà èëè äåðåâîì

Øòåéíåðà åñëè äëÿ íåãî âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1) îíî äîïóñòèìî, òî åñòü ñâÿçíî;

2) âñå îòðåçêè äîðîã ïðÿìîëèíåéíû;

3) íîâûå òî÷êè ñåòè ìîãóò áûòü òîëüêî ðàçâèëêàìè;

4) äëÿ ëþáûõ äâóõ òî÷åê ñåòè ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé

ñïîñîá ïðîåõàòü èç îäíîé òî÷êè â äðóãóþ;

• •

•

•

•

•

•

•

• •
••

5) â êàæäîé ðàçâèëêå ñõîäÿòñÿ ðîâíî òðè äîðîãè, ïðè÷åì ïîä óãëîì â 120◦;
6) åñëè ãîðîä â õâîñòå íå ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîé òî÷êîé, òî âûõîäÿùèå èç íåãî

îòðåçêè äîðîã ñîñòàâëÿþò óãîë íå ìåíåå 120◦;
7) åñëè ãîðîä â ëèíåéíîé îáîëî÷êå ÿâëÿåòñÿ âåðøèíîé, óãîë ïðè êîòîðîé ìåíåå

120◦, òî îí ÿâëÿåòñÿ êîíöîì õâîñòà.

Ïîêàæåì, êàê ïîñòðîèòü ìèíèìàëüíóþ ñåòü Øòåéíåðà äëÿ âûïóêëîãî ÷å-

òûðåõóãîëüíèêà, âñå óãëû êîòîðîãî ìåíüøå 120◦. Íà êàæäîé èç ñòîðîí ÷åòû-

ðåõóãîëüíèêà ïîñòðîèì ïðàâèëüíûé òðåóãîëüíèê, òðåòüÿ âåðøèíà êîòîðîãî ëå-

æèò âíå ÷åòûðåõóãîëüíèêà. Âîêðóã ýòèõ òðåóãîëüíèêîâ îïèøåì îêðóæíîñòè.

Äóãè ýòèõ îêðóæíîñòåé, êîòîðûå ëåæàò âíóòðè ÷åòûðåõóãîëüíèêà, íàçîâåì äó-

ãàìè Òîððè÷åëëè. Çàìåòèì òåïåðü, ÷òî äëÿ îäíîé èç ïàð ïðîòèâîëåæàùèõ

(íå ñìåæíûõ) ñòîðîí äóãè Òîððè÷åëëè íå ïåðåñåêàþòñÿ. Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî

óòâåðæäåíèÿ îñíîâàíî íà òîì �àêòå, ÷òî âíóòðè ÷åòûðåõóãîëüíèêà íå ñóùå-

ñòâóåò òî÷êè, èç êîòîðîé êàæäàÿ èç ëþáûõ òðåõ ñòîðîí âèäíà ïî óãëîì íå

ìåíüøèì 120◦, è ìû îñòàâëÿåì åãî â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ.

•
A

•
B

•
M

•
P

•
N

•
C

•
D

•
Q

Âûáåðåì òåïåðü ïàðó ïðîòèâîëåæàùèõ

ñòîðîí ÷åòûðåõóãîëüíèêà, äóãè Òîððè-

÷åëëè êîòîðûõ íå ïåðåñåêàþòñÿ (íà ðè-

ñóíêå ýòî AB è CD) è ïîñòðîèì íà ýòèõ

ñòîðîíàõ ðàâíîñòîðîííèå òðåóãîëüíè-

êè, òðåòüè âåðøèíû êîòîðûõ íàõîäÿòñÿ

âíå ÷åòûðåõóãîëüíèêà (íà ðèñóíêå ýòî

òî÷êè M è N).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç P è Q òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ îòðåçêà MN ñ ýòèìè îêðóæíî-

ñòÿìè (îòëè÷íûå îò ñàìèõ òî÷åê M è N). Ñåòü ñ âåðøèíàìè A,B,C,D, P è Q
ÿâëÿåòñÿ ñåòüþ Øòåéíåðà.

Åñëè ïàðà äðóãèõ äóã Òîððè÷åëëè òàêæå íå ïåðåñåêà-

åòñÿ, òî ïîñòðîèì äëÿ íèõ òàêóþ æå êîíñòðóêöèþ è

âûáåðåì èç ïîëó÷èâøèõñÿ äâóõ ñåòåé îäíó, èìåþùóþ

ìåíüøóþ äëèíó. Äëÿ êâàäðàòà, î÷åâèäíî, îáà âàðèàíòà

ðàâíîïðàâíû è, ïîýòîìó, âûáèðàåì ëþáîé.

•

•

•

•

•

•
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Ç à ä à ÷è ä ë ÿ ï ð à êòè÷ å ñ ê è õ ç à í ÿòèé

Óïð. 1. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ îñòðîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ïåðèìåòð áèëëè-

àðäíîãî òðåóãîëüíèêà ðàâåí P ∗ = a cosA+ b cosB+ c cosC = R(sin 2A+sin2B+
sin 2C), ãäå R � ðàäèóñ îïèñàííîé îêðóæíîñòè.

Óïð. 2. Ïîêàæèòå, ÷òî â îñòðîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå S = p∗R, ãäå p∗ �
ïîëóïåðèìåòð áèëëèàðäíîãî òðåóãîëüíèêà.

Óïð. 3.
◦
Ïóñòü p′ � ïîëóïåðèìåòð ïðîèçâîëüíîãî òðåóãîëüíèêà, âïèñàííîãî â

òðåóãîëüíèê ñ ïîëóïåðèìåòðîì, ðàâíûì p, è p∗ � ïîëóïåðèìåòð áèëëèàðäíîãî

òðåóãîëüíèêà. Äîêàæèòå, ÷òî

r

R
=

p∗

p
≤ p′

p
≤ 1.

Óïð. 4.
◦

Íàéäèòå äëèíó ñåòè Øòåéíåðà äëÿ ÷åòûðåõ òî÷åê, ÿâëÿþùèõñÿ

âåðøèíàìè ðîìáà, ñîñòàâëåííîãî èç äâóõ ïðàâèëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ ñî ñòîðî-

íîé, ðàâíîé 1.

Óïð. 5.
◦
�àññìàòðèâàåòñÿ ïðîèçâîëüíûé òðåóãîëüíèê ABC. Íàéäèòå òàêóþ

òî÷êó íà ïëîñêîñòè, äëÿ êîòîðîé ñóììà êâàäðàòîâ ðàññòîÿíèé äî âåðøèí òðå-

óãîëüíèêà ÿâëÿåòñÿ íàèìåíüøåé.

Óïð. 6.
◦
Âíóòðè óãëà, ðàâíîãî 90◦, çàäàíà òî÷êà, ðàñïîëîæåííàÿ íà ðàññòî-

ÿíèÿõ 8 è 1 îò ñòîðîí óãëà. ×åìó ðàâíà ìèíèìàëüíàÿ äëèíà îòðåçêà, ïðîõî-

äÿùåãî ÷åðåç ýòó òî÷êó, êîíöû êîòîðîãî ëåæàò íà ñòîðîíàõ óãëà?

Óïð. 7.
◦

×åìó ðàâíà äëèíà ïóòè, êîòîðûé ïðîõîäèò ëó÷, âûïóùåííûé èç

òî÷êè A(1; 2) è ïîïàäàþùèé â òî÷êó B(4, 3), åñëè îí ïî îäíîìó ðàçó îòðà-

æàåòñÿ îò îñåé êîîðäèíàò?

Óïð. 8.
◦

Íà îäíîé ñòîðîíå óãëà ñ âåðøèíîé â òî÷êå M, ðàâíîãî 30◦, îòìå-
÷åíû òî÷êè A è B òàêèå, ÷òî MA = 1, MB = 3. Ïî äðóãîé ñòîðîíå óãëà

ïåðåìåùàåòñÿ òî÷êà C. Íàéäèòå MC, åñëè èçâåñòíî, ÷òî

a) óãîë BCA íàèáîëüøèé;

b) ñóììà êâàäðàòîâ ðàññòîÿíèé îò C äî òî÷åê B è A íàèìåíüøàÿ;

c) ñóììà ðàññòîÿíèé îò C äî òî÷åê B è A íàèìåíüøàÿ;

d) òðàåêòîðèÿ BCM ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíîé ïðè ïåðåäâèæåíèè èç òî÷êè

B â òî÷êó M ïðè óñëîâèè, ÷òî ïåðåäâèæåíèå ïî ëó÷ó, ñîäåðæàùåìó òî÷êó C,
îñóùåñòâëÿåòñÿ â äâà ðàçà áûñòðåå, ÷åì ïî ëþáîìó äðóãîìó ïóòè âíå ýòîãî

ëó÷à.

Î ò â å ò û

Óïð. 3. Ñëåäóåò èç �îðìóë S =
R2

2
(sin 2A+sin 2B+sin 2C), p∗ =

R

2
(sin 2A+sin 2B+

sin 2C) è ðåçóëüòàòà ïðåäûäóùåãî óïðàæíåíèÿ. Óïð. 4.

√
7. Óïð. 5. Òî÷êà ïå-

ðåñå÷åíèÿ ìåäèàí. Óïð. 6. 5
√
5. Óïð. 7. 5

√
2. Óïð. 8. Âî âñåõ ñëó÷àÿõ îòâåò

MC =
√
3.
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Èíòåãðàë

1. Íåîïðåäåëåííûé èíòåãðàë

Ïåðâîîáðàçíàÿ è êëàññ ïåðâîîáðàçíûõ

Ìû ïîçíàêîìèëèñü ñ òåì, ÷òî ìíîãèì ýëåìåíòàðíûì �óíêöèÿì ïî îïðåäåëåí-

íûì ïðàâèëàì ìîæíî ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå äðóãóþ ýëåìåíòàðíóþ �óíêöèþ,

íàçûâàåìóþ åå ïðîèçâîäíîé. Ýòà îïåðàöèÿ, ñîïîñòàâëåíèå, íàçûâàåòñÿ äè��å-

ðåíöèðîâàíèåì. Îáðàòíàÿ ïðîöåäóðà âîññòàíîâëåíèÿ �óíêöèè ïî åå ïðîèçâîä-

íîé íàçûâàåòñÿ èíòåãðèðîâàíèåì. Îäíàêî ýòà îáðàòíàÿ ïðîöåäóðà, â îòëè÷èå

îò äè��åðåíöèðîâàíèÿ, îïðåäåëÿåòñÿ íåîäíîçíà÷íî, ïîñêîëüêó äâå äè��åðåí-

öèðóåìûå �óíêöèè, îòëè÷àþùèåñÿ íà ïîñòîÿííóþ, èìåþò îäíó è òó æå ïðîèç-

âîäíóþ. Ýòî ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ äâóõ ðîäñòâåííûõ ïîíÿòèé: ïîíÿòèÿ ¾ïåð-

âîîáðàçíàÿ¿ è ïîíÿòèÿ ¾íåîïðåäåëåííûé èíòåãðàë¿ êàê êëàññ ïåðâîîáðàçíûõ.

Ïåðåéäåì ê �îðìàëüíûì îïðåäåëåíèÿì.

Ïóñòü �óíêöèè f(x) è F (x) îïðåäåëåíû íà îäíîì è òîì æå ïðîìåæóòêå âå-

ùåñòâåííîé îñè. Åñëè F (x) äè��åðåíöèðóåìà â êàæäîé òî÷êå x ýòîãî ïðî-

ìåæóòêà, ïðè÷åì âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî F ′(x) = f(x), òî �óíêöèÿ F íàçû-

âàåòñÿ ïåðâîîáðàçíîé �óíêöèè f íà ýòîì ïðîìåæóòêå, èëè ïåðâîîáðàçíîé äëÿ

�óíêöèè f.

Òàáëèöà ïåðâîîáðàçíûõ ïîõîæà íà òàáëèöó ïðîèçâîäíûõ, íî ¾â îáðàòíóþ

ñòîðîíó¿. Çàìåòèì åùå ðàç, ÷òî ïåðâîîáðàçíóþ ìîæíî âûáèðàòü ñ òî÷íîñòüþ äî

ïîñòîÿííîãî ñëàãàåìîãî, îäíàêî íà ðàçíûõ èíòåðâàëàõ îáëàñòè çàäàíèÿ ïîñòî-

ÿííûå ìîãóò áûòü ðàçíûìè. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî íåïðåðûâíàÿ �óíêöèÿ âñåãäà

èìååò ïåðâîîáðàçíóþ.

Ïðèìåð 1.

1. Äëÿ �óíêöèè f(x) = ex �óíêöèè: F1(x) = ex, F2(x) = 2 + ex ÿâëÿþòñÿ

ïåðâîîáðàçíûìè.

2. Äëÿ �óíêöèè f(x) = sinx âñå òðè �óíêöèè: F1(x) = − cosx, F2(x) =

2 sin2
x

2
, F3(x) = −2 cos2 x

2
ÿâëÿþòñÿ ïåðâîîáðàçíûìè.

3. Äëÿ �óíêöèè f(x) =
1

x
îáå �óíêöèè F1 è F2, çàäàâàåìûå ðàâåíñòâàìè

F1(x) =

{
lnx ïðè x > 0,

ln(−2x) ïðè x < 0,
F2(x) =

{
ln 3x ïðè x > 0,

ln(−4x) ïðè x < 0

ÿâëÿþòñÿ ïåðâîîáðàçíûìè íà îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ, òî åñòü íà ìíîæåñòâå

R \ {0}, ñîñòîÿùåì èç äâóõ èíòåðâàëîâ: (−∞; 0) è (0;+∞).
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Óïð. 1. Íà ëåâîé êàðòèíêå èçîáðàæåíû ãðà�èêè �óíêöèè è åå ïåðâîîáðàç-

íîé. Èçîáðàçèòå ãðà�èêè ïåðâîîáðàçíûõ, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç óêàçàííóþ òî÷êó

íà îñòàëüíûõ êàðòèíêàõ.

✲

✻

x

y

•

◦•
✲

✻

x

y

•

◦•
✲

✻

x

y

•

◦•

Íåîïðåäåëåííûé èíòåãðàë

Âåðíåìñÿ íà íåêîòîðîå âðåìÿ ê ïîíÿòèþ ïðîèçâîäíîé �óíêöèè è çàìåòèì, ÷òî

äëÿ ïðîèçâîäíîé �óíêöèè F (x) ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ îáîçíà÷åíèå F ′(x) =
dF (x)

dx
.

Ýòî óäîáíî îñîáåííî â òîì ñëó÷àå, êîãäà ïåðåìåííàÿ x, â ñâîþ î÷åðåäü, ÿâ-

ëÿåòñÿ �óíêöèåé äðóãîé ïåðåìåííîé, íàïðèìåð x = ϕ(t), è, ñëåäîâàòåëüíî, â
ñîîòâåòñòâèè ñ ïðàâèëîì äè��åðåíöèðîâàíèÿ ñëîæíîé �óíêöèè

åñëè

dF (x)

dx
= f(x), òî

dF (ϕ(t))

dt
= f(ϕ(t)) · ϕ′(t).

Óêàçàíèå íà ïåðåìåííóþ íåîáõîäèìî îñòàâëÿòü è â ñëó÷àå îáðàòíîé ïðîöåäó-

ðû � îòûñêàíèÿ ïåðâîîáðàçíîé èëè êëàññà ïåðâîîáðàçíûõ. Äàäèì �îðìàëüíîå

îïðåäåëåíèå. Ïóñòü �óíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà íà íåêîòîðîì ïðîìåæóòêå 〈a; b〉
(óãëîâûå ñêîáêè ìû èñïîëüçóåì, êîãäà õîòèì ïîä÷åðêíóòü, ÷òî íàì íå âàæíî,

âêëþ÷àþòñÿ ëè â ðàññìîòðåíèå êîíöû ïðîìåæóòêà). Ìíîæåñòâî âñåõ ïåðâîîá-

ðàçíûõ ýòîé �óíêöèè íàçûâàåòñÿ íåîïðåäåëåííûì èíòåãðàëîì è îáîçíà÷àåòñÿ

÷åðåç

∫

f(x)dx. Ñèìâîë dx íàçûâàåòñÿ äè��åðåíöèàëîì ïåðåìåííîé x.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî F (x) ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç òàêèõ ïåðâîîáðàçíûõ, òî åñòü

F ′(x) = f(x) äëÿ âñåõ x èç 〈a; b〉. Â ýòîì ñëó÷àå ïðèíÿòî çàïèñûâàòü

∫

f(x)dx = F (x) + C.

Åñëè �óíêöèÿ îïðåäåëåíà íà íåñêîëüêèõ ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþùèõñÿ èíòåð-

âàëàõ, òî C óêàçûâàåò íà òî, ÷òî â êàæäîì èç ýòèõ èíòåðâàëîâ ìîæåò áûòü

âûáðàíà ñâîÿ ïîñòîÿííàÿ.

Íèæå ïðèâåäåíà ñòàíäàðòíàÿ òàáëèöà íåîïðåäåëåííûõ èíòåãðàëîâ, êîòîðóþ

íåîáõîäèìî âûó÷èòü íàèçóñòü.
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Î ñ í î â í û å � î p ì ó ë û

1.

∫

xndx =
1

n+ 1
xn+1 + C, n 6= −1 � ïîñòîÿííîå ÷èñëî;

2.

∫
dx

x
= ln |x|+ C,

∫
dx

x+ a
= ln |x+ a|+ C;

3.

∫

sinxdx = − cosx+ C,

∫

cosxdx = sinx+ C;

4

∫

exdx = ex + C,

∫

axdx =
ax

ln a
+ C (a > 0, a 6= 1);

5.

∫
dx

cos2 x
= tg x+ C,

∫
dx

sin2 x
= − ctg x+ C;

6.

∫
dx√
1− x2

= arcsinx+ C,

∫
dx√
a2 − x2

= arcsin
x

a
+ C;

7.

∫
dx

1 + x2
= arctg x+ C,

∫
dx

a2 + x2
=

1

a
arctg

x

a
+ C.

Ä î ï î ë í è ò å ë ü í û å � î p ì ó ë û

8.

∫
dx

x2 − 1
=

1

2
ln
∣
∣
∣
x− 1

x+ 1

∣
∣
∣+ C,

∫
dx

x2 − a2
=

1

2a
ln
∣
∣
∣
x− a

x+ a

∣
∣
∣+ C;

9.

∫
dx√
x2 ± 1

= ln
∣
∣
∣x+

√

x2 ± 1
∣
∣
∣ ,

∫
dx√
x2 ± a2

= ln
∣
∣
∣x+

√

x2 ± a2
∣
∣
∣+ C;

10.

∫

tg xdx = − ln | cosx|+ C,

∫

ctg xdx = ln | sinx|+ C;

11.

∫
dx

sin x
= ln | tg x

2
|+ C,

∫
dx

cos x
= ln

∣
∣
∣tg
(
x

2
+
π

4

)∣
∣
∣+ C.

Óïð. 2. Ïðîâåðüòå íåïîñðåäñòâåííûì äè��åðåíöèðîâàíèåì ñïðàâåäëèâîñòü

ñëåäóþùèõ ñîîòíîøåíèé:

a)

∫
dx√
x
= 2
√
x+ C,

∫
dx

x2
= − 1

x
+ C;

b)

∫

sin 2xdx = − cos 2x

2
+ C,

∫

cos
(
x

2
+
π

3

)

dx = 2 sin
(
x

2
+
π

3

)

+ C;

c)

∫

esin x cosxdx = esin x + C,

∫

e7xdx =
1

7
e7x + C;

d)

∫
dx

2x+ 1
= ln

√

|2x+ 1|+ C,

∫
dx

x(x+ 1)
= ln

∣
∣
∣

x

x+ 1

∣
∣
∣+ C;

e)

∫
dx

1 + 4x2
=

1

2
arctg 2x+ C,

∫
dx

1 + 4x
=

1

4
ln |1 + 4x|+ C.

150



Çàìåíà ïåðåìåííûõ â íåîïðåäåëåííîì èíòåãðàëå

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî F (x) ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç ïåðâîîáðàçíûõ �óíêöèè f(x), òî
åñòü F ′(x) = f(x) äëÿ âñåõ x èç îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ f. Äàëåå, ïóñòü x = ϕ(t) �
íåêîòîðàÿ äè��åðåíöèðóåìàÿ �óíêöèÿ, çíà÷åíèÿ êîòîðîé íàõîäÿòñÿ òàêæå â

îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ f. Òîãäà â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðàâèëîì äè��åðåíöèðîâàíèÿ

ñëîæíîé �óíêöèè ìû ìîæåì çàïèñàòü

∫

f(ϕ(t))ϕ′(t)dt = F (ϕ(t)) + C. Îòñþäà ñëåäóåò

ïðàâèëî çàìåíû äè��åðåíöèàëà: åñëè x = ϕ(t), òî dx = ϕ′(t)dt.

Ïðèìåð 2. x = sin t ⇒ dx = cos tdt. Òîãäà:

a)

∫
dx

x3
= − 1

2x2
+ C ⇒

∫
cos tdt

sin3 t
= − 1

2 sin2 t
+ C;

b)

∫
dx

1 + x
= ln |1 + x|+ C ⇒

∫
cos tdt

1 + sin t
= ln(1 + sin t) + C;

c)

∫
dx√
1 + x

= 2
√
1 + x+ C ⇒

∫
cos tdt√
1 + sin t

= 2
√
1 + sin t+ C.

Ýòó æå ïðîöåäóðó ìîæíî îñóùåñòâëÿòü, íå ââîäÿ �îðìàëüíî íîâóþ ïåðå-

ìåííóþ.

Ïðèìåð 3. 2xdx = dx2. Òîãäà:

a)

∫
2xdx

1 + x2
=

∫
dx2

1 + x2
= ln(1 + x2) + C;

b)

∫
dx

x(1 + x2)
=

1

2

∫
dx2

x2(1 + x2)
=

1

2
ln

x2

1 + x2
+ C;

c)

∫
x3dx

1− x2
=

1

2

∫
x2dx2

1− x2
=

1

2

∫ (

−1 + 1

1− x2

)

dx2 = −x
2

2
+

1

2

∫
dx2

1− x2
=

= −x
2

2
− 1

2
ln |1− x2|+ C.

Çà÷àñòóþ áûâàåò óäîáíåå ñäåëàòü çàìåíó ïåðåìåííîé ÿâíûì îáðàçîì.

Ïðèìåð 4. Íàéòè èíòåãðàë

∫
ln x

x
dx.

�åøåíèå. Ñäåëàåì çàìåíó t = lnx. Îáðàòíàÿ çàâèñèìîñòü èìååò âèä x = et.
Ïðîäè��åðåíöèðóåì ýòî ðàâåíñòâî: dx = etdt. Òîãäà

∫
lnx

x
dx =

∫
tetdt

et
=

∫

tdt =
t2

2
+ C =

ln2 x

2
+ C.
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Ïðèìåð 5. Íàéòè èíòåãðàë

∫

(x+ 2)
√
x+ 1 dx.

�åøåíèå. Ñäåëàåì çàìåíó t =
√
x+ 1. Îáðàòíàÿ çàâèñèìîñòü èìååò âèä x =

t2− 1. Ïðîäè��åðåíöèðóåì ýòî ðàâåíñòâî: dx = 2tdt. Ïîäñòàâëÿÿ â èíòåãðàë,

ïîëó÷èì:

∫

(x + 2)
√
x+ 1 dx =

∫

(t2 + 1)t 2t dt = 2

∫

(t4 + t2) dt =

= 2

(
t5

5
+
t3

3

)

+ C =
2

5
(x+ 1)

5

2 +
2

3
(x+ 1)

3

2 + C.

Óïð. 3. Íàéäèòå ñëåäóþùèå èíòåãðàëû:

a)

∫

sin2 x cos x dx, b)

∫
cos3 x

sin2 x
dx, c)

∫
x4

x5 + 1
dx,

d)

∫ √
x√

x+ 1
dx, e)

∫
dx

x(ln x+ 1)
, f)

∫ √
ln x+ 1

x
dx,

g)

∫
arctg x

1 + x2
dx, h)

∫
ex

ex + 2
dx, i)

∫

ex
2

x dx.

Èíòåãðèðîâàíèå äðîáè ñ êâàäðàòè÷íûì çíàìåíàòåëåì

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà èñïîëüçîâàíèÿ çàìåíû ïåðåìåííîé ðàññìîòðèì ¾òðþê¿, êî-

òîðûé èñïîëüçóåòñÿ îáû÷íî ïðè èíòåãðèðîâàíèè äðîáåé âèäà

x+ a

x2 + px+ q
â ñëó-

÷àå, êîãäà çíàìåíàòåëü íå èìååò êîðíåé. Ïðåîáðàçóåì äðîáü, âûäåëèâ â çíàìå-

íàòåëå ïîëíûé êâàäðàò:

x+ a

x2 + px+ q
=

x+
p

2
(

x+
p

2

)2

+ q − p2

4

+
a− p

2
(

x+
p

2

)2

+ q − p2

4

.

Îáîçíà÷èì x +
p

2
= t, a − p

2
= b, q − p2

4
= c2. Òîãäà èíòåãðàë ïðåäñòàâëÿåòñÿ â

âèäå ñóììû

∫
x+ a

x2 + px+ q
dx =

∫
tdt

t2 + c2
+ b

∫
dt

t2 + c2
=

1

2
ln(t2 + c2) +

b

c
arctg

t

c
+ C.

Äåëàÿ îáðàòíóþ çàìåíó ïåðåìåííîé è ïàðàìåòðîâ, ïîëó÷èì îòâåò.

Ïðèìåð 6. Íàéòè èíòåãðàë

∫
x− 2

x2 + 2x+ 3
dx.

�åøåíèå. Èñêîìûé èíòåãðàë ðàâåí

∫
1

2
· (2x+ 2)dx

x2 + 2x+ 3
+

∫
−3

x2 + 2x+ 3
dx =

1

2

∫
d(x2 + 2x+ 3)

x2 + 2x+ 3
− 3

∫
dx

(x+ 1)2 + 2
=

1

2
ln(x2 + 2x+ 3)− 3

∫
dx

(x+ 1)2 + (
√
2)2

=

=
1

2
ln(x2 + 2x+ 3) − 3√

2
arctg

x+ 1√
2

+ C.
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Èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì

Ïóñòü u(x) è v(x) � äâå äè��åðåíöèðóåìûå �óíêöèè. Âñïîìíèì �îðìóëó äëÿ

ïðîèçâîäíîé ïðîèçâåäåíèÿ:

[u(x)v(x)]
′
= u′(x)v(x) + u(x)v′(x).

Çàìåòèâ, ÷òî ïåðâîîáðàçíàÿ ïðîèçâîäíîé ðàâíà ñàìîé �óíêöèè ñ òî÷íîñòüþ äî

ïîñòîÿííîé, ïðîèíòåãðèðóåì ðàâåíñòâî:

u(x)v(x) + C =

∫

v(x)u′(x)dx +

∫

u(x)v′(x)dx.

Ïåðåíåñåì îäèí èç èíòåãðàëîâ â äðóãóþ ñòîðîíó è, âñïîìíèâ ïðàâèëî çàìåíû

äè��åðåíöèàëà, çàïèøåì ðàâåíñòâî â áîëåå ïðèâû÷íûõ îáîçíà÷åíèÿõ.

Ôîðìóëà èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì:

∫

udv = uv −
∫

vdu.

Ïðèìåð 7. Íàéòè èíòåãðàë

∫

lnx dx.

�åøåíèå. Îáîçíà÷èì u(x) = lnx, v(x) = x. Ïðèìåíÿÿ �îðìóëó èíòåãðèðîâà-

íèÿ ïî ÷àñòÿì, ïîëó÷èì

∫

lnx dx = lnx · x−
∫

x d lnx = x lnx−
∫

x
dx

x
= x lnx−

∫

1dx = x lnx−x+C.

Ïðèâåäåì åùå íåñêîëüêî ïðèìåðîâ.

Ïðèìåð 8.

a)

∫

xex dx =

∫

x dex = xex −
∫

ex dx = xex − ex + C;

b)

∫

x cosx dx =

∫

x d sin x = x sinx−
∫

sinx dx = x sinx+ cosx+ C;

c)

∫

arctg x dx = x arctg x −
∫

x d arctg x = x arctg x −
∫

x

1 + x2
dx = x arctg x −

1

2

∫
dx2

1 + x2
= x arctg x− 1

2
ln(1 + x2) + C;

d) I =

∫

ex sinxdx ⇒ I =

∫

sinxdex = ex sinx −
∫

exd sinx = ex sinx −
∫

ex cosxdx = ex sinx−
∫

cosxdex = ex(sin x− cosx) −
∫

ex sinxdx.

Òàêèì îáðàçîì, I = ex(sinx− cosx)− I ⇒ I =
ex

2
(sinx− cosx) + C.
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Èíòåãðàëû îò òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ �óíêöèé

Ïðè ðàáîòå ñ òðèãîíîìåòðè÷åñêèìè �óíêöèÿìè ïîëåçíî èìåòü â âèäó ñëåäóþ-

ùèå òîæäåñòâà:

cos2 ϕ+ sin2 ϕ = 1, cos2 ϕ− sin2 ϕ = cos 2ϕ, 2 sinϕ cosϕ = sin 2ϕ,

2 sinα cosβ = sin(α+ β) + sin(α− β),
2 sinα sinβ = cos(α− β)− cos(α+ β),

2 cosα cosβ = cos(α− β) + cos(α + β),

cos2
ϕ

2
=

1 + cosϕ

2
,

sin2
ϕ

2
=

1− cosϕ

2
,

tg2 ϕ+ 1 =
1

cos2 ϕ
, tg

ϕ

2
= t ⇒ sinϕ =

2t

1 + t2
, cosϕ =

1− t2

1 + t2
.

Ïðè ýòîì èñïîëüçóþòñÿ òðè îñíîâíûõ òåõíè÷åñêèõ ïðèåìà: ïîíèæåíèå ñòå-

ïåíè, çàìåíà ïåðåìåííîé (è, â ÷àñòíîñòè, çàìåíû t = sinx èëè t = cosx) è
ïåðåõîä ê ïîëîâèííîìó óãëó.

Ïðèìåð 9. (Ïîíèæåíèå ñòåïåíè). Íàéòè èíòåãðàë I1 =

∫

sin4 x dx.

�åøåíèå. Ïðèìåíèì ñòàíäàðòíóþ �îðìóëó ïîíèæåíèÿ ñòåïåíè: sin4 x =

=
(
1− cos 2x

2

)2

=
1

4
(1− 2 cos 2x+ cos2 2x) =

1

4

(

1− 2 cos 2x+
1 + cos 4x

2

)

=

=
3

8
− cos 2x

2
+

cos 4x

8
. Òàêèì îáðàçîì, I1 =

3x

8
− sin 2x

4
+

sin 4x

32
+ C.

Ïðèìåð 10. Íàéòè èíòåãðàë I2 =

∫

sin 5x cos 3x dx.

�åøåíèå. Èñïîëüçóåì �îðìóëó ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðîèçâåäåíèå â ñóììó: I2 =

=
1

2

∫

(sin 8x+ sin 2x)dx =
1

2

∫

sin 8xdx+
1

2

∫

sin 2xdx = − cos 8x

16
− cos 2x

4
+ C.

Ïðèìåð 11. (Çàìåíà t = cosx). Íàéòè èíòåãðàë I2 =

∫

sin5 x dx.

�åøåíèå. I2 =

∫

sin4 x sinxdx = −
∫

sin4 x d cosx = −
∫

(1 − cos2 x)2d cosx =

−
∫

(1 − t2)2dt = −
∫

(t4 − 2t2 + 1)dt = − t
5

5
+

2t3

3
− t+ C = − cos5 x

5
+

2 cos3 x

3
−

cosx+ C.

Ïðèìåð 12. (Ïîëîâèííûé óãîë). Íàéòè èíòåãðàë I3 =

∫
dx

1 + cos x
.

�åøåíèå. I3 =

∫
dx

2 cos2
x

2

=

∫ d
x

2

cos2
x

2

= tg
x

2
+ C.
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Èíòåãðàëû îò äðîáíî-ðàöèîíàëüíûõ �óíêöèé

Íàïîìíèì, ÷òî äðîáíî-ðàöèîíàëüíîé íàçûâàåòñÿ �óíêöèÿ, ïðåäñòàâëåííàÿ â

âèäå îòíîøåíèÿ äâóõ ìíîãî÷ëåíîâ, íàïðèìåð:

P (x) =
1

x2 + 2x+ 3
, Q(x) =

x4 + x2 + 1

x− 3
, R(x) =

x6 − 1

x3 + 1
.

Ïðè èíòåãðèðîâàíèè äðîáíî-ðàöèîíàëüíûõ �óíêöèé ïîëåçíî ïîëüçîâàòüñÿ

ñëåäóþùèì àëãîðèòìîì.

Øàã I. Åñëè ñòåïåíü ÷èñëèòåëÿ áîëüøå èëè ðàâíà ñòåïåíè çíàìåíàòåëÿ, òî ñëå-

äóåò ïðèâåñòè äðîáü ê ñòàíäàðòíîìó âèäó, âûäåëèâ öåëóþ ÷àñòü è ïðàâèëüíóþ

äðîáü. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü, ðàçäåëèâ ìíîãî÷ëåí íà ìíîãî÷ëåí ¾óãîëêîì¿.

Ïðèìåð 13.

a)
x3 − 3x2 + x− 1

x− 1
= x2−2x−1− 2

x− 1
; b)

x4 − x3 + x− 1

x2 + 1
= x2−x−1+ 2x

x2 + 1
.

x3 − 3x2 + x − 1

x2 − 2x − 1x3 − x2

−2x2 + x

−2x2 + 2x

−x − 1
−x + 1

−2

x − 1 x4 − x3 + x − 1

x2 − x − 1x4 + x2

−x3 − x2 + x

−x3 − x

−x2 + 2x − 1
−x2 − 1

2x

x2 + 1

Óïð. 4. Ïðèâåäèòå ê ñòàíäàðòíîìó âèäó äðîáíî-ðàöèîíàëüíûå �óíêöèè, ïî-

ñëå ÷åãî ïðîèíòåãðèðóéòå èõ.

a) Q(x) =
x4 + x2 + 1

x− 3
, b) R(x) =

x6 − 1

x3 + 1
, c) S(x) =

x4 − x3 + x2 − x+ 1

x2 − 1
.

Øàã II. Çíàìåíàòåëü ïðàâèëüíîé äðîáè ðàñêëàäûâàåòñÿ íà ìíîæèòåëè, ïðè-

÷åì ñëåäóåò èìåòü â âèäó, ÷òî åñëè ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà áîëüøå äâóõ, òî ó íåãî

âñåãäà åñòü ëèáî ëèíåéíûé ìíîæèòåëü âèäà (x − a), ëèáî êâàäðàòè÷íûé âèäà

(x2 + px+ q). Ïðè ýòîì ïîëåçíî èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùóþ òåîðåìó:

Òåîpåìà Áåçó. Îñòàòîê îò äåëåíèÿ ìíîãî÷ëåíà P (x) íà x− c ðàâåí P (c).
Ñëåäñòâèå. Åñëè ìíîãî÷ëåí P (x) èìååò êîðåíü c, òî x − c ÿâëÿåòñÿ åãî

ìíîæèòåëåì (ìíîãî÷ëåí äåëèòñÿ íà x− c).

Óïð. 5. �àçëîæèòå íà ìíîæèòåëè ìíîãî÷ëåíû:

a) x3 − 3x+ 2; b) x3 − 6x+ 9; c) x4 − 2x3 − 28x2 + 8x+ 96;
d) x3 − 14x2 + 65x− 100; e) x3 − 5x2 − 4x+ 20.

Îòâåòû: a) (x−1)2(x+2); b) (x+3)(x2−3x+3); c) (x−6)(x−2)(x+2)(x+4);

d) (x− 4)(x− 5)2; e) (x− 2)(x+ 2)(x− 5).

155



Øàã III. Âñÿêàÿ ïðàâèëüíàÿ äðîáü âèäà

P (x)

Q(x)
ðàñêëàäûâàåòñÿ íà ïðîñòåéøèå,

òî åñòü äðîáè âèäà

c

x− a
,

c

(x − a)k ,
cx+ d

x2 + px+ q
,

cx+ d

(x2 + px+ q)k
,

ãäå x − a, x2 + px+ q � ìíîæèòåëè, ñîäåðæàùèåñÿ â ðàçëîæåíèè çíàìåíàòåëÿ

Q(x), ÷èñëà c, d � íåêîòîðûå ïîñòîÿííûå, êîòîðûå èùóòñÿ äëÿ êàæäîé äðîáè

â îòäåëüíîñòè, à ïðîñòåéøèå äðîáè

c

(x− a)k
è

cx+ d

(x2 + px+ q)k
ïðè k ∈ Z, k > 1

ïîÿâëÿþòñÿ â òîì ñëó÷àå, êîãäà êðàòíîñòü ñîîòâåòñòâóþùåãî ìíîæèòåëÿ â ðàç-

ëîæåíèè çíàìåíàòåëÿ áîëüøå 1, ïðè÷åì k ìîæåò ïðèíèìàòü âñå öåëûå çíà÷åíèÿ
îò 1 äî çíà÷åíèÿ ýòîé êðàòíîñòè.

Ïðèìåð 14. �àçëîæèòü äðîáü

x2 − x+ 1

x4 − 1
íà ïðîñòåéøèå.

�åøåíèå.

x2 − x+ 1

x4 − 1
=

x2 − x+ 1

(x− 1)(x+ 1)(x2 + 1)
=

A

x− 1
+

B

x+ 1
+
Cx+D

x2 + 1
.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ êîý��èöèåíòîâ A, B, C è D âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùåé

ïðîöåäóðîé:

1) óìíîæèì îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà íà ëèíåéíîå âûðàæåíèå x− 1 :

x2 − x+ 1

(x+ 1)(x2 + 1)
= A+

B(x− 1)

x+ 1
+

(Cx+D)(x− 1)

x2 + 1
.

Ïîëîæèâ x = 1, ïîëó÷èì âûðàæåíèå äëÿ ïåðâîãî êîý��èöèåíòà: A =
1

4
;

2) óìíîæèì îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà íà ëèíåéíîå âûðàæåíèå x+ 1 :

x2 − x+ 1

(x− 1)(x2 + 1)
=
A(x+ 1)

x− 1
+B +

(Cx+D)(x+ 1)

x2 + 1
.

Ïîëîæèâ x = −1, ïîëó÷èì ðàâåíñòâî B = −3

4
;

3) Ïîäñòàâèì â ïîëó÷èâøååñÿ ðàâåíñòâî äâà ëþáûõ äðóãèõ çíà÷åíèÿ àðãó-

ìåíòà. Íàïðèìåð, x = 0 : −1 = −A + B + D ⇒ D = 0. Åñëè x = 2, òî
1

5
= A+

B

3
+

2C

5
⇒ C =

1

2
. Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì

x2 − x+ 1

(x− 1)(x+ 1)(x2 + 1)
=

1

4
· 1

x− 1
− 3

4
· 1

x+ 1
+

1

2
· x

x2 + 1
.

Óïð. 6. Ïîêàæèòå, ÷òî

5x− 6

x3 − 6x+ 9
=

x− 1

x2 − 3x+ 3
− 1

x+ 3
.

Ïðèìåð 15. �àçëîæèòü äðîáü

x3 + 2x2 + 4x+ 1

x4 + 2x3 − 2x− 1
íà ïðîñòåéøèå.
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�åøåíèå.

x3 + 2x2 + 4x+ 1

x4 + 2x3 − 2x− 1
=
x3 + 2x2 + 4x+ 1

(x− 1)(x+ 1)3
=

=
A

x− 1
+

B

x+ 1
+

C

(x+ 1)2
+

D

(x+ 1)3
.

Óìíîæèâ îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà íà x − 1 è ïîëîæèâ x = 1, ïîëó÷èì A = 1.
Óìíîæèâ îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà íà (x + 1)3 è ïîëîæèâ x = −1, ïîëó÷èì D = 1.
Âû÷òåì èç ëåâîé ÷àñòè îïðåäåëèâøèåñÿ äðîáè:

x3 + 2x2 + 4x+ 1

(x− 1)(x+ 1)3
− 1

x− 1
− 1

(x+ 1)3
=
x3 + 2x2 + 4x+ 1− (x3 + 3x2 + 3x+ 1)− (x− 1)

(x− 1)(x+ 1)3
=

x3 + 2x2 + 4x+ 1− x3 − 3x2 − 3x− 1− x+ 1

(x− 1)(x+ 1)3
= − 1

(x+ 1)2
.

Òàêèì îáðàçîì, B = 0, C = −1. Øàã IV. Îñòàåòñÿ çàïèñàòü èíòåãðàëû îò

ïðîñòåéøèõ äðîáåé. Ïåðâûå äâà íå íóæäàþòñÿ â êîììåíòàðèÿõ.

∫
dx

x− a
= ln |x− a|+ C,

∫
dx

(x− a)k
=

1

1− k
· 1

(x− a)(k−1)
ïðè k 6= 1.

Èíòåãðàë îò äðîáè

x+ a

x2 + px+ q
áûë âû÷èñëåí ðàíåå.

Èíòåãðàë J =

∫
x+ a

(x2 + px+ q)k+1
dx (k ≥ 1) ìîæåò áûòü âûðàæåí ÷åðåç èíòå-

ãðàë

∫
dx

(x2 + px+ q)k
ñ ïîìîùüþ èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì.

Ïîêàæåì êàê ýòî äåëàåòñÿ íà ïðèìåðå.

Ïðèìåð 16. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë J =

∫
dx

(x2 + 1)2
.

�åøåíèå. Ïðåîáðàçóåì èíòåãðàë I =

∫
1

x2 + 1
dx ñ ïîìîùüþ �îðìóëû èíòå-

ãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì:

∫
1

x2 + 1
dx =

x

x2 + 1
−
∫

x d
1

x2 + 1
=

x

x2 + 1
+

∫
2x2 dx

(x2 + 1)2
=

x

x2 + 1
+

∫
(2x2 + 2− 2) dx

(x2 + 1)2
=

x

x2 + 1
+ 2I − 2

∫
dx

(x2 + 1)2
.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî 2J = I +
x

x2 + 1
. Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì, ÷òî J =

1

2
arctgx+

x

2(x2 + 1)
+ C.
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Ç à ä à ÷ è ä ë ÿ ï ð à êòè÷ å ñ ê è õ ç à í ÿòèé

Óïð. 7.
◦

Íà êàðòèíêàõ èçîáðàæåíû ãðà�èêè �óíêöèé. Ïîñòðîéòå ýñêèçíî

ãðà�èêè ïåðâîîáðàçíûõ, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç óêàçàííóþ òî÷êó.

✲

✻

x

y

•

•

✲

✻

x

y

•

•

✲

✻

x

y

•

•

Óïð. 8.
◦

Íàéäèòå ïåðâîîáðàçíûå óêàçàííûõ �óíêöèé y = f(x), ãðà�èêè êî-

òîðûõ ïðîõîäÿò ÷åðåç óêàçàííóþ òî÷êó (x0, y0).

a)
√
2x+ ex, (0, 1) b) ex + cosx, (0, 2) c) cos2

x

2
, (π, 0)

d) cosx cos 3x, (π, 0) e)
√
x+ 2x, (0, 1) f) cos

(
x

2
− 1
)

, (2, 2)

g) 3
√
x+ e−3x, (0, 1) h)

√
3

x2 + 3
, (3, 0) i)

x

2x− 1
, x >

1

2
, (1,−1).

Óïð. 9.
◦
Èñïîëüçóÿ òàáëèöó, íàéäèòå íåîïðåäåëåííûå èíòåãðàëû:

a)

∫ (

x+
1

x

)

dx, b)

∫

x5dx, c)

∫
dx√
2x
, d)

∫

sin 2xdx,

e)

∫

(1+cosx)dx, f)

∫
2dx

1 + x2
, g)

∫
dx

sin2 x
; h)

∫
4dx√
4− x2

.

Óïð. 10.
◦

Ñ ïîìîùüþ çàìåíû ïåðåìåííîé íàéäèòå íåîïðåäåëåííûå èíòåãðà-

ëû:

a)

∫
dx√
3x− 4

, b)

∫

(2x+ 3)3dx, c)

∫

(1+cosx)2 sinx dx,

d)

∫

sin3 xdx, e)

∫
ln x

x
dx, f)

∫
dx√

x(1 + x)
.

Óïð. 11.
◦
Ñ ïîìîùüþ çàìåíû ïåðåìåííîé íàéäèòå èíòåãðàëû:

a)

∫
dx√
2x+ 3

, b)

∫

(2x+ 3)4dx, c)

∫

(2 cosx+3)2 sinxdx,

d)

∫

sin3 2xdx, e)

∫
ln 2x

x
dx, f)

∫
arctg 2x

1 + 4x2
dx,

g)

∫
ln2 x

x
dx, h)

∫
2x+ 1

x2 + x+ 1
dx, i)

∫
(x− cosx)dx

x2 − 2 sin x
.

158



Óïð. 12.
◦
Ñ ïîìîùüþ èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì íàéäèòå èíòåãðàëû:

a)

∫

x sinx dx, b)

∫

x2exdx, c)

∫

ln2 x dx,

d)

∫

x2 cosxdx, e)

∫

x ln x dx, f)

∫

xarctg x dx.

Óïð. 13.
◦
Ñ ïîìîùüþ èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì íàéäèòå èíòåãðàëû:

a)

∫

2x sin 2xdx, b)

∫

xe2xdx, c)

∫

x 2x ln 2dx,

d)

∫

ln 5xdx, e)

∫
ln x√
x
dx, f)

∫

2ex sinx dx,

g)

∫

x ln(x + 1)dx, h)

∫

lnx3dx, i)

∫

xe−xdx.

Óïð. 14.
◦
Íàéäèòå èíòåãðàëû îò äðîáíî-ðàöèîíàëüíûõ �óíêöèé:

a)

∫ (

x− 1

x

)2

dx, b)

∫
(1 + x3)dx

1− x
, c)

∫

(1 + x)−3dx,

d)

∫
x(x2 + x+ 1)

x3 + 1
dx, e)

∫
(x− 1) dx

x4 − x2
, f)

∫
2(1 + x) dx

4 + x2
.

Óïð. 15.
◦
Íàéäèòå èíòåãðàëû îò äðîáíî-ðàöèîíàëüíûõ �óíêöèé:

a)

∫
x4 + x− 1

x(x2 + 1)
dx, b)

∫
x2 + 2

x4 + 4
dx, c)

∫
x3 − x2 − 1

x(x− 1)
dx,

d)

∫
x5 − x4 − x3 − x+ 1

x3(x− 1)
dx, e)

∫
3x2 − 1

x3 − x
dx, f)

∫
5− x

x2 − 1
dx,

g)

∫
((x− 1)6 + 1)dx

(x− 1)2(x2 − 2x+ 2)
, h)

∫
(3x− 6)dx

x2 − x− 2
, i)

∫
dx

x(x5 + 1)
.

Óïð. 16.
◦
Íàéäèòå èíòåãðàëû îò òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ �óíêöèé:

a)

∫

(cos2 x−sin2 x) dx, b)

∫

sin2 2x dx, c)

∫
dx

sin x cos x
,

d)

∫

2 sin 2x cos 3x dx, e)

∫

sinx sin 2x dx, f)

∫

4 sin4
x

2
dx,

g)

∫
dx

1 + cos x
, h)

∫
dx

sin x− cos x
, i)

∫

ctg3 x dx.

Óïð. 17.
◦
Íàéäèòå íåîïðåäåëåííûå èíòåãðàëû:

a)

∫

x(x − 10)9dx, b)

∫

2
√

1− x2 dx, c)

∫

2
√

x2 − 1 dx,

d)

∫
x dx

(x+ 10)11
, e)

∫
dx

x
√
x2 + 1

, f)

∫
dx

x
√
x2 − 1

.
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Óïð. 18.
◦
Íàéäèòå íåîïðåäåëåííûå èíòåãðàëû:

a)

∫
dx

1− sin x
, b)

∫

tg2 xdx, c)

∫
cos x dx

1 + sin2 x
,

d)

∫
dx

cos3 x
, e)

∫
dx

sin x cos 2x
, f)

∫
ln sin x dx

cos2 x
,

g)

∫
dx

cos4 x
, h)

∫
2dx

sin 2x cosx
, i)

∫
ln cos x dx

cos2 x
.

Óïð. 19.
◦
Íàéäèòå èíòåãðàëû:

a)

∫
2 ctg xdx

sin2 x+ 1
, b)

∫
32 dx

16− x4
, c)

∫ √
x dx

3
√
x+ 1

,

d)

∫
1− sin x

cos2 x
dx, e)

∫
8 dx

4 + x4
, f)

∫
3
√
x dx√
x+ 8

,

g)

∫
sin x(2 + sin2 x) dx

cos4 x
, h)

∫
1− x3

1− x4
dx, i)

∫ √
x dx

(1 + 3
√
x)2

.

Óïð. 20.
◦
Íàéäèòå èíòåãðàëû:

a)

∫

4x cos2 x dx, b)

∫
3 cos5 x

sin2 x
dx, c)

∫
4x3 dx

x4 + 1
,

d)

∫
4

3
√
x2 dx

3
√
x+ 1

, e)

∫
dx

x(lnx+ 2)
, f)

∫ √
ln x+ 2

x
dx,

g)

∫
arcsin x√
1− x2

dx, h)

∫
dx

ex + e−x
, i)

∫

ex
3

x2 dx.

Î ò â å ò û

Óïð. 7.

✲

✻

x

y

•

•

✲

✻

x

y

•

•

✲

✻

x

y

•

•

Óïð. 8. a)
1

3
(2x)3/2 + ex, b) ex + sin x + 1, c)

x+ sin x− π

2
, d)

2 sin 2x+ sin 4x

8
,

e)
2x

√
x

3
+2x log2 e− log2

e

2
, f) 2+2 sin

(x

2
− 1
)

, g)
3x 3

√
x

4
− e−3x − 4

3
, h) arctg

x√
3
− π

3
,

i)
x− 3

2
+

1

4
ln |2x− 1|.

Â äàëüíåéøåì â îòâåòàõ ê çàäà÷àì íà íàõîæäåíèå íåîïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà äëÿ

êðàòêîñòè çàïèñè îïóùåíà ïîñòîÿííàÿ C.
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Óïð. 9. a)
x2

2
+ ln |x|, b) x6

6
, c)

√
2x, d) − cos 2x

2
, e)x + sin x, f) 2 arctg x, g) − ctg x;

h) 4 arcsin
x

2
. Óïð. 10. a)

2
√
3x− 4

3
, b)

(2x+ 3)4

8
, c) − (1 + cos x)3

3
, d)

cos3 x

3
− cosx,

e)
ln2 x

2
, f) 2 arctg

√
x. Óïð. 11. a)

√
2x+ 3, b)

(2x+ 3)5

10
, c) − (2 cos x+ 3)3

6
, d)

cos3 2x− 3 cos 2x

6
, e)

ln2 2x

2
, f)

arctg2 2x

4
, g)

ln3 x

3
, h) ln(x2 + x + 1), i)

1

2
ln |x2 −

2 sin x|. Óïð. 12. a) sin x− x cos x, b) (x2 − 2x+ 2)ex, c) x(ln2 x− 2 ln x+ 2), d) (x2 +

2x) cos x − sin x, e)
x2

4
(2 ln x − 1), f)

1

2
((x2 + 1) arctg x − x). Óïð. 13. a)

sin 2x

2
−

x cos 2x, b) (x − 1)e2x, c) x 2x − 2x

ln 2
, d) x ln 5x − x, e) 2

√
x ln x − 4

√
x, f) (sin x −

cos x) ex, g)
x2 − 1

2
ln(x + 1) − x2 − 2x

4
, h) 3x(ln x − 1), i) −(x + 1)e−x. Óïð. 14.

a)
x3

3
− 2x − 1

x
, b)

x3

3
− x2

2
− x − 2 ln |x − 1|, c) − 1

2(1 + x)2
, d) x − ln |x + 1| +

2

3
ln |x3 + 1|, e) − 1

x
+ ln |x+ 1

x
|, f) arctg

x

2
+ ln(x2 + 4). Óïð. 15. a)

x2

2
− ln |x| +

arctg x, b) arctg(x + 1) + arctg(x − 1), c)
x2

2
+ ln

∣

∣

∣

∣

x

x− 1

∣

∣

∣

∣

, d)
1

2x2
− ln |x − 1| + x2

2
,

e) ln |x(x2 − 1)|, f) ln

∣

∣

∣

∣

(x− 1)2

(x+ 1)3

∣

∣

∣

∣

, g)
x3

3
− x2 − 1

x− 1
, h) 3 ln |x + 1|, i) 1

5
ln

∣

∣

∣

∣

x5

x5 + 1

∣

∣

∣

∣

.

Óïð. 16. a)
sin 2x

2
, b)

4x− sin 4x

8
, c) ln | tg x|, d) cos x − cos 5x

5
, e)

3 sin x− sin 3x

6
, f)

3x

2
− 2 sin x+

sin 2x

4
, g) tg

x

2
, h)

1√
2

ln

∣

∣

∣

∣

tg
(x

2
− π

8

)

∣

∣

∣

∣

, i) − 1

2 sin2 x
− ln | sin x|. Óïð. 17.

a)
(x+ 1)((x − 10)10

11
, b) x

√
1− x2+arcsin x, c) x

√
x2 − 1−ln |x+

√
x2 − 1|, d)− (x+ 1)

9(x+ 10)10
,

e) ln

√
x2 + 1− 1

|x|
, f) − arcsin

1

|x|
. Óïð. 18. a) ctg

(

x

2
− π

4

)

, b) tg x− x, c) arctg sin x,

d)
3

2
ln | ctg

(

π

4
− x

2

)

| − sinx

2 cos2 x
, e) ln | tg x

2
| − 1√

2
ln

∣

∣

∣

∣

√
2 cos x− 1√
2 cos x+ 1

∣

∣

∣

∣

, f) tg x ln sin x − x,

g) tg x+
tg3 x

3
, h)

1

cos x
+ln | tg x

2
|, i) tg x ln cos x+tgx−x. Óïð. 19. a) − ln

sinx2 + 1

sin2 x
,

b) ln

∣

∣

∣

∣

2 + x

2− x

∣

∣

∣

∣

+arctg
x

2
, c)

6

7
x 6
√
x− 6

5

6
√
x5+2

√
x−6 6

√
x+arctg 6

√
x, d)

sinx− 1

cos x
, e) arctg(x+

1) + arctg(x − 1) +
1

2
ln

x2 + 2x+ 2

x2 − 2x+ 2
, f)

6

5
t5 − 24t2 + 32(t + 2) − 16 ln(t2 − 2t + 4) +

32
√
3 arctg

t− 1√
3
, ãäå t = 6

√
x, g) tg2 x/ cos x, h)

1

4
(2 ln |1 + x|+ ln(1 + x2) + 2 arctg x),

i)
6

5
t5 − 4t3 + 18t +

3t

1 + t2
− 21 arctg t, ãäå t = 6

√
x. Óïð. 20. a) x2 + x sin 2x +

cos 2x

2
,

b)
sin6 x− 6 sin4 x− 1

sin3 x
, c) ln(x4 + 1), d) 3x 3

√
x − 4x + 6

3
√
x2 − 12 3

√
x + 12 ln | 3

√
x + 1|,

e) ln | ln x+ 2|, f) 2

3
| ln x+ 2|

3

2 , g)
arcsin2 x

2
, h) arctg ex.
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2. Îïðåäåëåííûé èíòåãðàë

Î ìåpå è èçìåpèìîñòè

Âîïpîñû, ñâÿçàííûå ñ ìåpîé âåùåé è èçìåpåíèåì, ÿâëÿþòñÿ êëþ÷åâûìè è çà-

÷àñòóþ òpóäíûìè â ëþáîé íàóêå, à íå òîëüêî â ìàòåìàòèêå. Â ìàòåìàòèêå îíè

ëèøü ïpèîápåëè áîëåå îò÷åòëèâîå î÷åpòàíèå, îápàçîâàâ öåëîå ìàòåìàòè÷åñêîå

íàïpàâëåíèå, êîòîpîå ñòàëî íàçûâàòüñÿ òåîpèåé ìåpû.

Èíòóèòèâíîå âîñïpèÿòèå ýòèõ âîïpîñîâ ïpèâîäèò ïpåæäå âñåãî ê òàêèì òåp-

ìèíàì, êàê ¾äëèíà¿, ¾ïëîùàäü¿, ¾îáúåì¿. �àññìîòpèì, íàïpèìåp, îäèí èç ñïî-

ñîáîâ îïpåäåëåíèÿ ïëîùàäè. Îí ñîñòîèò â ñëåäóþùåì:

Øàã 1. Hà �èãópó (îáîçíà÷èì åå ÷åpåç F ) íàêëàäûâàåòñÿ êëåò÷àòàÿ ñåòêà, ïpè
ýòîì ïpåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïëîùàäü êàæäîé êëåòêè èçâåñòíà. Ñóììà ïëîùàäåé

âñåõ êëåòîê, èìåþùèõ õîòÿ áû îäíó îáùóþ òî÷êó ñ �èãópîé F, îáîçíà÷àåòñÿ
÷åpåç S1(F ).

Ïîñëå ýòîãî íàõîäèòñÿ ñóììà ïëîùàäåé âñåõ êëåòîê, ñîäåpæàùèõñÿ â �è-

ãópå F ïîëíîñòüþ. Ýòó ñóììó ïëîùàäåé îáîçíà÷èì ÷åpåç S1(F ). Òàêèì îápàçîì,

S1(F ) ≤ S1(F ), è åñëè ïpåäïîëîæèòü, ÷òî ïëîùàäü �èãópû F, î êîòîpîé èäåò

på÷ü, ñóùåñòâóåò (îáîçíà÷èì åå òîãäà ÷åpåç S(F )), òî åñòåñòâåííî ñ÷èòàòü, ÷òî
S1(F ) ≤ S(F ) ≤ S1(F ).

Ïpè ýòîì ìû âîñïpèíèìàåì òîò �àêò, ÷òî ïëîùàäü áîëüøåé (òî åñòü îáú-

åìëþùåé) �èãópû áîëüøå ïëîùàäè ìåíüøåé, êàê ñàìî ñîáîé pàçóìåþùååñÿ, òî

åñòü êàê àêñèîìó. Ýòà àêñèîìà íàçûâàåòñÿ àêñèîìîé ìîíîòîííîñòè. Êpîìå òîãî,

íåçàìåòíî ìû èñïîëüçîâàëè åùå îäíó àêñèîìó êàê âïîëíå î÷åâèäíûé �àêò, íå

íóæäàþùèéñÿ â äîêàçàòåëüñòâå, � àêñèîìó àääèòèâíîñòè. Ýòî ïpîèçîøëî â òîì

ìåñòå, ãäå ìû ãîâîpèëè î ñóììå ïëîùàäåé âñåõ êëåòîê.

Óïð. 1. Ñ ïîìîùüþ óêàçàííîé ïpîöåäópû ïî-

ïpîáóéòå îöåíèòü ïëîùàäü �èãópû, èçîápà-

æåííîé ñïpàâà, ïpèíèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òî

ïëîùàäü áîëüøîãî êâàäpàòà, â êîòîpîì ñîäåp-

æèòñÿ �èãópà, pàâíà 1.

S = 0.41

Øàã 2. Êàæäàÿ êëåòêà ñåòêè, ñ ïîìîùüþ êîòîpîé ìû ïpîèçâîäèì ïpîöåäópó

èçìåpåíèÿ, pàçáèâàåòñÿ åùå íà íåñêîëüêî, òî åñòü ñåòêà èçìåëü÷àåòñÿ. Ïpè ýòîì

ïîäpàçóìåâàåòñÿ, ÷òî ìû âíîâü èìååì äåëî ñ êëåòêàìè, ïëîùàäü êîòîpûõ ìû

çíàåì.

Ïîäñ÷èòàâ ïî òåì æå ïpàâèëàì ¾âíóòpåííþþ¿ (S2(F )) è ¾âíåøíþþ¿ (S2(F ))
ïëîùàäè, ïîëó÷èì íåpàâåíñòâà S1 ≤ S2 ≤ S2 ≤ S1.

Ïpîäîëæàÿ äàëåå, ìû áóäåì èìåòü íåpàâåíñòâà

S1 ≤ S2 ≤ S3 . . . ≤ . . . S3 ≤ S2 ≤ S1 .

Åñëè ÷èñëà Sn è Sn ïpèáëèæàþòñÿ äpóã ê äpóãó � â äàííîì ñëó÷àå ýòî
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îçíà÷àåò, ÷òî îíè èìåþò îáùèé ïpåäåë, � òî ýòîò îáùèé ïpåäåë (îáîçíà÷èì åãî

÷åpåç S) è íàçûâàåòñÿ ïëîùàäüþ �èãópû.

Hî ìîæåò îêàçàòüñÿ è äpóãîå: ÷òî Sn, óìåíüøàÿñü, ñòpåìèòñÿ ê îäíîìó ÷èñëó
(îáîçíà÷èì åãî, íàïpèìåp, ÷åpåç S∗

), à Sn, óâåëè÷èâàÿñü, ñòpåìèòñÿ ê äpóãîìó,
S∗. ×èñëà S

∗
è S∗ íàçûâàþòñÿ âíåøíåé è âíóòpåííåé ìåpîé (ïëîùàäüþ) �èãópû.

Â ¾õîpîøèõ¿ ñèòóàöèÿõ âíåøíÿÿ è âíóòpåííÿÿ ìåpû pàâíû è òåì ñàìûì îïpå-

äåëÿþò ïëîùàäü �èãópû. Ìíîæåñòâà, êîòîpûå ñîîòâåòñòâóþò ýòîé ¾õîpîøåé

ñèòóàöèè¿, íàçûâàþòñÿ èçìåpèìûìè.

✲

✻

x

y

•

A

B

a b

•

•

Hå÷òî àíàëîãè÷íîå ïpîèñõîäèò è â ýêîíîìèêå. Ìû èñïîëüçóåì ïîíÿòèÿ

¾òîâàp¿ è ¾öåíà (ñòîèìîñòü)¿ òîâàpà, êàê áû èçìåpÿÿ ýòîò òîâàp. Òà-

êèì îápàçîì, èç ìíîæåñòâà âñåõ íà ñâåòå âåùåé ìû âûäåëÿåì ïîäìíî-

æåñòâî òåõ, êîòîpûå ìîãóò áûòü èçìåpåíû, òî åñòü èçìåpèìûõ, è íà-

çûâàåì èõ òîâàpîì. Ïpè ýòîì èçìåpåíèè, òî åñòü îöåíêå òîâàpà, ìû

ïîëüçóåìñÿ òåìè æå ïåpå÷èñëåííûìè àêñèîìàìè: ìîíîòîííîñòüþ è àä-

äèòèâíîñòüþ.

Óïpîùåííî pàññìàòpèâàÿ ïpîöåäópó ¾òîpãîâëè¿, ìîæíî çàìåòèòü,

÷òî ïpîäàâåö, ïpåäëàãàÿ ñâîþ öåíó òîâàpà, êàê áû îöåíèâàåò èñòèííóþ

öåíó ¾ñâåpõó¿, à ïîêóïàòåëü � ¾ñíèçó¿. Ïpè òîpãîâëå öåíà, ïpåäëàãàåìàÿ

ïpîäàâöîì, îáû÷íî ñíèæàåòñÿ, à öåíà, ïpåäëàãàåìàÿ ïîêóïàòåëåì, ïîâû-

øàåòñÿ. Åñëè ïpè ýòîé ïpîöåäópå óäàåòñÿ íàéòè ¾îáùèé ïpåäåë¿, òî îí

è ïpèíèìàåòñÿ çà öåíó òîâàpà.

Çäåñü âûäåëÿþòñÿ òpè ïpèíöèïèàëüíûå òpóäíîñòè, õàpàêòåpíûå äëÿ

ýêîíîìèêè: âî-ïåpâûõ, â påàëüíîé ñèòóàöèè íåò ¾àáñîëþòíîãî ýòàëîíà¿,

ìàñøòàáà; âî-âòîpûõ, äàëåêî íå êàæäàÿ âåùü ÿâëÿåòñÿ òîâàpîì. Áî-

ëåå òîãî, èçìåpèìûõ âåùåé â êàêîì-òî ñìûñëå íàìíîãî ìåíüøå, ÷åì âñåõ

îñòàëüíûõ; â-òpåòüèõ, äàæå òåîpåòè÷åñêè èçìåpèìàÿ âåùü ïpàêòè÷å-

ñêè ìîæåò îöåíèâàòüñÿ ñ òpóäîì.

Èíòåãðàëüíûå ñóììû

Âû÷èñëåíèå ïëîùàäåé íà÷íåì ñ �èãóð ñïåöèàëüíîãî âèäà, êîòîðûå íàçûâàþòñÿ

êðèâîëèíåéíûìè òðàïåöèÿìè.Èíîãäà òàêæå èõ íàçûâàþò ïîäãðà�èêîì�óíêöèè.

Ýòî �èãóðû, îãðàíè÷åííûå ãðà�èêîì �óíêöèè y = f(x) íà ïðîìåæóòêå [a; b],
îñüþ àáñöèññ è ïðÿìûìè x = a è x = b, îãðàíè÷èâàþùèìè �èãóðó ñëåâà è
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ñïðàâà. Îáîçíà÷èì îäíó èç òàêèõ �èãóð ÷åðåç F è çàéìåìñÿ âû÷èñëåíèåì åå

ïëîùàäè.

�àçäåëèì îòðåçîê íà íåñêîëüêî (n) ÷àñòåé òî÷êàìè a = x0 < x1 < x2 < . . . <
xn−1 < xn = b. Îáðàçîâàëîñü n îòðåçêîâ [x0, x1], [x1, x2] . . . [xn−1, xn] ìåíüøåé
äëèíû, êîòîðûå áóäåì íàçûâàòü ïðîìåæóòêàìè ðàçáèåíèÿ.Ïðè ýòîì èõ äëèíû íå

îáÿçàòåëüíî ðàâíû. Îáîçíà÷èì ÷åðåç τ ñàìî ðàçáèåíèå, ÷åðåç ∆k � äëèíó ïðî-

ìåæóòêà [xk−1, xk] ðàçáèåíèÿ, à ìàêñèìàëüíóþ äëèíó ïðîìåæóòêà ðàçáèåíèÿ,

òî åñòü ìàêñèìàëüíîå èç ÷èñåë ∆k (k = 1, 2 . . . n) ÷åðåç ρ. ×èñëî ρ íàçûâàåòñÿ
ðàíãîì (èëè ìåëêîñòüþ) ðàçáèåíèÿ è çàâèñèò îò ðàçáèåíèÿ: ρ = ρ(τ). Åñëè ýòî

ðàçáèåíèå íà ðàâíûå ïðîìåæóòêè, òî ρ çàâèñèò îò ÷èñëà n, òî åñòü ρ = ρ(n).
Íà êàæäîì èç ïðîìåæóòêîâ ðàçáèåíèÿ [xk−1, xk] ðàññìîòðèì òî÷íóþ âåðõ-

íþþ ãðàíèöó äëÿ çíà÷åíèé �óíêöèè (íàèáîëüøåå çíà÷åíèå, åñëè îíî äîñòèãà-

åòñÿ) Mk è òî÷íóþ íèæíþþ ãðàíèöó mk (íàèìåíüøåå çíà÷åíèå �óíêöèè íà

óêàçàííîì îòðåçêå, åñëè îíî äîñòèãàåòñÿ). Îïðåäåëèì ñóììû

Sτ =

n∑

k=1

mk∆k, Sτ =

n∑

k=1

Mk∆k.

Îíè íàçûâàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî íèæíåé ñóììîé Äàðáó è âåðõíåé ñóììîé Äàðáó.

✲

✻

x

y

•

•

•

A

B

a bxk−1 xk

✲

✻

x

y

•

f(x)

A

B

a b

Íà ðèñóíêàõ èçîáðàæåíû ñåìåéñòâà ïðÿìîóãîëüíèêîâ, îïðåäåëÿþùèå âåðõíèå ñóì-

ìû Äàðáó äëÿ äâóõ ðàçáèåíèé ñ ðàçíûì ðàíãîì.

Ïðè óìåíüøåíèè ðàíãà ðàçáèåíèÿ âåðõíÿÿ ñóììà óìåíüøàåòñÿ, à íèæíÿÿ

óâåëè÷èâàåòñÿ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç S∗ ïðåäåë íèæíèõ ñóìì ïðè óñëîâèè, ÷òî ðàíã

ðàçáèåíèÿ ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, à ÷åðåç S∗
� ïðåäåë âåðõíèõ ñóìì. Åñëè S∗ = S∗,

òî ãîâîðÿò, ÷òî �óíêöèÿ f(x) èíòåãðèðóåìà íà [a; b], à îáùèé ïðåäåë S = S∗ = S∗

íàçûâàåòñÿ îïðåäåëåííûì èíòåãðàëîì îò �óíêöèè f(x) íà ïðîìåæóòêå [a; b] è

îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç

∫ b

a

f(x) dx.

Èíòåãðàëüíûå ñóììû �èìàíà. Âûáåðåì âíîâü íåêîòîðîå ðàçáèåíèå τ è

ðàññìîòðèì òåïåðü äðóãóþ ñóììó, êîòîðóþ áóäåì íàçûâàòü ñóììîé �èìàíà.

Äëÿ åå ïîñòðîåíèÿ â êàæäîì ïðîìåæóòêå ðàçáèåíèÿ [xk−1, xk] âûáåðåì ïðî-

èçâîëüíóþ òî÷êó ξk. Îáîçíà÷èì R(τ) =

n∑

k=1

f(ξk)∆k. Ïîñêîëüêó âûïîëíÿþòñÿ
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íåðàâåíñòâà mk ≤ f(ξk) ≤Mk, òî

Sτ =

n∑

k=1

mk∆k ≤ R(τ) ≤ Sτ =

n∑

k=1

Mk∆k.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè ñóùåñòâóåò îáùèé ïðåäåë ñóìì Äàðáó, òî ñóùåñòâóåò è

ïðåäåë ñóìì �èìàíà, ðàâíûé òîìó æå èíòåãðàëó. Íåñëîæíî ïîêàçàòü è îáðàò-

íîå. Äëÿ íåïðåðûâíûõ �óíêöèé ýòî ñîâñåì î÷åâèäíî, ïîñêîëüêó ñóììà Äàðáó

â ýòîì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ñóììû �èìàíà.

Çàìå÷àíèå. Ñóùåñòâóþò è äðóãèå ñïîñîáû îïðåäåëåíèÿ èíòåãðàëà. Íàïðè-

ìåð, èíòåãðàë Ëåáåãà. Îäíàêî, âî âñåõ ñëó÷àÿõ åñëè �óíêöèÿ èíòåãðèðóåìà íà

êàêîì-ëèáî ìíîæåñòâå â ñîîòâåòñòâèè ñ îäíèì îïðåäåëåíèåì è â ñîîòâåòñòâèè ñ

äðóãèì îïðåäåëåíèåì, òî çíà÷åíèÿ èíòåãðàëîâ äîëæíû ñîâïàäàòü. Â ÷àñòíîñòè,

äîëæíû ñîâïàäàòü çíà÷åíèÿ èíòåãðàëà îò íåïðåðûâíîé èëè êóñî÷íî íåïðåðûâ-

íîé íà ïðîìåæóòêå �óíêöèè ïî ýòîìó ïðîìåæóòêó. Íå ñîâïàäàþò òîëüêî êëàñ-

ñû èíòåãðèðóåìûõ �óíêöèè. Íî êëàññû èíòåãðèðóåìûõ ïî Äàðáó è ïî �èìàíó

�óíêöèé ñîâïàäàþò è ïîëó÷èâøååñÿ â ðåçóëüòàòå îïèñàííîãî ïîñòðîåíèÿ çíà÷å-

íèå èíòåãðàëà ïðèíÿòî íàçûâàòü èíòåãðàëîì ïî �èìàíó èëè èíòåãðàëîì �èìàíà.

Ñîîòâåòñòâåííî �óíêöèè áóäåì íàçûâàòü èíòåãðèðóåìûìè ïî �èìàíó.

Câîéñòâà îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà

Ïåðå÷èñëåíèå ñâîéñòâ èíòåãðàëà ìû íà÷íåì ñ óòâåðæäåíèé, êîòîðûå ñëåäóþò

íåïîñðåäñòâåííî èç ïîñòðîåíèÿ èíòåãðàëüíûõ ñóìì.

Òåîpåìà î êëàññàõ èíòåãðèðóåìûõ �óíêöèé.

1) Èíòåãðèðóåìàÿ íà ïðîìåæóòêå �óíêöèÿ îãðàíè÷åííà íà ýòîì ïðîìå-

æóòêå.

2) Åñëè �óíêöèÿ íåïðåðûâíà íà îòðåçêå èëè èìååò íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíîå

÷èñëî ðàçðûâîâ 1-ãî ðîäà (íå èìååò ðàçðûâîâ 2-ãî ðîäà), òî îíà èíòåãðèðóåìà

íà ýòîì îòðåçêå.

3) Åñëè �óíêöèÿ èíòåãðèðóåìà íà îòðåçêå [a; b] è [a1; b1] ⊂ [a; b], òî �óíê-
öèÿ èíòåãðèðóåìà íà [a1; b1].

4) Åñëè �óíêöèÿ f(x) èíòåãðèðóåìà íà ïðîìåæóòêå [a; b],òî |f(x)| òàêæå

èíòåãðèðóåìà íà ýòîì ïðîìåæóòêå. Ïðè ýòîì

∣
∣
∣

∫ b

a f(x)dx
∣
∣
∣ ≤

∫ b

a |f(x)|dx.
5) Åñëè �óíêöèè f(x) è g(x) èíòåãðèðóåìû íà ïðîìåæóòêå [a; b], òî èõ

ñóììà, ðàçíîñòü è ïðîèçâåäåíèå òàêæå èíòåãðèðóåìû íà ýòîì ïðîìåæóòêå.

6) Èçìåíåíèå èíòåãðèðóåìîé �óíêöèè â êîíå÷íîì èëè ñ÷åòíîì ÷èñëå òî-

÷åê îñòàâëÿåò åå èíòåãðèðóåìîé è íå ìåíÿåò çíà÷åíèå èíòåãðàëà. Â ÷àñòíî-

ñòè, ìû ìîæåì äîîïðåäåëèòü �óíêöèþ â òî÷êàõ ðàçðûâà, ïðèäàâàÿ åé ëþáûå

çíà÷åíèÿ, íî îñòàâëÿÿ �óíêöèþ îãðàíè÷åííîé.

Òåîðåìà î ïîëîæèòåëüíîñòè èíòåãðàëà. Åñëè �óíêöèÿ íåîòðèöàòåëüíà

íà ïðîìåæóòêå è ïîëîæèòåëüíà â íåêîòîðîé òî÷êå, â êîòîðîé îíà íåïðåðûâ-

íà (ìû íàçûâàåì òàêóþ òî÷êó òî÷êîé íåïðåðûâíîñòè), òî èíòåãðàë ïîëîæè-

òåëåí.
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Ïðèìåð 1. Íà ïðîìåæóòêå [0; 1] ðàññìîòðèì �óíêöèþ �èìàíà

f(x) =

{ 1

n
, åñëè x =

m

n
, ãäå

m

n
� íåñîêðàòèìàÿ äðîáü,

0, åñëè x � èððàöèîíàëüíîå ÷èñëî.

Äîêàçàòü, ÷òî èíòåãðàë îò ýòîé �óíêöèè ñóùåñòâóåò è ðàâåí íóëþ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå
ðàçáèåíèå τ ïðîìåæóòêà [0; 1], ÷òî âåðõíÿÿ ñóììà Äàðáó Sτ , ñîîòâåòñòâóþùàÿ
ýòîìó ðàçáèåíèþ, ìåíüøå ε.

Ïåðåíóìåðóåì âñå ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà, íàõîäÿùèåñÿ â óêàçàííîì èíòåðâà-

ëå: r1, r2, r3, . . . Ïóñòü n � íàòóðàëüíîå ÷èñëî, òàêîå, ÷òî

1

n
<

ε

2
è, êðîìå òîãî,

N � íàòóðàëüíîå ÷èñëî, òàêîå, ÷òî ñðåäè ïåðâûõ N ÷ëåíîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

rk ñîäåðæàòñÿ âñå ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà ñî çíàìåíàòåëåì, íå ïðåâîñõîäÿùèì n,
(÷èñëî òàêèõ äðîáåé êîíå÷íî).

�àññìîòðèì îòðåçêè I1 = [α1;β1], I2 = [α2;β2], . . . , IN = [αN ;βN ], òàêèå ÷òî

ñåðåäèíà îòðåçêà Ik ñîâïàäàåò ñ òî÷êîé rk, è βk−αk < ε

2k+1
. (Îòðåçêè Ik ìîãóò

ïåðåñåêàòüñÿ èëè äàæå ñîäåðæàòüñÿ îäèí â äðóãîì.)

Îáúåäèíèì òåïåðü ìíîæåñòâà ÷èñåë αk è βk, óáðàâ ïîâòîðÿþùèåñÿ ÷èñëà

(åñëè îíè åñòü), è óïîðÿäî÷èì èõ ïî âîçðàñòàíèþ. Ïîëó÷èì ðàçáèåíèå τ. Ïðî-
ìåæóòêè ðàçáèåíèÿ äåëÿòñÿ íà äâà òèïà: ê ïåðâîìó îòíîñÿòñÿ ïðîìåæóòêè ∆jk ,

ñîäåðæàùèå ÷èñëà rk, ïðè÷åì |∆jk | ≤
ε

2k+1
, à êî âòîðîìó � îñòàëüíûå. Ïðè ýòîì

ñóììà äëèí îñòàëüíûõ ïðîìåæóòêîâ íå ïðåâîñõîäèò 1, à �óíêöèÿ íà ýòèõ ïðî-

ìåæóòêàõ íå ïðåâîñõîäèò

1

n
<
ε

2
. Òàêèì îáðàçîì, ïîñêîëüêó f(x) ≤ 1, òî

0 ≤ Sτ <
N∑

k=1

ε

2k+1
+
ε

2
<
ε

2

∞∑

k=1

1

2k
+
ε

2
< ε. Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

Èíòåãðàë â îòðèöàòåëüíîì íàïðàâëåíèè. Åñëè b > a, òî ìû îïðåäåëÿåì

∫ a

b

f(x)dx = −
∫ b

a

f(x)dx.

Òåîðåìà îá àääèòèâíîñòè èíòåãðàëà ïî ïðîìåæóòêó. Åñëè �óíêöèÿ f(x)
èíòåãðèðóåìà íà ïðîìåæóòêå [a; b] è α, β, γ ∈ [a; b], òî

∫ β

α

f(x)dx+

∫ γ

β

f(x)dx =

∫ γ

α

f(x)dx.

Ëèíåéíîñòü èíòåãðàëà.

∫ b

a

(λf(x) + µg(x)) dx = λ

∫ b

a

f(x)dx + µ

∫ b

a

g(x)dx.

Òåîðåìà î íåïðåðûâíîñòè èíòåãðàëà êàê �óíêöèè îò âåðõíåãî ïðå-

äåëà. Åñëè �óíêöèÿ f(x) èíòåãðèðóåìà íà [a; b] è Φ(x) =

∫ x

a

f(t)dt, òî Φ(x)

íåïðåðûâíà íà [a; b].
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Äîêàçàòåëüñòâî. Íåïðåðûâíîñòü �óíêöèè Φ â òî÷êå x îçíà÷àåò, ÷òî ∀ε >
0 ∃δ > 0 : |Φ(t)− Φ(x)| < ε, åñëè |t− x| < δ.

Ïî ïðåäïîëîæåíèþ f(x) èíòåãðèðóåìà íà [a; b] è, ñëåäîâàòåëüíî, îãðàíè÷åí-
íà, òî åñòü ñóùåñòâóåò ÷èñëî M > 0, òàêîå ÷òî |f(x)| ≤ M. Ñëåäîâàòåëüíî,
íà ó÷àñòêå [x;x + δ] (èëè íà ó÷àñòêå [x − δ;x], åñëè t < x) ïðèðàùåíèå ñóìì
�èìàíà (èëè Äàðáó) íå ïðåâîñõîäèò Mδ. Âûáðàâ δ = ε/M, ïîëó÷èì òðåáóåìîå

íåðàâåíñòâî.

Çàìå÷àíèå. Åñëè x = a èëè x = b, òî ìû, ðàçóìååòñÿ, ãîâîðèì òîëüêî îá

îäíîñòîðîííåé íåïðåðûâíîñòè.

В феврале 1564 года со смертью Микеландже-
ло заканчивается величественное Высокое Воз-
рождение, и в этом же феврале рождается Га-
лилео Галилей.

В 1642 году умирает Галилей и появляется на
свет Исаак Ньютон (Sir Isaac Newton, 1642 —
1727) — одна из самых значимых фигур в исто-
рии естествознания, олицетворяющая наступле-
ние новой, мощной эпохи в развитии науки.

Äè��åðåíöèàë ïëîùàäè è �îðìóëà Íüþòîíà � Ëåéáíèöà. Ïóñòü x0 ∈
(a; b), x1 ∈ (x0; b] è ∆x = x1 − x0. Çäåñü ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî �óíêöèÿ f(x)
íåïðåðûâíà â òî÷êå x0. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

∀ε > 0 ∃δ > 0 : ∆x < δ ⇒ |f(t)− f(x0)| < ε ∀t ∈ [x0;x1].

Ñëåäîâàòåëüíî, (f(x0) − ε)∆x ≤ ∆S ≤ (f(x0) + ε)∆x, ãäå ∆S � ïëîùàäü ïîä

ãðà�èêîì f(x) íà ïðîìåæóòêå [x0;x1]. Òàêèì îáðàçîì,

∆S = (f(x0) + η)∆x, ãäå η = η(x0, x1, f)→ 0 ïðè x1 → x0.

Óñòðåìëÿÿ ∆x ê íóëþ, âûäåëÿåì ëèíåéíóþ ÷àñòü ïðèðàùåíèÿ: f(x0)dx. Ýòî è
åñòü äè��åðåíöèàë ïëîùàäè.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè �óíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà íà [a; b], òî èíòåãðàë Φ(x)
ÿâëÿåòñÿ íå òîëüêî íåïðåðûâíîé, êàê áûëî ïîêàçàíî ðàíåå, íî è äè��åðåí-

öèðóåìîé, ïðè÷åì íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìîé �óíêöèåé. Òåì ñàìûì îíà

ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç ïåðâîîáðàçíûõ äëÿ f(x).
Ïóñòü F (x) � íåêîòîðàÿ äðóãàÿ ïåðâîîáðàçíàÿ. Ïîñêîëüêó ïåðâîîáðàçíûå

îòëè÷àþòñÿ íà ïîñòîÿííóþ, òî Φ(x) = F (x) − F (a). Ýòî ðàâåíñòâî íàçûâàþò

�îðìóëîé Íüþòîíà � Ëåéáíèöà èëè îñíîâíîé �îðìóëîé èíòåãðàëüíîãî èñ÷èñëå-

íèÿ. Åå ïðèíÿòî çàïèñûâàòü â âèäå

∫ b

a

f(x) dx = F (b)− F (a).

167



Èñïîëüçîâàíèå îñíîâíîé �îðìóëû.

Ïðèìåð 2. Íàéòè ïëîùàäü ïîä ãðà�èêîì

�óíêöèè y =
x2

2
íà ïðîìåæóòêå [−3, 3].

�åøåíèå. S =

∫ 3

−3

x2

2
dx =

x3

6

∣
∣
∣
∣

3

−3

= 9. ✲

✻

x

y

•

−3 3

Ïðèìåð 3. Íàéòè ïëîùàäü �èãóðû,

îãðàíè÷åííîé ïðÿìîé 2y − x = 3 è

ïàðàáîëîé y = − (x+ 3)(x− 7)

4
.

�åøåíèå. Ñòðîèì ãðà�èêè è âûÿñíÿ-

åì, ÷òî êðèâûå ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êàõ

A(−3, 0) è B(5, 4). Èñêîìàÿ ïëîùàäü íà-
õîäèòñÿ êàê ðàçíîñòü ïëîùàäåé íà óêà-

çàííîì ó÷àñòêå èëè êàê èíòåãðàë îò ðàç-

íîñòè äâóõ �óíêöèé:

✲

✻

x

y

•
A

B

−3 5

S =

∫ 5

−3

(
−x2 + 4x+ 21

4
− x+ 3

2

)

dx =

∫ 5

−3

(
−x2

4
+
x

2
+

15

4

)

dx =

= −x
3

12

∣

∣

∣

∣

5

−3

+
x2

4

∣

∣

∣

∣

5

−3

+
15x

4

∣

∣

∣

∣

5

−3

= 21
1

3
.

Ïðèìåð 4. Âû÷èñëèòü ïëîùàäü �èãóðû,

îãðàíè÷åííîé ïàðàáîëîé y =
x2

2
− 2x + 2 è

êàñàòåëüíûìè ê íåé, ïðîâåäåííûìè ÷åðåç

òî÷êè A (0; 2) è B(4, 2).

✲

✻

x

y

•

A B

C

0 4

�åøåíèå. Íàïîìíèì, ÷òî óðàâíåíèå êà-

ñàòåëüíîé èìååò âèä y = y0 + k(x − x0),
ãäå k = f ′(x0), à x0, y0 � êîîðäèíàòû òî÷-

êè íà ãðà�èêå �óíêöèè, ÷åðåç êîòîðóþ

êàñàòåëüíàÿ ïðîõîäèò.

Ïîñêîëüêó f ′(x) = x − 2, òî, ïîäñòàâëÿÿ çàäàííûå çíà÷åíèÿ, ïîëó÷èì çíà-

÷åíèÿ óãëîâûõ êîý��èöèåíòîâ: k1 = −2 è k2 = 2. Ñîîòâåòñòâóþùèå óðàâíåíèÿ
êàñàòåëüíûõ èìåþò âèä: y = −2x+ 2 è y = 2x − 6. Ýòè êàñàòåëüíûå ïåðåñåêà-

þòñÿ â òî÷êå (2;−2). Èñêîìàÿ ïëîùàäü íàõîäèòñÿ êàê ñóììà ïëîùàäåé íà äâóõ
ó÷àñòêàõ: [0; 2] è [2; 4] :

S =

∫ 2

0

(

x2

2
− 2x+ 2 + 2x− 2

)

dx+

∫ 4

2

(

x2

2
− 2x+ 2− 2x+ 6

)

dx =

∫ 2

0

x2

2
dx+

+

∫ 4

2

(

x2

2
− 4x+ 8

)

dx =
x3

6

∣

∣

∣

∣

2

0

+
x3

6

∣

∣

∣

∣

4

2

− 2x2

∣

∣

∣

∣

4

2

+ 8x

∣

∣

∣

∣

4

2

=
32

3
− 24 + 16 = 2

2

3
.
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Ôîðìóëà èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì. Åñëè f(x) è g(x) � äè��åðåíöèðó-

åìû, òî

∫ b

a

f(x) dg(x) = f(x)g(x)

∣
∣
∣
∣

b

a

−
∫ b

a

g(x) df(x).

Ïðèìåð 5.

∫ e

1

ln xdx = x ln x

∣
∣
∣
∣

e

1

−
∫ e

1

xd lnx = e−
∫ e

1

x
dx

x
= e− (e− 1) = 1.

Ôîðìóëà çàìåíû ïåðåìåííûõ. Åñëè ϕ(x) íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìà,
òî

∫ b

a

f(ϕ(x))ϕ′(x)dx =

∫ b

a

f(ϕ(x)) dϕ(x) =

∫ ϕ(b)

ϕ(a)

f(ϕ)dϕ.

Ïðèìåð 6.

∫ π

0

cos5 x dx =

∫ π

0

cos4 x d sinx =

∫ 0

0

(1 − ϕ2)2 dϕ = 0.

Èíòåãðàë ïî ñèììåòðè÷íîìó ïðîìåæóòêó.

Åñëè f(x) � ÷åòíàÿ �óíêöèÿ, òî

∫ a

−a
f(x)dx = 2

∫ a

0

f(x)dx.

Åñëè f(x) � íå÷åòíàÿ �óíêöèÿ, òî

∫ a

−a
f(x)dx = 0.

Ëåììà î ðàçëîæåíèè �óíêöèè íà ñèììåòðè÷íîì ïðîìåæóòêå. Âñÿ-

êàÿ �óíêöèÿ f(x), îïðåäåëåííàÿ íà ñèììåòðè÷íîì ïðîìåæóòêå [−a; a], åäèí-
ñòâåííûì îáðàçîì ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñóììû ÷åòíîé f+(x) è íå÷åòíîé

f−(x) �óíêöèé. Ïðè ýòîì f+(x) =
f(x) + f(−x)

2
, f−(x) =

f(x)− f(−x)
2

.

Ïðèìåð 7. Íàéòè èíòåãðàë I =

∫ 1

−1

(
4x3 + 3x2 + cosπx+ 2 sinπx

)
dx.

�åøåíèå. Â äàííîì ñëó÷àå f+(x) = 3x2+cosπx, f−(x) = 4x3+2 sinπx. Ñ÷èòàÿ

èíòåãðàëû îòäåëüíî, ïîëó÷èì: I = 2

∫ 1

0

(3x2 + cosπx)dx = 2(x3 +
sin πx

π
)

∣
∣
∣
∣

1

0

= 2.

Ñðåäíåå çíà÷åíèå. Îòìåòèì, ÷òî ÷èñëî k =
1

b− a

∫ b

a f(x) dx íàçûâàåòñÿ ñðåä-

íèì çíà÷åíèåì èëè èíòåãðàëüíûì ñðåäíèì �óíêöèè f(x) íà ïðîìåæóòêå [a; b].
Åñëè f(x) íåïðåðûâíà íà [a; b], òî ïåðâîîáðàçíàÿ Φ(x) äè��åðåíöèðóåìà íà

ýòîì ïðîìåæóòêå è ê íåé ïðèìåíèìà òåîðåìà Ëàãðàíæà (�îðìóëà êîíå÷íûõ

ïðèðàùåíèé):

∃c ∈ [a; b] òàêàÿ, ÷òî

∫ b

a

f(x) dx = (b− a)f(c) (òåîðåìà î ñðåäíåì).
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Èíòåãðàëû îò ïåðèîäè÷åñêèõ �óíêöèé. Ïóñòü f(x) � íåêîòîðàÿ ïåðèîäè-
÷åñêàÿ �óíêöèÿ è 2T � åå ïåðèîä. Îòìåòèì, ÷òî åñëè f(x) èíòåãðèðóåìà íà

[0; 2T ], òî îíà èíòåãðèðóåìà íà ëþáîì îòðåçêå äëèíû 2T âåùåñòâåííîé ïðÿìîé

è, ñëåäîâàòåëüíî, íà ëþáîì îòðåçêå âåùåñòâåííîé ïðÿìîé. Ïðè ýòîì, â ÷àñòíî-

ñòè,

∫ T

−T
f(x) dx =

∫ 2T

0

f(x) dx.

Òåîðåìà. Ïóñòü f(x) � ïåðèîäè÷åñêàÿ ïåðèîäà 2T è èíòåãðèðóåìàÿ íà ïðî-

ìåæóòêå [0; 2T ] �óíêöèÿ. Ïóñòü k � ñðåäíåå çíà÷åíèå f(x) íà [0; 2T ]. Òîãäà
f(x) ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíàÿ 2T -ïåðèîäè÷åñêàÿ �óíêöèÿ b(x), òàêàÿ ÷òî

∫ x

0

f(t) dt = kx+ b(x).

Äîêàçàòåëüñòâî. �àññìîòðèì �óíêöèþ b(x) =

∫ x

0

f(t) dt−kx. Î÷åâèäíî, ÷òî

b(0) = 0. Äàëåå, b(x + 2T ) =

∫ x+2T

0

f(t) dt − k(x + 2T ) =

∫ x

0

f(t) dt − kx +
∫ x+2T

x

f(t) dt− 2kT = b(x) + k · 2T − 2kT = b(x).

Îðòîãîíàëüíûå �óíêöèè è êîý��èöèåíòû Ôóðüå. Äâå �óíêöèè f(x) è

g(x) íàçûâàþòñÿ îðòîãîíàëüíûìè íà ïðîìåæóòêå [a; b], åñëè
∫ b

a
f(x)g(x)dx = 0.

�îâîðÿò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü �óíêöèé ϕn(x), n = 1, 2 . . . , îáðàçóåò îð-

òîãîíàëüíóþ ñèñòåìó �óíêöèé íà ïðîìåæóòêå [a; b], åñëè
∫ b

a ϕkϕmdx = 0 ïðè

k 6= m.

Óïð. 2. Ïîêàæèòå, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü �óíêöèé 1, sinx, cosx, sin 2x,
cos 2x, . . . , sinnx, cosnx, . . . îáðàçóåò îðòîãîíàëüíóþ ñèñòåìó íà [−π;π].

Äëÿ êàæäîé �óíêöèè f(x) ÷èñëà ak =
1

π

∫ π

−π
f(x) cos kxdx, k = 0, 1, 2, . . . è

bk =
1

π

∫ π

−π
f(x) sin kxdx, k = 1, 2, . . . (åñëè îíè ñóùåñòâóþò) íàçûâàþòñÿ êîý�-

�èöèåíòàìè Ôóðüå îòíîñèòåëüíî óêàçàííîé òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìû.

Íåêîòîðûå ðåêóððåíòíûå �îðìóëû. Íåêîòîðûå èíòåãðàëû, çàâèñÿùèå îò

íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n, íàõîäÿòñÿ ñ ïîìîùüþ ðåêóððåíòíûõ �îðìóë, òî åñòü

ñâåäåíèåì çàäà÷è ê ïîäñ÷åòó èíòåãðàëà ñ ìåíüøèì ïîêàçàòåëåì.

Ïðèìåð 8. In =

∫

xne−xdx. Èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì, ïîëó÷àåì, ÷òî In =

−
∫

xn de−x = −xne−x + n

∫

xn−1 de−x. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì ðåêóððåíò-

íóþ �îðìóëó: In = −xne−x + nIn−1. Â ÷àñòíîñòè, I1 = −e−x(x+ 1) + C,
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I2 = −e−x(x2 + 2x+ 2) + C, I3 = −e−x(x3 + 3x2 + 6x+ 6) + C, è ò. ä.

Ïðèìåð 9. In =

∫ π/2

0

cosn x dx (n > 1). Ñíîâà èíòåãðèðóåì ïî ÷àñòÿì:

In =

∫ π/2

0

cosn−1 x d sinx = cosn−1 x sinx

∣
∣
∣
∣

π/2

0

−
∫ π/2

0

sinx d cosn−1 x =

= (n− 1)

∫ π/2

0

sin2 x cosn−2 x dx = (n− 1)

∫ π/2

0

(1 − cos2 x) cosn−2 x dx =

(n− 1)In−2 − (n− 1)In. Òàêèì îáðàçîì,

nIn = (n− 1)In−2 ⇔ In =
n− 1

n
In−2.

Ïîñêîëüêó I0 =
π

2
è I1 = 1, òî ïîëó÷àåì, â ÷àñòíîñòè, ÷òî

I2 =
1

2
· π
2
, I3 =

2

3
, I4 =

3

4 · 2 ·
π

2
, I5 =

4 · 2
5 · 3 è ò. ä.

Ç à ä à ÷è ä ë ÿ ï ð à êòè÷ å ñ ê è õ ç à í ÿòèé

Óïð. 3.
◦
Ñ ïîìîùüþ �îðìóëû Íüþòîíà � Ëåéáíèöà íàéäèòå èíòåãðàëû:

a)

∫ 3

1

(

x− 1

x

)

dx, b)

∫ 1

−1

x3dx, c)

∫ π

−π
(1 + sinx)dx,

d)

∫ π

−π
cos 2xdx, e)

∫ 4

1

dx√
x
, f)

∫ 1

−1

dx

1 + x2
.

Óïð. 4.
◦
Ñ ïîìîùüþ çàìåí ïåðåìåííûõ íàéäèòå îïðåäåëåííûå èíòåãðàëû:

a)

∫ 3

1

1√
4x− 3

dx, b)

∫ 1

0

(4x− 3)3dx, c)

∫ π

−π
(1 + sinx)2 cosx dx,

d)

∫ π

−π
cos3 xdx, e)

∫ e

1

ln x

x
dx, f)

∫ 1

−1

arctg x

1 + x2
dx.

Óïð. 5.
◦
Ñ ïîìîùüþ èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì íàéäèòå èíòåãðàëû:

a)

∫ π

0

x sinx dx, b)

∫ 1

0

xexdx, c)

∫ π

−π
x sinx dx,

d)

∫ π

−π
cos3 xdx, e)

∫ e

1

x lnx dx, f)

∫ 1

−1

xarctg x dx.
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Óïð. 6.
◦
Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà ÷åòíîñòè èëè íå÷åòíîñòè �óíêöèè, âû÷èñëèòå

èíòåãðàëû:

a)

∫ π

−π
x2 sinx dx, b)

∫ 1

−1

xex
2

dx, c)

∫ π

−π
x cosx dx,

d)

∫ π

−π
cos2 xdx, e)

∫ π

0

sin3 2x dx, f)

∫ π

−π

arctg x dx

(1 + x2)2
.

Óïð. 7.
◦
Íàéäèòå èíòåãðàëû îò äðîáíî-ðàöèîíàëüíûõ �óíêöèé:

a)

∫ 3

1

(

x− 1

x

)2

dx, b)

∫ 2

1/2

dx

x+ x3
, c)

∫ 1

0

dx

(1 + x)3
,

d)

∫ 4

2

x2 − x

x2 + x+ 1
dx, e)

∫ 6

2

x− 1

x4 − x2
dx, f)

∫ 2

−2

x2 − x

x2 + 1
dx.

Óïð. 8.
◦
Íàéäèòå èíòåãðàëû îò òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ �óíêöèé:

a)

∫ π/4

−π/4
tg3 x dx, b)

∫ π/6

−π/6

dx

1 + sin x
, c)

∫ π/2

0

dx

sin x+ cos x
,

d)

∫ π

−π
cos4 xdx, e)

∫ π

0

sin6
x

2
dx, f)

∫ π/4

−π/4
sinx cos 2x dx.

Óïð. 9.
◦
Íàéäèòå îïðåäåëåííûå èíòåãðàëû:

a)

∫ 12

3

dx√
3x
, b)

∫ π

0

x2 cosx dx, c)

∫ π/4

−π/4

1 + sin x

cosx
dx,

d)

∫ π/4

−π/4

dx

1 + cos 2x
, e)

∫ e

1

lnx dx, f)

∫ 1

−1

x2e−x dx.

Óïð. 10. Ïîñòðîéòå �èãóðû, îãðàíè÷åííûå ãðà�èêàìè óêàçàííûõ �óíêöèé

(èëè çàäàííûìè êðèâûìè) è íàéäèòå èõ ïëîùàäü:

a) y = x2, y = 2− x2; b) y = sinx, y = 0, x = 0, x = π;

c) y = 4− x2, y = 0; d) y = sinx, y = x2 − πx;

e) x2 + y2 = 9, y = 1; f) xy = 2, y = 2, x = 2, x = 0, y = 0.

Óïð. 11.
◦
Èçîáðàçèòå �èãóðû, îãðàíè÷åííûå óêàçàííûìè êðèâûìè è íàéäèòå

èõ ïëîùàäü:

a) y = x3 − x, y = 2(x+ 1); b) y = cosx, y = 0, x = 0;

c) y = 2x/3, y =
√
x+ 1; d) y = x+ sinπx, y = 3x;

e) xy = 4, y = 5− x; f) y = log2 x, y =
2

3
(x− 1).
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Óïð. 12.
◦
Èçîáðàçèòå �èãóðû, îãðàíè÷åííûå óêàçàííûìè êðèâûìè è íàéäèòå

åå ïëîùàäü:

a) y = x3 − x2 + x− 1, y = 2x− 2; b) y =
x2

2
, y =

1

x2 + 1
;

c) y = cosx, y = cos2 x, x = −π
2
, x =

π

2
; d) y = sinx, x = π2 − y2, x = 0.

Óïð. 13.
◦
Ïóñòü In =

∫
lnn x dx. Ïîêàæèòå, ÷òî In = x lnn x−nIn−1. Íàéäèòå

I4.

Óïð. 14. Ïîêàæèòå, ÷òî a)
∫
xn sinx dx = −xn cosx+ n

∫
xn−1 cosxdx;

b)
∫
xn cosxdx = xn sinx− n

∫
xn−1 sinxdx.

Óïð. 15. Ïóñòü In =
∫ π/2

0 sinn x dx, Jn =
∫ π/2

0 cosn x dx (n ≥ 2). Ïîêàæè-

òå, ÷òî In =
n− 1

n
In−2, Jn =

n− 1

n
Jn−2. Íàéäèòå I3, J5.

Óïð. 16.
⋆◦

Ïóñòü In+1 =
∫ dx

(x2 + 1)n+1
(n ∈ N). Ïîêàæèòå, ÷òî In+1 =

x

2n(x2 + 1)n
+

2n− 1

2n
In. Íàéäèòå I3.

Óïð. 17. Ïîêàæèòå, ÷òî

∫ x

0

tg3 t sh(x− t)dt = tg x− shx.

Óïð. 18. Äîêàæèòå, ÷òî ñëåäóþùèå ïàðû �óíêöèé îðòîãîíàëüíû íà [−π;π] :
a) sinx è x2; b) x è cosx; c) x2 + x è x− 1.

Óïð. 19. Íàéäèòå êîý��èöèåíòû Ôóðüå �óíêöèé:

a) sgnx; b) x; c) x2; d) x3;

e) sin
x

2
; f) cos

x

2
; g) ex; h) ex/2.

Î ò â å ò û

Óïð. 3. a) 4− ln 3; b) 0; c) 2; d) 0; e) 2; f) π/2. Óïð. 4. a) 1; b) −5; c) 0; d) 0; e) 1/2;

f) 0. Óïð. 5. a) π; b) 1; c) 2π; d) 0; e) (e2 + 1)/4; f) π/2 − 1. Óïð. 6. a) 0; b) 0;

c) 4; d) π; e) 0; f) 0. Óïð. 7. a) 16/3; b) ln 2; c) 3/8; d) 2 − ln 3; e) 1/3 − ln 7/6; f) π.

Óïð. 8. a) 0; b) 2/
√
3; c)

√
2 ln(

√
2+1); d) 3π/4; e) 5π/16; f) 0. Óïð. 9. a) 2; b) − 2π;

c) 2 ln(
√
2+1); d) 1; e) 1; f) e−5/e. Óïð. 11. a) 6, 75; b) 1; c) 14/3−3/ ln 2; d) 1/π−1/4;

e) 7, 5− 8 ln 2; f) 5− 3/ ln 2. Óïð. 12. a)
4

3
; b)

π

2
− 1

3
; c) 2− π

4
; d)

2π

3
+ 2 èëè

2π

3
− 2.

Óïð. 13. I4 = x(t4 − 4t3 + 12t2 − 24t + 24), ãäå t = lnx. Óïð. 15. I3 =
2

3
, J5 =

8

15
.

Óïð. 16. I3 =
x

4(x2 + 1)2
+

3x

8(x2 + 1)
+

3

8
arctg x.
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3. Íåñîáñòâåííûå èíòåãðàëû

Èíòåãðàëû ïî áåñêîíå÷íîìó ïðîìåæóòêó

�àññìîòðèì �óíêöèþ f(x), îïðåäåëåííóþ íà ëó÷å [a,+∞) è èìåþùóþ íà ýòîì

ëó÷å ïåðâîîáðàçíóþ. Îáîçíà÷èì ýòó ïåðâîîáðàçíóþ ÷åðåç F (x).

Íåñîáñòâåííûì èíòåãðàëîì I ðîäà íàçûâàþò ñèìâîë

∫ +∞

a

f(x) dx.

Åñëè ñóùåñòâóåò limF (x) ïðè x→ +∞, òî, îáîçíà÷àÿ åãî ÷åðåç F (+∞), ïî-
ëó÷èì âîçìîæíîñòü ïðèäàòü ýòîìó ñèìâîëó ðåàëüíîå çíà÷åíèå, ðàñïðîñòðàíèâ

�îðìóëó Íüþòîíà � Ëåéáíèöà íà áåñêîíå÷íûé ïðîìåæóòîê. Òàêèì îáðàçîì,

∫ +∞

a

f(x) dx = F (+∞)− F (a).

Â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë ñõîäèòñÿ.Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå

èíòåãðàë ðàñõîäèòñÿ.

Ïðèìåð 1. Ïîêàçàòü, ÷òî óêàçàííûå èíòåãðàëû ñõîäÿòñÿ è âû÷èñëèòü èõ

çíà÷åíèÿ:

a)

∫ +∞

1

1− ln x

x2
dx, b)

∫ +∞

0

(1−x)e−xdx, c)

∫ +∞

π

x cos x− sin x

x2
dx.

�åøåíèå. a) Íàéäåì ïåðâîîáðàçíóþ: F (x) =
lnx

x
→ 0 ïðè x→ +∞. Ñëåäîâà-

òåëüíî, F (+∞) = 0. Òàêèì îáðàçîì,

∫ +∞

1

1− ln x

x2
dx = F (+∞)− F (1) = 0.

b) F (x) = xe−x → 0 ïðè x → +∞. Ñëåäîâàòåëüíî, F (+∞) = 0. Òàêèì

îáðàçîì,

∫ +∞

0

(1− x)e−x dx = F (+∞)− F (0) = 0.

c) F (x) =
sin x

x
. F (+∞) = 0. Òàêèì îáðàçîì,

∫ +∞

π

x cosx− sin x

x2
dx = 0.

Àíàëîãè÷íî ðàññìàòðèâàåòñÿ èíòåãðàë ïî ïðîìåæóòêó, áåñêîíå÷íîìó âëåâî,

òî åñòü ïðè a = −∞. Èíòåãðàë ïî âñåé ïðÿìîé ñ÷èòàåòñÿ ñõîäÿùèìñÿ, åñëè

ñóùåñòâóþò îáà ïðåäåëà F (+∞) è F (−∞).

Íàïîìíèì, ÷òî ñëåäóþùèå �óíêöèè íàçûâàþòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêèìè: shx =
ex − e−x

2
� ãèïåðáîëè÷åñêèé ñèíóñ, chx =

ex + e−x

2
� êîñèíóñ, thx =

sh x

chx
=

ex − e−x

ex + e−x
� òàíãåíñ, cthx =

ch x

sh x
=
ex + e−x

ex − e−x
� êîòàíãåíñ. Ïðè ýòîì äëÿ ãèïåð-

áîëè÷åñêèõ �óíêöèé âåðíû ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà: (shx)′ = chx, (chx)′ = shx,

(th x)′ =
1

ch2 x
, (cthx)′ = − 1

sh2 x
.

Ïðèìåð 2. Âûÿñíèòü, ñõîäÿòñÿ ëè óêàçàííûå èíòåãðàëû, è åñëè ñõîäÿòñÿ,

òî âû÷èñëèòü èõ çíà÷åíèÿ:
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a)

∫ +∞

−∞

dx

ch2 x
, b)

∫ +∞

−∞
th x dx, c)

∫ +∞

−∞

sh x dx

ch2 x
.

�åøåíèå. a) F (x) = thx ⇒
∫ +∞

−∞

dx

ch2 x
= th(+∞)− th(−∞) = 1− (−1) = 2.

b) F (x) = ln chx. limx→+∞ F (x) íå ñóùåñòâóåò ⇒ èíòåãðàë íå ñõîäèòñÿ.

c) F (x) = − 1

chx
. limx→±∞ F (x) = 0 ⇒ èíòåãðàë ðàâåí íóëþ.

Ïðèìåð 3.

∫ +∞

−∞

(

− 1

sh2 x

)

dx = cth (+∞) − cth (−∞) = 2. Ïîëó÷èëîñü, ÷òî

èíòåãðàë îò îòðèöàòåëüíîé �óíêöèè ðàâåí ïîëîæèòåëüíîìó ÷èñëó. Íàéäè-

òå îøèáêó!

Íåñîáñòâåííûå èíòåãðàëû II ðîäà

�àññìîòðèì �óíêöèþ f(x), îïðåäåëåííóþ è íåïðåðûâíóþ íà ïîëóîòêðûòîì

ïðîìåæóòêå [a; b). Åñëè f(x) â òî÷êå b íå îïðåäåëåíà, òî ñèìâîë

∫ b

a

f(x) dx

íàçûâàþò íåñîáñòâåííûì èíòåãðàëîì II ðîäà. �îâîðÿò òàêæå, ÷òî èíòåãðàë èìå-

åò â òî÷êå b îñîáåííîñòü.
Åñëè ñóùåñòâóåò limF (x) ïðè x → b − 0, òî, îáîçíà÷àÿ åãî ÷åðåç F (b), ðàñ-

ïðîñòðàíÿåì è íà ýòîò ñëó÷àé äåéñòâèå �îðìóëû Íüþòîíà � Ëåéáíèöà. Òàêèì

îáðàçîì,

∫ b

a

f(x) dx = F (b)− F (a).

Â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë ñõîäèòñÿ.Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå

èíòåãðàë ðàñõîäèòñÿ. Àíàëîãè÷íî ðàññìàòðèâàåòñÿ èíòåãðàë â ñëó÷àå îñîáåííî-

ñòè â ëåâîì êîíöå ïðîìåæóòêà, òî åñòü â òî÷êå a. Åñëè îñîáåííîñòü íàõîäèòñÿ

âíóòðè, òî åñòü â òî÷êå c òàêîé, ÷òî c ∈ (a; b), òî â ýòîì ñëó÷àå èíòåãðàë ñ÷èòàåò-

ñÿ ñõîäÿùèìñÿ, åñëè èíòåãðàëû îò ðàññìàòðèâàåìîé �óíêöèè ïî ïðîìåæóòêàì

(a; c) è (c; b) ñõîäÿòñÿ îáà.

Ïðèìåð 4. Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü èíòåãðàë

∫ π

0

tg xdx.

�åøåíèå. Èíòåãðàë

∫ π

0

tg xdx èìååò îñîáåííîñòü â òî÷êå c = π/2. Äëÿ òîãî,

÷òîáû îí ñõîäèëñÿ, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû îáà èíòåãðàëà îò óêàçàííîé

�óíêöèè ïî ïðîìåæóòêàì [0;π/2] è [π/2;π] ñõîäèëèñü. Îäíàêî ïåðâîîáðàçíàÿ
F (x) = ln | cosx| íå èìååò ïðåäåëà ïðè x → π/2. Òàêèì îáðàçîì, èíòåãðàë ðàñ-

õîäèòñÿ.

Ïðèìåð 5. Ïîêàçàòü, ÷òî óêàçàííûå èíòåãðàëû ñõîäÿòñÿ è âû÷èñëèòü èõ

çíà÷åíèÿ:

a)

∫ 1

0

dx√
1− x

, b)

∫ 1

0

lnxdx, c)

∫ π/2

0

cos xdx

2
√
sin x

.
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�åøåíèå. a)

∫ 1

0

dx√
1− x

= −2
√
1− x

∣
∣
∣
∣

1

0

= 0− (−2) = 2.

b)

∫ 1

0

lnx dx = x ln x− x
∣
∣
∣
∣

1

0

= −1. c)

∫ 1

−1

cos xdx

2
√
sin x

=
√
sinx

∣
∣
∣
∣

π/2

0

= 1.

Òåîðåìû î ñõîäèìîñòè íåñîáñòâåííûõ èíòåãðàëîâ

Ïóñòü a ≤ b ≤ x0 (òî÷êà x0 ìîæåò áûòü è ñèìâîëîì +∞). Åñëè �óíêöèÿ f(x)

íåïðåðûâíà íà [a;x0), òî ñõîäèìîñòü èíòåãðàëà

∫ x0

a

f(x)dx ýêâèâàëåíòíà ñõîäè-

ìîñòè èíòåãðàëà

∫ x0

b

f(x)dx, òî åñòü ïåðâûé èíòåãðàë ñõîäèòñÿ òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà ñõîäèòñÿ âòîðîé èíòåãðàë. Èíîãäà ãîâîðÿò, ÷òî èíòåãðàëû ñõîäÿòñÿ

èëè ðàñõîäÿòñÿ îäíîâðåìåííî. Äëÿ ñîêðàùåíèÿ çàïèñè ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü

â ýòîì ñëó÷àå çíà÷îê ∼ . Íàïðèìåð,
∫ +∞

0

ex dx ∼
∫ +∞

1

ex dx ∼
∫ +∞

100

ex dx.

Ýòèì ìû ïîä÷åðêèâàåì, ÷òî âîïðîñ î ñõîäèìîñòè èíòåãðàëà ÿâëÿåòñÿ ëî-

êàëüíûì. Ïîýòîìó â ñëó÷àå, êîãäà íå ñòàâèòñÿ âîïðîñ î âû÷èñëåíèè èíòåãðàëà,

à òîëüêî î åãî ñõîäèìîñòè, èíîãäà ïèøóò

∫ x0

f(x)dx èëè

∫ x0

∗
f(x)dx áåç óêàçà-

íèÿ âòîðîãî ïðåäåëà èëè ñòàâÿ çâåçäî÷êó, ÷òîáû ïîä÷åðêíóòü, ÷òî â âîïðîñå î

ñõîäèìîñòè çíà÷åíèå ýòîãî ïðåäåëà íå ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííûì. Â ñîîòâåòñòâèè

ñ ýòîé ëîêàëüíîñòüþ â òåîðåìàõ î ñõîäèìîñòè èíòåãðàëîâ íàñ èíòåðåñóþò ñâîé-

ñòâà ïîäûíòåãðàëüíîé �óíêöèè ëèøü â îêðåñòíîñòè îñîáåííîñòè.

Íàïîìíèì ïîíÿòèå îêðåñòíîñòè.

• Îêðåñòíîñòüþ òî÷êè x0 ∈ R íàçûâàåòñÿ ëþáîé èíòåðâàë (α, β), ñîäåðæàùèé
òî÷êó x0, èëè ëþáîå ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå òàêîé èíòåðâàë.

• Îêðåñòíîñòüþ +∞ (äîïóñêàÿ íåêîòîðóþ âîëüíîñòü ðå÷è ìû áóäåì ãîâîðèòü

îá îêðåñòíîñòè òî÷êè +∞) ìû áóäåì íàçûâàòü ëþáîé ëó÷ (α,+∞) èëè ëþáîå

ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå òàêîé ëó÷.

• Îêðåñòíîñòüþ−∞ (è çäåñü ìû ñèìâîë−∞ áóäåì íàçûâàòü èíîãäà òî÷êîé−∞)

ÿâëÿåòñÿ ëþáîé ëó÷ (−∞;α) èëè ëþáîå ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå òàêîé ëó÷.

• Îêðåñòíîñòüþ òî÷êè x0 â D (ïðè ýòîì ñàìà òî÷êà x0 íå îáÿçàòåëüíî ïðèíàä-
ëåæèò D) íàçûâàåòñÿ ïåðåñå÷åíèå îêðåñòíîñòè òî÷êè x0  ìíîæåñòâîì D.

• Ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòüþ òî÷êè x0 íàçûâàåòñÿ ëþáàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè x0 áåç
ñàìîé òî÷êè.

Ïðèçíàê ñðàâíåíèÿ. Ôóíêöèè f(x) è g(x), îïðåäåëåíû íà íåêîòîðîé ïðîêîëî-

òîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 (òî÷êà x0 ìîæåò áûòü è îäíèì èç ñèìâîëîâ ±∞). Åñëè

0 ≤ f(x) ≤ g(x) äëÿ âñåõ x èç ýòîé îêðåñòíîñòè, òî èç ñõîäèìîñòè èíòåãðàëà

∫ x0

g(x)dx ñëåäóåò ñõîäèìîñòü èíòåãðàëà

∫ x0

f(x)dx.
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Ïðåäåëüíûé ïðèçíàê ñðàâíåíèÿ. Ôóíêöèè f(x) è g(x), îïðåäåëåíû íà íåêî-

òîðîé ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 (òî÷êà x0 ìîæåò áûòü è îäíèì èç ñèì-

âîëîâ ±∞). Åñëè f(x) è g(x) ïîëîæèòåëüíû äëÿ âñåõ x èç ýòîé îêðåñòíîñòè,

ïðè÷åì f(x) ∼ g(x) ïðè x→ x0, òî

∫ x0

f(x) dx ∼
∫ x0

g(x) dx.

Ç à ä à ÷è ä ë ÿ ï ð à êòè÷ å ñ ê è õ ç à í ÿòèé

Óïð. 1.
◦
Âûÿñíèòå, ñõîäÿòñÿ ëè óêàçàííûå èíòåãðàëû, è åñëè ñõîäÿòñÿ, òî

âû÷èñëèòå èõ çíà÷åíèÿ:

a)

∫ +∞

2

dx

2x
√
x− 1

, b)

∫ +∞

1

ex(x− 1)

x2
dx, c)

∫ +∞

1

(
π

2
− 1

x
− arctgx

)

dx.

Óïð. 2.
◦
Èññëåäóéòå ñõîäèìîñòü èíòåãðàëîâ:

a)

∫ +∞
dx√
x3 − 1

, b)

∫ +∞
ex

x2 + 4
dx, c)

∫ +∞
dx

ex − 1
,

d)

∫ +∞
dx√

x2 + 2x
, e)

∫ +∞
x2e−xdx, f)

∫ +∞
dx

ex − x
.

Óïð. 3.
◦
Èññëåäóéòå ñõîäèìîñòü èíòåãðàëîâ:

a)

∫

1

dx

x2 − 1
, b)

∫

1

ex

ln x
dx, c)

∫

1+0

dx√
x− 1

,

d)

∫

1

dx

x3 − 1
, e)

∫

1

x− 1

ln x
dx, f)

∫

1+0

dx√
x3 − 1

,

Óïð. 4.
◦
Èññëåäóéòå ñõîäèìîñòü èíòåãðàëîâ:

a)

∫

0

sin x dx

x
, b)

∫

0

ex lnx dx, c)

∫

0

dx

sin x
,

d)

∫

0

x+ 1 dx

sin x
, e)

∫

0

e−1/x lnx dx, f)

∫

0

dx

sin
√
x
,

Óïð. 5. Äîêàæèòå, ÷òî ñëåäóþùèå ïàðû �óíêöèé îðòîãîíàëüíû íà [0; +∞) :

a) e−x è x− 1; b) e−x
2

è x3 − x; c) arctg x− π

4
è

1

x2 + 1
.

Î ò â å ò û

Óïð. 1. a) ñõ., π/2− 1/4; b) ðàñõ.; c) ñõ., 1− π/4− ln
√
2. Óïð. 2. a) ñõ.; b)

ðàñõ.; c) ñõ.; d) ðàñõ.; e) ñõ.; f) ñõ. Óïð. 3. a) ðàñõ.; b) ðàñõ.; c) ñõ.; d) ðàñõ.; e)
ñõ.; f) ñõ. Óïð. 4. a) ñõ.; b) ñõ.; c) ðàñõ.; d) ðàñõ.; e) ñõ.; f) ñõ.
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�ÿäû

1. Êîíå÷íûå ñóììû

Äîñòàòî÷íî ÷àñòî â ìàòåìàòèêå ïðèõîäèòñÿ èìåòü äåëî ñ ñóììàìè, ñîäåð-

æàùèìè áîëüøîå êîëè÷åñòâî ñëàãàåìûõ. Ïðè ýòîì èíîãäà çàòðóäíèòåëüíî, à

èíîãäà è íåâîçìîæíî óêàçàòü ÿâíî âñå ñëàãàåìûå èññëåäóåìîé ñóììû, è ïîýòî-

ìó îáû÷íî èñïîëüçóþòñÿ äâà ñïîñîáà çàïèñè ñóìì. Â ïåðâîì ñëó÷àå � â �îðìå

çàïèñè ñ èñïîëüçîâàíèåì ìíîãîòî÷èÿ � óêàçûâàåòñÿ íåñêîëüêî ïåðâûõ ñëàãàå-

ìûõ ñóììû, îïðåäåëÿþùèõ çàêîíîìåðíîñòü, ïî êîòîðîé ìîãóò áûòü âû÷èñëåíû

îñòàëüíûå ñëàãàåìûå. Ïîñëå ýòîãî ñòàâèòñÿ ìíîãîòî÷èå è âûïèñûâàåòñÿ ïîñëåä-

íåå ñëàãàåìîå. Íàïðèìåð:

1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6 + 7 + 8 + 9 + 10 = 1 + 2 + 3 + . . .+ 10;

1− 1

2
+

1

3
− 1

4
+

1

5
− 1

6
+

1

7
− 1

8
+

1

9
− 1

10
=

1

1
− 1

2
+

1

3
− . . .− 1

10
.

Åñëè ÿâíî óêàçàíà �îðìóëà äëÿ êàæäîãî ñëàãàåìîãî â çàâèñèìîñòè îò åãî íî-

ìåðà, òî ãîâîðÿò, ÷òî çàäàí îáùèé ÷ëåí ñóììû. Ïðè ýòîì óäîáíî èñïîëüçîâàòü

êîìïàêòíóþ �îðìó çàïèñè ñóììû ñ èñïîëüçîâàíèåì çíàêà ñóììèðîâàíèÿ

∑
. Â

ýòîì ñëó÷àå èñïîëüçóåòñÿ ïåðåìåííàÿ, êîòîðîé îáîçíà÷àåòñÿ íîìåð ñëàãàåìîãî.

Îíà íàçûâàåòñÿ èíäåêñîì ñóììèðîâàíèÿ. ×àùå âñåãî äëÿ îáîçíà÷åíèÿ èíäåê-

ñà ñóììèðîâàíèÿ èñïîëüçóþòñÿ áóêâû k, i, j, íî ìîãóò óïîòðåáëÿòüñÿ è ëþáûå

äðóãèå. Ñíèçó îò çíàêà ñóììèðîâàíèÿ óêàçûâàåòñÿ, ñ êàêîãî íîìåðà íà÷èíàåòñÿ

ñóììèðîâàíèå, à ñâåðõó � êàêèì íîìåðîì îíî çàêàí÷èâàåòñÿ. Íàïðèìåð:

1 + 2 + 3 + . . .+ 10 =
10
∑

k=1

k;
1

1
− 1

2
+

1

3
− . . .− 1

20
=

20
∑

k=1

(−1)k+1

k
.

Èíîãäà ÷èñëî ñëàãàåìûõ íå �èêñèðîâàíî è ÿâëÿåòñÿ ïåðåìåííîé âåëè÷èíîé.

Ïåðåìåííîé âåëè÷èíîé ìîæåò áûòü è íà÷àëî îòñ÷åòà, è êîíåö. Íàïðèìåð:

1

2k
− 1

2(k + 1)
+

1

2(k + 2)
+ . . .+

(−1)n

2(k + n)
=

k+n
∑

j=k

(−1)j−k

2j
=

n
∑

i=0

(−1)i

2(k + i)
.

Óïð. 1. Çàïèøèòå ñ èñïîëüçîâàíèåì ìíîãîòî÷èÿ è â êîìïàêòíîé �îðìå ñëå-

äóþùèå ñóììû:

a) a1b7 + a2b6 + a3b5 + a4b4 + a5b3 + a6b2 + a7b1 + a8b0;

b) 1 + 2x+ 3x2 + 4x3 + 5x4 + 6x5 + 7x6;

c) c0 + c1z + c2z
2 + c3z

3 + c4z
4 + c5z

5.

Óïð. 2. Çàïèøèòå â êîìïàêòíîé �îðìå ñóììû:

a) 1 +
1

1
+

1

1 · 2 +
1

1 · 2 · 3 +
1

1 · 2 · 3 · 4 +
1

1 · 2 · 3 · 4 · 5 ;

b) 1− x

1
+
x2

2
− . . .+ (−1)nxn

n
;

c) 1 +
z

1
+

z2

1 · 2 +
z3

1 · 2 · 3 + . . .+
zk

k!
.
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Âûïèøåì íåñêîëüêî ïðîñòûõ ñâîéñòâ îïåðàöèè ñóììèðîâàíèÿ. Îòìåòèì, ÷òî

çäåñü a, b, C � ïîñòîÿííûå, òî åñòü ÷èñëà, íå çàâèñÿùèå îò èíäåêñà ñóììèðîâà-

íèÿ:

1◦.

n∑

j=1

C = nC, 2◦.

n∑

j=1

Cxj = C

n∑

j=1

xj ,

3◦.

n∑

j=1

(xj + yj) =

n∑

j=1

xj +

n∑

j=1

yj, 4◦.

n∑

j=1

(axj + byj) = a

n∑

j=1

xj + b

n∑

j=1

yj ,

5◦.
n∑

j=k

xj =
n∑

i=k

xi =
n−k∑

j=0

xj+k , 6◦.
n∑

j=1

xj =
n−1∑

j=0

xj+1 =
2n−1∑

j=n

xj−n+1,

7◦.

k∑

j=1

xj +

n∑

j=k+1

xj =

n∑

j=1

xj , 8◦.

n∑

j=0

xj yn−j =

n∑

j=0

xn−jyj .

Íåêîòîðûå ñïîñîáû ñóììèðîâàíèÿ

Íèæå ìû ðàññìîòðèì íåñêîëüêî íàèáîëåå ÷àñòî âñòðå÷àþùèõñÿ ñïîñîáîâ ñóì-

ìèðîâàíèÿ.

Àðè�ìåòè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ. Åñëè a1 = a, a2 = a+ d, a3 = a+ 2d, . . . ,

an = a+ (n− 1)d, òî a1 + a2 + a3 + . . .+ an =

n∑

k=1

ak =
a1 + an

2
n.

Â ÷àñòíîñòè, 1 + 2 + 3 + . . .+ n =
n∑

k=1

k =
n(n+ 1)

2
,

1 + 3 + 5 + . . .+ 2n− 1 =

n∑

k=1

(2k − 1) = 2

n∑

k=1

k −
n∑

k=1

1 = 2
n(n+ 1)

2
− n = n2.

�åîìåòðè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ. Åñëè b1 = b, b2 = b q, b3 = b q2, . . . , bn = b qn−1,
è q 6= 1, òî

b1 + b2 + b3 + . . .+ bn =

n∑

k=1

bk = b
1− qn

1− q
.

Â ÷àñòíîñòè, åñëè q 6= 1, òî 1 + q + q2 + . . .+ qn−1 =
n−1∑

k=0

qk =
1− qn

1− q
,

1 +
1

2
+

1

22
+

1

23
+ . . .+

1

29
=

9∑

k=0

1

2k
=

210 − 1

29
=

1023

512
.

�àçëîæåíèå íà ïðîñòåéøèå. Âîñïîëüçóåìñÿ ðàâåíñòâîì

1

x(x+ 1)
=

1

x
−

1

x+ 1
. Òîãäà

1

1 · 2 +
1

2 · 3 +
1

3 · 4 +
1

4 · 5 + . . .+
1

(n− 1) · n =

=
1

1
− 1

2
+

1

2
− 1

3
+

1

3
− 1

4
+

1

4
− 1

5
+ . . .+

1

n− 1
− 1

n
= 1− 1

n
=
n− 1

n
.
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Äè��åðåíöèðîâàíèå ñóìì. �àññìîòðèì ñóììó

n∑

k=0

xk =
1− xn+1

1− x
(x 6= 1).

Ïðîäè��åðåíöèðîâàâ ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòè ðàâåíñòâà, ïîëó÷èì íîâîå ñî-

îòíîøåíèå:

n∑

k=1

kxk−1 =

n−1∑

k=0

(k + 1)xk =

(
1− xn+1

1− x

)′
=

nxn+1 − (n+ 1)xn + 1

(1− x)2
.

Íàïðèìåð, 1 + 2x+ 3x2 + 4x3 + 5x4 =
5x6 − 6x5 + 1

(x− 1)2
.

Ç à ä à ÷ è ä ë ÿ ï ð à êòè÷ å ñ ê è õ ç à í ÿòèé

Óïð. 3. Çàïèøèòå â ÿâíîì (ðàçâåðíóòîì) âèäå ñóììû:

a)

6∑

k=2

ak−2b6−k, b)

5∑

j=1

x6−jyj, c)

n∑

i=n−4

Cinf
(i) g(n−i),

d)

−1∑

k=−4

akb−k, e)

3∑

j=−3

2−j3j , f)

4∑

i=0

Ci4f
(4−i)g(i).

Óïð. 4. Íàéäèòå ñóììû:

a)

99∑

k=0

k, b)

5∑

j=1

1

2j
, c)

5∑

i=−5

i,

d)
200∑

k=1

(2k − 1), e)
4∑

j=1

(−1)j

3j
, f)

5∑

i=0

Ci5,

g)
3∑

k=1

k!, h)
3∑

j=1

1

j!
, i)

5∑

i=0

Ci5 2
5−i.

Óïð. 5. Çàïèøèòå â êîìïàêòíîì âèäå è íàéäèòå ñóììû:

a) 1 + 2 · 1
2
+ 3 · 1

22
+ . . .+ n · 1

2n−1
; b) 1 · 2 + 2 · 3 + . . .+ n(n+ 1);

c) 1 +
1

2
· 1
2
+

1

3
· 1

22
+ . . .+

1

n
· 1

2n−1
; d) 1 · 2 · 3 + 2 · 3 · 4 + . . .+ n(n+ 1)(n+ 2).
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2. ×èñëîâûå ðÿäû

Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ

�ÿäîì íàçûâàåòñÿ ñóììà ñ áåñêîíå÷íûì êîëè÷åñòâîì ñëàãàåìûõ. ×òîáû ïîíÿòü,

÷òî ýòî îçíà÷àåò, íàì ïîòðåáóåòñÿ ïðåäåëüíûé ïåðåõîä, à ïîêà áóäåì ðàññìàò-

ðèâàòü ðÿä ÷èñòî ñèìâîëè÷åñêè, âîñïðèíèìàÿ çàïèñü ðÿäà

∞∑

k=1

ak = a1 + a2 + a3 + . . .

�îðìàëüíî. Ôîðìàëüíûìè áóäóò è äåéñòâèÿ ñ ðÿäàìè, íàïðèìåð:

ñëîæåíèå ðÿäîâ

∞∑

k=1

ak +

∞∑

k=1

bk =

∞∑

k=1

(ak + bk);

âû÷èòàíèå ðÿäîâ

∞∑

k=1

ak −
∞∑

k=1

bk =

∞∑

k=1

(ak − bk);

óìíîæåíèå íà ÷èñëî c

∞∑

k=1

ak =

∞∑

k=1

cak.

Çàìåòèì, ÷òî â çàïèñè ðÿäà ñóììèðîâàíèå ìîæåò íà÷èíàòüñÿ ñ ëþáîãî íà-

òóðàëüíîãî ÷èñëà, íàïðèìåð

∑∞
k=5 ak. Èíîãäà óäîáíî, ÷òîáû îíî íà÷èíàëîñü ñ

íóëÿ. Îäíàêî çàêàí÷èâàòüñÿ îíî äîëæíî âñåãäà ñèìâîëîì∞. �ÿä∑∞
k=N+1 ak =

∑∞
j=1 aN+j áóäåì íàçûâàòü òàêæå îñòàòêîì ðÿäà A =

∑∞
k=1 ak è îáîçíà÷àòü

÷åðåç RN (A).

∞∑

k=1

ak = a1 + a2 + . . .+ aN
︸ ︷︷ ︸

÷àñòè÷íàÿ ñóììà SN

+ aN+1 + aN+2 + . . .
︸ ︷︷ ︸

îñòàòîê ðÿäà RN

.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ðÿäà

∑∞
k=1 ak = a1 + a2 + a3 + . . . åãî îáùèì ÷ëåíîì

(ak) íàçûâàåòñÿ �îðìóëà, îïðåäåëÿþùàÿ êàæäîå ñëàãàåìîå â çàâèñèìîñòè îò

åãî íîìåðà. Êîíå÷íàÿ ñóììà Sn =
∑n

k=1 ak = a1 + a2 + . . .+ an íàçûâàåò-

ñÿ ÷àñòè÷íîé ñóììîé ðÿäà. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷àñòè÷íûõ ñóìì {Sn}∞n=1

ñõîäèòñÿ, òî ðÿä íàçûâàåòñÿ ñõîäÿùèìñÿ, à ïðåäåë ÷àñòè÷íûõ ñóìì íàçûâàåòñÿ

ñóììîé ðÿäà. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ðÿä íàçûâàþò ðàñõîäÿùèìñÿ. Äëÿ ëþáîãî

íîìåðà N âåðíî, ÷òî ðÿä A ñõîäèòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñõîäèòñÿ åãî

îñòàòîê RN (A).

Ïðèìåð 1. Íàéòè ÷àñòè÷íûå ñóììû è âûÿñíèòü, ñõîäèòñÿ ëè ðÿä F =

∞∑

k=1

fk,

ãäå fk =
2k + 1

k2(k + 1)2
.

�åøåíèå. Ïðåäñòàâèì îáùèé ÷ëåí ðÿäà â âèäå ñóììû áîëåå ïðîñòûõ äðîáåé:
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fk =
1

k2
− 1

(k + 1)2
. Òîãäà ðÿä ïðèìåò âèä

∞∑

k=1

(
1

k2
− 1

(k + 1)2

)

=
(

1

12
− 1

22

)

+
(

1

22
− 1

32

)

+
(

1

32
− 1

42

)

+ . . .

Âûïèøåì òåïåðü ÷àñòè÷íûå ñóììû:

Sn =
1

12
− 1

22
+

1

22
− 1

32
+

1

32
− 1

42
+ . . .+

1

n2
− 1

(n+ 1)2
= 1− 1

(n+ 1)2
.

Òàêèì îáðàçîì, Sn → 1 ïðè n→∞. �ÿä ñõîäèòñÿ, è åãî ñóììà ðàâíà 1.

Óïð. 1.
◦
Íàéäèòå ÷àñòè÷íûå ñóììû è âûÿñíèòå, ñõîäèòñÿ ëè ðÿä Bq =

∞∑

k=1

bk,

ãäå bk =
1

kq
− 1

(k + 1)q
.

Óïð. 2.
◦
Íàéäèòå ÷àñòè÷íûå ñóììû è âûÿñíèòå, ñõîäèòñÿ ëè ðÿä. Åñëè äà,

òî íàéäèòå åãî ñóììó:

a)

∞∑

k=1

1 = 1 + 1 + 1 + 1 + . . . , b)

∞∑

k=1

(−1)k+1 = 1− 1 + 1− 1 + . . . ,

c)

∞∑

k=0

1

3k
= 1 +

1

3
+

1

32
+

1

33
+ . . . , d)

∞∑

k=1

1

k(k + 2)
=

1

1 · 3 +
1

2 · 4 +
1

3 · 5 + . . . .

Â äàëüíåéøåì â îñíîâíîì íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü âîïðîñ î ñõîäèìîñòè ðÿäîâ.

Ñäåëàåì ñíà÷àëà òðè çàìå÷àíèÿ.

Çàìå÷àíèå 1. Èçìåíåíèå ëþáîãî êîíå÷íîãî ÷èñëà ïåðâûõ ÷ëåíîâ ðÿäà íå ìå-

íÿåò ñõîäèìîñòü ðÿäà. Â ÷àñòíîñòè, ñóììèðîâàíèå â çàïèñè ðÿäà ìîæíî íà÷àòü ñ

ëþáîãî íîìåðà. (Îäíàêî, ðàçóìååòñÿ, ñóììà ðÿäà ïðè ýòîì ìîæåò èçìåíèòüñÿ).

Çàìå÷àíèå 2. Åñëè ñðåäè ÷ëåíîâ ðÿäà âñòðå÷àþòñÿ íóëè, òî èõ ìîæíî óáðàòü,

èçìåíèâ ñîîòâåòñòâóþùèì îáðàçîì íóìåðàöèþ îñòàâøèõñÿ ÷ëåíîâ ðÿäà. Ýòî íå

èçìåíèò íè ñõîäèìîñòü ðÿäà, íè åãî ñóììó, õîòÿ, �îðìàëüíî ãîâîðÿ, ðÿä áóäåò

äðóãèì.

Çàìå÷àíèå 3. Ôîðìàëüíûå äåéñòâèÿ ñ ðÿäàìè, îïèñàííûå âûøå, ñîõðàíÿþò

ñõîäèìîñòü, à èìåííî: ñóììà è ðàçíîñòü ñõîäÿùèõñÿ ðÿäîâ áóäóò ñõîäÿùèìèñÿ

ðÿäàìè. Óìíîæåíèå èëè äåëåíèå íà ÷èñëî, íå ðàâíîå íóëþ, ñîõðàíÿåò ñõîäè-

ìîñòü.

Òåîðåìû, óòâåðæäåíèÿ, îòíîñÿùèåñÿ ê âîïðîñó î ñõîäèìîñòè ðÿäîâ, íàçûâà-

þòñÿ êðèòåðèÿìè, èëè ïðèçíàêàìè, ñõîäèìîñòè.

Íåîáõîäèìûé ïðèçíàê ñõîäèìîñòè ðÿäà. Åñëè ðÿä

∑∞
k=1 ak ñõîäèòñÿ, òî

åãî îáùèé ÷ëåí ak ñòðåìèòñÿ ê íóëþ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàïèøåì ðàâåíñòâî ak = Sk − Sk−1. Ïîñêîëüêó Sk → S è

Sk−1 → S ïðè k →∞, òî ïðàâàÿ ÷àñòü ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè k →∞. Ñëåäîâà-
òåëüíî, ñòðåìèòñÿ ê íóëþ è ëåâàÿ ÷àñòü. Äîêàçàòåëüñòâî çàêîí÷åíî.

182



Ïîêàæåì íà ïðèìåðå, ÷òî âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ ak → 0 ïðè k →∞ íå äîñòà-

òî÷íî äëÿ ñõîäèìîñòè ðÿäà

∑∞
k=1 ak. �àññìîòðèì òàê íàçûâàåìûé ãàðìîíè÷å-

ñêèé ðÿä:

H1 =

∞∑

k=1

1

k
= 1 +

1

2
+

1

3
+ . . .+

1

k
+ . . .

Òåîðåìà î ðàñõîäèìîñòè ãàðìîíè÷åñêîãî ðÿäà. �ÿä H1 ðàñõîäèòñÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåäåì äîêàçàòåëüñòâî îò ïðîòèâíîãî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

ðÿä ñõîäèòñÿ, ñóììà åãî ðàâíà S è, ñëåäîâàòåëüíî, Sn → S ïðè n→∞. Ïîñêîëü-
êó òàêæå S2n → S, ïîëó÷àåì, ÷òî S2n − Sn → 0 ïðè n→∞. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

S2n − Sn =
1

n+ 1
+

1

n+ 2
+ . . .+

1

2n
≥ 1

2n
+

1

2n
+ . . .+

1

2n
= n · 1

2n
=

1

2
.

Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå, êîòîðîå äîêàçûâàåò óòâåðæäåíèå.

�ÿäû ñ íåîòðèöàòåëüíûìè ÷ëåíàìè

�ÿä A =
∑∞

k=1 ak íàçûâàåòñÿ çíàêîïîëîæèòåëüíûì, èëè ïðîñòî ïîëîæèòåëüíûì,
åñëè ak > 0 äëÿ ëþáîãî k. Ìû áóäåì ïèñàòü ïðè ýòîì, ÷òî A ≻ 0 èëè 0 ≺ A.

Åñëè ak ≥ 0 äëÿ ëþáîãî k, òî ðÿä íàçûâàåòñÿ çíàêîíåîòðèöàòåëüíûì èëè

ïðîñòî íåîòðèöàòåëüíûì. Ïðè ýòîì áóäåì ïèñàòü: A < 0 èëè 0 4 A.
×àñòè÷íûå ñóììû íåîòðèöàòåëüíîãî ðÿäà ìîíîòîííî âîçðàñòàþò, è, ñëåäî-

âàòåëüíî, òàêîé ðÿä ñõîäèòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíè îãðàíè÷åíû.

�àññìîòðèì äâà ðÿäà  íåîòðèöàòåëüíûìè ÷ëåíàìè A =
∑∞
k=1 ak è B =

∑∞
k=1 bk.

�îâîðÿò, ÷òî ðÿä A ìàæîðèðóåòñÿ ðÿäîì B èëè ÷òî ðÿä B ìàæîðèðóåò ðÿä A, åñ-
ëè íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìåðà âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà ak ≤ bk. Åñëè ýòè

íåðàâåíñòâà âûïîëíÿþòñÿ äëÿ âñåõ íîìåðîâ k, òî ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ðÿä

B ïîëíîñòüþ ìàæîðèðóåò ðÿä A.
�îâîðÿò òàêæå, ÷òî ðÿä B ÿâëÿåòñÿ ìàæîðàíòîé ðÿäà A, è ïèøóò A 4 B.

Ïðèçíàê ñðàâíåíèÿ ðÿäîâ (1-é ïðèçíàê ñðàâíåíèÿ). Ïóñòü 0 4 A 4 B.
Òîãäà åñëè ðÿä B ñõîäèòñÿ, òî ñõîäèòñÿ è ðÿä A. Åñëè ðàñõîäèòñÿ ðÿä A, òî
ðàñõîäèòñÿ è ðÿä B.
Äîêàçàòåëüñòâî. Îáà óòâåðæäåíèÿ íåìåäëåííî ñëåäóþò èç òîãî, ÷òî ÷àñòè÷-

íûå ñóììû ðÿäà A íå ïðåâîñõîäÿò ÷àñòè÷íûå ñóììû ðÿäà B, à ñõîäèìîñòü îáî-
èõ ðÿäîâ ýêâèâàëåíòíà îãðàíè÷åííîñòè èõ ÷àñòè÷íûõ ñóìì. Äîêàçàòåëüñòâî íà

ýòîì çàêîí÷åíî.

Çàìå÷àíèå. Ïîñêîëüêó ñõîäèìîñòü ðÿäà ýêâèâàëåíòíà ñõîäèìîñòè ëþáîãî åãî

îñòàòêà, òî óòâåðæäåíèÿ, îòíîñÿùèåñÿ ê ñõîäèìîñòè ðÿäà, îñòàþòñÿ âåðíûìè è

â òîì ñëó÷àå, êîãäà òî èëè èíîå ñâîéñòâî âûïîëíÿåòñÿ íå äëÿ âñåõ ÷ëåíîâ ðÿäà,

à íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìåðà. Íàïðèìåð, ïîëîæèòåëüíîñòü åãî ÷ëåíîâ. Èëè

íåðàâåíñòâî ak ≤ bk. Äëÿ óïðîùåíèÿ �îðìóëèðîâîê òåîðåì ìû íå âñåãäà áóäåì

èñïîëüçîâàòü ýòó áîëåå îáùóþ �îðìó.

Ïðèìåð 2. �ÿä A =

∞∑

k=1

1

2k − 1
ðàñõîäèòñÿ, òàê êàê A ≻

∞∑

k=1

1

2k
=

1

2

∞∑

k=1

1

k
ïðè
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k > 1. Òàêèì îáðàçîì, ðàññìàòðèâàåìûé ðÿä ìàæîðèðóåò ãàðìîíè÷åñêèé ðÿä

è, ñëåäîâàòåëüíî, ðàñõîäèòñÿ.

�îâîðÿò, ÷òî ðÿäû A è B ýêâèâàëåíòíû, è ïèøóò A ∼ B, åñëè ýêâèâàëåíòíû

èõ îáùèå ÷ëåíû, òî åñòü ak ∼ bk ïðè k → ∞. Íàïîìíèì, ÷òî ak ∼ bk, åñëè
lim

ak
bk
→ 1 ïðè k→∞.

Òåîðåìà îá ýêâèâàëåíòíûõ ðÿäàõ (2-é ïðèçíàê ñðàâíåíèÿ). Ïóñòü A ≻
0, B ≻ 0, A ∼ B. Òîãäà îáà ðÿäà ñõîäÿòñÿ èëè ðàñõîäÿòñÿ îäíîâðåìåííî. Ýòî

îçíà÷àåò, ÷òî åñëè ðÿä B ñõîäèòñÿ, òî ñõîäèòñÿ è ðÿä A. Åñëè ñõîäèòñÿ ðÿä

A, òî ñõîäèòñÿ è ðÿä B.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó ak ∼ bk ïðè k → ∞, òî ñóùåñòâóåò òàêîé íîìåð

N, ÷òî ïðè k ≥ N âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî ak ≤ 2bk. Ñëåäîâàòåëüíî, ÷àñòè÷íûå
ñóììû îñòàòêà ðÿäà A íå ïðåâîñõîäÿò óäâîåííûõ ÷àñòè÷íûõ ñóìì ðÿäà B, è
åñëè ïîñëåäíèå îãðàíè÷åíû, òî îãðàíè÷åíû è ÷àñòè÷íûå ñóììû ïåðâîãî ðÿäà.

Ïîìåíÿâ ìåñòàìè ðÿäû, ïîëó÷èì è âòîðîå óòâåðæäåíèå. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ïðèìåð 3. �ÿä

∞∑

k=1

1

2k + 3
ðàñõîäèòñÿ, òàê êàê

∞∑

k=1

1

2k + 3
∼

∞∑

k=1

1

2k
=

1

2

∞∑

k=1

1

k
.

Ïðèìåð 4. �ÿä

∞∑

k=1

1

2
√
k + 3

ðàñõîäèòñÿ, òàê êàê

∞∑

k=1

1

2
√
k + 3

∼
∞∑

k=1

1

2
√
k

=

1

2

∞∑

k=1

1√
k
<

1

2

∞∑

k=1

1

k
.

Íàì â äàëüíåéøåì äëÿ ñðàâíåíèÿ ïîíàäîáèòñÿ ñïåöèàëüíûé ðÿä

∞∑

k=1

1

k(k + 1)
=

1

1 · 2 +
1

2 · 3 +
1

3 · 4 + · · · � ðÿä îáðàòíûõ ïðîèçâåäåíèé.

Òåîðåìà î ñõîäèìîñòè ðÿäà îáðàòíûõ ïðîèçâåäåíèé. �ÿä îáðàòíûõ

ïðîèçâåäåíèé ñõîäèòñÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èñïîëüçîâàâ ðàçëîæåíèå äðîáè íà ïðîñòåéøèå, îïèñàííîå â

ïðåäûäóùåé ãëàâå, ïîëó÷èì ÷àñòè÷íûå ñóììû ðÿäà îáðàòíûõ ïðîèçâåäåíèé:

Sn = 1 − 1

n+ 1
. Òàêèì îáðàçîì, Sn → 1 ïðè n → ∞ è, ñëåäîâàòåëüíî, ðÿä

ñõîäèòñÿ. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ïåðåéäåì ê èññëåäîâàíèþ íà ñõîäèìîñòü ñëåäóþùåãî ðÿäà.

H2 =

∞∑

k=1

1

k2
=

1

12
+

1

22
+

1

32
+ · · · � ðÿä îáðàòíûõ êâàäðàòîâ.

Òåîðåìà î ñõîäèìîñòè ðÿäà îáðàòíûõ êâàäðàòîâ. �ÿä H2 ñõîäèòñÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé îá ýêâèâàëåíòíûõ ðÿäàõ. Çàìåòèì,

÷òî

∞∑

k=1

1

k2
∼

∞∑

k=1

1

k(k + 1)
. Âûøå ìû óñòàíîâèëè, ÷òî ðÿä

∞∑

k=1

1

k(k + 1)
ñõîäèòñÿ,

ñëåäîâàòåëüíî, ñõîäèòñÿ è ðÿä H2.
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�àðìîíè÷åñêèé ðÿä è ðÿä îáðàòíûõ êâàäðàòîâ ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûìè ñëó÷à-

ÿìè ðÿäà, êîòîðûé èãðàåò âàæíóþ ðîëü êàê ¾ìîäåëüíûé¿ ïðè èñïîëüçîâàíèè

ïðèçíàêîâ ñðàâíåíèÿ:

Hγ =

∞∑

k=1

1

kγ
=

1

1γ
+

1

2γ
+

1

3γ
+ · · · � îáîáùåííûé ãàðìîíè÷åñêèé ðÿä.

Òåîðåìà î ñõîäèìîñòè îáîáùåííîãî ãàðìîíè÷åñêîãî ðÿäà. �ÿä Hγ ñõî-
äèòñÿ ïðè γ > 1 è ðàñõîäèòñÿ ïðè γ ≤ 1.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü γ > 1. Ïîëîæèì q = γ − 1 è ðàññìîòðèì ðÿä Bq =
∑∞

k=1 bk, ãäå bk =
1

kq
− 1

(k + 1)q
. Îí ñõîäèòñÿ, ïîñêîëüêó åãî ÷àñòè÷íûå ñóììû

Sn, ðàâíûå 1− 1

(n+ 1)q
, ñòðåìÿòñÿ ê 1 ïðè n→∞. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

bk =
(k + 1)q − kq

kq(k + 1)q
=

(1 + 1/k)q − 1

(k + 1)q
∼ q

k(k + 1)q
∼ q 1

k1+q
= q

1

kγ
.

Òàêèì îáðàçîì, ðÿä Hγ ýêâèâàëåíòåí ðÿäó 1

q
Bq è, ñëåäîâàòåëüíî, ñõîäèòñÿ.

Åñëè γ ≤ 1, òî ðÿä Hγ ìàæîðèðóåò ãàðìîíè÷åñêèé ðÿä H1, ÷òî äîêàçûâàåò
åãî ðàñõîäèìîñòü. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Óïð. 3.
◦
Âûÿñíèòå, ñõîäÿòñÿ ëè ðÿäû:

a)
∞∑

k=1

k + 1

k2
, b)

∞∑

k=1

k2 + 1

k2
, c)

∞∑

k=1

ln
k + 1

k2
,

d)

∞∑

k=1

√
k + 1

k2
, e)

∞∑

k=1

k + 1

k
√
k2 + 1

, f)∗
∞∑

k=1

ln
k√

k2 + 1
.

Ïðèçíàê Äàëàìáåðà â ïðÿìîé �îðìå. Ïóñòü A =
∑∞
k=1 ak ≻ 0, ïðè-

÷åì ñóùåñòâóåò ÷èñëî λ < 1 òàêîå, ÷òî, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìåðà N,
âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

ak+1

ak
≤ λ. Òîãäà ðÿä A ñõîäèòñÿ. Åñëè, íà÷èíàÿ ñ

íåêîòîðîãî íîìåðà, âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

ak+1

ak
≥ 1, òî ðÿä ðàñõîäèòñÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó ñõîäèìîñòü ðÿäà ðàâíîñèëüíà ñõîäèìîñòè ëþáî-

ãî åãî îñòàòêà, äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ÷àñòè÷íûå ñóììû îñòàòêà RN (A) =
∑∞

j=1 aN+j . Îáîçíà÷èì aN+1 = b, òîãäà aN+2 ≤ b λ, aN+3 ≤ b λ2, aN+4 ≤
b λ3, . . . Òàêèì îáðàçîì, ðÿä RN (A) ìàæîðèðóåòñÿ áåñêîíå÷íî óáûâàþùåé ãåî-
ìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèåé b, bλ, bλ2, . . . , êîòîðàÿ ñõîäèòñÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, ñõî-

äèòñÿ è ñàì ðÿä. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âòîðîé ÷àñòè òåîðåìû çàìåòèì, ÷òî åñëè

ak+1

ak
≥ 1, òî ak+1 ≥ ak è, ñëåäîâàòåëüíî, îáùèé ÷ëåí ðÿäà íå ñòðåìèòñÿ ê

íóëþ. Òàêèì îáðàçîì, íå âûïîëíÿåòñÿ íåîáõîäèìîå óñëîâèå ñõîäèìîñòè è ðÿä

ðàñõîäèòñÿ. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ïåðåä òåì êàê ñ�îðìóëèðîâàòü ñëåäóþùóþ òåîðåìó, ñäåëàåì îäíî òåõíè÷å-

ñêîå çàìå÷àíèå èëè, ñêîðåå, íàïîìèíàíèå.
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Ëåììà î ãðàíèöàõ. Ïóñòü a, b � íåêîòîðûå ÷èñëà, a < b. Ïðåäïîëîæèì,

÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xk ñõîäèòñÿ, limk→∞ xk = ℓ, ïðè÷åì a < ℓ < b. Òîãäà
ñóùåñòâóåò íîìåð N òàêîé, ÷òî åñëè k > N, òî a < xk < b.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàïîìíèì, ÷òî â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì ïðåäåëà ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòè äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò N òàêîé, ÷òî åñëè k > N, òî
|xk− ℓ| < ε. Âîçüìåì â êà÷åñòâå ε ìèíèìóì èç äâóõ ðàññòîÿíèé: ℓ−a è b− ℓ. Åñ-
ëè óòâåðæäåíèå òåîðåìû íàðóøàåòñÿ è, íàïðèìåð, xk ≥ b, òî xk − ℓ ≥ b− ℓ ≥ ε.
Ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå, êîòîðîå äîêàçûâàåò ëåììó.

Ïðèçíàê Äàëàìáåðà â ïðåäåëüíîé �îðìå. Ïóñòü A =
∑∞
k=1 ak ≻ 0,

ïðè÷åì ñóùåñòâóåò ïðåäåë

ak+1

ak
ïðè k → ∞, ðàâíûé ℓ. Òîãäà, åñëè ℓ < 1, òî

ðÿä ñõîäèòñÿ. Åñëè ℓ > 1, òî ðÿä ðàñõîäèòñÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ℓ < 1, òî âîçüìåì â êà÷åñòâå b ëþáîå ÷èñëî, óäîâëåòâî-
ðÿþùåå íåðàâåíñòâàì ℓ < b < 1. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ëåììîé î ãðàíèöàõ, íà÷èíàÿ

ñ íåêîòîðîãî íîìåðà,

ak+1

ak
< b, òî åñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ ïðèçíàêà Äà-

ëàìáåðà â ïðÿìîé �îðìå. Ñëåäîâàòåëüíî, ðÿä ñõîäèòñÿ. Åñëè ℓ > 1, òî âîçüìåì
a = 1. Îïÿòü âîñïîëüçóåìñÿ ëåììîé î ãðàíèöàõ è ïðèçíàêîì Äàëàìáåðà. Ñëå-

äîâàòåëüíî, ðÿä ðàñõîäèòñÿ. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ïàðà àíàëîãè÷íûõ ïðèçíàêîâ èìåþò àíàëîãè÷íûå äîêàçàòåëüñòâà è ìû èõ

îïóñòèì.

Ïðèçíàê Êîøè â ïðÿìîé �îðìå. Ïóñòü A =
∑∞
k=1 ak ≻ 0, ïðè÷åì ñóùå-

ñòâóåò ÷èñëî λ < 1 òàêîå, ÷òî, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìåðà N, âûïîëíÿåòñÿ
íåðàâåíñòâî

k
√
ak ≤ λ. Òîãäà ðÿä A ñõîäèòñÿ. Åñëè, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî

íîìåðà, âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

k
√
ak ≥ 1, òî ðÿä ðàñõîäèòñÿ.

Ïðèçíàê Êîøè â ïðåäåëüíîé �îðìå. Ïóñòü A =
∑∞
k=1 ak ≻ 0, ïðè÷åì

ñóùåñòâóåò ïðåäåë

k
√
ak ïðè k → ∞, ðàâíûé ℓ. Òîãäà, åñëè ℓ < 1, òî ðÿä

ñõîäèòñÿ. Åñëè ℓ > 1, òî ðÿä ðàñõîäèòñÿ.

Óïð. 4.
◦
Èññëåäóéòå íà ñõîäèìîñòü ðÿäû:

a)

∞∑

k=1

k!

k2
, b)

∞∑

k=1

k2 − 1

k!
, c)

∞∑

k=1

2k

k!
,

d)

∞∑

k=1

√
k

2k
, e)

∞∑

k=1

2k

(k + 2)k
, f)

∞∑

k=1

(

1− 1

k

)k

.

Èíòåãðàëüíûé ïðèçíàê ñõîäèìîñòè. Ïóñòü ak, k = 1, 2, . . . , � ïîëîæè-

òåëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü è f(x) � åå îïðåäåëÿþùàÿ �óíêöèÿ (òî åñòü

�óíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ è íåïðåðûâíàÿ íà [1; +∞) è òàêàÿ, ÷òî f(k) = ak ïðè
âñåõ íàòóðàëüíûõ k). Åñëè f(x) óáûâàåò, òî ðÿä A =

∑∞
k=1 ak ñõîäèòñÿ òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà èíòåãðàë

∫ ∞

1

f(x)dx ñõîäèòñÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ïîëîæèòåëüíîñòè ÷ëåíîâ ðÿäà è ïîäûíòåãðàëüíîé

�óíêöèè äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ¾âçàèìíóþ îãðàíè÷åííîñòü¿ ÷àñòè÷íûõ ñóìì ðÿ-
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äà è ïåðâîîáðàçíîé F (x) =

∫ x

1

f(t)dt. Çàìåòèì, ÷òî â ñèëó ìîíîòîííîñòè

a2 ≤
∫ 2

1

f(t)dt ≤ a1, a3 ≤
∫ 3

2

f(t)dt ≤ a2, . . . , an+1 ≤
∫ n+1

n

f(t)dt ≤ an.

Ïóñòü x ∈ [n;n+ 1). Òîãäà

Sn − a1 ≤
∫ n

1

f(t)dt ≤
∫ x

1

f(t)dt ≤
∫ n+1

1

f(t)dt ≤ Sn+1.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè ïåðâîîáðàçíàÿ îãðàíè÷åííà, òî è ÷àñòè÷íûå ñóììû ðÿäà

îãðàíè÷åíû è íàîáîðîò. Äîêàçàòåëüñòâî çàêîí÷åíî.

Óïð. 5.
◦
Èññëåäóéòå íà ñõîäèìîñòü ðÿäû:

a)

∞∑

k=2

1

k ln k
, b)

∞∑

k=2

1

k ln2 k
, c)

∞∑

k=2

1

k
√
ln k

.

⋆
Àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ÷àñòè÷íûõ ñóìì

Çàìå÷àíèå. Îáîçíà÷èì bn = an −
∫ n+1

n f(t)dt. Èç íåðàâåíñòâ, èñïîëüçóåìûõ

ïðè äîêàçàòåëüñòâå èíòåãðàëüíîãî ïðèçíàêà, ñëåäóåò, ÷òî

0 ≤ b1 ≤ a1−a2, 0 ≤ b2 ≤ a2−a3, . . . , 0 ≤ bn−1 ≤ an−1−an, 0 ≤ bn ≤ an−an+1.

Ñëîæèâ íàïèñàííûå íåðàâåíñòâà, ïîëó÷èì íåðàâåíñòâà

0 ≤ Sn −
∫ n+1

1

f(t)dt ≤ a1 − an+1.

Ïåðåíåñåì

∫ n+1

n f(t)dt â ïðàâóþ ÷àñòü, çàìåòèâ, ÷òî

∫ n+1

n f(t)dt− an+1 → 0 ïðè
n→∞. Ìû äîêàçàëè ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà îá àñèìïòîòè÷åñêîì ïîâåäåíèè ÷àñòè÷íîé ñóììû ðÿäà. Ïóñòü

f(x) � ïîëîæèòåëüíàÿ, íåïðåðûâíàÿ è óáûâàþùàÿ íà [1; +∞) �óíêöèÿ è ak =
f(k) ïðè âñåõ íàòóðàëüíûõ k, Sn =

∑n
k=1 ak � ÷àñòè÷íûå ñóììû ðÿäà

∑∞
k=1 ak.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Sn −
∫ n

1 f(t)dt ÿâëÿåòñÿ ñõîäÿùåéñÿ è

0 ≤ lim
n→∞

(

Sn −
∫ n

1

f(t)dt

)

≤ a1.

Äðóãèìè ñëîâàìè, äëÿ êàæäîé �óíêöèè f(x), óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèÿì

òåîðåìû, ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ C (çàâèñÿùàÿ îò �óíêöèè), òàêàÿ ÷òî

0 ≤ C ≤ a1 è Sn =

∫ n

1

f(t)dt+ C + o(1).

Çäåñü ìû ÷åðåç o(1) îáîçíà÷èëè âåëè÷èíó, ñòðåìÿùóþñÿ ê íóëþ ïðè n→∞.
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Ïðèìåð 5. Ïóñòü f(x) =
1

xs
, s > 0, s 6= 1. Òîãäà ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ

Cs, òàêàÿ ÷òî

n∑

k=1

1

ks
=

n1−s

1− s
− 1

1− s
+ Cs + o(1), 0 ≤ Cs ≤ 1.

Ïðèìåð 6. Ïóñòü f(x) =
1

x
. Òîãäà ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ C, òàêàÿ ÷òî

n∑

k=1

1

k
= lnn+ C + o(1), 0 ≤ C ≤ 1.

Ïîñòîÿííàÿ C â ýòîì ñëó÷àå íàçûâàåòñÿ ïîñòîÿííîé Ýéëåðà � Ìàñêåðîíè è

îáîçíà÷àåòñÿ ëèáî áóêâîé C, ëèáî γ. Îíà ïðèáëèçèòåëüíî ðàâíà 0, 5772.

⋆
Ñõîäèìîñòü ñïåöèàëüíîãî ðÿäà

Íàèáîëåå ïðîñòûì è óïîòðåáèòåëüíûì èç äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé ñõîäèìîñòè ðÿäà

ÿâëÿåòñÿ ïðèçíàê Äàëàìáåðà. Îäíàêî îí íå ðàáîòàåò, åñëè

ak+1

ak
→ 1. Ìîæåò

ïîìî÷ü èíòåãðàëüíûé ïðèçíàê, íî èíîãäà è èíòåãðàë ñ÷èòàåòñÿ ñ òðóäîì. ×òîáû

îáîéòè ýòó òðóäíîñòü, ñ�îðìóëèðóåì åùå îäèí ïðîñòîé ïðèçíàê ñðàâíåíèÿ.

Òåîðåìà (3-é ïðèçíàê ñðàâíåíèÿ). Ïóñòü A, B ≻ 0 è âûïîëíÿþòñÿ íåðà-

âåíñòâà

ak+1

ak
≤ bk+1

bk
, k = 1, 2, . . . Òîãäà:

1) åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü bk óáûâàåò, òî óáûâàåò è ak;
2) åñëè bk → 0, òî ak → 0;
3) åñëè ðÿä B ñõîäèòñÿ, òî ñõîäèòñÿ è ðÿä A. Åñëè ðàñõîäèòñÿ ðÿä A, òî

ðàñõîäèòñÿ è ðÿä B.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî óñëîâèþ

a2 ≤ a1
b1
b2, a3 ≤ a2

b2
b3 ≤ a1

b1
b2
b3
b2

=
a1
b1
b3, . . . , an ≤ a1

b1
bn.

Óòâåðæäåíèÿ 1) è 2) î÷åâèäíî ñëåäóþò èç íàïèñàííûõ íåðàâåíñòâ. Äàëåå, ÷à-

ñòè÷íûå ñóììû ðÿäà A íå ïðåâîñõîäÿò ÷àñòè÷íûõ ñóìì ðÿäà B, óìíîæåííûõ íà
a1
b1
, è åñëè ïîñëåäíèå îãðàíè÷åíû, òî îãðàíè÷åíû è ÷àñòè÷íûå ñóììû ïåðâîãî

ðÿäà. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì ðÿä äîñòàòî÷íî ñïåöèàëüíîãî âèäà

Aµ =
∞∑

k=0

ak, a0 = 1, a1 = µ, a2 =
µ(µ− 1)

2!
, . . . , ak =

µ(µ− 1) · · · (µ− k + 1)

k!
,

ãäå µ � íåêîòîðîå ÷èñëî.

Òåîðåìà î ñõîäèìîñòè ðÿäà Aµ.
1) �ÿä |Aµ| =

∑∞
k=0 |ak| ñõîäèòñÿ ïðè µ ≥ 0.
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2) Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü |ak| ìîíîòîííî ñòðåìèòñÿ ê 0 ïðè −1 < µ < 0, íî
ðÿä |Aµ| ðàñõîäèòñÿ.

3) �ÿä |Aµ| ðàñõîäèòñÿ ïðè µ ≤ −1.
Äîêàçàòåëüñòâî. Íà÷íåì ñ êîíöà è çàìåòèì, ÷òî ïðè µ ≤ −1 ðÿä ðàñõîäèòñÿ,
òàê êàê |ak| = |µ|

1
· |1− µ|

2
· |2− µ|

3
· · · |k − 1− µ|

k
≥ 1, òî åñòü íå âûïîëíÿåòñÿ

íåîáõîäèìîå óñëîâèå ñõîäèìîñòè.

Äîêàæåì îñòàëüíûå óòâåðæäåíèÿ. Åñëè µ � öåëîå íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî,

òî ðÿä ïðåâðàùàåòñÿ â êîíå÷íóþ ñóììó è ñõîäèòñÿ. Ïóñòü òåïåðü µ � íåöåëîå.

Äëÿ ñðàâíåíèÿ ñ ðÿäîì |Aµ| ðàññìîòðèì îáîáùåííûé ãàðìîíè÷åñêèé ðÿä

Bγ =
∑∞

k=0 bk, ãäå bk =
1

kγ
. Òîãäà

bk+1

bk
=

kγ

(k + 1)γ
=
(

1− 1

k + 1

)γ

= 1− γ

k + 1
+ o

(
1

k + 1

)

= 1− γ

k
+ o

(
1

k

)

.

Ìû çäåñü èñïîëüçîâàëè ýêâèâàëåíòíîñòè:

(1 + α)γ − 1 ∼ γα ïðè α→ 0 è

1

k + 1
∼ 1

k
ïðè k →∞.

Çàïèñü o
(
1

k

)

îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò íîìåð n, òàêîé ÷òî ïðè

k > n âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

∣
∣
∣
bk+1

bk
−
(

1− γ

k

)∣
∣
∣ <

ε

k
⇔ bk+1

bk
> 1− γ

k
− ε

k
. Ñëå-

äîâàòåëüíî, íåðàâåíñòâî

|ak+1|
|ak|

<
bk+1

bk
áóäåò âûïîëíÿòüñÿ íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî

íîìåðà, åñëè ñóùåñòâóåò ε > 0 òàêîå, ÷òî
|k − 1− µ|

k
< 1 − γ

k
− ε

k
⇔ 1− 1 + µ

k
<

1− γ + ε

k
⇔ 1 + µ > γ + ε.

Åñëè µ > 0, òî íàéäóòñÿ γ > 1 è ε > 0 òàêèå, ÷òî ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî

áóäåò âûïîëíåíî è, ñëåäîâàòåëüíî, ðÿä |Aµ| áóäåò ñõîäèòüñÿ, ïîñêîëüêó ñõîäèòñÿ
îáîáùåííûé ãàðìîíè÷åñêèé ðÿä Bγ ïðè γ > 1.

Åñëè −1 < µ < 0, òî, íàéäóòñÿ γ > 0 è ε > 0 òàêèå, ÷òî ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî
áóäåò âûïîëíåíî è, ñëåäîâàòåëüíî, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü |ak| áóäåò óáûâàòü è

ñõîäèòüñÿ ê íóëþ, ïîñêîëüêó ýòèìè ñâîéñòâàìè îáëàäàåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

bk =
1

kγ
.

Ïðè ýòîì, ðàñêðûâ íåðàâåíñòâî

∣
∣
∣
bk+1

bk
−
(

1− γ

k

)∣
∣
∣ <

ε

k
ñ äðóãîé ñòîðîíû:

bk+1

bk
< 1 − γ

k
+
ε

k
⇔ 1 + µ > γ − ε, óáåæäàåìñÿ, ÷òî ïðè µ ∈ (−1; 0) íàéäóòñÿ

γ ∈ (0; 1) è ε > 0 òàêèå, ÷òî íåðàâåíñòâî ñðàâíåíèÿ âûïîëíÿåòñÿ â äðóãóþ

ñòîðîíó (íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî ìåñòà) è, ñëåäîâàòåëüíî, ðÿä |Aµ| ðàñõîäèòñÿ.
Òåîðåìà äîêàçàíà.

Çíàêîïåðåìåííûå ðÿäû

�ÿä C =∑∞
k=1 ck = c1+ c2+ c3+ . . . íàçûâàåòñÿ çíàêîïåðåìåííûì, åñëè çíàê åãî

îáùåãî ÷ëåíà ck ìîæåò ìåíÿòüñÿ. Òàêèì ÿâëÿåòñÿ, íàïðèìåð, ðÿä

∑∞
k=1 2

−ksin k.
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Çíàêîïåðåìåííûé ðÿä íàçûâàåòñÿ àáñîëþòíî ñõîäÿùèìñÿ, åñëè ñõîäèòñÿ ðÿä èç

àáñîëþòíûõ âåëè÷èí åãî ÷ëåíîâ, òî åñòü åñëè ñõîäèòñÿ ðÿä |C| = ∑∞
k=1 |ck| =

|c1|+ |c2|+ |c3|+ . . . . Åñëè ñàì ðÿä ñõîäèòñÿ, íî ðÿä èç àáñîëþòíûõ âåëè÷èí åãî

÷ëåíîâ ðàñõîäèòñÿ, òî çíàêîïåðåìåííûé ðÿä íàçûâàåòñÿ óñëîâíî ñõîäÿùèìñÿ.

Òåîðåìà îá àáñîëþòíîé ñõîäèìîñòè. Åñëè ðÿä àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ, òî

îí ñõîäèòñÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðÿä C =
∑∞

k=1 ck àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ.

Íàðÿäó ñ íèì ðàññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíûé ðÿä D =
∑∞

k=1 dk, ãäå dk = ck+ |ck|.
Ïîíÿòíî, ÷òî 0 4 D 4 2|C|. Ïîñêîëüêó ðÿä |C|, ïî ïðåäïîëîæåíèþ, ñõîäèòñÿ,

òî â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðèçíàêîì ñðàâíåíèÿ ñõîäèòñÿ è ðÿä D. Ñëåäîâàòåëüíî,
ñõîäèòñÿ è ðÿä C = D − |C|. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Âàæíûé ïîäêëàññ êëàññà çíàêîïåðåìåííûõ ðÿäîâ îáðàçóþò çíàêî÷åðåäóþùè-

åñÿ ðÿäû, òî åñòü òàêèå ðÿäû, ó ÷ëåíîâ êîòîðûõ çíàêè ÷åðåäóþòñÿ. ×åðåäîâàíèå

çíàêîâ óäîáíåå âñåãî î�îðìëÿòü, èñïîëüçóÿ ¾ïåðåêëþ÷àòåëü¿ (−1)k � ÷èñëî,

ðàâíîå 1 ïðè ÷åòíîì k è −1 ïðè íå÷åòíîì. Ñîîòâåòñòâåííî (−1)k+1
ðàâíî 1 ïðè

íå÷åòíîì k è −1 ïðè ÷åòíîì.

Готфрид Вильгельм фон Лейбниц (Got-
tfried Wilhelm Leibniz, 1646 — 1716) — выда-
ющийся немецкий философ и математик. В
расцвете сил, когда ему было около сорока
лет, опубликовал свои основные труды по ос-
новам дифференциального и интегрального
исчисления. В частности, ему принадлежат
современные обозначения дифференциала и
интеграла. Вместе с Ньютоном он считается
создателем новой науки.

Современный стиль этой науки стал столь
привычным, естественным и устойчивым,
что, кажется, не будь Лейбница — наука вряд
ли выглядела бы по-другому. (Эквивалент-
ный вопрос: изменилась бы эвклидова гео-
метрия, если бы не было Эвклида?)

Но что уж вряд ли появилось бы без Лейбница — так это несколько идей
немного странного труда «Монадология», финальный тезис которого был позд-
нее спародирован Вольтером в его сатирической повести «Кандид, или опти-
мизм». Отражением этой своеобразной полемики является ироничная поговорка
«все к лучшему в этом лучшем из миров».

Ïðèçíàê Ëåéáíèöà. �àññìàòðèâàåòñÿ ðÿä A =
∑∞
k=1(−1)k+1 ak = a1 − a2 +

a3 − a4 + . . . , ãäå ak > 0. Åñëè âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ

1) a1 > a2 > a3 > . . . , 2) limk→∞ ak = 0, òî ðÿä ñõîäèòñÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. ¾×åòíûå¿ ÷àñòè÷íûå ñóììû S2n èìåþò âèä (a1−a2)+(a3−
a4)+ . . .+(a2n−1−a2n) è ìîíîòîííî âîçðàñòàþò, òàê êàê êàæäàÿ ñêîáêà â çàïèñè

190



ñóììû ïîëîæèòåëüíà. Òîò �àêò, ÷òî îíè îãðàíè÷åíû, ñðàçó ñòàíîâèòñÿ ïîíÿò-

íûì, åñëè çàïèñàòü òó æå ñóììó â äðóãîì âèäå: S2n = a1− (a2−a3)− (a4−a5)−
. . .− (a2n−2 − a2n−1)− a2n. Òàêèì îáðàçîì, S2n < a1 è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷åò-
íûõ ÷àñòè÷íûõ ñóìì ñõîäèòñÿ, ïîñêîëüêó ìîíîòîííà è îãðàíè÷åííà. Ïîñêîëüêó

S2n+1 = S2n + a2n+1 è a2n+1 → 0, òî è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ¾íå÷åòíûõ¿ ñóìì

ñõîäèòñÿ ê òîìó æå ïðåäåëó. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Îòìåòèì, ÷òî ðÿäû, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ ïðèçíàêà Ëåéáíèöà,

íàçûâàþòñÿ ðÿäàìè ëåéáíèöåâñêîãî òèïà. Íàèáîëåå èçâåñòíûé ñðåäè íèõ:

∞∑

k=1

(−1)k+1

k
= 1− 1

2
+

1

3
− 1

4
+ . . . � çíàêî÷åðåäóþùèéñÿ ãàðìîíè÷åñêèé ðÿä.

Äðóãîé ïðèìåð ïðåäñòàâëÿåò ðÿä Aµ ïðè −1 < µ < 0, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ çíà-
êî÷åðåäóþùèìñÿ è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì òåîðåìû Ëåéáíèöà. Íî ðÿä |Aµ|, êàê
ïîêàçàíî â ïðåäûäóùåì ïàðàãðà�å, ðàñõîäèòñÿ ïðè −1 < µ < 0. Ñëåäîâàòåëüíî,
Aµ ïðè ýòèõ çíà÷åíèÿõ µ óñëîâíî ñõîäèòñÿ.

Óïð. 6.
◦
Èññëåäóéòå íà àáñîëþòíóþ è óñëîâíóþ ñõîäèìîñòè ðÿäû:

a)
∞∑

k=2

(−1)k

ln k
, b)

∞∑

k=1

(−1)k(
√
k + 1−

√
k), c)

∞∑

k=1

(−1)k

k + sin k
, d)

∞∑

k=1

sin k

k
√
k
.

Ïðèçíàê Ëåéáíèöà ñõîäèìîñòè íåñîáñòâåííûõ èíòåãðàëîâ

Ïóñòü

1) f(x) � èíòåãðèðóåìàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ óáûâàþùàÿ �óíêöèÿ, îïðåäåëåí-

íàÿ íà íåêîòîðîì ëó÷å [a;∞),
2) p(x) � èíòåãðèðóåìàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ �óíêöèÿ ïåðèîäà T  íóëåâûì ñðåä-

íèì (òî åñòü

∫ a+T

a

p(x)dx = 0).

Òîãäà èíòåãðàë

∫ ∞

a

p(x)f(x)dx ñõîäèòñÿ.

Ïðèìåð 7. Èíòåãðàë

∫ ∞

1

sin x dx

x
ñõîäèòñÿ. Çäåñü p(x) = sinx, f(x) =

1

x
.

Ç à ä à ÷è ä ë ÿ ï ð à êòè÷ å ñ ê è õ ç à í ÿòèé

Óïð. 7.
◦

Íàïèøèòå ïåðâûå ÷åòûðå ÷ëåíà ðÿäà è èññëåäóéòå åãî íà ñõîäè-

ìîñòü:

a)

∞∑

k=1

3k

k!
, b)

∞∑

k=1

k!

4k
, c)

∞∑

k=1

k

2k
, d)

∞∑

k=1

2

k(k + 1)
, e)

∞∑

k=2

k

k2 − 1
.

Óïð. 8.
◦
Íàïèøèòå îáùèé ÷ëåí ðÿäà è èññëåäóéòå åãî íà ñõîäèìîñòü:

a) 1 +
1

3
+

1

9
+

1

27
+ . . . , b) 1 +

1

2
+

1

6
+

1

24
+ . . . , c)

1

2
+

2

4
+

3

8
+

4

16
+ . . .

d) 1 +

√
2

2
+

√
3

6
+

√
4

24
+ . . . , e)

3

1
+

5

22
+

7

32
+

9

42
+ . . . , f)

2

1
+

7

22
+

14

32
+

23

42
+ . . .
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Óïð. 9.
◦
Èññëåäóéòå íà ñõîäèìîñòü:

a)
∞∑

k=2

2k − 1

k3 − 1
, b)

∞∑

k=1

1
√

k(k + 2)
, c)

∞∑

k=1

(
k

k + 1

)k

,

d)

∞∑

k=1

1

kk
, e)

∞∑

k=1

1

k + cos k
, f)∗

∞∑

k=1

1

k cos k
.

Óïð. 10.
◦
Èññëåäóéòå íà ñõîäèìîñòü è íàéäèòå ñóììó, åñëè îíà ñóùåñòâóåò:

a)

∞∑

k=1

2

k(k + 2)
, b)

∞∑

k=1

1√
k + 2 +

√
k
, c)

∞∑

k=2

1

k2 − 1
, d)

∞∑

k=1

1√
2k
.

Óïð. 11.
◦
Èññëåäóéòå íà ñõîäèìîñòü ðÿäû:

a)

∞∑

k=1

1

k ln(k + 1)
, b)

∞∑

k=1

1√
k ln2(k + 1)

, c)

∞∑

k=1

1
√

k ln(k + 1)
.

Óïð. 12.
◦
Èññëåäóéòå íà ñõîäèìîñòü è àáñîëþòíóþ ñõîäèìîñòü ðÿäû:

a)
∞∑

k=1

(−1)k

k2
, b)

∞∑

k=1

(−1)k

2k − 1
, c)

∞∑

k=1

(−1)k2k

k!
,

d)

∞∑

k=1

sin k

2k
, e)

∞∑

k=1

(−1)k√
k
, f)

∞∑

k=1

(

1 +
1

k

)k

,

g)

∞∑

k=1

(

1− 1

k

)k2

, h)

∞∑

k=1

2k cos k

kk
, i)

∞∑

k=1

k − 1

k3
sin k.

Î ò â å ò û

Óïð. 1. Sn = 1 − 1

(n+ 1)q
, ñõ. ïðè q ≥ 0. Óïð. 2. a)Sn = n, ðàñõ.; b)S2n = 0,

S2n+1 = 1, ðàñõ.; c)Sn =
3

2

(

1− 1

3n

)

, ñõ.; d)Sn =
1

2
(1 +

1

2
− 1

n+ 1
− 1

n+ 2
), ñõ. S =

3

4
.

Óïð. 3. a) ðàñõ., b) ðàñõ., c) ðàñõ., d) ñõ., e) ðàñõ., f) ñõ. Óïð. 4. a) ðàñõ., b) ñõ., c) ñõ.,

d) ñõ., e) ñõ., f) ðàñõ. Óïð. 6. a) ñõ., b) ñõ., c) ñõ., d) ñõ. Óïð. 7. a) 3+
9

2
+

9

2
+

27

8
+ . . . ,

ñõ.; b)
1

4
+

1

8
+

3

32
+

3

32
+ . . . , ðàñõ.; c)

1

2
+

1

2
+

3

8
+

1

4
+ . . . , ñõ.; d) 1 +

1

3
+

1

6
+

1

10
+ . . . ,

ñõ.; e)
2

3
+

3

8
+

4

15
+

5

24
+ . . . , ðàñõ. Óïð. 8. a)

∑∞
k=0

1

3k
ñõ.; b)

∑∞
k=1

1

k!
ñõ.; c)

∑∞
k=1

k

2k

ñõ.; d)
∑∞

k=1

√
k

k!
ñõ. e)

∑∞
k=1

2k + 1

k2
ðàñõ.; f)

∑∞
k=1

k2 + 2k − 1

k2
ðàñõ. Óïð. 9. a) ñõ.,

b) ðàñõ., c) ðàñõ., d) ñõ., e) ðàñõ., f) ðàñõ. Óïð. 10. a) ñõ., S = 3/2; b) ðàñõ., c) ñõ.,

S = 3/4; d) ñõ., S =
√
2+1. Óïð. 11. a) ðàñõ., b) ðàñõ., c) ðàñõ. Óïð. 12. a) àáñ. ñõ.,

b) óñë. ñõ., c) àáñ. ñõ., d) àáñ. ñõ., e) óñë. ñõ., f) ðàñõ. g) àáñ. ñõ., h) àáñ. ñõ., i) àáñ. ñõ.
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3. Ñòåïåííûå ðÿäû

Ñòåïåííûì ìû íàçûâàåì ðÿä âèäà

C =
∞∑

k=0

ck(x− x0)k = c0 + c1(x− x0) + c2(x− x0)2 + c3(x− x0)3 + . . . ,

ãäå c0, c1, c2, . . . � ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, x0 � íåêîòîðîå ÷èñëî, x �

ïåðåìåííàÿ. Ñëåäóþùåå âàæíîå óòâåðæäåíèå, êàê è âñå îñòàëüíûå òåîðåìû

ýòîé ãëàâû, ìû �îðìóëèðóåì áåç äîêàçàòåëüñòâà.

Òåîðåìà îá îáëàñòè ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà. Äëÿ ñòåïåííîãî ðÿäà

îäíî è òîëüêî îäíî èç ñëåäóþùèõ óòâåðæäåíèé ÿâëÿåòñÿ èñòèííûì.

1◦. �ÿä ñõîäèòñÿ ïðè âñåõ x.
2◦. �ÿä ðàñõîäèòñÿ ïðè âñåõ x çà èñêëþ÷åíèåì x = x0.
3◦. Ñóùåñòâóåò R > 0 òàêîå, ÷òî ðÿä ñõîäèòñÿ, åñëè |x − x0| < R è

ðàñõîäèòñÿ ïðè âñåõ x òàêèõ, ÷òî |x − x0| > R. Åñëè ñóùåñòâóåò ïðåäåë

îòíîøåíèÿ

|ck|
|ck+1|

, òî îí ðàâåí R, òî åñòü

R = lim
k→∞

∣
∣
∣
∣

ck
ck+1

∣
∣
∣
∣
.

×èñëî R ïðè ýòîì íàçûâàþò ðàäèóñîì ñõîäèìîñòè ðÿäà, à èíòåðâàë I = (x0 −
R, x0 + R) � èíòåðâàëîì ñõîäèìîñòè. Â ñëó÷àå, åñëè ðÿä ñõîäèòñÿ ïðè ëþáîì

x, ãîâîðÿò, ÷òî åãî ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ðàâåí ∞, à èíòåðâàë ñõîäèìîñòè � âñÿ

âåùåñòâåííàÿ ïðÿìàÿ. Â ñëó÷àå, åñëè ðÿä ðàñõîäèòñÿ ïðè ëþáîì x 6= x0, ãîâîðÿò,
÷òî åãî ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ðàâåí 0, à èíòåðâàë ñõîäèìîñòè � ïóñòîå ìíîæåñòâî.

Íà ãðàíèöå èíòåðâàëà ñõîäèìîñòè (òî åñòü â òî÷êàõ x1 = x0−R, x2 = x0+R)
ðÿä ìîæåò ñõîäèòüñÿ èëè ðàñõîäèòüñÿ. Âûÿñíÿòü ýòîò âîïðîñ ñëåäóåò íåïîñðåä-

ñòâåííîé ïîäñòàíîâêîé. Ìíîæåñòâî D, íà êîòîðîì ðÿä ñõîäèòñÿ, íàçûâàåòñÿ

îáëàñòüþ ñõîäèìîñòè. Òàêèì îáðàçîì, D ëèáî ñîâïàäàåò  I, ëèáî âêëþ÷àåò êîí-
öû (îäèí èëè îáà) èíòåðâàëà I.

Çàìåòèì, ÷òî ñòåïåííûå ðÿäû ðàññìàòðèâàþòñÿ òàêæå è â ñëó÷àå, êîãäà

x, x0, è âñå êîý��èöèåíòû ck ÿâëÿþòñÿ êîìïëåêñíûìè ÷èñëàìè. Òåîðåìà îá

îáëàñòè ñõîäèìîñòè îñòàåòñÿ ñïðàâåäëèâîé è â ýòîì ñëó÷àå è óòâåðæäàåò ñõî-

äèìîñòü ðÿäà ïðè |x− x0| < R.

Ïðèìåð 1. Íàéòè ðàäèóñ è îáëàñòü ñõîäèìîñòè ðÿäà

∞∑

k=1

1

k + 1

(
x

3

)k

.

�åøåíèå. R = lim
k→∞

(k + 2)

3k
3k+1

(k + 1)
= lim

k→∞
k + 2

k + 1
· 3 = 3 lim

k→∞
k + 2

k + 1
= 3 ⇒ I =

(−3, 3). Äëÿ òîãî, ÷òîáû îïðåäåëèòü îáëàñòü ñõîäèìîñòè, ïîäñòàâèì ïîî÷åðåäíî

êîíöåâûå çíà÷åíèÿ. Ïðè x = 3 ðÿä ðàñõîäèòñÿ, òàê êàê ÿâëÿåòñÿ ãàðìîíè÷åñêèì.
Ïðè x = −3 ðÿä ÿâëÿåòñÿ çíàêî÷åðåäóþùèìñÿ ãàðìîíè÷åñêèì è, ñëåäîâàòåëüíî,
ñõîäèòñÿ.

Òàêèì îáðàçîì, D = [−3, 3). Çàäà÷à ðåøåíà.
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Åñëè �óíêöèÿ f(x) îïðåäåëÿåòñÿ êàê ñóììà ñòåïåííîãî ðÿäà íà îáëàñòè ñõî-
äèìîñòè, òî ãîâîðÿò, ÷òî f(x) ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ðÿäà, èëè ÷òî f(x) ðàñêëà-
äûâàåòñÿ â ñòåïåííîé ðÿä.

Òåîðåìà î íåïðåðûâíîñòè ñóììû ñòåïåííîãî ðÿäà (òåîðåìà Àáåëÿ).

Åñëè �óíêöèÿ f(x) ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ðÿäà f(x) =
∑∞
k=0 ck(x − x0)k, êî-

òîðûé ñõîäèòñÿ íà ìíîæåñòâå D (îáëàñòè ñõîäèìîñòè ðÿäà), òî íà ýòîì

ìíîæåñòâå îíà ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé �óíêöèåé.

Èíîãäà ýòà òåîðåìà íàçûâàåòñÿ âòîðîé òåîðåìîé Àáåëÿ, à òåîðåìà îá îáëàñòè

ñõîäèìîñòè � ïåðâîé òåîðåìîé Àáåëÿ.

Òåîðåìà î äè��åðåíöèðîâàíèè ñòåïåííîãî ðÿäà. Íà èíòåðâàëå ñõî-

äèìîñòè ñòåïåííîé ðÿä ìîæíî ïî÷ëåííî äè��åðåíöèðîâàòü. Ýòî îçíà÷àåò,

÷òî åñëè �óíêöèÿ f(x) ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ðÿäà f(x) =
∑∞

k=0 ck(x − x0)k,
òî îíà äè��åðåíöèðóåìà íà èíòåðâàëå I è

f ′(x) =
∞∑

k=1

kck(x− x0)k−1.

Ïðè ýòîì ðàäèóñ ñõîäèìîñòè íîâîãî ðÿäà îñòàåòñÿ òåì æå ñàìûì.

Áîëåå òîãî, åñëè ñàì ðÿä è ðÿä èç ïðîèçâîäíûõ ñõîäÿòñÿ â êîíöåâîé òî÷êå,

òî �óíêöèÿ äè��åðåíöèðóåìà è â ýòîé òî÷êå è åå ïðîèçâîäíàÿ ðàâíà ñóììå

ýòîãî ðÿäà.

Òàêèì îáðàçîì, íà èíòåðâàëå ñõîäèìîñòè ñàìà �óíêöèÿ äè��åðåíöèðóåìà

áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ðàç.

Òåîðåìà îá èíòåãðèðîâàíèè ñòåïåííîãî ðÿäà. Íà îáëàñòè ñõîäèìîñòè

ñòåïåííîé ðÿä ìîæíî ïî÷ëåííî èíòåãðèðîâàòü. Ïðè ýòîì ðàäèóñ ñõîäèìîñòè

ðÿäà íå èçìåíèòñÿ. Â ÷àñòíîñòè,

∫ x

x0

f(t)dt =

∞∑

k=0

ck
k + 1

(x− x0)k+1.

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî x ìîæåò áûòü è êîíöåâîé òî÷êîé, åñëè ýòà òî÷êà âõîäèò

â îáëàñòü ñõîäèìîñòè.

�ÿä Òåéëîðà

Ïîäñòàâëÿÿ â ïåðâóþ èç óêàçàííûõ �îðìóë çíà÷åíèå x = x0, ïîëó÷èì ðàâåíñòâî

f ′(x0) = c1. Ïðîäè��åðåíöèðîâàâ åùå ðàç, ïîëó÷èì f
′′(x) =

∑∞
k=2 k(k−1)ck(x−

x0)
k−2 ⇒ f ′′(x0) = 1 · 2 · c2.
Ýòî äåéñòâèå ìîæíî ïðîäîëæàòü äî áåñêîíå÷íîñòè. Òàêèì îáðàçîì, âñå êî-

ý��èöèåíòû ñòåïåííîãî ðÿäà âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ïðîèçâîäíûå �óíêöèè, êîòî-

ðóþ ýòîò ðÿä ïðåäñòàâëÿåò, ïî �îðìóëàì:

ck =
f (k)(x0)

k!
=⇒ f(x) =

∞∑

k=0

f (k)(x0)

k!
(x− x0)k.

Ïîñëåäíèé ðÿä íàçûâàåòñÿ ðÿäîì Òåéëîðà �óíêöèè f(x). Åñëè x0 = 0, òî ðÿä
Òåéëîðà èíîãäà íàçûâàþò ðÿäîì Ìàêëîðåíà (åñëè õîòÿò ïîä÷åðêíóòü, ÷òî �óíê-

öèÿ ðàñêëàäûâàåòñÿ â ðÿä ïî ñòåïåíÿì x).
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Ïîñòàâèì òåïåðü ¾îáðàòíûé¿ âîïðîñ: Åñëè çàäàíà �óíêöèÿ, êîòîðóþ ìîæíî

ïðîäè��åðåíöèðîâàòü â òî÷êå x0 áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ðàç, òî ñõîäèòñÿ ëè ðÿä,

êîý��èöèåíòû êîòîðîãî âûðàæàþòñÿ óêàçàííîé �îðìóëîé, à åñëè ñõîäèòñÿ, òî

íà êàêîì èíòåðâàëå. È åñëè ñõîäèòñÿ íà íåêîòîðîì èíòåðâàëå, òî ñîâïàäàåò ëè

�óíêöèÿ, êîòîðóþ îí ïðåäñòàâëÿåò, ñ àïðèîðè çàäàííîé �óíêöèåé. Ñëåäóþùèé

ïðèìåð ïîêàçûâàåò, ÷òî îòâåò íà çàäàííûé âîïðîñ íå âïîëíå î÷åâèäåí.

Ïðèìåð 2. f(x) = e
−

1

x2
ïðè x 6= 0, f(0) = 0. Íàéäåì ïðîèçâîäíóþ â òî÷êå

x0 = 0 :

f ′(0) = lim
x→0

f(x)− 0

x
= lim
x→0

1

x
e
−

1

x2 = lim
t→∞

te−t = 0.

Ïðåäïîëàãàÿ äîêàçàííûì, ÷òî f (k)(0) = 0, ìû äëÿ íàõîæäåíèÿ f (k+1)(0) èùåì

ïðåäåë limx→0
f (k)(x)− 0

x
. Ïîñëå çàìåíû t = 1/x îí ïðèâîäèòñÿ ê ïðåäåëó âè-

äà limt→∞ P (t)e−t, ãäå P (t) � íåêîòîðûé ìíîãî÷ëåí. Òîò �àêò, ÷òî ïîñëåäíèé

ïðåäåë ðàâåí íóëþ, äîêàçûâàåòñÿ, íàïðèìåð, èñïîëüçîâàíèåì äîñòàòî÷íîå ÷èñ-

ëî ðàç ïðàâèëà Ëîïèòàëÿ.

Òàêèì îáðàçîì, �îðìàëüíûé ðÿä Òåéëîðà ñîñòîèò èç îäíèõ íóëåé è, ðàçó-

ìååòñÿ, ñõîäèòñÿ. Îäíàêî íå ê òîé �óíêöèè.

Ôóíêöèÿ f(x) íàçûâàåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé â òî÷êå x0, åñëè ñóùåñòâóåò

îêðåñòíîñòü ýòîé òî÷êè, â êîòîðîé �óíêöèÿ ïðåäñòàâèìà ñâîèì ðÿäîì Òåé-

ëîðà, òî åñòü ñòåïåííûì ðÿäîì, êîòîðûé ñõîäèòñÿ íà ýòîé îêðåñòíîñòè.

Ôóíêöèÿ f(x) íàçûâàåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé íà èíòåðâàëå, åñëè îíà ÿâëÿåòñÿ

àíàëèòè÷åñêîé â êàæäîé òî÷êå ýòîãî èíòåðâàëà.

Ïðèìåð 3. �àññìîòðèì �óíêöèþ E(x), êîòîðàÿ çàäàåòñÿ ðÿäîì

∞∑

k=0

xk

k!
.

Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî R =∞. Ïðîäè��åðåíöèðîâàâ ðÿä, ïîëó÷èì óðàâ-

íåíèå E′(x) = E(x), îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî (ln |E(x)|)′ = 1 ⇒ ln |E(x)| = x +
C ⇒ E(x) = ex ·K, ãäå K � íåêîòîðàÿ ïîñòîÿííàÿ. Ïîñêîëüêó E(0) = 1, òî
K = 1 ⇒ E(x) = ex. Òàêèì îáðàçîì, ìû èìååì âàæíûé ïðèìåð �óíêöèè,

àíàëèòè÷åñêîé íà âñå ïðÿìîé:

ex = 1 + x+
x2

2!
+
x3

3!
+
x4

4!
+ . . . =

∞∑

k=0

xk

k!
, R =∞.

Ïðèìåð 4. Çàìåíèì â ïðåäûäóùåì ðàçëîæåíèè x íà ix, ãäå x � âåùåñòâåííîå

÷èñëî: eix = 1 + ix − x2

2!
− ix

3

3!
+
x4

4!
+ . . . . Ïîñêîëüêó eix = cosx + i sinx, òî,

ðàçäåëÿÿ âåùåñòâåííóþ è ìíèìóþ ÷àñòè, ïîëó÷èì:

cosx = 1− x2

2!
+
x4

4!
+ . . . =

∞∑

k=0

(−1)k x2k

(2k)!
, R =∞;
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sinx = x− x3

3!
+
x5

5!
− . . . =

∞∑

k=0

(−1)k x2k+1

(2k + 1)!
, R =∞.

Ïðèìåð 5. Çàïèøåì èçâåñòíîå èç øêîëüíîãî êóðñà ðàçëîæåíèå

1

1− x
= 1 + x+ x2 + x3 + x4 + . . . =

∞∑

k=0

xk, −1 < x < 1, R = 1.

Ôóíêöèÿ, ðàñêëàäûâàåìàÿ â ðÿä, îïðåäåëåíà è ïðè |x| > 1, îäíàêî â ýòîì ñëó÷àå

äàííîå ðàçëîæåíèå óæå ¾íå ðàáîòàåò¿.

Ïðèìåð 6. Çàìåíèì â ïðåäûäóùåì ðàçëîæåíèè x íà −x è ïðîèíòåãðèðóåì

îò 0 äî x. Ïîñêîëüêó

∫ x

0

dx

1 + x
= ln(1+x), òî ïîëó÷èì ðàçëîæåíèå ëîãàðè�ìà:

ln(1 + x) = x− x2

2
+
x3

3
− x4

4
+ . . . =

∞∑

k=1

(−1)(k+1) x
k

k
, −1 < x ≤ 1, R = 1.

Òåîðåìà îá èíòåãðèðîâàíèè ðÿäà îáåñïå÷èâàåò ðàâåíñòâî è ïðè x = 1.

Ïðèìåð 7. Âçÿâ â ðàçëîæåíèè ëîãàðè�ìà x = 1, ïîëó÷èì ñóììó çíàêî÷åðåäó-

þùåãîñÿ ãàðìîíè÷åñêîãî ðÿäà:

ln 2 = 1− 1

2
+

1

3
− 1

4
+

1

5
− . . . .

Ïîëó÷åííàÿ �îðìóëà âàæíà è èíòåðåñíà, îäíàêî äëÿ âû÷èñëåíèÿ ÷èñëà ln 2 îíà
íå ãîäèòñÿ. Ïîëó÷åííûé ðÿä ñëèøêîì ìåäëåííî ñõîäèòñÿ. ×òîáû áûòü óâåðåí-

íûì â òðåõ çíàêàõ ïðè âû÷èñëåíèè íåîáõîäèìî ñëîæèòü îêîëî òûñÿ÷è ÷ëåíîâ

ðÿäà. ×òîáû èçìåíèòü ïîëîæåíèå, èñïîëüçóþò ðàçíûå ðîäà ¾òðþêè¿.

Ïðèìåð 8. Çàïèøåì äâà ðàçëîæåíèÿ:

ln(1 + x) = x− x2

2
+
x3

3
− x4

4
+ . . . , ln(1− x) = −x− x2

2
− x3

3
− x4

4
− . . . .

Âû÷èòàÿ èç îäíîãî ðÿäà äðóãîé, ïîëó÷èì ðàâåíñòâî

ln
1 + x

1− x
= 2

(

x+
x3

3
+
x5

5
+ . . .

)

.

Ïîäñòàâèâ x =
1

3
, ïîëó÷èì èíîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ òîãî æå ÷èñëà:

ln 2 = 2
(
1

3
+

1

3 · 33 +
1

5 · 35 + . . .
)

.

Òåïåðü äëÿ òîãî, ÷òîáû âû÷èñëèòü óêàçàííûé ëîãàðè�ì ñ òî÷íîñòüþ äî îäíîé

òûñÿ÷íîé, äîñòàòî÷íî òðåõ ñëàãàåìûõ.

Íà ñëåäóþùèõ äâóõ ñòðàíèöàõ ïîìåùåíû èëëþñòðàöèè ê íåêîòîðûì èç ïî-

ëó÷åííûõ ðàçëîæåíèé.
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✲

✻

x

y

f(x) = sinx

P3(x) = x− x3

3!

• ✲

✻

x

y

h(x) = ln(1 + x)

H2(x) = x− x2

2

•

✲

✻

x

y

P5(x) = x − x3

3!
+

x5

5!

•
✲

✻

x

y

H3(x) = x − x2

2
+

x3

3

•

✲

✻

x

y

P7(x) = x −
x
3

3!

+
x
5

5!

−
x
7

7!

• ✲

✻

x

y

H5(x) = x −
x2

2
+

x3

3
−

x4

4
+

x5

5

•
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✲

✻

x

y

f(x) =
1

1 − x

P2(x) = 1 + x+ x2

• ✲

✻

x

y

g(x) = ex

Q2(x) = 1 + x+
x2

2!

•

✲

✻

x

y

P4(x) = 1 + x + x2 + x3 + x4

•
✲

✻

x

y

Q3(x) = 1 + x +
x2

2!
+

x3

3!

•

✲

✻

x

y

P6(x) = 1 + x + x2 + . . . + x6

• ✲

✻

x

y

Q5(x) = 1 + x +
x2

2!
+

x3

3!
+

x4

4!
+

x5

5!

•
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Ïðèìåð 9. Çàìåíèâ â �îðìóëå äëÿ áåñêîíå÷íî óáûâàþùåé ãåîìåòðè÷åñêîé ïðî-
ãðåññèè x íà −x2, ïîëó÷èì ðàçëîæåíèå

1

1 + x2
= 1− x2 + x4 − x6 + x8 − . . . =

∞∑

k=0

(−1)kx2k, −1 < x < 1, R = 1.

Ïðîèíòåãðèðîâàâ åãî, ïîëó÷èì ðàçëîæåíèå àðêòàíãåíñà:

arctg x = x− x3

3
+
x5

5
− x7

7
+ . . . =

∞∑

k=0

(−1)k x
2k+1

2k + 1
, −1 ≤ x ≤ 1, R = 1.

Ïîëîæèì x = 1. Òîãäà ïîëó÷èì

π

4
= 1− 1

3
+

1

5
− 1

7
+ . . . .

Ïî-âèäèìîìó, ýòî áûëî ïåðâîå (èñòîðè÷åñêè) ïðåäñòàâëåíèå ÷èñëà π â âèäå

ðÿäà. Îíî áûëî ïîëó÷åíî �. Ëåéáíèöåì è íàçûâàåòñÿ ðÿäîì Ëåéáíèöà.

⋆
Áèíîìèàëüíûé ðÿä

�àññìîòðèì íåêîòîðûé ðÿä

∑∞
k=0 ckx

k, êîòîðûé ïðåäïîëîæèì ñõîäÿùèìñÿ â

íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 = 0, ïðè÷åì c0 = 1, è ïóñòü y(x) � �óíêöèÿ,

êîòîðóþ îí ïðåäñòàâëÿåò íà ýòîé îêðåñòíîñòè (y(0) = 1). Òîãäà

(1 + x)y(x) =

∞∑

k=0

ckx
k +

∞∑

k=1

ck−1x
k = c0 +

∞∑

k=1

(ck + ck−1)x
k.

Ïðîäè��åðåíöèðóåì ïî x ïîëó÷åííîå ðàâåíñòâî:

y(x) + (1 + x)y′(x) =

∞∑

k=1

k(ck + ck−1)x
k−1 =

∞∑

k=0

(k + 1)(ck+1 + ck)x
k.

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî îçíà÷àåò ëèøü çàìåíó èíäåêñà ñóììèðîâàíèÿ k íà k + 1.
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

(1 + x)y′(x) =

∞∑

k=0

(k + 1)(ck+1 + ck)x
k −

∞∑

k=0

ckx
k =

∞∑

k=0

((k + 1)ck+1 + kck)x
k.

Ïóñòü µ � íåêîòîðîå ÷èñëî. Åñëè �óíêöèÿ y(x) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

(1 + x)y′(x) = µy(x), òî äëÿ ëþáîãî k = 0, 1, 2 . . . âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

(k + 1)ck+1 + kck = µck ⇒ (k + 1)ck+1 + kck = µck ⇒ ck+1 =
µ− k

k + 1
ck.

Òàêèì îáðàçîì, ïîñêîëüêó ïî ïðåäïîëîæåíèþ c0 = 1, òî

c1 = µ, c2 =
µ− 1

2
c1 =

µ(µ− 1)

2
, c3 =

µ− 2

3
c2 =

µ(µ− 1)(µ− 2)

3!
, . . .
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Çàìåòèì, ÷òî åñëè µ � öåëîå íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî, òî íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî

íîìåðà âñå êîý��èöèåíòû ðàíû íóëþ (ðÿä ïðåâðàùàåòñÿ â ìíîãî÷ëåí è ñõîäèò-

ñÿ ïðè âñåõ x). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî µ � îòðèöàòåëüíîå èëè äðîáíîå.

Ôóíêöèÿ y(x) óäîâëåòâîðÿåò äè��åðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ (1 + x)y′(x) =
µy(x). Ïîñêîëüêó îíà íåïðåðûâíà è y(0) = 1, òî â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè
x0 = 0 íå ðàâíà íóëþ è, ñëåäîâàòåëüíî,

∫ x

0

y′(t)

y(t)
dt = µ

∫ x

0

dt

1 + t
⇒
∫ y(x)

1

dy

y
= µ ln |1+x| ⇒ ln |y(x)| = µ ln |1+x|+C ⇒

⇒ y(x) = C1(1 + x)µ, ãäå C1 � íåêîòîðàÿ ïîñòîÿííàÿ. Ïîñêîëüêó y(0) = 1, òî
C = 1 ⇒ y(x) = (1 + x)µ. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì áèíîìèàëüíîå ðàçëîæåíèå

(1 + x)µ =

∞∑

k=0

ckx
k, c0 = 1, c1 = µ, . . . , ck =

µ(µ− 1) · · · (µ− k + 1)

k!
, . . .

Ïîñêîëüêó

∣
∣
∣
∣

ck
ck+1

∣
∣
∣
∣
=

∣
∣
∣
∣

µ(µ− 1) · · · (µ− k + 1)(k + 1)!

µ(µ− 1) · · · (µ− k)k!

∣
∣
∣
∣
=

∣
∣
∣
∣

k + 1

µ− k

∣
∣
∣
∣
→ 1, òî R = 1.

Îáëàñòü ñõîäèìîñòè èìååò ñëåäóþùèé âèä:

eñëè µ � öåëîå íåîòðèöàòåëüíîå, òî −∞ < x < +∞;
åñëè µ ≤ −1, òî −1 < x < 1;
åñëè −1 < µ < 0, òî −1 < x ≤ 1;
åñëè µ > 0 (íå öåëîå), òî −1 ≤ x ≤ 1.

Ìíîãî÷ëåí Òåéëîðà è îñòàòî÷íûé ÷ëåí â �îðìå Ëàãðàíæà

Â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå ìû ðàññìàòðèâàëè ñòåïåííîé ðÿä, îïðåäåëÿëè �óíê-

öèþ, êîòîðàÿ ïðåäñòàâèìà ýòèì ðÿäîì, è èçó÷àëè åå ñâîéñòâà. Òåïåðü íà÷íåì

òàíöåâàòü îò ïå÷êè, òî åñòü îò �óíêöèè. Äëÿ �óíêöèè f(x), êîòîðàÿ n ðàç

äè��åðåíöèðóåìà â òî÷êå x0, îïðåäåëèì ìíîãî÷ëåí

Pn(x) =

n∑

k=0

f (k)(x0)

k!
(x− x0)k =

= f(x0)+f
′(x0) (x−x0)+

f ′′(x0)

2
(x−x0)2+

f ′′′(x0)

6
(x−x0)3+. . .+

f (n)(x0)

n!
(x−x0)n.

Íàøà çàäà÷à ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû âûÿñíèòü, íàñêîëüêî õîðîøî ýòîò ìíîãî÷ëåí

àïïðîêñèìèðóåò íàøó �óíêöèþ. Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî åñëè �óíêöèÿ ñàìà

ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì ñòåïåíè íå áîëüøå n, òî Pn(x) ñ íåé ñîâïàäàåò.

Ïðèìåð 10. �àçëîæèòü f(x) = 5 + 4x− 2x3 + x4 − x5 ïî ñòåïåíÿì (x− 1).

�åøåíèå. Çäåñü x0 = 1, f(x0) = 7;
f ′(x) = 4− 6x2 + 4x3 − 5x4, f ′(x0) = −3;
f ′′(x) = −12x+ 12x2 − 20x3, f ′′(x0) = −20;
f ′′′(x) = −12 + 24x− 60x2, f ′′′(x0) = −48;
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f (4)(x) = 24− 120x, f (4)(x0) = −96;
f (5)(x) = −120, f (5)(x0) = −120.
Òàêèì îáðàçîì, f(x) = 7−3(x−1)−10(x−1)2−8(x−1)3−4(x−1)4−(x−1)5.

Ïóñòü òåïåðü f(x) � ïðîèçâîëüíàÿ, n ðàç äè��åðåíöèðóåìàÿ â òî÷êå x0
�óíêöèÿ è Pn(x) � åå ìíîãî÷ëåí Òåéëîðà. Âûðàæåíèå Rn(x) = f(x) − Pn(x)
íàçûâàåòñÿ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì â �îðìóëå Òåéëîðà, à ñàìà çàïèñü f(x) = Pn(x)+
Rn(x) íàçûâàåòñÿ �îðìóëîé Òåéëîðà.

Òåîðåìà Òåéëîðà. Ïóñòü �óíêöèÿ f(x) äè��åðåíöèðóåìà n+1 ðàç íà íåêî-
òîðîì èíòåðâàëå I, ñîäåðæàùåì òî÷êó x0. Åñëè x ∈ I, òî ñóùåñòâóåò òî÷êà

c, íàõîäÿùàÿñÿ ìåæäó x è x0 òàêàÿ, ÷òî

Rn(x) =
f (n+1)(c)

(n+ 1)!
(x− x0)n+1

Ïîñëåäíåå âûðàæåíèå íàçûâàåòñÿ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì â �îðìå Ëàãðàíæà.Îò-

ìåòèì, ÷òî ñóùåñòâóþò è äðóãèå �îðìû çàïèñè îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà. Åñëè íàñ

íå èíòåðåñóåò ïîãðåøíîñòü, òî åñòü îöåíêà îñòàòêà, à ìû õîòèì óêàçàòü ëèøü

íà ñàì �àêò ñóùåñòâîâàíèÿ ðÿäà Òåéëîðà è âèä åãî êîý��èöèåíòîâ, òî ìû

îãðàíè÷èâàåìñÿ ìíîãîòî÷èåì èëè çàïèñüþ îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà â �îðìå Ïåàíî:

Rn(x) = o((x − x0)n).
Ïðèìåð 11. �àçëîæèòü â ñòåïåííîé ðÿä �óíêöèè è íàïèñàòü ïåðâûå ïÿòü

÷ëåíîâ ýòîãî ðÿäà.

f1(x) =
1

2− x
, f2(x) =

sin x

x
f3(x) = e3x.

�åøåíèå.

1

2− x
=

1

2

1

1− x

2

=
1

2

(

1 +
x

2
+
(
x

2

)2

+
(
x

2

)3

+ . . .

)

=
1

2
+
x

4
+
x2

8
+
x3

16
+ . . . ,

sin x

x
=

1

x

(

x− x3

3!
+
x5

5!
− x7

7!
+
x9

9!
− . . .

)

= 1− x2

3!
+
x4

5!
− x6

7!
+
x8

9!
− . . . ,

e2x = 1 + 2x+
(2x)2

2!
+

(2x)3

3!
+

(2x)4

4!
+ . . . = 1 + 2x+ 2x2 +

4x3

3
+

2x4

3
+ . . .

Ç à ä à ÷è ä ë ÿ ï ð à êòè÷ å ñ ê è õ ç à í ÿòèé

Óïð. 1.
◦
Óêàæèòå ðàäèóñ ñõîäèìîñòè è îáëàñòü ñõîäèìîñòè ñëåäóþùèõ ñòå-

ïåííûõ ðÿäîâ:

a)
∞∑

k=1

(−1)kxk

k2
, b)

∞∑

k=0

(−1)kxk

k!
, c)

∞∑

k=0

(2x)k

k!
,

d)

∞∑

k=0

x2k

2k
, e)

∞∑

k=0

xk

2k + 1
, f)

∞∑

k=1

(

1 +
1

k

)k

xk,

g)

∞∑

k=1

(

1− 1

k

)k2

xk, h)

∞∑

k=1

(−1)k xk

kk
, i)

∞∑

k=0

k xk

k2 + 1
.
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Óïð. 2.
◦
Íàéäèòå ðàäèóñ è îáëàñòü ñõîäèìîñòè ñòåïåííûõ ðÿäîâ:

a)
∞∑

k=0

2kxk, b)
∞∑

k=1

2kxk

k
, c)

∞∑

k=0

xk

k!
,

d)

∞∑

k=1

xk

k2 + 1
, e)

∞∑

k=1

(−1)k+1xk

2k − 1
, f )

∞∑

k=1

(−1)k+13kxk

k2
.

Óïð. 3.
◦
�àçëîæèòå â ñòåïåííîé ðÿä �óíêöèè è íàïèøèòå ïåðâûå ïÿòü ÷ëå-

íîâ ýòîãî ðÿäà:

a) x2 cosx, b) ln(2 − x), c) shx,

d)
1

1 + x2
, e) chx, f)

sin x

x
.

Óïð. 4.
◦
Íàïèøèòå ïåðâûå òðè�÷åòûðå ÷ëåíà ðàçëîæåíèÿ �óíêöèè â ðÿä ïî

ñòåïåíÿì x :

a) ex cosx, b) x ln(1+2x), c)
1 + x2

1− x2
,

d)
ex

1 + x
, e) 2 shx chx, f) sin2 x.

Î ò â å ò û

Óïð. 1. a) R = 1, D = [−1; 1]; b) R = ∞; c) R = ∞; d) R =
√
2, D = (−

√
2;
√
2); e)

R = 1, D = [−1; 1); f) R = 1, D = (−1; 1); g) R = e, D = (−e; e); h) R = ∞; i) R = 1,
D = [−1; 1). Óïð. 2. a) R = 1/2, D = (−1/2; 1/2); b) R = 1/2, D = [−1/2; 1/2); c)
R = ∞; d) R = 1, D = [−1; 1]; e) R = 1, D = (−1; 1]; f) R = 1/3, D = [−1/3; 1/3].

Óïð. 3. a) x2− x4

2!
+

x6

4!
− x8

6!
+

x10

8!
− . . . , x ∈ R; b) ln 2− x

2
− x2

2 · 22
− x3

3 · 23
− x4

4 · 24
− . . . ,

−2 ≤ x < 2; c) x+
x3

3!
+

x5

5!
+

x7

7!
+

x9

9!
+ . . . , x ∈ R; d) 1− x2 + x4 − x6 + x8 − . . . |x| < 1;

e) 1 +
x2

2!
+

x4

4!
+

x6

6!
+

x8

8!
+ . . . , x ∈ R; f) 1− x2

3!
+

x4

5!
− x6

7!
+

x8

9!
− . . . , x ∈ R. Óïð. 4.

a) 1 + x − x3

3
− x4

6
+ . . . ; b) 1 − 2x + 2x2 − 8x3

3
+ . . . ; c) 1 + 2x2 + 2x4 + 2x6 + . . . ; d)

1 +
x2

2
− x3

3
+ . . . ; e) 2x+

x3

3
+

x5

60
+ . . . ; f) x2 − x4

3
+

2x6

45
− . . .
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Ïðÿìàÿ íà ïëîñêîñòè

1. Ëèíåéíàÿ �óíêöèÿ

Ëèíåéíîé �óíêöèåé íàçûâàåòñÿ �óíêöèÿ âèäà

f(x) = kx + b, îïpåäåëåííàÿ íà ìíîæåñòâå âñåõ

÷èñåë. �pà�èêîì ëèíåéíîé �óíêöèè ÿâëÿåòñÿ

ïpÿìàÿ ëèíèÿ. Êîý��èöèåíò k íàçûâàåòñÿ óã-

ëîâûì êîý��èöèåíòîì ïpÿìîé. Îí pàâåí òàíãåí-

ñó óãëà ϕ ìåæäó ïpÿìîé è ïîëîæèòåëüíûì íà-

ïpàâëåíèåì îñè àáñöèññ: k = tg ϕ, ïpè÷åì ýòîò

óãîë îòñ÷èòûâàåòñÿ â ïîëîæèòåëüíîì íàïpàâëå-

íèè (ïpîòèâ ÷àñîâîé ñòpåëêè) îò îñè àáñöèññ (ñì.

pèñ.). Ëèíåéíàÿ �óíêöèÿ âîçpàñòàåò ïpè k > 0 ,
óáûâàåò ïpè k < 0, ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííîé ïpè

k = 0.

x

y ✻

✲
ϕ

•b

y = kx + b

k = tgϕ

Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ãpà�èêîì �óíêöèè ÿâëÿåòñÿ ïpÿìàÿ, ïàpàëëåëüíàÿ îñè

àáñöèññ èëè ñîâïàäàþùàÿ ñ íåé. Ïpè b = 0 ëèíåéíàÿ �óíêöèÿ f(x) = kx íà-

çûâàåòñÿ îäíîpîäíîé èëè ïpÿìî ïpîïîpöèîíàëüíîé çàâèñèìîñòüþ. Â ýòîì ñëó÷àå

ãpà�èê ïpîõîäèò ÷åpåç íà÷àëî êîîpäèíàò.

Ïðÿìàÿ íà ïëîñêîñòè êàê ãðà�èê ëèíåéíîé �óíêöèè.

Åñëè ïpÿìàÿ èìååò óãëîâîé êîý��èöèåíò k è ïpîõîäèò ÷åpåç òî÷êó ñ êîîpäèíà-

òàìè (x0, y0), òî åå ópàâíåíèå èìååò âèä y = kx+y0−kx0 èëè y = k(x−x0)+y0.
Åñëè ïpÿìàÿ ïpîõîäèò ÷åpåç òî÷êè ñ êîîpäèíàòàìè (x1, y1) è (x2, y2), òî åå

óãëîâîé êîý��èöèåíò k pàâåí
y2 − y1
x2 − x1

. Â ýòîì ñëó÷àå ópàâíåíèå ïpÿìîé èìååò

âèä

y =
y2 − y1
x2 − x1

(x− x1) + y1 èëè y =
y2 − y1
x2 − x1

(x− x2) + y2.

Óïð. 1.
◦

Íà ðèñóíêå ñïðàâà èçîáðàæåíà

ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êè A(3; 3)
è B(0;−3). Óêàæèòå ëèíåéíóþ �óíêöèþ,

ãðà�èêîì êîòîðîé îíà ÿâëÿåòñÿ.

�àññòîÿíèå îò òî÷êè (x0; y0) äî ïðÿìîé y = kx+b
âû÷èñëÿåòñÿ ïî �îðìóëå

d =
|y0 − kx0 − b|√

1 + k2
.

Óïð. 2.
◦
Íàéäèòå íà òîì æå ðèñóíêå ðàññòî-

ÿíèå îò òî÷êè C(−3; 2) äî ïðÿìîé AB.

✲

✻

x

y

•

•
A

•
B

•
C

Óïð. 3.
◦
Íàïèøèòå óðàâíåíèÿ ïðÿìûõ, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç äâå òî÷êè A è B:

a) A(−3; 3), B(3;−3); b) A(3;−1), B(4; 3); c) A(−3; 3), B(3; 3).
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Óïð. 4.
◦

Èçîáðàçèòå ïðÿìûå è íàïèøèòå èõ óðàâíåíèÿ, åñëè îíè ïðîõîäÿò

÷åðåç òî÷êó A(4;−2) è èìåþò óãëîâîé êîý��èöèåíò: a) k = −1/2; b) k =
2; c) k = −3.

Ïóñòü f1(x) = k1x+b1, f2(x) = k2x+b2. Åñëè k1 = k2, b1 6= b2, òî ãpà�èêè f1 è
f2 ïàpàëëåëüíû. Åñëè k1 6= k2, òî ãpà�èêè ïåpåñåêàþòñÿ â òî÷êå ñ êîîpäèíàòàìè
(x0; y0), ãäå x0 îïðåäåëÿåòñÿ èç óðàâíåíèÿ k1x + b1 = k2x + b2, à çíà÷åíèå y0
îïðåäåëÿåòñÿ ïîäñòàíîâêîé. Ïpÿìûå f1 è f2 ïåpïåíäèêóëÿpíû òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà k1k2 = −1. Åñëè k1k2 6= −1, òî óãîë ìåæäó íèìè, îòñ÷èòûâàåìûé
îò f1 â ïîëîæèòåëüíîì íàïpàâëåíèè, pàâåí

arctg
k2 − k1
1 + k1k2

.

Ïðèìåð 1. Â △ABC çàäàíû êîîðäèíàòû âåðøèí: A(2;−2), B(−2; 1) è C(1; 5).
Íàéòè óãîë ïðè âåðøèíå B.

�åøåíèå. Íàéäåì óãëîâûå êîý��èöèåíòû ïðÿìûõ AB è BC :

k1 = kAB =
yB − yA
xB − xA

=
1− (−2)

−2− 2
= −3

4
, k2 = kBC =

yC − yB
xC − xB

=
4

3
.

Ïîñêîëüêó k1 · k2 = −1, ïðÿìûå ïåðïåíäèêóëÿðíû. Îòâåò: ∠B = 90◦.

Óïð. 5.
◦
Íà ðèñóíêàõ èçîáðàæåíû ïðÿìûå, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç óêàçàííûå òî÷-

êè A è B. Íàïèøèòå óðàâíåíèÿ ýòèõ ïðÿìûõ, íàéäèòå êîîðäèíàòû òî÷åê

ïåðåñå÷åíèÿ è óãëû, êîòîðûå ñîñòàâëÿþò ýòè ïðÿìûå ìåæäó ñîáîé.

✲

✻

x

y

•

•
A

•
B

✲

✻

x

y

•

•A

•B

Îáùåå, èëè ñèììåòðè÷íîå, óðàâíåíèå ïðÿìîé.

Óðàâíåíèå y = kx+b äîñòàòî÷íî óäîáíî äëÿ îïèñàíèÿ ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè, íî
èìååò äâà íåäîñòàòêà. Âî-ïåðâûõ, ýòî óðàâíåíèå íå ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî

ïåðåìåííûõ: ïåðåìåííûå âõîäÿò â óðàâíåíèå íåðàâíîïðàâíî. Âî-âòîðûõ, ïðÿ-

ìûå âèäà x = c ýòèì óðàâíåíèåì íå çàäàþòñÿ. Â ýòîì ñìûñëå óäîáíåå ñèììåò-

ðè÷íîå, èëè îáùåå, óðàâíåíèå

Ax+By + C = 0, A2 +B2 6= 0.
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Îñíîâíûå ñâîéñòâà â òåðìèíàõ êîý��èöèåíòîâ ñèììåòðè÷íîãî óðàâíåíèÿ

âûãëÿäÿò ñëåäóþùèì îáðàçîì.

• Äâå ïðÿìûå f1 : A1x+B1y = C1 è f2 : A2x+B2y = C2 :
a) ñîâïàäàþò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íàáîðû êîý��èöèåíòîâ (A1, B1, C1)

è (A2, B2, C2) ïðîïîðöèîíàëüíû, òî åñòü ñóùåñòâóåò k òàêîå, ÷òî A1 = kA2,
B1 = kB2, C1 = kC2;

b) ïàðàëëåëüíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íàáîðû ïåðâûõ êîý��èöèåíòîâ

(A1, B1) è (A2, B2) ïðîïîðöèîíàëüíû, òî åñòü ñóùåñòâóåò k òàêîå, ÷òî A1 = kA2,
B1 = kB2, è ïðè ýòîì C1 6= kC2;

c) íàõîäÿòñÿ ¾â îáùåì ïîëîæåíèè¿, òî åñòü èìåþò åäèíñòâåííóþ òî÷êó ïå-

ðåñå÷åíèÿ, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

A1

A2
6= B1

B2
(ëèáî îäíà èç äðîáåé îïðåäåëåíà, à äðóãàÿ � íåò).

Ïîñëåäíåå óñëîâèå óäîáíî çàïèñàòü â âèäå: ∆ 6= 0, ãäå

∆ = det

∣
∣
∣
∣

A1 B1

A2 B2

∣
∣
∣
∣
= A1B2 −A2B1.

• Åñëè ∆ 6= 0, òî ãpà�èêè ïåpåñåêàþòñÿ â òî÷êå ñ êîîpäèíàòàìè

x0 =
∆x

∆
, y0 =

∆y

∆
, ãäå

∆x =

∣
∣
∣
∣

C1 B1

C2 B2

∣
∣
∣
∣
= C1B2 − C2B1, ∆y =

∣
∣
∣
∣

A1 C1

A2 C2

∣
∣
∣
∣
= A1C2 −A2C1.

• Äâå ïðÿìûå f1 : A1x + B1y = C1 è f2 : A2x + B2y = C2 ïåpïåíäèêóëÿpíû

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

A1A2 +B1B2 = 0.

• Åñëè ∆ 6= 0, òî óãîë ìåæäó ïpÿìûìè f1 è f2, îòñ÷èòûâàåìûé îò f1 â ïîëî-

æèòåëüíîì íàïpàâëåíèè, pàâåí

arctg
B1A2 −B2A1

A1A2 +B1B2
.

• Åñëè ïpÿìàÿ ïpîõîäèò ÷åpåç òî÷êó ñ êîîpäèíàòàìè (x0; y0), òî åå ópàâíåíèå
èìååò âèä

A(x − x0) +B(y − y0) = 0.

• Åñëè ïpÿìàÿ ïpîõîäèò ÷åpåç òî÷êè ñ êîîpäèíàòàìè (x0; y0) è (x1; y1), òî åå
ópàâíåíèå èìååò âèä

y − y0
y1 − y0

=
x− x0

x1 − x0
.
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• �àññòîÿíèå îò òî÷êè (x0; y0) äî ïðÿìîé: d =
|Ax0 +By0 + C|√

A2 +B2
.

• �àññòîÿíèå îò íà÷àëà êîîðäèíàò O äî ïðÿìîé: d =
|C|√

A2 +B2
.

Ïðèìåð 2. Íàéòè òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ

2x+ 3y + 3 = 0, 5x+ 4y − 3 = 0.

�åøåíèå. �åøàåì íåîäíîðîäíóþ ñèñòåìó

{
2x+ 3y = −3,
5x+ 4y = 3,

⇒
{
x = 3,
y = −3. Îòâåò: (x0, y0) = (3,−3).

Ïðèìåð 3. Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êàæäîì èç êîòîðûõ ñèñòå-

ìà óðàâíåíèé

{
2x+ (9a2 − 2)y = 6a− 2,

x+ y = 1

íå èìååò íè îäíîãî ðåøåíèÿ.

�åøåíèå. ×òîáû ïðÿìûå, êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ êàæäûì èç óðàâíåíèé, áûëè

áû ïàðàëëåëüíû, íåîáõîäèìî, ÷òîáû ñîîòâåòñòâóþùèå êîý��èöèåíòû ïåðåä x

è y áûëè áû ïðîïîðöèîíàëüíû, òî åñòü

2

1
=

9a2 − 2

1
⇔ 4 = 9a2 ⇔ a = ±2/3.

Ïîäñòàâëÿÿ a = 2/3, ïîëó÷èì, ÷òî ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû ñ òî÷íîñòüþ äî

ìíîæèòåëÿ ñîâïàäàåò ñî âòîðûì, è, ñëåäîâàòåëüíî, ñèñòåìà èìååò áåñêîíå÷íîå

êîëè÷åñòâî ðåøåíèé. Ïîäñòàâëÿÿ a = −2/3 â ïåðâîå óðàâíåíèå, ïîëó÷èì 2x +
2y = −6. Òàêèì îáðàçîì, â ýòîì ñëó÷àå ñèñòåìà íåñîâìåñòíà, òî åñòü íå èìååò

ðåøåíèé. Îòâåò: a = −2/3

Íàõîæäåíèå áèññåêòðèñû, âûñîòû è ìåäèàíû

Ïðèìåð 4. Çàäàíû êîîðäèíàòû âåðøèí òðåóãîëüíèêà: A(−15; 5), B(−7; 11) è
C(21;−10). AL � áèññåêòðèñà óãëà A. Íàéòè êîîðäèíàòû òî÷êè L è íàïèñàòü

óðàâíåíèå ïðÿìîé AL.

�åøåíèå. 1-é ñïîñîá. Ñíà÷àëà íàéäåì äëèíû ñòîðîí òðåóãîëüíèêà:

a = |BC| =
√

(21 + 7)2 + (−10− 11)2 = 35, b = 39, c = 10.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ êîîðäèíàò òî÷êè L âîñïîëüçóåìñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ñâîé-

ñòâîì áèññåêòðèñû.

Áèññåêòðèñà óãëà òðåóãîëüíèêà äåëèò ïðîòèâîëåæàùóþ ñòîðîíó â îò-

íîøåíèè, ðàâíîì îòíîøåíèþ ïðèëåæàùèõ ñòîðîí.

Òàêèì îáðàçîì, òî÷êà L äåëèò ñòîðîíó BC â îòíîøåíèè BL : LC = AB : AC =
c : b = 10 : 39. ×òîáû íàéòè êîîðäèíàòû òî÷êè L, âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùèì

ïðàâèëîì.
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Äåëåíèå îòðåçêà â äàííîì îòíîøåíèè. Åñëè òî÷êà L äåëèò îòðåçîê

MN â îòíîøåíèè m : n, òî åå êîîðäèíàòû íàõîäÿòñÿ ïî �îðìóëàì

xL =
nxM +mxN

m+ n
, yL =

nyM +myN
m+ n

.

Â íàøåì ñëó÷àå xL =
bxB + cxC

b+ c
=

39 · (−7) + 10 · 21
39 + 10

=
−63

49
= −9

7
;

yL =
byB + cyC
b+ c

=
39 · 11 + 10 · (−10)

49
=

329

49
=

47

7
= 6

5

7
.

Âîñïîëüçóåìñÿ óðàâíåíèåì ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç äâå òî÷êè:

x− xA

xL − xA
=

y − yA
yL − yA

⇔ x+ 15

−9

7
+ 15

=
y − 5
47

7
− 5
⇔ x+ 15

96
=
y − 5

12
⇔ x− 8y + 55 = 0.

Îòâåò: L

(

−9

7
, 6

5

7

)

; AL : x− 8y + 55 = 0.

�åøåíèå. 2-é ñïîñîá. Çàïèøåì óðàâíåíèÿ ñòîðîí: AB : y = k1(x+15)+5, ãäå
k1 = 3/4; AC : y = k2(x+15)+ 5, ãäå k2 = −5/12. Óðàâíåíèå ïðÿìîé AL èìååò

âèä y = k(x+ 15) + 5. Äëÿ íàõîæäåíèÿ k çàïèøåì óñëîâèå ðàâåíñòâà óãëîâ:

k − k1
1 + k1k

=
k2 − k

1 + kk2
⇔ k − 3/4

1 + 3k/4
= − 5/12 + k

1− 5k/12
⇔ 4k − 3

4 + 3k
= −5 + 12k

12− 5k
⇔

8k2 + 63k − 8 = 0 ⇒ k = 1/8 èëè k = −8.
Äâà ðàçíûõ çíà÷åíèÿ óãëîâîãî êîý��èöèåíòà ñîîòâåòñòâóþò äâóì ïàðàì óãëîâ,

îáðàçîâàííûõ ïðÿìûìè.

Çàìå÷àíèå. Îòìåòèì, ÷òî äâå òî÷êè P (x1; y1) è Q(x2; y2) íàõîäÿòñÿ ïî îäíó
ñòîðîíó îò ïðÿìîé Ax + By + C = 0, åñëè âåëè÷èíû V1 = Ax1 + By1 + C è

V2 = Ax2 + By2 + C èìåþò îäèíàêîâûé çíàê. Ïðè ýòîì åñëè |V2| > |V1|, òî
òî÷êà Q ðàñïîëîæåíà äàëüøå îò ïðÿìîé, ÷åì P.

Îòáåðåì íóæíûé âàðèàíò, ó÷èòûâàÿ, ÷òî òî÷êè B è C äîëæíû ëåæàòü ïî

ðàçíûå ñòîðîíû îò áèññåêòðèñû. Îí ñîîòâåòñòâóåò k = 1/8. Òàêèì îáðàçîì,

AL : y =
x+ 15

8
+ 5 èëè x− 8y + 55 = 0.

Ïðèìåð 5. Íàéòè äëèíó h âûñîòû CH è íàïèñàòü óðàâíåíèå ïðÿìîé CH,
åñëè çàäàíû âåðøèíû òðåóãîëüíèêà: A(10; 19), B(1; 7) è C(17;−5).

�åøåíèå. Çàïèøåì óðàâíåíèå ïðÿìîé AB :

x− xA
xB − xA

=
y − yA
yB − yA

⇔ x− 10

1− 10
=
y − 19

7− 19
⇔ x− 10

−9 =
y − 19

−12 ⇔

⇔ x− 10

3
=
y − 19

4
⇔ 4x− 40 = 3y − 57⇔ 4x− 3y + 17 = 0.
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Óðàâíåíèå ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç C è ïåðïåíäèêóëÿðíîé AB, èìååò âèä

3(x− xC) + 4(y − yC) = 0⇔ 3x+ 4y − 31 = 0.

�åøàÿ ñèñòåìó 4x−3y+17 = 0, 3x+4y−31 = 0, ïîëó÷àåì, ÷òî xH = 1, yH =
7. Îñòàëîñü íàéòè ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè C è H :

h = |CH | =
√

162 + 122 = 20.

Îòâåò: h = 20; CH : 3x+ 4y − 31 = 0.

Ïðèìåð 6. Çàäàíû êîîðäèíàòû âåðøèí △ABC : A(1;−8), B(−8; 4), C(8; 16).
Íàïèñàòü óðàâíåíèå ìåäèàíû AM.

�åøåíèå. Íàéäåì êîîðäèíàòû òî÷êèM : xM =
−8 + 8

2
= 0, yM =

4 + 16

2
= 10.

Äàëåå ïèøåì óðàâíåíèå ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç äâå òî÷êè: A è M. AM :

y =
10 + 8

0− 1
(x− 1)− 8⇔ y = −18x+ 10. Ýòî è åñòü îòâåò.

Êîñîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ

Ïóñòü A =

(
p q
u v

)

� ïðîèçâîëüíàÿ êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ðàçìåðîì 2× 2, òî

åñòü òàáëèöà ÷èñåë, ñîñòîÿùàÿ èç äâóõ ñòðî÷åê è äâóõ ñòîëáöîâ. Îïðåäåëèòåëåì

ìàòðèöû A íàçûâàåòñÿ ÷èñëî detA =

∣
∣
∣
∣

p q
u v

∣
∣
∣
∣
= p · v − q · u.

Ïðèìåð 7. det

(
1 2
3 4

)

=

∣
∣
∣
∣

1 2
3 4

∣
∣
∣
∣
= 4− 6 = −2;

∣
∣
∣
∣

cosϕ − sinϕ
sinϕ cosϕ

∣
∣
∣
∣
= 1;

∣
∣
∣
∣

0 2
0 4

∣
∣
∣
∣
= 0;

∣
∣
∣
∣

1 1
3 3

∣
∣
∣
∣
= 0;

∣
∣
∣
∣

2 0
0 3

∣
∣
∣
∣
= 6;

∣
∣
∣
∣

cosϕ sinϕ
sinϕ cosϕ

∣
∣
∣
∣
= cos 2ϕ.

Èñïîëüçóÿ ïîíÿòèå îïðåäåëèòåëÿ, óäîáíî çàïèñûâàòü íåêîòîðûå óñëîâèÿ, îò-

íîñÿùèåñÿ ê ïîâåäåíèþ ïðÿìûõ íà ïëîñêîñòè. Íàïðèìåð: äâå ïðÿìûå , çàäàâàå-

ìûå óðàâíåíèÿìè A1x+B1y+C1 = 0 è A2x+B2y+C2 = 0, íàõîäÿòñÿ ¾â îáùåì
ïîëîæåíèè¿, òî åñòü èìåþò åäèíñòâåííóþ òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ, òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà

∆ 6= 0, ãäå ∆ = det

(
A1 B1

A2 B2

)

= A1B2 −A2B1.

�àññìîòðèì äâà âåêòîðà: a = (ax, ay) è b = (bx, by). ×èñëî

a ∨ b = det

(
ax ay
bx by

)

= det

(
ax bx
ay by

)

= ax · by − ay · bx

íàçûâàåòñÿ êîñûì ïðîèçâåäåíèåì âåêòîðîâ a è b.
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Òåîðåìà. Êîñîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ a è b ðàâíî ïëîùàäè ïàðàëëåëîãðàì-

ìà, ïîñòðîåííîãî íà ýòèõ âåêòîðàõ, âçÿòîé ñî çíàêîì ¾+¿, åñëè ñèíóñ óãëà,

îòñ÷èòûâàåìîãî îò a ê b ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè ïîëîæèòåëåí, è ñî çíàêîì

¾−¿, åñëè ñèíóñ îòðèöàòåëåí.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü α è β � óãëû, êîòî-

ðûå ñîñòàâëÿþò âåêòîðû a è b ñ ïîëîæèòåëüíûì
íàïðàâëåíèåì îñè àáñöèññ. Òîãäà ax = |a| cosα,
ay = |a| sinα, bx = |b| cosβ, bx = |b| cosβ. Ñ÷è-
òàÿ îïðåäåëèòåëü, ïîëó÷àåì:

a∨b = |a| · |b| ·
∣
∣
∣
∣

cosα sinα
cosβ sinβ

∣
∣
∣
∣
= |a| · |b| ·sin(β−α).

Ýòî è åñòü ïëîùàäü ïàðàëëåëîãðàììà (ñ ñîîò-

âåòñòâóþùèì çíàêîì).

✲

✻

x

y

•

β − α

•

•

•

•✿

✗

a

b

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ïëîùàäè òðåóãîëüíèêà, êîîðäèíàòû âåðøèí êîòîðîãî çàäà-

íû, óäîáíî èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèé àëãîðèòì. Ñíà÷àëà ìû �èêñèðóåì îäíó èç

âåðøèí òðåóãîëüíèêà (ïóñòü ýòî áóäåò, ê ïðèìåðó, A) è îáîçíà÷àåì îñòàëüíûå â

ïîðÿäêå îáõîäà â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè ÷åðåç B è C. Çàòåì âû÷èñëÿåì

êîîðäèíàòû âåêòîðîâ AB (xAB ; yAB) è AC (xAC ; yAC). Ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà
íàõîäèòñÿ ïî �îðìóëå

SABC =
1

2

∣
∣
∣
∣
∣

xAB xAC

yAB yAC

∣
∣
∣
∣
∣
.

Óïð. 6.
◦
Íàéäèòå ïëîùàäè äâóõ òðåóãîëüíèêîâ ïî �îðìóëå è íåïîñðåäñòâåííî

èç ðèñóíêà, ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ïëîùàäü ìàëåíüêîãî êâàäðàòèêà ðàâíà 1.

✲

✻

x

y

•

•

•

•

A(−2;−3)

C(−3; 3)

B(3; 1)

✲

✻

x

y

•

•

•

•

A(−3;−3)

C(−3; 3)

B(3;−1)

Äëÿ ÷åòûðåõóãîëüíèêà ìû èìååì àíàëîãè÷íóþ �îðìóëó (ïðè ïðåäïîëîæåíèè,

÷òî ABCD � ïîëîæèòåëüíûé îáõîä):

SABCD =
1

2

(∣
∣
∣
∣
∣

xAB xAC

yAB yAC

∣
∣
∣
∣
∣
+

∣
∣
∣
∣
∣

xAC xAD

yAC yAD

∣
∣
∣
∣
∣

)

,

ãäå xAB , yAB � êîîðäèíàòû âåêòîðà AB.
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Óïð. 7.
◦
Íàéäèòå ïëîùàäè äâóõ ÷åòûðåõóãîëüíèêîâ, èçîáðàæåííûõ íà ðèñóí-

êàõ.

✲

✻

x

y

•

•

• •

•
A(−3;−3)

D(−2; 3) C(3; 3)

B(2;−3)

✲

✻

x

y

•

A(−4;−4)

D(−1; 4)

C(1; 2)
B(4; 3)

•

•

•

•

Äðóãèå âèäû óðàâíåíèé ïðÿìîé

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ êàæäîé ïðÿìîé îáùåå óðàâíåíèå, êîòîðîå çàäàåò ýòó ïðÿìóþ,

ïèøåòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîãî ìíîæèòåëÿ, ïîýòîìó åãî ìîæíî íîðìèðî-

âàòü ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè. Íàïðèìåð, ïåðåíåñÿ â ïðàâóþ ÷àñòü âåëè÷èíó C,
âñå êîý��èöèåíòû óðàâíåíèÿ ìîæíî ðàçäåëèòü íà

√
A2 +B2. Åñëè ïðè ýòîì

ïðàâàÿ ÷àñòü îòðèöàòåëüíà, òî ïðèíÿòî ìåíÿòü çíàêè êîý��èöèåíòîâ. Ïîëó-

÷èì íîðìàëüíîå óðàâíåíèå:

λx + µy = p, λ = (±) A√
A2 +B2

, µ = (±) B√
A2 +B2

.

Ïîñêîëüêó λ2+µ2 = 1, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî λ = cosϕ, µ = sinϕ, ãäå ϕ � íåêîòî-

ðûé óãîë. Ïðè p 6= 0 ýòîò óãîë îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü OP �

âåêòîð, ñîåäèíÿþùèé íà÷àëî êîîðäèíàò ñ áëèæàéøåé ê íåé òî÷êîé P íà ïðÿ-

ìîé (òàêîì îáðàçîì, îòðåçîê OP ïåðïåíäèêóëÿðåí ïðÿìîé). Òîãäà ϕ � óãîë,

êîòîðûé îòñ÷èòûâàåòñÿ îò ïîëîæèòåëüíîãî íàïðàâëåíèÿ ïðÿìîé Ox ê âåêòîðó

OP ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè.

×èñëî p ðàâíî ðàññòîÿíèþ îò íà÷àëà êîîðäèíàò äî ïðÿìîé. �àññòîÿíèå îò

òî÷êè ñ êîîðäèíàòàìè (x0, y0) äî ïðÿìîé âû÷èñëÿåòñÿ ïî �îðìóëå

d = |λx0 + µy0 − p|.

Îòìåòèì åùå ðàç, ÷òî åñëè â îáùåì óðàâíåíèè ïðÿìîé C = 0 èëè â íîð-

ìàëüíîì óðàâíåíèè p = 0, òî ïðÿìàÿ ïðîõîäèò ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò. Åñëè

æå C 6= 0, òî îáùåå óðàâíåíèå ïðÿìîé ìîæíî íîðìèðîâàòü, ïîäåëèâ âñå êîý�-

�èöèåíòû íà C. Ïîëó÷èì óðàâíåíèå â îòðåçêàõ

x

a
+
y

b
= 1, a, b 6= 0.

×èñëà a è b óêàçûâàþò, êàêèå îòðåçêè îòñåêàåò ïðÿìàÿ íà îñÿõ êîîðäèíàò (ñ

ó÷åòîì çíàêîâ).
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Çàìåòèì, ÷òî åñëè òðè òî÷êè A(x0; y0), B(x1; y1) è C(x2; y2) ëåæàò íà íåêî-
òîðîé ïðÿìîé, òî ópàâíåíèå ýòîé ïðÿìîé ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

x− x0

x2 − x1
=

y − y0
y2 − y1

.

Âåêòîð BC = (x2−x1, y2−y1) íàçûâàþò íàïðàâëÿþùèì âåêòîðîì. �àçóìååò-

ñÿ, íàïðàâëÿþùèé âåêòîð âûáèðàåòñÿ íåîäíîçíà÷íî. Â êà÷åñòâå íàïðàâëÿþùåãî

ìîæíî âûáðàòü ëþáîé âåêòîð, ëåæàùèé íà ïðÿìîé, èëè ïàðàëëåëüíûé ïðÿìîé.

Îáîçíà÷èì êîîðäèíàòû îäíîãî èç íèõ ÷åðåç (m,n). Óðàâíåíèå

x− x0

m
=
y − y0
n

íàçûâàåòñÿ êàíîíè÷åñêèì óðàâíåíèåì ïðÿìîé. Åñëè îáîçíà÷èòü êàæäîå èç îò-

íîøåíèé â ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòÿõ ÷åðåç t, òî ïîëó÷èì ïàðàìåòðè÷åñêóþ çàïèñü

ïðÿìîé:

x = x0 +mt, y = y0 + nt, t ∈ R.
Ïðèìåð 8. Çàïèñàòü âñå âàðèàíòû óðàâíåíèé

ïðÿìîé, èçîáðàæåííîé íà ðèñóíêå. Íàéòè ðàñ-

ñòîÿíèå îò òî÷êè M äî ýòîé ïðÿìîé.

�åøåíèå. Çàïèøåì ñíà÷àëà óðàâíåíèå ïðÿìîé,

ïðîõîäÿùåé ÷åðåç äâå òî÷êè A(−2; 2) è B(4;−1):
x+ 2

6
=
y − 2

−3
⇔ x+ 2

2
=
y − 2

−1
.

Ýòî óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ êàíîíè÷åñêèì ñ íàïðàâ-

ëÿþùèì âåêòîðîì (2,−1).

✲

✻

x

y

•

•

•

A

B

M •

Ýòîò æå âåêòîð è êîîðäèíàòû òî÷êè A(x0 = −2, y0 = 2) èñïîëüçóåì, ÷òî-
áû ïàðàìåòðèçîâàòü ïðÿìóþ, òî åñòü çàïèñàòü êîîðäèíàòû ïðîèçâîëüíîé òî÷êè

ïðÿìîé ñ ïîìîùüþ ïàðàìåòðà t (t ∈ R): x = −2 + 2t, y = 2− t.
Ëåãêî ïðèâåñòè óðàâíåíèå ê îáùåìó âèäó: 2(2− y) = x+ 2⇔ x+ 2y− 2 = 0.

Óðàâíåíèå â îòðåçêàõ:

x

2
+
y

1
= 1.

Â íîðìàëüíîé �îðìå ýòî óðàâíåíèå âûãëÿäèò òàê:

1√
5
x+

2√
5
y =

2√
5
.

�àññòîÿíèå îò òî÷êè M(3, 4) äî ïðÿìîé:
1√
5
3 +

2√
5
4− 2√

5
=

9√
5
.

Ïðèìåð 9. Çàäàíû êîîðäèíàòû âåðøèí △ABC : A(1;−8), B(−8; 4), C(8; 16).
Íàïèñàòü óðàâíåíèå áèññåêòðèñû AL.

�åøåíèå. Çàïèøåì â ïàðàìåòðè÷åñêîé �îðìå óðàâíåíèÿ ñòîðîí (ïðÿìûõ, íà

êîòîðûõ ëåæàò ñòîðîíû):

AB : x = xA + (xB − xA)t, y = yA + (yB − yA)t ⇒ x = 1− 9t, y = −8 + 12t.
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Â äàííîì ñëó÷àå íàïðàâëÿþùèì âåêòîðîì âûáðàí âåêòîð (−9, 12). Íîðìèðóÿ
åãî, èçìåíèì ïàðàìåòðèçàöèþ:

AB : x = 1− 3

5
t, y = −8 + 4

5
t, t ∈ R.

Íàïðàâëÿþùèì âåêòîðîì ÿâëÿåòñÿ âåêòîð u = (−3/5, 4/5). Àíàëîãè÷íî ïàðà-

ìåòðèçóåì ïðÿìóþ AC: xC − xA = 7, yC − yA = 24 ⇒ v = (7/25, 24/25).
Ñóììà âåêòîðîâ u+v ñëóæèò íàïðàâëÿþùèì âåêòîðîì äëÿ áèññåêòðèñû AL:

m = −8/25, n = 44/25. Óìíîæàÿ ýòîò âåêòîð íà 25/4, óïðîñòèì çàïèñü:

x = 1− 2t, y = −8 + 11t.

Êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå áèññåêòðèñû èìååò, òàêèì îáðàçîì, âèä:

x− 1

−2
=
y + 8

11
⇔ 11(x− 1) = −2(y + 8) ⇔ 11x+ 2y + 5 = 0.

Çàìåòèì, ÷òî ìû ïîëó÷èëè óðàâíåíèå áèññåêòðèñû, íå íàõîäÿ êîîðäèíàò òî÷êè

L. Åñëè ìû çàõîòèì íàéòè ýòè êîîðäèíàòû, òî ñìîæåì ýòî ñäåëàòü, íàéäÿ òî÷êó

ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ AL è BC :

BC :
x+ 8

16
=
y − 4

12
⇔ 3x− 4y + 40 = 0.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ òî÷êè L ðåøàåì ñèñòåìó

{
11x+ 2y + 5 = 0,
3x− 4y + 88 = 0,

îòêóäà xL = −2, yL = 8, 5.

Ëèíåéíàÿ èíòåðïîëÿöèÿ

�àññìîòðèì íàáîð ïàð ÷èñåë (x1, y1), (x2, y2), . . . , (xN , yN ), âûáðàííûõ èç êàêîãî-
ëèáî ñòàòèñòè÷åñêîãî îò÷åòà. Ýòî ìîãóò áûòü äàííûå î âûïëàâêå ñòàëè çà ãîä

íà òîì èëè èíîì çàâîäå, ïàðû ÷èñåë, óêàçûâàþùèõ íà ñîîòíîøåíèå ðîñòà è

âåñà áèîëîãè÷åñêèõ îñîáåé, ïàðû ÷èñåë, óêàçûâàþùèå íà ñîîòíîøåíèå âåñà è

ñòîèìîñòè äðàãîöåííûõ êàìíåé, èëè ëþáûå äðóãèå äàííûå, ïðîèñõîæäåíèåì

êîòîðûõ ìû ïðè èññëåäîâàíèè íå èíòåðåñóåìñÿ. Ïðè ýòîì ìû ïðåäïîëàãàåì,

÷òî ïåðâûå êîîðäèíàòû íàáîðà óïîðÿäî÷åíû, à èìåííî x1 < x2 < . . . < xN .
Ìû áóäåì íàçûâàòü èõ àðãóìåíòàìè. Çíà÷åíèÿ y1, y2, . . . ìû ïðåäïîëàãàåì ñîâ-

ïàäàþùèìè ñî çíà÷åíèÿìè íåêîòîðîé ãèïîòåòè÷åñêîé �óíêöèè y = f(x). Ïàðû
(x1, y1), (x2, y2), . . . , (xN , yN) íàçûâàþòñÿ óçëàìè. Çàäà÷à èíòåðïîëÿöèè ñîñòîèò
â òîì, ÷òîáû ïîñòðîèòü áîëåå ïðîñòóþ �óíêöèþ, ñ ïîìîùüþ êîòîðîé áûëî áû

âîçìîæíî ¾ñïðîãíîçèðîâàòü¿ çíà÷åíèå â äðóãèõ òî÷êàõ. Ïðîñòåéøèì ñïîñîáîì

ñäåëàòü ýòî ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíàÿ èíòåðïîëÿöèÿ. Îíà ñîñòîèò â òîì, ÷òî íà êàæäîì

ó÷àñòêå [xn−1, xn] çàâèñèìîñòü y îò x ïðåäïîëàãàåòñÿ ëèíåéíîé.
�àññìîòðèì ïàðó ñîñåäíèõ òî÷åê: A(a, f(a))è B(b, f(b)). Èñïîëüçóÿ ÿâíîå

óðàâíåíèå ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç äâå òî÷êè, ïîëó÷èì äëÿ ëþáîãî ïðîìåæó-

òî÷íîãî çíà÷åíèÿ y(x) �îðìóëó ëèíåéíîé èíòåðïîëÿöèè:

y(x) = y(a) + k · (x− a), ãäå k =
y(b)− y(a)

b− a
.
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Èíîãäà íàñ èíòåðåñóåò îáðàòíàÿ çàäà÷à: óêàçàòü çíà÷åíèå x∗ àðãóìåíòà, ïðè êî-
òîðîì ïðåäïîëàãàåìàÿ �óíêöèÿ ïðèíèìàåò çàäàííîå çíà÷åíèå y∗, íàõîäÿùååñÿ
â èíòåðâàëå ìåæäó y(a) è y(b). Äëÿ ýòîãî ðåøèì óðàâíåíèå

y∗ = y(a) + k · (x∗ − a)⇔ x∗ − a =
y∗ − y(a)

k
⇒

⇒ x∗ = a+
y∗ − y(a)

y(b)− y(a)
· (b− a).

Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, åñëè y(a) < 0 < y(b) è y∗ = 0, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

x∗ = a− y(a) b− a

y(b)− y(a)
.

Ïðèìåð 10. Ñ ïîìîùüþ ëèíåéíîé èíòåðïîëÿöèè íàéòè ïðèáëèæåííî çíà÷å-

íèå log2 20.

�åøåíèå. Ìû èìååì ¾îïîðíûé¿ íàáîð çíà÷åíèé: (1, log2 1), (2, log2 2), (4, log2 4),
(8, log2 8), (16, log2 16), (32, log2 32), . . . Âîñïîëüçóåìñÿ �îðìóëîé ëèíåéíîé èí-

òåðïîëÿöèè, ñ÷èòàÿ, ÷òî a = 16, b = 32, y(a) = log2 16 = 4, y(b) = log2 32 = 5.
Òîãäà

x = 20 è k =
5− 4

32− 16
=

1

16
⇒ y = 4 +

1

16
· (20− 16) = 4 + 0, 25 = 4, 25.

Òàêèì îáðàçîì, log2 20 ≈ 4, 25. ¾Íàñòîÿùåå¿ çíà÷åíèå log2 20 = 4, 322 . . .

Ç à ä à ÷è ä ë ÿ ï ð à êòè÷ å ñ ê è õ ç à í ÿòèé

Óïð. 8.
◦

Îïðåäåëèòå, ÿâëÿþòñÿ ëè ïðÿìûå ïàðàëëåëüíûìè, ñîâïàäàþùèìè,

ïåðåñåêàþùèìèñÿ? Åñëè ïðÿìûå èìåþò åäèíñòâåííóþ îáùóþ òî÷êó, òî íàé-

äèòå åå êîîðäèíàòû:

a)

{
2x+ 3y + 6 = 0,
3x+ 2y + 4 = 0;

b)

{
2x− 5y + 1 = 0,
5x− y − 9 = 0;

c)

{
x+ 11 = 0,
y − 4 = 0;

d)

{
2x+ 3y + 6 = 0,
4x+ 6y + 4 = 0;

e)

{
2x− 10y + 8 = 0,
3x− 15y + 12 = 0;

f)

{
2x+ 3y + 1 = 0,
2x− 2y − 4 = 0.

Óïð. 9.
◦
Óêàæèòå ëèíåéíóþ �óíêöèþ, ãðà�èê

êîòîðîé ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êè A è B, óêàçàí-
íûå íà ðèñóíêå ñïðàâà. Íàïèøèòå îáùåå óðàâíå-

íèå ïðÿìîé AB. Íàéäèòå ðàññòîÿíèå îò òî÷êè

M äî ýòîé ïðÿìîé.

Óïð. 10.
◦
Íàéäèòå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a, ïðè

êàæäîì èç êîòîðûõ ñèñòåìà óðàâíåíèé

{
−4x+ ay = 1 + a,

(6 + a)x+ 2y = 3 + a

íå èìååò íè îäíîãî ðåøåíèÿ.

✲

✻

x

y

•

•

•

A

B

M •
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Óïð. 11.
◦
Íàéäèòå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà p, ïðè êàæäîì èç êîòîðûõ ñèñòåìà

óðàâíåíèé

{
−4x+ (p− 1)y = p,
(5 + p)x+ 2y = 2 + p

a) èìååò ðîâíî îäíî ðåøåíèå, b) íå èìååò íè îäíîãî ðåøåíèÿ, c) èìååò áåñêî-

íå÷íî ìíîãî ðåøåíèé.

Óïð. 12.
◦
Íàéäèòå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ a è b, ïðè êîòîðûõ ïðÿìûå

ax+ 4y − 2 = 0 è 6x+ 8y + b = 0 :

a) èìåþò îäíó îáùóþ òî÷êó; b) ïàðàëëåëüíû; c) ñîâïàäàþò.

Óïð. 13.
◦

Îïðåäåëèòå, ëåæèò ëè íà÷àëî êîîðäèíàò âíóòðè èëè âíå òðå-

óãîëüíèêà, ñòîðîíû êîòîðîãî çàäàíû óðàâíåíèÿìè

5x− 7y − 11 = 0, 4x+ 3y + 21 = 0, 2x+ 5y − 15 = 0.

Óïð. 14.
◦
Âûÿñíèòå, ÿâëÿåòñÿ ëè ÷åòûðåõóãîëüíèê ABCD: A(1, 2), B(11, 15),

C(7, 7), D(1, 11), âûïóêëûì.

Óïð. 15.
◦
Äàíû äâå ñìåæíûå âåðøèíû êâàäðàòà A(2, 0) è B(−1, 4). Íàïèøèòå

óðàâíåíèÿ åãî ñòîðîí.

Óïð. 16.
◦
Âû÷èñëèòå ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà, îòñåêàåìîãî ïðÿìîé 4x+6y+9 =

0 îò êîîðäèíàòíîãî óãëà.

Óïð. 17.
◦
Ñîñòàâüòå óðàâíåíèå ïðÿìîé, êîòîðàÿ ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó (3; 4)

è îòñåêàåò îò êîîðäèíàòíîãî óãëà òðåóãîëüíèê, ïëîùàäü êîòîðîãî ðàâíà 27.

Óïð. 18.
◦
Íà êàæäîì èç ðèñóíêîâ èçîáðàæåíû ïî òðè ïðÿìûå. Íàéäèòå ïëî-

ùàäè òðåóãîëüíèêîâ, îãðàíè÷åííûõ ýòèìè ïðÿìûìè.

a)

✲

✻

x

y

•

•

•

•

b)

✲

✻

x

y

•

•

c)

✲

✻

x

y

•

•

•

•
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Óïð. 19.
◦

Èçîáðàçèòå ïðÿìûå, çàäàííûå óêàçàííûìè óðàâíåíèÿìè. Íàéäèòå

ïëîùàäè òðåóãîëüíèêîâ, îãðàíè÷åííûõ ýòèìè ïðÿìûìè.

a)

5x− y − 29 = 0,

4x+ 5y = 0,

x− 6y + 29 = 0;

b)

3x− 7y + 42 = 0,

2x− y − 5 = 0,

3x+ 4y + 9 = 0;

c)

7x− 3y − 42 = 0,

x− 2y + 5 = 0,

4x+ 3y + 9 = 0;

Óïð. 20.
◦
Çàäàíû êîîðäèíàòû âåðøèí òðåóãîëüíèêà ABC. Íàéäèòå êîîðäèíà-

òû òî÷êè (L) ïåðåñå÷åíèÿ áèññåêòðèñû AL ñî ñòîðîíîé BC è äëèíó âûñîòû

h = CH, îïóùåííîé èç òî÷êè C :

a) A(10; 19), B(1; 7), C(17;−5); b) A(−16; 13), B(8; 20), C(−4; 4);
c) A(7; 19), B(−17; 12), C(−5; 28); d) A(−4; 21), B(−11;−3), C(5; 9).

Óïð. 21.
◦
Íàéäèòå ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ABC ñ âåðøèíàìè A(1; 3), B(13; 19),

C(25; 10), à òàêæå: óðàâíåíèÿ áèññåêòðèñû AL, âûñîòû BH è ìåäèàíû CN,
êîîðäèíàòû òî÷êè ïå÷åñå÷åíèÿ ìåäèàí M, öåíòðà âïèñàííîé îêðóæíîñòè O,
îðòîöåíòðà (òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ âûñîò) Q è öåíòðà îïèñàííîé îêðóæíîñòè

P.

Óïð. 22. Çàäàíû êîîðäèíàòû âåðøèí òðåóãîëüíèêà ABC. Íàïèøèòå óðàâíå-
íèÿ áèññåêòðèñû AL è ìåäèàíû BM :

a) A(−9; 2), B(3; 11), C(15;−5); b) A(−11; 3), B(1; 12), C(13;−4);
c) A(0; 12), B(9; 0), C(−7;−12); d) A(−3;−12), B(−12; 0), C(4; 12).

Óïð. 23.
◦
�åøèòå óðàâíåíèÿ:

a)
x+
√
2−

√

3− 2
√
2

3− 2
√
2

= 3 + 2
√
2;

b)
x− 1

2
+
x− 2

3
+
x− 3

4
=
x− 11

12
;

c) x
√
2 +
√
5 +
√
3 =

√

10 +
√
24 +

√
40 +

√
60;

d)
x+ 3

1 · 2 +
x+ 5

2 · 3 +
x+ 7

3 · 4 + . . .+
x+ 19

9 · 10 = 2

(

1 +
1

2
+

1

3
+ . . .+

1

10

)

.

Óïð. 24.
◦
�åøèòå óðàâíåíèÿ:

a)
µ2(µ− x)

(2µ− 1)(µ− 1)
+

(µ− 1)2(µ− 1 + x)

µ(1− 2µ)
+

1− x

µ(1− µ)
= 0;

b)
2λ− x

1− 2λ
+
x− λ2 + λ− 1

λ2 − λ
− x+ λ2 + λ− 1

λ2 + λ
= 1− 4x;

c) x− sin2 α cos2 α +
x− sin2 α

1 + sin2 α
+

x− cos2 α

1 + cos2 α
= 2.
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Óïð. 25.
◦
�åøèòå óðàâíåíèÿ:

a)
x− ab
a+ b

+
x− ac
a+ c

+
x− bc
b+ c

= a+ b + c;

b)
a+ b− x

c
+
a+ c− x

b
+
b+ c− x

a
+

4x

a+ b+ c
= 1.

Óïð. 26.
◦
Óïpîñòèòå âûpàæåíèÿ:

A =
a2(a− x)

(a− b)(a− c) +
b2(b − x)

(b− c)(b − a) +
c2(c− x)

(c− a)(c− b) ;

B =
(a− x)(a − y)(a− z)

(a− b)(a− c) +
(b − x)(b − y)(b− z)

(b− c)(b − a) +
(c− x)(c− y)(c− z)

(c− a)(c− b) .

Óïð. 27.
◦
�åøèòå ñèñòåìû:

a)







3x+ y − z = 1,
x+ 3y − z = 1,
−x+ y + 3z = 1;

b)







3x+ y + z = 1,
x+ 3y + z = 3,
x+ y + 3z = 9;

c)







2x+ y + z = a,
x+ 2y + z = b,
x+ y + 2z = c;

d)







x+ ay + a2z = a3, a 6= b,
x+ by + b2z = b3, b 6= c,
x+ cy + c2z = c3; c 6= a.

Óïð. 28.
◦

Äîêàæèòå, ÷òî tg
π

12
= 2 −

√
3 ≈ 0, 268, tg

π

8
=
√
2 − 1 ≈ 0, 414.

Ñ ïîìîùüþ ëèíåéíîé èíòåðïîëÿöèè íàéäèòå ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå tg
π

10
.

Êàêîâà ïîãðåøíîñòü, åñëè ¾íàñòîÿùåå¿ çíà÷åíèå ñ÷èòàòü ðàâíûì 0, 325?

Óïð. 29.
◦
Ïðÿìûå çàäàþòñÿ óðàâíåíèÿìè:

a) x+ y + 2 = 0; b) x− y + 2 = 0; c) 3x+ 2y − 5 = 0.

Íàïèøèòå óðàâíåíèå ýòèõ æå ïðÿìûõ â íîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò, ïîâåðíó-

òîé ïî îòíîøåíèþ ê ñòàðîé ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå íà 90◦.

Óïð. 30.
◦

Íàïèøèòå óðàâíåíèÿ ýòèõ æå ïðÿìûõ â íîâîé ñèñòåìå êîîðäè-

íàò, ïîâåðíóòîé ïî îòíîøåíèþ ê ñòàðîé ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè íà 45◦.

Óïð. 31.
◦
Ïðÿìûå çàäàþòñÿ ïàðàìåòðè÷åñêè: a) x = 2 + 3t, y = −3 + 5t;

b) x = 1 + t, y = 1− t; c) x = 1 + 3t, y = 1− 2t; t ∈ R.

Íàïèøèòå óðàâíåíèÿ ïðÿìûõ â íîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò, íà÷àëî êîòîðîé

ñäâèíóòî ïî îòíîøåíèþ ê ñòàðîé íà âåêòîð (3,−2), à îñè ïàðàëëåëüíû ñòà-

ðûì.
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Î ò â å ò û

Óïð. 1. AB : y = 2x − 3. Óïð. 2. d(C;AB) = 11/
√
5. Óïð. 3. a) y = −x;

b) y = 4x − 13; c) y = 3. Óïð. 4. a) y = −x/2; b) y = 2x − 10; c) y = −3x + 10.
Óïð. 5. a) y = x − 2, y = x/2 + 2, (x0; y0) = (8; 6), ϕ = arctg 1/3; b) y = −x + 3, y =
−2x− 2, (x0; y0) = (−5; 8), ϕ = arctg 1/3. Óïð. 6. 17; 18. Óïð. 7. 30; 17, 5. Óïð. 8.
a) (x0; y0) = (0;−2); b) (2; 1); c) (−11; 4); d) ïàðàëë.; e) ñîâï.; f) (1;−1). Óïð. 9.

y = −x/2 + 1, x + 2y − 2 = 0, d(M, ℓ) = 9/
√
5. Óïð. 10. a = −4. Óïð. 11. a)

p 6= −1,−3; b) p = −3; c) p = −1. Óïð. 12. a) a 6= 3; b) a = 3, b 6= −4; c) a =
3, b = −4. Óïð. 13. Âíóòðè. Óïð. 14. Íåò. Óïð. 15. AB : 4x + 3y − 8 = 0;
BC : 3x−4y+19 = 0; CD : 4x+3y−33 = 0; èëè 4x+3y+17 = 0; AD : 3x−4y−6 = 0.
Óïð. 16. S = 27/16. Óïð. 17. 2x + 3y − 18 = 0. Óïð. 18. a) 42; b) 44; c) 58.
Óïð. 19. a) 58; b) 66; c) 42. Óïð. 20. a) xL = 7, yL = 2.5, h = 12; b) 0.5, 10, 20;
c) − 9.5, 22, 20; d) − 1, 4.5, 20. Óïð. 21. S = 150, AL : 9x − 13y + 30 = 0, BH :

24x+ 7y − 445 = 0, CN : x+ 18y − 205 = 0; M(13; 10
2

3
), O(14; 12), Q(13, 19), P (13; 6.5).

Óïð. 23. a) x = 0; b) x = 1; c) x = 1; d) x = 11/9. Óïð. 24. a) x = 2; b) x = 1;
a) x = 1 + sin2 α cos2 α. Óïð. 25. a) x = ab + bc + ac; b) x = a + b + c. Óïð. 26.

A = a+ b + c− x; B = a+ b + c− x− y − z. Óïð. 27. a) x = y = z = 1/3; b) x =
−4/5, y = 1/5, z = 16/5; c) x = (3a− b − c)/4, y = (3c− a − b)/4, z = (3c− a− b)/4;

d) x = abc, y = −(ab+ bc+ ca), z = a+ b+ c. Óïð. 28. tg
π

10
≈ 0, 326. Ïîãðåøíîñòü

ðàâíà 0, 001. Óïð. 29. a) u− v− 2 = 0, b) u+ v+2 = 0, c) 2u− 3v+5 = 0. Óïð. 30.

a) p +
√
2 = 0, b) q −

√
2 = 0, c) 5p − q − 5

√
2 = 0. Óïð. 31. a) u = −1 + 3t, v =

−1 + 5t; b) u = −2 + t, v = 3− t; c) u = −2 + 3t, v = 3− 2t.
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2.

⋆
Îöåíêà påíòàáåëüíîñòè èíâåñòèöèé

Ìû pàáîòàåì ñî ñëåäóþùèìè âåëè÷èíàìè, êîòîpûå ïpåäïîëàãàþòñÿ àïpèîpè

îïpåäåëåííûìè:

C0 � íà÷àëüíûé êàïèòàë (âåëè÷èíà ïåpâîíà÷àëüíîé èíâåñòèöèè);

pk � äåíåæíûå ïîñòóïëåíèÿ, ãàpàíòèpóåìûå ïpîåêòîì â k-ì ãîäó. Ïðåäïî-

ëàãàåòñÿ, ÷òî k ìîæåò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ 1, 2, 3, . . . Ïðè ýòîì k = 1 îçíà÷àåò
ïîñòóïëåíèå ïðèáûëè ðîâíî ÷åðåç ãîä ïîñëå ïåðâîíà÷àëüíîãî èíâåñòèðîâàíèÿ.

Èíîãäà äîïóñêàåòñÿ k = 0, ÷òî îçíà÷àåò íåìåäëåííûå äåíåæíûå ïîñòóïëåíèÿ

ïðè âëîæåíèè êàïèòàëà;

n � êîëè÷åñòâî ëåò, íà êîòîpûå pàñïpîñòpàíÿåòñÿ ïpîãíîç;

r � êîý��èöèåíò äèñêîíòèpîâàíèÿ. Â êà÷åñòâå r ìîæíî âçÿòü ïpîöåíòíóþ
ñòàâêó ïî áàíêîâñêîìó êpåäèòó èëè ïpîöåíò, êîòîpûé ïëàòèòñÿ çà êàïèòàë, âçÿ-

òûé â äîëã íà ìèpîâîì êpåäèòíîì pûíêå.

Ïpèáûëü P, ïîëó÷àåìàÿ â ðåçóëüòàòå ðåàëèçàöèè ïðîåêòà, âûñ÷èòûâàåòñÿ ïî
�îðìóëå

P =

n∑

k=1

pk
(1 + r)k

.

Õàðàêòåðèñòèêàìè ðåíòàáåëüíîñòè ïðîåêòà ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå âåëè÷èíû:

D = P − C0 � ÷èñòàÿ ïðèáûëü (Netto Value);

I = P/C0 � èíäåêñ påíòàáåëüíîñòè (Pro�tability Index);

r∗ � êîý��èöèåíò îòäà÷è êàïèòàëîâëîæåíèé (Internal Rate of Return). Îïpå-

äåëÿåòñÿ êàê êîpåíü ópàâíåíèÿ D(r) = 0, òî åñòü êàê ìèíèìàëüíàÿ âåëè÷èíà

êîý��èöèåíòà äèñêîíòèpîâàíèÿ, ïpè êîòîpîé ÷èñòûé ïpèâåäåííûé ý��åêò (÷è-

ñòàÿ ïðèáûëü) pàâåí íóëþ.

Håîáõîäèìîå óñëîâèå ïpèíÿòèÿ ïpîåêòà: a)D > 0 ; b) I > 1 ; c) r∗ > r.
Äëÿ ïîëó÷åíèÿ áîëåå ïðîñòûõ �îðìóë, âûðàæàþùèõ ïðèáûëü è èíäåêñ ðåíòà-

áåëüíîñòè ÷åðåç äàííûå, îïðåäåëÿþùèå ïðîåêò, ðàññìîòðèì óïðîùåíèå çàäà÷è,

ñîñòîÿùåå â òîì, ÷òî åæåãîäíàÿ ïðèáûëü ïðåäïîëàãàåòñÿ ïîñòîÿííîé (Pk ≡ p).
Â ýòîì ñëó÷àå

P = p

n∑

k=1

1

(1 + r)k
.

Îáîçíà÷èì q =
1

1 + r
. Èñïîëüçóÿ �îðìóëó ñóììû ÷ëåíîâ ãåîìåòðè÷åñêîé ïðî-

ãðåññèè, ïîëó÷èì öåïî÷êó ðàâåíñòâ:

P = p

n∑

k=1

qk = pq
1− qn

1− q
=

p

1 + r

1− 1

(1 + r)n

1− 1

1 + r

= p
(1 + r)n − 1

(1 + r)n(1 + r − 1)
⇒

⇒ P = p
(1 + r)n − 1

r(1 + r)n
. (∗)
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Óïð. 1. Ïîêàæèòå, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà äîïóñêàåòñÿ íåìåäëåííàÿ ïðèáûëü

p0 = p, �îðìóëà (∗) âûãëÿäèò àíàëîãè÷íî:

P = p
(1 + r)n+1 − 1

r(1 + r)n
.

Åñëè n íå ñëèøêîì âåëèêî, r ∼ 0 (íàïpèìåp, r < 0.2, n = 3, 4, 5), òî ìîæíî
âîñïîëüçîâàòüñÿ ýêâèâàëåíòíîñòüþ (1 + r)n − 1 ∼ rn. Òîãäà �îðìóëà (∗) áóäåò
âûãëÿäåòü ïðîùå:

P ∼ p nr

1 + nr
· 1
r

=
np

1 + nr
. (∗∗)

Óïð. 2. Ïîêàæèòå, ÷òî �îðìóëà (∗∗) äàåò íåñêîëüêî ìåíüøåå çíà÷åíèå, ÷åì

�îðìóëà (∗).

Åñëè n→∞, òî P ∼ p

r
.

Ïðèìåð 1. Îöåíèòü ðåíòàáåëüíîñòü ïðîåêòà ïðè ñëåäóþùèõ äàííûõ: C0 =
160, p = 30, n = 15, r = 0.15 .

�åøåíèå. D = 30

15∑

k=1

1

(1.15)k
− 160 = 15.42, I = P/C0 = 175.42/160 ∼ 1.1.

Åñëè ïîä póêîé íåò êàëüêóëÿòîpà, òî ñóììó ìîæíî ñ÷èòàòü ïî �îpìóëå äëÿ

ñóììû ÷ëåíîâ áåñêîíå÷íîé óáûâàþùåé ãåîìåòpè÷åñêîé ïpîãpåññèè. �åçóëüòàò

ïpè ýòîì ïîëó÷èòñÿ íåñêîëüêî çàâûøåííûì: D ∼ 30
∞∑

k=1

1

(1.15)k
− 160 ∼ 30 ·

1

0.15
− 160 = 200− 160 = 40, I ∼ P/C0 = 1.25.

Äëÿ ïîäñ÷åòà êîý��èöèåíòà îòäà÷è êàïèòàëîâëîæåíèé pàññìîòpèì ãpà�èê

çàâèñèìîñòè âåëè÷èíû D îò r.

✲

✻

r

D

0.1 0.3 0.4 0.5

160

80

−80

0

r
∗ = .17

•
r
∗

D(0.1) = 68.18

•

D(0.2) = −19.74

•

D (0.15) = 15.42

•
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Òî÷êà ïåpåñå÷åíèÿ ãpà�èêà ñ îñüþ Or ñîîòâåòñòâóåò çíà÷åíèþ r∗. Åñëè ãpà-
�èê ïîñòpîèòü íåâîçìîæíî è íåò ÿâíîé �îpìóëû äëÿ r∗, òî ýòîò êîý��èöèåíò
ïpîùå âñåãî îöåíèòü ñ ïîìîùüþ �îpìóëû ëèíåéíîé èíòåpïîëÿöèè.

Äëÿ ýòîãî èñïîëüçóåì �îpìóëó

L(r) = f(r1) +
f(r2)− f(r1)

r2 − r1
· (r − r1).

L(r∗) = 0 ⇒ r∗ = r1 − f(r1)
r2 − r1

f(r2)− f(r1)
.

Óïð. 3. Hàéäèòå r∗, èñïîëüçóÿ äàííûå, óêàçàííûå íà ãpà�èêå (r1 = 0, 1, r2 =
0, 2; f(r) = D(r)).

Ïðèìåð 2. Îöåíèòü ÷èñòóþ ïðèáûëü ïðîåêòà ïðè ñëåäóþùèõ äàííûõ:

C0 = 160; p0 = p1 = . . . = p10 = 0, pi = 50 ïpè i > 10; n = 99; r = 0, 1.

�åøåíèå. D = 50

99∑

k=11

1

(1, 1)k
− 160 = 50 · 1

(1, 1)10

89∑

k=1

1

(1, 1)k
− 160 ∼ 32, 8.

Óïð. 4. Äëÿ óêàçàííîãî ïpèìåpà íàéäèòå D(0, 2), à òàêæå r∗, èñïîëüçóÿ ëè-
íåéíóþ èíòåpïîëÿöèþ.

Ç à ä à ÷ è ä ë ÿ ï ð à êòè÷ å ñ ê è õ ç à í ÿòèé

Óïð. 5. Âûÿñíèòå, âûïîëíÿåòñÿ ëè íåîáõîäèìîå óñëîâèå ïðèíÿòèÿ ïðîåêòà,

åñëè íà÷àëüíûé êàïèòàë C0 = 200 (íåêîòîðûõ åäèíèö), åæåãîäíàÿ ïëàíèðóå-

ìàÿ ïðèáûëü p ñîñòàâëÿåò 20 (åäèíèö), ïðîãíîç ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà 99 ëåò,

à êîý��èöèåíò äèñêîíòèðîâàíèÿ r ðàâåí 0, 1.

Óïð. 6. Âûÿñíèòå, âûïîëíÿåòñÿ ëè íåîáõîäèìîå óñëîâèå ïðèíÿòèÿ ïðîåêòà,

åñëè íà÷àëüíûé êàïèòàë C0 = 100, åæåãîäíàÿ ïëàíèðóåìàÿ ïðèáûëü p ñîñòàâ-
ëÿåò 20, ïðîãíîç ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà 10 ëåò, à êîý��èöèåíò äèñêîíòèðîâà-

íèÿ r ðàâåí 0, 2.
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Êðèâûå âòîðîãî ïîðÿäêà

1. Õàðàêòåðíûå ïðèìåðû

Ïðèìåð 1. Óêàçàòü ìíîæåñòâî òî÷åê (ñîñòàâèòü ñîîòâåòñòâóþùåå óðàâ-

íåíèå), äëÿ êîòîðûõ ïðîèçâåäåíèå ðàññòîÿíèé äî äâóõ çàäàííûõ (ðàçëè÷íûõ)

ïðÿìûõ ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííîé (ïîëîæèòåëüíîé) âåëè÷èíîé.

�åøåíèå. Îáîçíà÷èì çàäàííûå ïðÿìûå ÷åðåç ℓ1 è ℓ2. Åñëè îíè ïàðàëëåëüíû,

òî óêàçàííîå ìíîæåñòâî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äâå, òðè èëè ÷åòûðå ïðÿìûå, ïà-

ðàëëåëüíûå äàííûì. Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî îíè ïåðåñåêàþòñÿ, è îáîçíà÷èì

òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ÷åðåç O. Ââåäåì ñèñòåìó êîîðäèíàò, ó êîòîðîé íà÷àëî ñîâ-

ïàäàåò ñ O, à îñè ñîâïàäàþò ñ áèññåêòðèñàìè óãëîâ, îáðàçîâàííûõ ïðÿìûìè.

Çàïèøåì óðàâíåíèÿ ïðÿìûõ â óêàçàííîé ñèñòåìå êîîðäèíàò â íîðìàëüíîé �îð-

ìå. ℓ1 : λx + µy = 0. ℓ2 : λx − µy = 0. Òîãäà ðàññòîÿíèÿ îò òî÷êè M(x0, y0)
äî ïðÿìûõ çàïèñûâàþòñÿ â âèäå: d1 = |λx0 + µy0|, d2 = |λx0 − µy0|. Óñëîâèå
çàäà÷è ïðèìåò âèä: |λ2x20 − µ2y20 | = c, ãäå c > 0 � ïîñòîÿííàÿ. Ýòî óðàâíåíèå

ðàñïàäàåòñÿ íà äâà: λ2x20 − µ2y20 = ±c, êàæäîå èç êîòîðûõ çàäàåò äâå âåòâè

ãèïåðáîëû.

d(M, B)

d(M, A)
= 2,

d(M, A)

d(M, B)
= 2

✲

✻

x

y

•• •
A B

4y2 − x2 = 9, 4y2 − x2 = −9

✲

✻

x

y

•

ℓ1

ℓ2

Íà ïðàâîì ðèñóíêå èçîáðàæåíû äâå ïðÿìûå è âñå âåòâè ãèïåðáîë, ðåøàþùèå

çàäà÷ó ïðè c = 2.

Óïð. 1. Äëÿ ãèïåðáîëû

x2

4
− y

2

9
= 1 óêàæèòå ïðÿìûå ℓ1 è ℓ2 (îíè íàçûâàþòñÿ

àñèìïòîòàìè). ×åìó ðàâíî ïðîèçâåäåíèå ðàññòîÿíèé äî íèõ?

Ïðèìåð 2. Óêàçàòü ìíîæåñòâî òî÷åê, äëÿ êîòîðûõ îòíîøåíèå ðàññòîÿíèé

äî äâóõ çàäàííûõ òî÷åê ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííîé âåëè÷èíîé.
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�åøåíèå. Îáîçíà÷èì çàäàííûå òî÷êè ÷åðåç A è B. Ââåäåì ñèñòåìó êîîðäèíàò,

ó êîòîðîé íà÷àëî O ñîâïàäàåò ñ ñåðåäèíîé îòðåçêà AB, à îñü àáñöèññ ñîäåðæèò
ýòîò îòðåçîê. Òîãäà êîîðäèíàòû òî÷åê ðàâíû A(−a, 0) è B(a, 0) (ñì. ðèñóíîê
ñëåâà). Åñëè M(x, y) � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà íà ïëîñêîñòè, òî óñëîâèå çàäà÷è

èìååò âèä: d(A,M) = c · d(B,M), ãäå c � çàäàííàÿ ïîñòîÿííàÿ. Åñëè c = 1, òî
ðåøåíèåì çàäà÷è áóäåò îñü îðäèíàò. Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî c 6= 1. Äëÿ îïðå-
äåëåííîñòè ïðèìåì, ÷òî c > 1. Âûïèñûâàÿ ÿâíûì îáðàçîì ðàññòîÿíèÿ ìåæäó

ñîîòâåòñòâóþùèìè òî÷êàìè, ïîëó÷èì óðàâíåíèå

(x+ a)2 + y2 = c2((x− a)2 + y2)⇔ (c2 − 1)(x2 + y2 + a2)− 2(c2 + 1)ax = 0.

�àçäåëèâ íà c2 − 1 è ââåäÿ ÷èñëî k =
c2 + 1

c2 − 1
, çàïèøåì ïîñëåäíåå óðàâíåíèå â

âèäå

x2 − 2akx+ a2 + y2 = 0⇔ (x− ak)2 + y2 = a2(k2 − 1).

Ïîëó÷èëè óðàâíåíèå îêðóæíîñòè (x−x0)2+y2 = R2, ãäå x0 = ak, R = a
√
k2 − 1 .

Íàïðèìåð, åñëè a = 2.25, c = 2, òî x0 =
15

4
, R = 3.

Óïð. 2. Äàíû äâå òî÷êè: A(−6, 0) è B(6, 0). Íàïèøèòå óðàâíåíèå îêðóæíî-

ñòè, ñîñòîÿùåé èç âñåõ òàêèõ òî÷åê, ÷òî ðàññòîÿíèå îò êàæäîé èç íèõ äî

A â òðè ðàçà ìåíüøå ðàññòîÿíèÿ äî B. Íàïèøèòå óðàâíåíèÿ âåðòèêàëüíûõ

êàñàòåëüíûõ ê ýòîé îêðóæíîñòè.

Ïðèìåð 3. Îïèñàòü ìíîæåñòâî òî÷åê, äëÿ êîòîðûõ ðàññòîÿíèå äî çàäàííîé

ïðÿìîé ℓ ðàâíî ðàññòîÿíèþ äî çàäàííîé òî÷êè F.

�åøåíèå. Ââåäåì ñèñòåìó êîîðäèíàò, ó êîòîðîé îñü àáñöèññ ñîâïàäàåò ñ ïðÿìîé

ℓ, à òî÷êà F èìååò êîîðäèíàòû (0, p), p > 0. ÏóñòüM(x, y) � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷-

êà íà ïëîñêîñòè. Çàïèøåì óñëîâèå ðàâåíñòâà ðàññòîÿíèé: y =
√

x2 + (y − p)2.
Ïîíÿòíî, ÷òî y > 0. Ïîñëå âîçâåäåíèÿ â êâàäðàò, ðàñêðûòèÿ ñêîáîê è ïðèâåäå-

íèÿ ïîäîáíûõ ÷ëåíîâ ïîëó÷èì ðàâåíñòâî 2py = x2 + p2 ⇔

y =
1

2p
x2 +

p

2
.

Ýòî óðàâíåíèå ïàðàáîëû. Îòìåòèì, ÷òî F íàçûâàåòñÿ �îêóñîì ïàðàáîëû. Ïðÿ-

ìàÿ ℓ íàçûâàåòñÿ äèðåêòðèñîé.

Ïðèìåð 4. Íàïèñàòü óðàâíåíèå, îïèñûâàþùåå ìíîæåñòâî òî÷åê M òàêèõ,

÷òî d(M,F ) = d(M, ℓ), ãäå òî÷êà F èìååò êîîðäèíàòû (1, 2), à ïðÿìàÿ ℓ çàäà-
åòñÿ óðàâíåíèåì x+ y + 1 = 0.

�åøåíèå. �àâåíñòâî ðàññòîÿíèé ïðèâîäèò ê óðàâíåíèþ

√

(x− 1)2 + (y − 2)2 =
x+ y + 1√

2
, ãäå x, y � êîîðäèíàòû òî÷êè M. Ïîñëå âîçâåäåíèÿ â êâàäðàò è ïðè-

âåäåíèÿ ïîäîáíûõ ÷ëåíîâ ïîëó÷èì óðàâíåíèå

x2 + y2 − 2xy − 6x− 10y + 9 = 0.
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Ñäåëàåì çàìåíó êîîðäèíàò, ïðèâîäÿùóþ ýòî óðàâíåíèå ê êàíîíè÷åñêîé �îðìå.

Ïîñêîëüêó â íîâûõ êîîðäèíàòàõ óðàâíåíèå ïðÿìîé äîëæíî èìåòü âèä v = 0, òî
ïåðâîå óðàâíåíèå çàìåíû î÷åâèäíî: v = x + y + 1. Óðàâíåíèå îðòîãîíàëüíîé
ê ℓ ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó F (1, 2), èìååò âèä: (x − 1) − (y − 2) = 0.
Ñëåäîâàòåëüíî, âòîðîå óðàâíåíèå çàìåíû: u = x − y + 1. Íàïèøåì îáðàòíóþ

çàìåíó:

{
u = x− y + 1,
v = x+ y + 1,

⇔
{
u+ v = 2x+ 2,
v − u = 2y,

⇔







x =
u+ v

2
− 1,

y =
v − u

2
.

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè â ïåðâîíà÷àëüíîå óðàâíåíèå, ïîëó÷èì ðàâåíñòâî

(
u+ v

2
− 1
)2

+
(
v − u

2

)2

−2
(
u+ v

2
− 1
)(

v − u

2

)

−6
(
u+ v

2
− 1
)

−10
(
v − u

2

)

+9 = 0.

Ïîñëå óïðîùåíèÿ ïîëó÷èì óðàâíåíèå u2 − 8v + 15 = 0. Ýòî è åñòü óðàâíåíèå

ïàðàáîëû.

y =
1

2p
x2 +

p

2
, p = 2

✲

✻

x

y

•

•
F (0, 2)

•M(4, 5)

x2 + y2 − 2xy − 6x− 10y + 9 = 0

✲

✻

x

y

•

•F (1, 2)
ℓ

Óïð. 3. Íàéäèòå �îêóñ è äèðåêòðèñó ïàðàáîëû y = x2.

Ïðèìåð 5. Îïèñàòü ìíîæåñòâî òî÷åê, äëÿ êîòîðûõ ñóììà ðàññòîÿíèé äî

äâóõ çàäàííûõ òî÷åê ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííîé âåëè÷èíîé.

�åøåíèå. Îáîçíà÷èì çàäàííûå òî÷êè ÷åðåç F1 è F2. Ââåäåì ñèñòåìó êîîðäè-

íàò, ó êîòîðîé íà÷àëî O ñîâïàäàåò ñ ñåðåäèíîé îòðåçêà F1F2, à îñü àáñöèññ

ñîäåðæèò ýòîò îòðåçîê. Òîãäà êîîðäèíàòû òî÷åê ðàâíû F1(−c, 0) è F2(c, 0). Åñ-
ëè M(x, y) � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà íà ïëîñêîñòè, òî óñëîâèå çàäà÷è èìååò âèä:

d(F1,M) + d(F2,M) = 2a, ãäå a � çàäàííàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ. Åñ-

ëè a < c, òî ðåøåíèé ó çàäà÷è íåò. Åñëè a = c, òî òî ðåøåíèåì çàäà÷è áóäåò
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îòðåçîê [−c, c] îñè àáñöèññ. Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî a > c. Âûïèñûâàÿ ÿâ-

íûì îáðàçîì ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ñîîòâåòñòâóþùèìè òî÷êàìè, ïîëó÷èì óðàâíå-

íèå

√

(x+ c)2 + y2 +
√

(x− c)2 + y2 = 2a. Ïåðåíåñåì îäíî ñëàãàåìîå íàïðàâî è

âîçâåäåì îáå ÷àñòè â êâàäðàò. x2 + 2cx+ c2 + y2 =

= 4a2 + 4a
√

(x − c)2 + y2 + x2 − 2cx+ c2 + y2 ⇔ 4cx− 4a2 = 4a
√

(x− c)2 + y2.

�àçäåëèâ íà 4, âîçâåäåì â êâàäðàò: c2x2−2ca2x+a4 = a2(x2−2cx+c2+y2)⇔

⇔ c2x2 + a4 = a2x2 + c2a2 + a2y2 ⇔ a2(a2 − c2) = (a2 − c2)x2 + a2y2 ⇔

⇔ x2

a2
+

y2

a2 − c2
= 1. Íàêîíåö, îáîçíà÷àÿ b =

√
a2 − c2, ïîëó÷èì

êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå ýëëèïñà:

x2

a2
+
y2

b2
= 1.

x2

25
+
y2

4
= 1

✲

✻

x

y

•

29u2 + 42uv + 29v2 = 100

✲

✻

u

v

•

Îòìåòèì, ÷òî òî÷êè F1 è F2 íàçûâàþòñÿ �îêóñàìè ýëëèïñà, à âåëè÷èíû a

è b � åãî ïîëóîñÿìè. Âåëè÷èíà e =
c

a
=

√

a2 − b2

a2
íàçûâàåòñÿ ýêñöåíòðèñèòåòîì

ýëëèïñà, à ïðÿìûå ℓ1 : x = −a
e
è ℓ2 : x =

a

e
� äèðåêòðèñàìè ýëëèïñà.

Óïð. 4. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîé òî÷êè M íà ýëëèïñå d(M,F1) = d(M, ℓ1)
è d(M,F2) = d(M, ℓ2).

Îïòè÷åñêîå ñâîéñòâî ýëëèïñà ñîñòîèò â òîì, ÷òî ñâåò îò èñòî÷íèêà, íàõî-

äÿùåãîñÿ â îäíîì èç �îêóñîâ, îòðàæàåòñÿ ýëëèïñîì òàê, ÷òî îòðàæåííûå ëó÷è

ïåðåñåêóòñÿ âî âòîðîì �îêóñå.

Ïåðåä òåì, êàê ýòî äîêàçàòü, ìû ïîñòóëèðóåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå: ñâåò

îòðàæàåòñÿ îò êðèâîé â íåêîòîðîé åå òî÷êè òàê, êàê åñëè áû îí îòðàæàëñÿ îò

êàñàòåëüíîé ê êðèâîé, ïðîâåäåííîé â ýòîé òî÷êå. Ïðè ýòîì ïðÿìîé è îòðàæåí-

íûé ëó÷è ñîñòàâëÿþò ðàâíûå óãëû ñ êàñàòåëüíîé.
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Ïóñòü M � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà íà ýëëèïñå è ℓ � êàñàòåëüíàÿ ê ýëëèïñó,

ïðîâåäåííàÿ â òî÷êå M. Äëÿ ëþáîé äðóãîé òî÷êè íà êàñàòåëüíîé âåðíî, ÷òî

ñóììà ðàññòîÿíèé äî �îêóñîâ áîëüøå, ÷åì ñóììà ðàññòîÿíèé îò òî÷êè M è,

ñëåäîâàòåëüíî, M ÿâëÿåòñÿ òîé òî÷êîé, êîòîðàÿ áûëà íàéäåíà â çàäà÷å î äâóõ

òî÷êàõ è ïðÿìîé, ðàññìîòðåííîé â ïåðâîì ñåìåñòðå.

Ñ�îðìóëèðóåì (áåç äîêàçàòåëüñòâà) îïòè÷åñêèå ñâîéñòâà ïàðàáîëû è ãèïåð-

áîëû. Ïåðâîå ñîñòîèò â òîì, ÷òî ñâåò îò èñòî÷íèêà, íàõîäÿùåãîñÿ â �îêóñå

ïàðàáîëû, îòðàæàÿñü îò ïàðàáîëû óõîäèò íà áåñêîíå÷íîñòü ïàðàëëåëüíî îñè

ïàðàáîëû. Âòîðîå � â òîì, ÷òî ñâåò îò èñòî÷íèêà, íàõîäÿùåãîñÿ â îäíîì èç �î-

êóñîâ, ïîñëå îòðàæåíèÿ óõîäèò íà áåñêîíå÷íîñòü òàê, êàê åñëè áû îí âûõîäèë

èç äðóãîãî �îêóñà ãèïåðáîëû.

Îáùåå óðàâíåíèå êðèâûõ âòîðîãî ïîðÿäêà

Îáùåå óðàâíåíèå êðèâûõ âòîðîãî ïîðÿäêà èìååò âèä

Ax2 + 2Bxy + Cy2 + 2Dx+ 2Ey + F = 0.

Îáîçíà÷èì ëåâóþ ÷àñòü ðàâåíñòâà ÷åðåç W (x, y) è ïðåäñòàâèì åå â âèäå ñóììû

êâàäðàòè÷íîé ÷àñòè (êâàäðàòè÷íîé �îðìû): W2(x, y) = Ax2 + 2Bxy + Cy2, ëè-

íåéíîé (ëèíåéíîé �îðìû): W1(x, y) = 2Dx+2Ey è ïîñòîÿííîé (�îðìà íóëåâîé

ñòåïåíè): W0(x, y) =W (0, 0) = F.
Òåïåðü çàéìåìñÿ óïðîùåíèåì îáùåãî óðàâíåíèÿ. Ïåðâûì øàãîì íà ýòîì

ïóòè áóäåò ñäâèã, òî åñòü çàìåíà êîîðäèíàò p : x = u+x0, y = v+x0. Ïîäñòàâëÿÿ
çàìåíó â îáùåå óðàâíåíèå, ïîëó÷èì:

A(u+x0)
2 +2B(u+ x0)(v+ y0) +C(v+ y0)

2 +2D(u+ x0) + 2E(v+ y0)+F = 0⇔

⇔ Au2 + 2Buv + Cv2 + 2(Ax0 +By0 +D)u+ 2(Bx0 + Cy0 + E)v+

+Ax20 +Bx0y0 + Cy20 + 2Dx0 + 2Ey0 + F = 0.

Öåíòðîì ëèíèè íàçûâàåòñÿ òàêàÿ òî÷êà íà ïëîñêîñòè, ïî îòíîøåíèþ ê êîòîðîé

òî÷êè ëèíèè ðàñïîëîæåíû ñèììåòðè÷íûìè ïàðàìè. Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî ó

êðèâîé âòîðîãî ïîðÿäêà öåíòð ñóùåñòâóåò, åñëè ëèíåéíàÿ �îðìà îáðàùàåòñÿ â

íîëü. Òàêèì îáðàçîì, òî÷êà S(x0, y0) ÿâëÿåòñÿ öåíòðîì êðèâîé, îïðåäåëÿåìîé

îáùèì óðàâíåíèåì, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åå êîîðäèíàòû óäîâëåòâîðÿþò

ñèñòåìå {

Ax0 +By0 +D = 0,

Bx0 + Cy0 + E = 0.

Åñëè ëèíèÿ èìååò åäèíñòâåííûé öåíòð, òî îíà íàçûâàåòñÿ öåíòðàëüíîé.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè êðèâàÿ ÿâëÿåòñÿ öåíòðàëüíîé, òî ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî

óðàâíåíèå ïðèâåäåíî ê âèäó

Ax2 + 2Bxy + Cy2 + F̃ = 0 (F̃ =W (x0, y0)).

Äèñêðèìèíàíòîì óðàâíåíèÿ íàçûâàåòñÿ ÷èñëî ∆ = AC −B2.
Âòîðûì øàãîì íà ïóòè óïðîùåíèÿ óðàâíåíèÿ áóäåò ïîâîðîò.
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Ìàòðèöà ïîâîpîòà. �àññìîòpèì ìàòðèöó Q(ϕ) =

(
cosϕ − sin ϕ
sinϕ cosϕ

)

.

Îíà íàçûâàåòñÿ ìàòpèöåé ïîâîpîòà è îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1◦. Q(ϕ1) ·Q(ϕ2) = Q(ϕ2) ·Q(ϕ1) = Q(ϕ1 + ϕ1).

Ýòî ñâîéñòâî îçíà÷àåò, â ÷àñòíîñòè, ÷òî äâå ìàòðèöû ïîâîðîòà íà ðàçíûå

óãëû ïåðåñòàíîâî÷íû è äâà ïîâîðîòà íà óãëû ϕ1 è ϕ2 ðàâíîñèëüíû îäíîìó

ïîâîðîòó íà óãîë ϕ1 + ϕ2.

2◦. Q(π/2)e1 = e2, Q(π/2)e2 = −e1, e1 =

(
1
0

)

, e2 =

(
0
1

)

.

Ýòî ñâîéñòâî ïîêàçûâàåò íà ïðèìåðå, ÷òî ìàòðèöà ïîâîðîòà íà óãîë 90◦

äåéñòâèòåëüíî ïîâîðà÷èâàåò áàçèñíûå âåêòîðà è, ñëåäîâàòåëüíî, ëþáûå äðóãèå

âåêòîðà íà óãîë 90◦.

3◦. Q−1(ϕ) = Q(−ϕ).
Åñòåñòâåííî, ÷òî îïåðàöèÿ, îáðàòíàÿ ê ïîâîðîòó íà íåêîòîðûé óãîë ϕ, åñòü

ïîâîðîò íà óãîë −ϕ.
4◦. Q′(ϕ) = Q(π/2 + ϕ).

Çàìåòèì, ÷òî ïðîèçâîäíîé ìàòðèöû ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöà, ñîñòàâëåííàÿ èç ïðî-

èçâîäíûõ ñâîèõ ýëåìåíòîâ. Äè��åðåíöèðóÿ êàæäûé ýëåìåíò ìàòðèöû ïîâîðîòà

ïî ϕ, ëåãêî ïðîâåðèòü ýòî ñâîéñòâî.

Ïîâîpîò ãåîìåòðè÷åñêîé �èãóðû. �àññìîòpèì �èãóðó íà ïëîñêîñòè, îïðå-

äåëÿåìóþ óðàâíåíèåì F (x, y) = 0. Îáîçíà÷èì ÷åðåç w =

(
u
v

)

âåêòîð z =

(
x
y

)

,

ïîâåðíóòûé íà óãîë ϕ :

w = Q(ϕ)z = Q(ϕ)

(
x
y

)

⇔ z = Q(−ϕ)w ⇔
(
x
y

)

=

(
u cosϕ+ v sinϕ
−u sinϕ+ v cosϕ

)

.

Ïîäñòàâëÿÿ â ïåðâîíà÷àëüíîå óðàâíåíèå, ïîëó÷èì F (u cosϕ+v sinϕ, −u sinϕ+
v cosϕ) = 0. Çàìåòèì, ÷òî ïîâåðíóòü �èãóðó íà óãîë ϕ îçíà÷àåò òî æå ñàìîå,

÷òî ïîâåðíóòü ñèñòåìó êîîðäèíàò íà óãîë −ϕ. Ïîýòîìó ìû ìîæåì ãîâîðèòü î

òàêîì ïîâîðîòå ñèñòåìû êîîðäèíàò, ïðè êîòîðîì óðàâíåíèå èìååò áîëåå ïðîñòîé

âèä.

Òåîðåìà. Ñóùåñòâóåò òàêîé óãîë ϕ, ÷òî â íîâûõ êîîðäèíàòàõ óðàâíåíèå
êðèâîé áóäåò èìåòü âèä

A′u2 + C′v2 + F ′ = 0.

Ïðè ýòîì íîâûå êîý��èöèåíòû óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì

F ′ = F, A′C′ = ∆ = (AC −B2), A′ + C′ = A+ C.

Ïðèìåð 6. �àññìîòðèì êðèâóþ, çàäàâàåìóþ óðàâíåíèåì

5x2 − 8xy + 5y2 + 2x+ 2y − 7 = 0.
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Ñèñòåìà, îïðåäåëÿþùàÿ öåíòð êðèâîé, èìååò âèä

{

10x0 − 8y0 + 2 = 0,

−8x0 + 10y0 + 2 = 0
⇒
(

x0

y0

)

=

(

−1
−1

)

.

Ñäåëàâ çàìåíó x = x1 − 1, y = y1 − 1, ïðåîáðàçóåì óðàâíåíèå:

5x21 − 8x1y1 + 5y21 − 9 = 0.

Òåïåðü ïðèìåíèì òåîðåìó: A′ + C′ = 5 + 5 = 10, A′C′ = 5 · 5 − (−4)2 = 9 ⇒
A′ = 9, B′ = 1 èëè A′ = 1, B′ = 9.

Òàêèì îáðàçîì óðàâíåíèå ñâåäåòñÿ ê âèäó

u2 + 9v2 − 9 = 0 èëè ê âèäó

9u2 + v2 − 9 = 0 â çàâèñèìîñòè îò òîãî,

êàêîé óãîë ìû õîòèì âûáðàòü. Äëÿ íàõîæ-

äåíèÿ óãëà äåëàåì çàìåíó

{

x1 = u cosϕ + v sinϕ,

y1 = −u sinϕ+ v cosϕ.

Ïîäñòàâëÿÿ â óðàâíåíèå, ïîëó÷èì:

5(u cosϕ + v sinϕ)2 − 8(u cosϕ +
v sinϕ)(−u sinϕ + v cosϕ) + 5(−u sinϕ +
v cosϕ)2 − 9 = 0 ⇔

x

y

•−4 −2 2 4

−4

−2

2

4

•

u

v

••••••••
•••••••••
•••••••••
•••••••••
••••••••••
•••••••••••
•••••••••••
•••••••••••••••
•••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••
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•••••
•••••
•••••
•••••
•••••
•••••
•••••
•••••
•••••
••••••
•••••
••••••
••••••
•••

ϕ

⇔ (5 + 4 sin 2ϕ)u2 − 8 cos 2ϕ+ (5 − 4 sin 2ϕ)v2 − 9 = 0.

Âûáðàâ ϕ = −π
4
(ïðè ýòîì ñèñòåìà êîîðäèíàò ïîâîðà÷èâàåòñÿ íà óãîë

ϕ =
π

4
), ïðèâîäèì óðàâíåíèå ê âèäó

u2 + 9v2 − 9 = 0 ⇒ u2

9
+
v2

1
= 1.

Ç à ä à ÷è ä ë ÿ ï ð à êòè÷ å ñ ê è õ ç à í ÿòèé

Óïð. 5.
◦
Íàïèøèòå óðàâíåíèå ýëëèïñà, åñëè åãî �îêóñû ëåæàò íà îñè àáñöèññ,

ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî íà÷àëà êîîðäèíàò, à ïîëóîñè ðàâíû 5 è 4.

Óïð. 6.
◦
Äàíû äâå ïðÿìûå: ℓ1 : x + y − 1 = 0 è ℓ2 : x − y + 1 = 0. Íàïèøè-

òå óðàâíåíèå ãèïåðáîëû, ñîñòîÿùåå èç âñåõ òàêèõ òî÷åê, ÷òî ïðîèçâåäåíèå

ðàññòîÿíèé îò êàæäîé èç íèõ äî ïðÿìûõ ðàâíî 1.

Óïð. 7.
◦
Ñîñòàâüòå óðàâíåíèå îêðóæíîñòè, çàäàâàåìîé óñëîâèÿìè:

a) öåíòð ñîâïàäàåò ñ òî÷êîé (2,−3), à ðàäèóñ ðàâåí 6;

b) îêðóæíîñòü ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êè A(3,−1), B(7,−5), C(3,−5);
c) îêðóæíîñòü ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êè A(−3, 2), B(3, 2), à åå öåíòð ëåæèò

íà ïðÿìîé 7x+ y − 6 = 0.
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Óïð. 8.
◦
Ñîñòàâüòå óðàâíåíèå ïàðàáîëû, åñëè çàäàíû êîîðäèíàòû �îêóñà F è

óðàâíåíèå äèðåêòðèñû d:

a) F (−5, 0), d: x = 5; b) F (0, 0), d: x+y = 1; c) F (1, 1), d: 2x+ y = 5.

Óïð. 9.
◦
Äëÿ óêàçàííûõ íèæå ïàðàáîë íàéäèòå �îêóñû è äèðåêòðèñû. Èçîá-

ðàçèòå èõ íà ðèñóíêå.

a) y = −x2 − 2x; b) x = y2 + 1; c) (x− y)2 + 2(x+ y) = 1.

Óïð. 10.
◦

Äëÿ ñëåäóþùèõ ýëëèïñîâ îïðåäåëèòå ïîëóîñè è êîîðäèíàòû �îêó-

ñîâ:

a)
x2

4
+
y2

9
= 1; b) 4x2 + 9y2 = 1; c) 9x2 +

y2

9
= 9.

Óïð. 11.
◦
Óñòàíîâèòå, êàêèå èç ñëåäóþùèõ ëèíèé ÿâëÿþòñÿ öåíòðàëüíûìè,

íàéäèòå êîîðäèíàòû öåíòðà è ïðåîáðàçóéòå óðàâíåíèå, ïåðåäâèíóâ öåíòð â

íà÷àëî êîîðäèíàò.

a) 3x2 +4xy+ y2− 6x− 2y− 5 = 0; b) x2 + 4xy + 4y2 − 16x+ 5 = 0;

c) x2 − 2xy + 4y2 + 6x+ 5 = 0; d) 5x2 + 4xy − y2 − 18y − 5 = 0.

Óïð. 12. Ïðèâåäèòå óðàâíåíèÿ ê ïðîñòåéøåìó âèäó è óñòàíîâèòå, êàêèå îá-

ðàçû îíè îïðåäåëÿþò:

a) 32x2 + 52xy − 7y2 + 180 = 0; b) 5x2 − 6xy + 5y2 − 16 = 0;

c) 17x2 − 12xy + 8y2 = 0; d) 5x2 + 24xy − 5y2 + 8 = 0.

Óïð. 13. Íà ðèñóíêå ñïðàâà èçîáðàæåí ýë-

ëèïñ è êàñàòåëüíàÿ, ïðîâåäåííàÿ ê ýëëèïñó

â òî÷êå (0, 0).

a) Íàïèøèòå óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé.
b) Óêàæèòå êîîðäèíàòû öåíòðà ýëëèïñà.

c) Óêàæèòå êîîðäèíàòû �îêóñîâ ýëëèïñà.

d) Íàïèøèòå óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé â òî÷-
êå, ñèììåòðè÷íîé íà÷àëó êîîðäèíàò îòíî-

ñèòåëüíî öåíòðà ýëëèïñà.

✲

✻

x

y

5x2 − 2xy + 5y2 − 4x + 20y = 0

•

Î ò â å ò û

Óïð. 5.

x2

25
+

y2

16
= 1. Óïð. 6. x2 − y2 + 2y − 3 = 0, x2 − y2 + 2y + 1 = 0. Óïð. 7.

a) (x − 2)2 + (y + 3)2 = 36; b) (x − 5)2 + (y + 3)2 = 8; c) x2 + (y − 6)2 = 25. Óïð. 8.

a) 20x+y2 = 0; b) x2−2xy+y2+2x+2y−1 = 0; c) x2−4xy+4y2+10x+2y−15 = 0. Óïð. 9.

a) d: y = 5/4, F (−1, 3/4); b) d: x = 3/4, F (11/4, 0); c) d: x+y = 1, F (0, 0). Óïð. 10.

a) a = 2, b = 3, F1(0,
√
5), F2(0,−

√
5); b) a = 1/2, b = 1/3, F1(

√
5/6, 0), F2(−

√
5/6, 0);

c) a = 1, b = 9, F1(0, 4
√
5), F2(0,−4

√
5). Óïð. 11. a) (x0, y0) = (−1, 3), 3u2 + 4uv +

v2 − 5 = 0; b) öåíòðà íåò; c) (x0, y0) = (−4,−1), u2 − 2uv + 4v2 − 7 = 0; d) (x0, y0) =

(2,−5), 5u2 + 4uv − v2 + 40 = 0.
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Ôóíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ

1. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ

Â ýòîì ðàçäåëå ìû ðàññìàòðèâàåì �óíêöèè, îïðåäåëåííûå íà ïîäìíîæåñòâàõ

ýâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà Rn, òî åñòü òàêîãî ïðîñòðàíñòâà, â êîòîðîì êàæäàÿ

òî÷êà x çàäàåòñÿ ñâîèìè êîîðäèíàòàìè x1, x2, . . . , xn, èëè, äðóãèìè ñëîâàìè,

âåêòîðîì x = (x1, x2, . . . , xn), ïðè÷åì ñëåäóåò èìåòü â âèäó, ÷òî ïðè ìàëûõ n
(òî åñòü n = 1, 2 èëè 3) âìåñòî ¾ïîêîîðäèíàòíûõ¿ îáîçíà÷åíèé x1, x2, x3 ÷àùå

èñïîëüçóþòñÿ òðàäèöèîííûå x, y, z è ò.ï. Ïåðå÷èñëèì ðÿä ñòàíäàðòíûõ îïðå-

äåëåíèé è ñâîéñòâ.

• Âåêòîðû (òî÷êè) ìîæíî ñêëàäûâàòü. Íàïðèìåð, åñëè x = (x1, x2, . . . , xn), y =
(y1, y2, . . . , yn), òî x+ y = (x1 + y1, x2 + y2, . . . , xn + yn).

• Âåêòîðû (òî÷êè) ìîæíî óìíîæàòü íà ÷èñëî. Íàïðèìåð, åñëè x = (x1, x2, . . . , xn),
λ ∈ R1, òî λx = (λx1, λx2, . . . , λxn).

• �àññòîÿíèåì ρ ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè x = (x1, x2, . . . , xn) è y = (y1, y2, . . . , yn)
íàçûâàåòñÿ ÷èñëî ρ(x, y) =

√

(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2 + . . .+ (xn − yn)2.
• Íà÷àëîì êîîðäèíàò O ÿâëÿåòñÿ òî÷êà  êîîðäèíàòàìè 0, 0, . . . , 0.

• Äëèíîé èëè ìîäóëåì âåêòîðà (òî÷êè) x íàçûâàåòñÿ ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êîé
x è O : |x| = ρ(x,O) =

√

x21 + x22 + . . .+ x2n.

• Îòêðûòûì n-ìåðíûì øàðîì ðàäèóñà ε ñ öåíòðîì â òî÷êå x íàçûâàåòñÿ ìíîæå-
ñòâî Vε(x) òàêèõ òî÷åê y, äëÿ êîòîðûõ ðàññòîÿíèå îò y äî x ìåíüøå ε :

Vε(x) = {y ∈ Rn| ρ(y, x) < ε} .

• Îòêðûòûé n-ìåðíûé øàð ðàäèóñà ε ñ öåíòðîì â òî÷êå x áóäåì òàêæå íàçûâàòü
øàðîâîé ε-îêðåñòíîñòüþ òî÷êè x.

• Îêðåñòíîñòüþ òî÷êè x áóäåì íàçûâàòü ëþáîå ìíîæåñòâî W (x), ñîäåðæàùåå
íåêîòîðóþ øàðîâóþ îêðåñòíîñòü òî÷êè x.

• Ïðîêîëîòîé øàðîâîé ε-îêðåñòíîñòüþ V ′
ε òî÷êè x áóäåì íàçûâàòü øàðîâóþ ε-

îêðåñòíîñòü òî÷êè x áåç ñàìîé òî÷êè x : V ′
ε (x) = Vε(x) \ {x}.

• Ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòüþW ′
òî÷êè x áóäåì íàçûâàòü îêðåñòíîñòü òî÷êè x áåç

ñàìîé òî÷êè x : W ′(x) =W (x) \ {x}.
• Çàìêíóòûì n-ìåðíûì øàðîì ðàäèóñà ε ñ öåíòðîì â òî÷êå x íàçûâàåòñÿ ìíîæå-
ñòâî Vε(x) òî÷åê y, äëÿ êîòîðûõ ðàññòîÿíèå îò y äî x ìåíüøå èëè ðàâíî ε :

Vε(x) = {y ∈ Rn| ρ(y, x) ≤ ε} .

• Ïóñòü D ⊂ Rn. Òî÷êà x ∈ Rn íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ñãóùåíèÿ èëè ïðåäåëüíîé

òî÷êîé ìíîæåñòâà D, åñëè â ëþáîé ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x íàéäåòñÿ
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õîòÿ áû îäíà òî÷êà ìíîæåñòâà D. Ìíîæåñòâî ïðåäåëüíûõ òî÷åê ìíîæåñòâà D
îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç D′.

• Åñëè òî÷êà ìíîæåñòâà íå ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ñãóùåíèÿ, òî îíà íàçûâàåòñÿ èçî-

ëèðîâàííîé.

• Ïóñòü D ⊂ Rn. Ìíîæåñòâî D íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííûì, åñëè îíî ñîäåðæèòñÿ

â íåêîòîðîì øàðå.

• Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî áåñêîíå÷íîñòü (∞) ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíîé òî÷êîé ìíîæåñòâà

D, åñëè ìíîæåñòâî D íå ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì.

• Îêðåñòíîñòüþ áåñêîíå÷íîñòè W (∞) áóäåì íàçûâàòü ëþáîå ìíîæåñòâî, äîïîë-

íåíèå ê êîòîðîìó ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì. Îêðåñòíîñòü áåñêîíå÷íîñòè âñåãäà

ñ÷èòàåòñÿ ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòüþ áåñêîíå÷íîñòè.

• Òî÷êà x ìíîæåñòâà D íàçûâàåòñÿ âíóòðåííåé, åñëè ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü

ýòîé òî÷êè, öåëèêîì ñîäåðæàùàÿñÿ â D. Ìíîæåñòâî íàçûâàåòñÿ îòêðûòûì,

åñëè êàæäàÿ åãî òî÷êà ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííåé.

• Òî÷êà x ∈ Rn íàçûâàåòñÿ ãðàíè÷íîé äëÿ ìíîæåñòâàD, åñëè ëþáàÿ îêðåñòíîñòü
ýòîé òî÷êè ñîäåðæèò êàê òî÷êè ìíîæåñòâà D, òàê è òî÷êè åãî äîïîëíåíèÿ.

• Ìíîæåñòâî ãðàíè÷íûõ òî÷åê D íàçûâàåòñÿ ãðàíèöåé ìíîæåñòâà D è îáîçíà-

÷àåòñÿ ∂D.

• Ìíîæåñòâî íàçûâàåòñÿ çàìêíóòûì, åñëè îíî ñîäåðæèò âñå ñâîè ãðàíè÷íûå

òî÷êè.

• Çàìûêàíèåì ìíîæåñòâà D íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî D = D ∪ ∂D. Òàêèì îáðà-

çîì, çàìûêàíèåìD ìíîæåñòâàD íàçûâàåòñÿ íàèìåíüøåå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî,

ñîäåðæàùåå D.

• Âñå âûøå ïðèâåäåííûå îïðåäåëåíèÿ è çàìå÷àíèÿ îòíîñÿòñÿ òàêæå è ê ñëó÷àþ
n = 1, òî åñòü ê ÷èñëîâûì ìíîæåñòâàì.

Ïðèìåð 1. Ìíîæåñòâî A = (−∞;−2)∪{−1}∪{0}∪(1; 2) íà êîîðäèíàòíîé ïðÿ-
ìîé Ox íå ÿâëÿåòñÿ íè îòêðûòûì, íè çàìêíóòûì. Îíî ñîäåðæèò äâå èçîëè-

ðîâàííûå òî÷êè: {−1} è {0}. Ìíîæåñòâî ïðåäåëüíûõ òî÷åê (òî÷åê ñãóùåíèÿ)

èìååò âèä A′ = (−∞;−2] ∪ [1; 2]. Ìíîæåñòâî A íå ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì

è íå ÿâëÿåòñÿ îêðåñòíîñòüþ áåñêîíå÷íîñòè. Â òî æå âðåìÿ îíî, íàïðèìåð,

ÿâëÿåòñÿ îêðåñòíîñòüþ òî÷êè {−3}.

Ïðèìåð 2. Ìíîæåñòâî íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè

A =
{
(x, y) ∈ R2

∣
∣ x2 + y2 < 4, x > −1

}

ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì. Îíî íå ñîäåðæèò èçîëèðîâàííûõ òî÷åê, îãðàíè÷åíî è

ÿâëÿåòñÿ îêðåñòíîñòüþ íà÷àëà êîîðäèíàò, òî åñòü òî÷êè (0, 0).
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Ïðèìåð 3. Ìíîæåñòâî íà ïëîñêîñòè, ñîñòîÿùåå èç òî÷åê, êàæäàÿ êîîðäè-

íàòà êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ ðàöèîíàëüíûì ÷èñëîì, òî åñòü ìíîæåñòâî

D = Q2 =
{
(x, y) ∈ R2

∣
∣x ∈ Q, y ∈ Q

}

íå ÿâëÿåòñÿ íè îòêðûòûì, íè çàìêíóòûì. Â äàííîì ñëó÷àå ìíîæåñòâî ïðå-

äåëüíûõ òî÷åê, ìíîæåñòâî ãðàíè÷íûõ òî÷åê è çàìûêàíèå ìíîæåñòâà ñîâïà-

äàþò ñî âñåé ïëîñêîñòüþ, òî åñòü D′ = ∂D = D = R2.

Ïðåäåë �óíêöèè è íåïðåðûâíîñòü

Ïóñòü a � òî÷êà ñãóùåíèÿ ìíîæåñòâà D = Dom(f), D ⊂ Rn.

ℓ íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì �óíêöèè f(x) ïðè x→ a, åñëè äëÿ ëþáîé
îêðåñòíîñòè V (ℓ) ÷èñëà ℓ ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü W ′(a), òàêàÿ, ÷òî

x ∈ W ′(a) ∩D ⇒ f(x) ∈ V (ℓ).

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ áåñêîíå÷íûé ïðåäåë:

�îâîðÿò, ÷òî �óíêöèÿ f(x) ñòðåìèòñÿ ê ∞ ïðè x→ a, åñëè äëÿ ëþáîé
îêðåñòíîñòè V (∞) ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü W ′(a), òàêàÿ, ÷òî

x ∈ W ′(a) ∩D ⇒ f(x) ∈ V (∞).

Åñëè ðå÷ü èäåò î ïðåäåëå íà áåñêîíå÷íîñòè, òî ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ∞ ÿâëÿ-

åòñÿ òî÷êîé ñãóùåíèÿ ìíîæåñòâà D :

ℓ íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì �óíêöèè f(x) ïðè x→∞, åñëè äëÿ ëþáîé
îêðåñòíîñòè V (ℓ) ÷èñëà ℓ ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü W (∞), òàêàÿ, ÷òî

x ∈ W (∞) ∩D ⇒ f(x) ∈ V (ℓ).

Íà áîëåå ïðèâû÷íîì ÿçûêå ε− δ îñíîâíîå îïðåäåëåíèå ïðåäåëà â òî÷êå âû-
ãëÿäèò òàê:

×èñëî ℓ íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì �óíêöèè f(x) ïðè x→ a, åñëè

∀ε ∃δ : x ∈ D, x 6= a, ρ(x, a) < δ ⇒ |f(x)− ℓ| < ε.

Íàêîíåö, äàäèì îïðåäåëåíèå ïðåäåëà íà ÿçûêå ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé:

×èñëî ℓ íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì �óíêöèè f(x) ïðè x→ a, åñëè äëÿ ëþáîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xk}∞k=1 òî÷åê èç D, îòëè÷íûõ îò a è òàêèõ, ÷òî

xk → a ïðè k →∞, âåðíî, ÷òî f(xk)→ ℓ.
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Îòìåòèì, ÷òî îñòàþòñÿ ñïðàâåäëèâûìè è â ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå îñíîâíûå

òåîðåìû òåîðèè ïðåäåëîâ, à èìåííî:

Òåîðåìà îá àðè�ìåòè÷åñêèõ îïåðàöèÿõ ñ ïðåäåëàìè. Åñëè �óíêöèè f(x)
è g(x) èìåþò ïðåäåë â òî÷êå a, òî �óíêöèè f(x)+g(x), f(x)−g(x), f(x) ·g(x)
òàêæå èìåþò ïðåäåë, ïðè÷åì

lim(f(x) + g(x)) = lim f(x) + lim g(x),
lim(f(x) − g(x)) = lim f(x)− lim g(x),
lim(f(x) · g(x)) = lim f(x) · lim g(x).

Âñå òî æå ñàìîå âåðíî è äëÿ îòíîøåíèÿ

f(x)

g(x)
, íî ïðè äîïîëíèòåëüíîì

ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî lim g(x) 6= 0.
Òåîðåìà î ïåðåõîäå ê ïðåäåëó â íåðàâåíñòâå. Åñëè �óíêöèè f(x) è g(x)
èìåþò ïðåäåë â íåêîòîðîé òî÷êå è f(x) ≤ g(x) â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè ýòîé
òî÷êè, òî â ýòîé òî÷êå lim f(x) ≤ lim g(x).

Òåîðåìà î ñæàòîé �óíêöèè. Ïóñòü òðè �óíêöèè f(x), g(x) è h(x) â íåêî-
òîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè a óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâàì f(x) ≤ h(x) ≤ g(x).
Åñëè �óíêöèè f(x) è g(x) èìåþò ïðåäåë â ýòîé òî÷êå è ïðè ýòîì lim f(x) =
lim g(x), òî �óíêöèÿ h(x) òàêæå èìååò ïðåäåë è limh(x) = lim f(x).

Ôóíêöèÿ f(x) íàçûâàåòñÿ

• áåñêîíå÷íî ìàëîé (á.ì.) â òî÷êå a, åñëè f(x)→ 0 ïðè x→ a.

• íåïðåðûâíîé â òî÷êå a, åñëè ó íåå ñóùåñòâóåò ïðåäåë, ñîâïàäàþùèé ñî çíà÷å-
íèåì �óíêöèè â ýòîé òî÷êå;

• íåïðåðûâíîé íà ìíîæåñòâå, åñëè îíà íåïðåðûâíà â êàæäîé òî÷êå ýòîãî ìíîæå-
ñòâà;

• îãðàíè÷åííîé íà ìíîæåñòâå D, åñëè ∃M òàêîå, ÷òî ∀x ∈ D âåðíî íåðàâåíñòâî

|f(x)| ≤M ;

• îãðàíè÷åííîé â îêðåñòíîñòè òî÷êè a, åñëè ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü V (a), òàêàÿ
÷òî f(x) ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííîé íà ýòîé îêðåñòíîñòè.

1-ÿ òåîðåìà Âåéåðøòðàññà. Åñëè �óíêöèÿ îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíà

íà çàìêíóòîì è îãðàíè÷åííîì ìíîæåñòâå D, òî îíà îãðàíè÷åíà íà ýòîì

ìíîæåñòâå.

2-ÿ òåîðåìà Âåéåðøòðàññà. Åñëè �óíêöèÿ îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíà

íà çàìêíóòîì è îãðàíè÷åííîì ìíîæåñòâå D, òî â íåêîòîðûõ òî÷êàõ ýòîãî
ìíîæåñòâà îíà ïðèíèìàåò ñâîè íàèáîëüøåå è íàèìåíüøåå çíà÷åíèÿ.
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×àñòíûå ïðîèçâîäíûå

�àññìîòðèì �óíêöèþ f, îïðåäåëåííóþ íà ìíîæåñòâåD ⊂ Rn. f ÿâëÿåòñÿ �óíê-
öèåé òî÷êè x = (x1, x2, . . . , xn) è, ñëåäîâàòåëüíî, çàâèñèò îò n êîîðäèíàò. Âû-

áðàâ îäíó èç ýòèõ êîîðäèíàò � xk, ìû ìîæåì ðàññìàòðèâàòü f êàê �óíêöèþ

òîëüêî îäíîé ïåðåìåííîé (ìûñëåííî çà�èêñèðîâàâ îñòàëüíûå). Åñëè ó f êàê

�óíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé ñóùåñòâóåò ïðîèçâîäíàÿ, òî îíà íàçûâàåòñÿ ÷àñò-

íîé ïðîèçâîäíîé �óíêöèè f ïî ïåðåìåííîé xk è îáîçíà÷àåòñÿ f
′
xk

èëè

∂f

∂xk
.

Ïðèìåð 4. Íàéòè ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå �óíêöèè

f(x, y, z) = zy + z sinx+ exyz.

�åøåíèå.

∂f

∂x
= z cosx+ yz exyz,

∂f

∂y
= z + xz exyz,

∂f

∂z
= y + sinx+ xy exyz.

Âñå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ÿâëÿþòñÿ �óíêöèÿìè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ è

îò íèõ âíîâü ìîæíî áðàòü ïðîèçâîäíûå. Âîçíèêàþò âòîðûå, òðåòüè è ò.ä. ïðî-

èçâîäíûå, ïðè÷åì ñðåäè íèõ âñòðå÷àþòñÿ è ñìåøàííûå, òî åñòü ïðîèçâîäíûå,

âçÿòûå ñíà÷àëà ïî îäíîé ïåðåìåííîé, à çàòåì ïî äðóãîé. Îáîçíà÷àþòñÿ îíè äî-

ñòàòî÷íî åñòåñòâåííî. Íàïðèìåð, ïðîèçâîäíàÿ ïî xk, à çàòåì ïî xl îáîçíà÷àåòñÿ
òàê:

f ′′
xk xl

=
∂

∂xl

∂f

∂xk
=

∂2f

∂xl ∂xk
.

Ïðèìåð 5. Íàéòè ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå âòîðîãî ïîðÿäêà �óíêöèè

f(x, y) = 2y + 2 sinx+ e2xy.

�åøåíèå. ×àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïåðâîãî ïîðÿäêà íàéäåíû â ïðåäûäóùåì ïðè-

ìåðå. Èñïîëüçóåì èõ, ïðåäïîëàãàÿ z = 2.

f ′′
x2 =

∂2f

∂x ∂x
=

∂

∂x

(
∂f

∂x

)

=
∂ (2 cos x+ 2y e2xy)

∂x
= −2 sinx+ 4y2 e2xy,

f ′′
x y =

∂2f

∂y ∂x
=

∂

∂y

(
∂f

∂x

)

=
∂ (2 cos x+ 2y e2xy)

∂y
= 2(1 + 2xy) e2xy,

f ′′
y x =

∂2f

∂x ∂y
=

∂

∂x

(
∂f

∂y

)

=
∂ (2 + 2x e2xy)

∂x
= 2(1 + 2xy) e2xy,

f ′′
y2 =

∂2f

∂y ∂y
=

∂

∂y

(
∂f

∂y

)

=
∂ (2 + 2x e2xy)

∂y
= 4x2 e2xy.

Çàìå÷àíèå. Ó íàñ ïîëó÷èëîñü ðàâåíñòâî f ′′
x y = f ′′

y x. Îêàçûâàåòñÿ, ýòîò �àêò
ÿâëÿåòñÿ îáùèì.

Òåîðåìà î ðàâåíñòâå ñìåøàííûõ ïðîèçâîäíûõ. �åçóëüòàò äè��åðåíöè-

ðîâàíèÿ �óíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ íå çàâèñèò îò ïîðÿäêà äè��åðåíöè-

ðîâàíèÿ, åñëè âñå ïðîèçâîäíûå, âõîäÿùèå â âû÷èñëåíèå, íåïðåðûâíû.

Ïðèìåð 6. Ïðîâåðèòü, ÷òî ñìåøàííûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå f ′′
x y è f

′′
y x �óíê-

öèè f(x, y) =
y

x
ðàâíû.
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�åøåíèå. f ′
x =

∂f

∂x
= − y

x2
, f ′

y =
∂f

∂y
=

1

x
, f ′′

x y =
∂2f

∂y∂x
=

∂

∂y

(

− y

x2

)

=

− 1

x2
, f ′′

y x =
∂

∂x

(
1

x

)

= − 1

x2
. Ïîëó÷èëè, ÷òî f ′′

xy = f ′′
y x. Çàäà÷à ðåøåíà.

Ïðèìåð 7. Íàéòè âñå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå äî âòîðîãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëü-

íî �óíêöèè

f(x, y) = arctg
y

x
.

�åøåíèå. f ′
x =

1

1 +
y2

x2

(

− y

x2

)

=
−y

x2 + y2
, f ′

y =
1

1 +
y2

x2

(
1

x

)

=
x

x2 + y2
;

f ′′
x2 =

2xy

(x2 + y2)2
, f ′′

x y = f ′′
y x =

y2 − x2

(x2 + y2)2
, f ′′

y2 =
−2xy

(x2 + y2)2
.

×àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïîëÿðíûõ �óíêöèé

Ïîëÿðíûìè �óíêöèÿìè íàçûâàþòñÿ ïîëÿðíûé ðàäèóñ r =
√

x2 + y2 è ïîëÿðíûé

óãîë ϕ, êîòîðûé îïðåäåëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ �îðìóë x = r cosϕ, y = r sinϕ ñ òî÷íî-
ñòüþ äî 2π. Òî èç çíà÷åíèé, êîòîðîå íàõîäèòñÿ â ïðîìåæóòêå (−π, π], íàçûâàåòñÿ
ãëàâíûì çíà÷åíèåì ïîëÿðíîãî óãëà. Ýòè �óíêöèè àíàëîãè÷íû �óíêöèÿì |z| è
Arg z êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé z. À èìåííî, åñëè îïðåäåëèòü z = x+ iy, òî îíè
áóäóò ïîëíîñòüþ ñîâïàäàòü.

Ïðîäè��åðåíöèðóåì ðàâåíñòâî r2 = x2 + y2 : 2rr′x = 2x ⇒ r′x =
x

r
. Àíàëî-

ãè÷íî, r′y =
y

r
. Ïîëÿðíûé óãîë îïðåäåëÿåòñÿ íåîäíîçíà÷íî, îäíàêî åãî ÷àñòíûå

ïðîèçâîäíûå íå çàâèñÿò îò âûáîðà çíà÷åíèÿ è ïîëó÷àþòñÿ äè��åðåíöèðîâàíè-

åì ðàâåíñòâ x = r cosϕ è y = r sinϕ :






1 = r′x cosϕ− r sinϕϕ′
x =

x

r
cosϕ− yϕ′

x =
x2

r2
− yϕ′

x,

1 = r′y sinϕ+ r cosϕϕ′
y =

y

r
sinϕ+ xϕ′

y =
y2

r2
+ xϕ′

y

⇒
{

r2ϕ′
x = −y,

r2ϕ′
y = x.

Â èòîãå ïîëó÷àåì �îðìóëû r′x =
x

r
, r′y =

y

r
, ϕ′

x = − y

r2
, ϕ′

y =
x

r2
.

Ïðèìåð 8. �àññìàòðèâàåòñÿ �óíêöèÿ f(x, y) = r2 sinϕ = ry, åñëè r 6= 0,
f(0, 0) = 0. Íàéòè åå ñìåøàííûå ïðîèçâîäíûå â íà÷àëå êîîðäèíàò.

�åøåíèå. f ′
x(x, y) = r′xy =

xy

r
, f ′

y(x, y) = r′yy + r =
y2 + r2

r
. Ñëåäîâàòåëü-

íî, f ′
x(0, y) = 0 , f ′

y(x, 0) = x. Íàéäåì òåïåðü ïåðâûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå â

íà÷àëå êîîðäèíàò (r = 0):

f ′
x(0, 0) = lim

x→0

f(x, 0) − f(0, 0)

x
= 0, f ′

y(0, 0) = lim
y→0

f(0, y)− f(0, 0)

y
= lim

y→0

|y|y
y

= 0.

Íàéäåì ñìåøàííûå ïðîèçâîäíûå â íà÷àëå êîîðäèíàò:

(f ′
x)

′
y(0, 0) = lim

y→0

f ′
x(0, y)− f ′

x(0, 0)

y
= 0; (f ′

y)
′
x(0, 0) = lim

x→0

f ′
y(x, 0)− f ′

y(0, 0)

x
=

lim
x→0

x− 0

x
= 1. Òàêèì îáðàçîì, â íàøåì ïðèìåðå f ′′

xy = 0, f ′′
yx = 1.
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Ëèíèè óðîâíÿ è ãðàäèåíò

Ëèíèåé óðîâíÿ fC �óíêöèè z = f(x, y) íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî íà ïëîñêîñòè Oxy,
îïðåäåëÿåìîå óðàâíåíèåì f(x, y) = C.

Åñëè òî÷êà (x0, y0) ïðèíàäëåæèò ëèíèè óðîâíÿ, òî â ¾îáû÷íûõ ñèòóàöèÿõ¿

ëèíèåé óðîâíÿ ÿâëÿåòñÿ êðèâàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç ýòó òî÷êó. Êàñàòåëüíàÿ â

äàííîé òî÷êå ê ýòîé êðèâîé çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì

∂f(x0, y0)

∂x
(x− x0) + ∂f(x0, y0)

∂y
(y − y0) = 0.

�ðàäèåíòîì �óíêöèè z = f(x, y) íàçûâàåòñÿ âåêòîð

grad f(x, y) ≡
〈
∂f

∂x
,
∂f

∂y

〉

≡
(
f ′
x(x, y), f

′
y(x, y)

)
≡ ∇f(x, y)

ïðè ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî îáå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ñóùåñòâóþò.

Ïðèìåð 9. Äëÿ �óíêöèè f(x, y) =
2(y − x)

x2 + y2 + 1
èçîáðàçèòü íà ïëîñêîñòè Oxy

åå ëèíèè óðîâíÿ, íàïèñàòü óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé è óêàçàòü ãðàäèåíò �óíê-

öèè â òî÷êå (x0, y0) = (1, 1).

✲

❄

y

x

•

��✒

C = 1/2

C = −1/2

C = 1

C = −1

x

y

zf(x, y) =
2(y − x)

x2 + y2 + 1

�åøåíèå. Ïðè C = 0 ëèíèåé óðîâíÿ ÿâëÿåòñÿ ïðÿìàÿ y = x. Åñëè C 6= 0, òî

ëèíèè óðîâíÿ çàäàþòñÿ óðàâíåíèåì f = C ⇔ 2(y − x)

C
= x2 + y2 + 1. Îáîçíà÷èâ

1

C
= λ, ïîëó÷èì ðàâåíñòâî x2 + 2λx − 2λy + y2 = −1 ⇔ (x + λ)2 + (y − λ)2 =

2λ2 − 1. Òàêèì îáðàçîì, ïðè |λ| < 1√
2
, (|C| >

√
2) ëèíèè óðîâíÿ � ïóñòûå

ìíîæåñòâà (�óíêöèÿ íå ïðèíèìàåò çíà÷åíèé, ïðåâûøàþùèõ ïî ìîäóëþ 1). Ïðè

|λ| = 1√
2
ëèíèè óðîâíÿ � îäíîòî÷å÷íûå ìíîæåñòâà, à ïðè |λ| > 1√

2
(|C| <

√
2)

� îêðóæíîñòè ðàäèóñà 2λ2 − 1. Ëèíèè óðîâíÿ óêàçàíû íà ëåâîì ðèñóíêå.

Îïðåäåëèì òåïåðü ãðàäèåíò. Äëÿ ýòîãî âû÷èñëèì ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå.
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∂f

∂x
= 2

−(x2 + y2 + 1)− 2x · (y − x)

(x2 + y2 + 1)2
= 2

x2 − 2xy − y2 − 1

(x2 + y2 + 1)2
,

∂f(1, 1)

∂x
= −2

3
;

∂f

∂y
= 2

(x2 + y2 + 1)− 2y · (y − x)

(x2 + y2 + 1)2
= 2

x2 + 2xy − y2 + 1

(x2 + y2 + 1)2
,

∂f(1, 1)

∂y
=

2

3
.

Ñëåäîâàòåëüíî, grad f(1, 1) =
2

3
(−1, 1). Óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé èìååò âèä

∂f(1, 1)

∂x
(x − 1) +

∂f(1, 1)

∂y
(y − 1) = 0⇔ −2

3
(x− 1) +

2

3
(y − 1) = 0⇔ y = x.

Ïðèìåð 10. Äëÿ �óíêöèè f(x, y) =
6xy

x2 + y2 + 1
èçîáðàçèòü ëèíèè óðîâíÿ, íà-

ïèñàòü óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé è îïðåäåëèòü ãðàäèåíò â òî÷êå (x0, y0) = (2, 1).

�åøåíèå. Ïðè C = 0 ëèíèåé óðîâíÿ ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç êîîð-

äèíàòíûõ ïðÿìûõ. Åñëè C 6= 0, òî ëèíèè óðîâíÿ çàäàþòñÿ óðàâíåíèåì f = C ⇔
6xy

C
= x2 + y2 + 1. Îáîçíà÷èâ

3

C
= µ, ïîëó÷èì ðàâåíñòâî

x2 − 2µxy + y2 = −1. (∗)

Åñëè |µ| ≤ 1, òî ëèíèÿ óðîâíÿ ÿâëÿåòñÿ ïóñòûì ìíîæåñòâîì.

✲

❄

y

x

•

✘✘✿

C = 1

C = −1

C = 2
C = −2

x
y

z

f(x, y) =
6xy

x2 + y2 + 1

Åñëè |µ| > 1, òî óðàâíåíèå (∗) ïðèíèìàåò âèä (y − µ1x)(y − µ2x) = −1, ãäå
µ1 = µ+

√

µ2 − 1, µ2 = µ−
√

µ2 − 1. Îáîçíà÷èì: y − µ1x = u, y − µ2x = v.
Â íîâûõ ïåðåìåííûõ (u, v) óðàâíåíèå, îïðåäåëÿþùåå ëèíèþ óðîâíÿ, ïðèìåò âèä

uv = −1, òî åñòü ëèíèè óðîâíÿ � ýòî ãèïåðáîëû, àñèìïòîòàìè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ
îñè êîîðäèíàò: u = 0, v = 0. Îáðàòíàÿ çàìåíà èìååò âèä

x =
v − u

µ1 − µ2
, y =

µ1v − µ2u

µ1 − µ2
.

Îïðåäåëèì òåïåðü ãðàäèåíò.

∂f

∂x
=

6y(x2 + y2 + 1) − 2x · 6xy
(x2 + y2 + 1)2

=
6y(−x2 + y2 + 1)

(x2 + y2 + 1)2
,

∂f(2, 1)

∂x
= −1

3
.
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Àíàëîãè÷íî

∂f(2, 1)

∂y
=

4

3
. Ñëåäîâàòåëüíî, grad f(2, 1) =

1

3
(−1, 4).

Óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé èìååò âèä

∂f(2, 1)

∂x
(x − 2) +

∂f(2, 1)

∂y
(y − 1) = 0 ⇔

−1

3
(x− 2) +

4

3
(y − 1) = 0⇔ x− 4y + 2 = 0.

Ç à ä à ÷è ä ë ÿ ï ð à êòè÷ å ñ ê è õ ç à í ÿòèé

Óïð. 1.
◦
Íà êîîðäèíàòíîé ïðÿìîé Ox èçîáðàçèòå ìíîæåñòâà:

A = [0; 1] ∪ [2; 3]; B = (−∞; 1) ∪ (1;∞); C = (−2;−1) ∪ {0} ∪ (1; 2).

Êàêèå èç ýòèõ ìíîæåñòâ ÿâëÿþòñÿ çàìêíóòûìè, à êàêèå îòêðûòûìè? Êà-

êèå èç íèõ ñîäåðæàò èçîëèðîâàííûå òî÷êè? Êàêèå ÿâëÿþòñÿ îêðåñòíîñòÿìè

íà÷àëà êîîðäèíàò, à êàêèå îêðåñòíîñòÿìè áåñêîíå÷íîñòè? Óêàæèòå òàêæå

â êàæäîì ñëó÷àå ìíîæåñòâî ïðåäåëüíûõ òî÷åê.

Óïð. 2.
◦
Íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè Oxy óêàæèòå îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ñëå-

äóþùèõ �óíêöèé:

a)
√

x2 + y2 − 1, b) ln(1− x2 − y2), c)
√
2x−y − 1, d) ln

(
1

x+ y
− 1

)

.

Êàêèå èç ýòèõ ìíîæåñòâ ÿâëÿþòñÿ çàìêíóòûìè, à êàêèå îòêðûòûìè? Êà-

êèå èç ýòèõ îáëàñòåé ÿâëÿþòñÿ îêðåñòíîñòÿìè íà÷àëà êîîðäèíàò, à êàêèå

îêðåñòíîñòÿìè áåñêîíå÷íîñòè?

Óïð. 3.
◦
Íàéäèòå âñå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå äî òðåòüåãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëü-

íî �óíêöèè f(x, y, z) = xy2z3.

Óïð. 4. Ïðîâåðüòå, ÷òî óêàçàííûå �óíêöèè ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè óêàçàííûõ

óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè ïåðâîãî ïîðÿäêà. Ïðèâåäèòå ïðèìåð åùå

êàêîãî-ëèáî ðåøåíèÿ.

a) y − x2, ey−x2

,
∂z

∂x
+2x

∂z

∂y
= 0; b)

x

y
, e

−
x

y , x
∂z

∂x
+y

∂z

∂y
= 0;

c) (x + y)2, y
∂z

∂x
−x∂z

∂y
= 2(y2 − x2); d) − 1

x
− 1

y
, x2

∂z

∂x
+y2

∂z

∂y
= 2.

Óïð. 5. Ïðîâåðüòå, ÷òî óêàçàííûå �óíêöèè ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè óêàçàííûõ

óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè âòîðîãî ïîðÿäêà.

a) e−π
2t sinx,

∂z

∂t
= π2 ∂

2z

∂x2
; b) ex−πt, (x+ πt)2,

∂2z

∂t2
= π2 ∂

2z

∂x2
;

c) xy3,
∂2z

∂x2
−2x ∂2z

∂x∂y
+y

∂2z

∂y2
; d)

x

y
,

∂2z

∂x2
−y2 ∂

2z

∂y2
= 3z.
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Óïð. 6. Äëÿ �óíêöèé, ðàçîáðàííûõ â ïðèìåðàõ 9 è 10, íàéäèòå ãðàäèåíò â

òî÷êàõ A1(3,−3), A2(1, 3), A3(3,−1) è èçîáðàçèòå åãî íà ðèñóíêàõ. Èçîáðàçè-

òå òàêæå êàñàòåëüíûå ê ëèíèÿì óðîâíÿ â ýòèõ òî÷êàõ è íàïèøèòå èõ óðàâ-

íåíèÿ. Âû÷èñëèòå çíà÷åíèå �óíêöèè íà ëèíèÿõ óðîâíÿ, íà êîòîðûõ íå óêàçàíî

C.

Óïð. 7. Äëÿ �óíêöèé F1(x, y) è F2(x, y), ãðà�èêè êîòîðûõ èçîáðàæåíû íèæå,

íàðèñóéòå íà ïëîñêîñòè Oxy ëèíèè óðîâíÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå C = ±1, ±2, ±3.
Íàéäèòå ãðàäèåíò â òî÷êàõ A1(3,−3), A2(1, 3), A3(3,−1) è èçîáðàçèòå åãî íà

òåõ æå ðèñóíêàõ. Èçîáðàçèòå òàêæå êàñàòåëüíûå ê ëèíèÿì óðîâíÿ â ýòèõ

òî÷êàõ è íàïèøèòå èõ óðàâíåíèÿ.

a) F1(x, y) = exp

(

2x

x2 + y2

)

•

✠

✲

x

y

b) F2(x, y) =
x2

4
+

y2

9
− 1

✠

✲

✻

x

y

z

Î ò â å ò û

Óïð. 1. A � çàìêí., B � îòêð., C ñîäåðæèò èçîë. òî÷êó {0}, B � îêð. {0} è îêð. ∞,

A′ = A, B′ = (−∞; 1] ∪ [1; +∞), C′ = [−2;−1] ∪ [1; 2]. Óïð. 2. a) x2 + y2 ≥ 1; b)

x2 + y2 < 1; c) y ≤ x; d) 0 < x+ y < 1. Óïð. 3.
∂f

∂x
= y2z3,

∂f

∂y
= 2xyz3,

∂f

∂z
= 3xy2z2,

∂2f

∂x2
= 0,

∂2f

∂y2
= 2xz3,

∂2f

∂z2
= 6xy2z,

∂2f

∂y∂x
= 2yz3,

∂2f

∂z∂x
= 3y2z2,

∂2f

∂z∂y
= 6xyz2,

∂3f

∂x3
= 0,

∂3f

∂y3
= 0,

∂3f

∂z3
= 6xy2,

∂3f

∂y∂x2
= 0,

∂3f

∂y2∂x
= 2z3,

∂3f

∂z∂x2
= 0,

∂3f

∂z2∂x
= 6y2z,

∂3f

∂z∂y2
= 6xz2,

∂3f

∂z2∂y
= 12xyz.
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2. Ýêñòðåìóìû

Ïóñòü �óíêöèÿ f çàäàíà íà ìíîæåñòâå D ⊂ Rn.

• Òî÷êà x∗ ∈ D íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ìàêñèìóìà, åñëè ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü

V = V (x∗) â D òàêàÿ, ÷òî f(x) ≤ f(x∗) ∀x ∈ V.

• Òî÷êà x∗ ∈ D íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ìèíèìóìà, åñëè ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü V =
V (x∗) â D òàêàÿ, ÷òî f(x) ≥ f(x∗) ∀x ∈ V.

• Òî÷êà x∗ íàçûâàåòñÿ ýêñòðåìóìîì èëè ýêñòðåìàëüíîé òî÷êîé, åñëè îíà ÿâëÿ-

åòñÿ ëèáî òî÷êîé ìàêñèìóìà, ëèáî òî÷êîé ìèíèìóìà.

• �îâîðÿò òàêæå, ÷òî f èìååò â òî÷êå x∗ ýêñòðåìóì, ðàâíûé y∗ = f(x∗). Ýêñòðå-
ìóìîì (ìàêñèìóìîì, ìèíèìóìîì) íàçûâàþò òàêæå ïàðó (x∗, y∗).

• Òî÷êà x∗ ∈ D íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ãëîáàëüíîãî (èëè àáñîëþòíîãî) ìèíèìóìà,

åñëè f(x) ≥ f(x∗) ∀x ∈ D. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ãëîáàëüíûé (èëè àáñî-

ëþòíûé) ìàêñèìóì.

• Åñëè õîòÿò ïîä÷åðêíóòü îòëè÷èå îò ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà, ïðîñòî ìèíèìóì
íàçûâàþò ëîêàëüíûì ìèíèìóìîì. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ãëîáàëüíûé (èëè

àáñîëþòíûé) ìàêñèìóì. Ñîîòâåòñòâåííî èñïîëüçóþò âûðàæåíèå ëîêàëüíûé ìàê-

ñèìóì.

• Òî÷êà x∗ íàçûâàåòñÿ ñòàöèîíàðíîé (êðèòè÷åñêîé), åñëè â ýòîé òî÷êå ÷àñòíûå

ïðîèçâîäíûå ïî âñåì ïåðåìåííûì ñóùåñòâóþò è ðàâíû íóëþ.

• Òî÷êà x∗ íàçûâàåòñÿ îñîáîé (ñèíãóëÿðíîé), åñëè â ýòîé òî÷êå õîòÿ áû îäíà èç

ïåðâûõ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ íå ñóùåñòâóåò (íå îïðåäåëåíà).

Íåîáõîäèìîå óñëîâèå ýêñòðåìóìà. Åñëè �óíêöèÿ f èìååò ýêñòðåìóì

â òî÷êå x∗, òî ýòà òî÷êà ëèáî ñòàöèîíàðíàÿ, ëèáî îñîáàÿ, ëèáî íàõîäèòñÿ

íà ãðàíèöå îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ �óíêöèè.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè â ýêñòðåìàëüíîé òî÷êå, ÿâëÿþùåéñÿ âíóòðåííåé òî÷êîé

îáëàñòè, ñóùåñòâóþò âñå ïåðâûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå, òî îíè ðàâíû íóëþ:

∂f

∂x1
(x∗) =

∂f

∂x2
(x∗) = . . . =

∂f

∂xn
(x∗) = 0.

Ïðèìåð 1. Íàéòè ýêñòðåìóìû �óíêöèè, îïðåäåëåííîé íà ïðîñòðàíñòâå R3 :
f = (x1 − 1)2 + (2x2 − 2)2 + (3x3 − 3)2.
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�åøåíèå. Ýêñòðåìóìû �óíêöèè ñëåäóåò èñêàòü ñðåäè ñòàöèîíàðíûõ òî÷åê, à

ñòàöèîíàðíûå òî÷êè íàõîäÿòñÿ êàê ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé







∂f

∂x1
= 0

∂f

∂x2
= 0

∂f

∂x3
= 0

⇔







2(x1 − 1) = 0

4(2x2 − 2) = 0

6(3x3 − 3) = 0

⇔







x1 = 1

x2 = 1

x3 = 1.

Çíà÷åíèå �óíêöèè â ýòîé òî÷êå ðàâíî íóëþ. Ïîñêîëüêó îòðèöàòåëüíûõ çíà÷å-

íèé �óíêöèÿ íå ïðèíèìàåò, ýòî ÿâëÿåòñÿ ìèíèìóìîì. Ïîñêîëüêó äðóãèõ êðè-

òè÷åñêèõ òî÷åê íåò, òî ýòîò ýêñòðåìóì åäèíñòâåííûé. Çàäà÷à ðåøåíà.

Óïð. 1. Íàéäèòå ñòàöèîíàðíûå òî÷êè �óíêöèé, îïðåäåëåííûõ íà R3 :

a) cos(x1 + x2 + x3), b) x1x2x3 e
x1+x2+x3 , c) x31 + x32 + x33 − 3x1x2x3.

�àññìîòðåííàÿ â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå �óíêöèÿ èìååò äîñòàòî÷íî ïðîñòîé

âèä è âñåãî ëèøü îäíó ñòàöèîíàðíóþ òî÷êó. �îðàçäî ÷àùå ïðèõîäèòñÿ èìåòü

äåëî ñ �óíêöèÿìè, èìåþùèìè íåñêîëüêî òàêèõ òî÷åê. ×òîáû îïðåäåëèòü ¾õà-

ðàêòåð¿ ñòàöèîíàðíîé òî÷êè, ïðèõîäèòñÿ ïðèáåãàòü ê ïðîèçâîäíûì âòîðîãî ïî-

ðÿäêà. Ìû âûïèøåì ýòè óñëîâèÿ ïðè n = 2, òî åñòü äëÿ �óíêöèè îò äâóõ

ïåðåìåííûõ. Áóäåì îáîçíà÷àòü ýòè ïåðåìåííûå ÷åðåç x è y.

Äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ýêñòðåìóìà.

1◦. �àññìàòðèâàåòñÿ �óíêöèÿ f(x, y), èìåþùàÿ ñòàöèîíàðíóþ òî÷êó

(x∗, y∗), òî åñòü òàêóþ òî÷êó, ÷òî

∂f

∂x
(x∗, y∗) =

∂f

∂y
(x∗, y∗) = 0.

2◦. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå âòîðîãî ïîðÿäêà ñóùå-

ñòâóþò è íåïðåðûâíû â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè ðàññìàòðèâàåìîé ñòàöè-

îíàðíîé òî÷êè.

3◦. Îáîçíà÷èì AC −B2 = △, ãäå

∂2f

∂x2
(x∗, y∗) = A,

∂2f

∂x∂y
(x∗, y∗) = B,

∂2f

∂y2
(x∗, y∗) = C.

Òîãäà:

a) △ > 0, A < 0 ⇒ (x∗, y∗) � òî÷êà ìàêñèìóìà;

b) △ > 0, A > 0 ⇒ (x∗, y∗) � òî÷êà ìèíèìóìà;

c) △ < 0 (x∗, y∗) � íå ÿâëÿåòñÿ ýêñòðåìóìîì

(ñåäëîâàÿ òî÷êà).

Åñëè △ = 0 èëè A = 0, òî äëÿ îïðåäåëåíèÿ õàðàêòåðà òî÷êè íóæíû

äîïîëíèòåëüíûå èññëåäîâàíèÿ.
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Óïð. 2. Ïðîâåðüòå, ÷òî äëÿ �óíêöèé, óêàçàííûõ íèæå, íà÷àëî êîîðäèíàò ÿâ-

ëÿåòñÿ ñòàöèîíàðíîé òî÷êîé. Óêàæèòå ïîñòîÿííûå A,B,C, △.

✲

❄

y

x f (x, y) = −1

2
xy + 1

x
y

z

✲

❄

y

x f (x, y) =
1

8
x2 − 3

8
xy +

2

8
y2 + 1

x
y

z

✲

❄

y

x f (x, y) =
1

9
x3 − 1

9
y3 + 1

x
y

z
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Ïðèìåð 2. Èññëåäîâàòü íà ýêñòðåìóì �óíêöèþ f(x, y) = x4 + y4 − 4(x+ y)2.

�åøåíèå. Ñíà÷àëà íàéäåì âñå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå äî âòîðîãî ïîðÿäêà âêëþ-

÷èòåëüíî:

∂f

∂x
= 4x3 − 8(x+ y),

∂f

∂y
= 4y3 − 8(x+ y),

∂2f

∂x2
= 12x2 − 8,

∂2f

∂x∂y
= −8, ∂2f

∂y2
= 12y2 − 8.

Äàëåå íàéäåì ñòàöèîíàðíûå òî÷êè, ïðèðàâíÿâ ê íóëþ ïåðâûå ÷àñòíûå ïðîèç-

âîäíûå:







∂f

∂x
= 0

∂f

∂y
= 0

⇔







4x3 − 8(x+ y) = 0

4y3 − 8(x+ y) = 0
⇔







x = y

x3 = 2(x+ y).

�åøàÿ ñèñòåìó, ïîëó÷èì òðè ïàðû ðåøåíèé � òðè ñòàöèîíàðíûå òî÷êè:

P0 :

(

x = 0

y = 0

)

, P1 :

(

x = −2
y = −2

)

, P2 :

(

x = 2

y = 2

)

.

Èññëåäóåì ïîî÷åðåäíî õàðàêòåð êàæäîé ñòàöèîíàðíîé òî÷êè. Íà÷íåì ñ P0 :

A =
∂2f

∂x2
(0, 0) = −8, B =

∂2f

∂x∂y
(0, 0) = −8, ∂2f

∂y2
(0, 0) = −8.

Òàêèì îáðàçîì, △ = 0, è, ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ îïðåäåëåíèÿ òèïà òî÷êè íóæíû

äîïîëíèòåëüíûå ðàññìîòðåíèÿ. Çàìåòèì, f(P0) = f(0, 0) = 0. Ïîêàæåì, ÷òî â

ëþáîé îêðåñòíîñòè P0 íàéäóòñÿ êàê òî÷êè, â êîòîðûõ çíà÷åíèå �óíêöèè îòðè-

öàòåëüíî, òàê è òî÷êè, â êîòîðûõ çíà÷åíèå ïîëîæèòåëüíî. Òàêèì îáðàçîì, ýòà

òî÷êà íå ìîæåò áûòü ýêñòðåìóìîì. Ïîëîæèì x0 = 0, è ïóñòü y0 � ëþáîå ÷èñëî

èç èíòåðâàëà (0; 2). Òîãäà f(x0, y0) = y4 − 4y2 = y2(y2 − 4) < 0. Ïóñòü òåïåðü,
x0 = ε, y0 = −ε, ãäå ε � ëþáîå ÷èñëî, íå ðàâíîå íóëþ. Òîãäà f(x0, y0) = 2ε4 > 0.
Òàêèì îáðàçîì, òî÷êà P0 íå ìîæåò áûòü ýêñòðåìóìîì.

Ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ òî÷êè P1 :

A =
∂2f

∂x2
(−2,−2) = 40, B =

∂2f

∂x∂y
(−2,−2) = −8, ∂2f

∂y2
(−2,−2) = 40.

Â ýòîé òî÷êå △ > 0, A > 0, ñëåäîâàòåëüíî, P1 � òî÷êà ìèíèìóìà.

Â òî÷êå P2 êîý��èöèåíòû A, B è C ïðèíèìàþò òå æå çíà÷åíèÿ è, ñëåäîâà-

òåëüíî, P2 òàêæå ìèíèìóì. Çàäà÷à ðåøåíà.

Óïð. 3. Ïðîâåðüòå, ÷òî �óíêöèÿ x4+y4−4(x+y)2+4xy èìååò ïÿòü ñòà-

öèîíàðíûõ òî÷åê: P0(0, 0), P1(−1, 1), P2(1,−1), P3(
√
3,
√
3), P4(−

√
3,−
√
3).

Èññëåäóéòå ýòè òî÷êè íà ýêñòðåìóì.
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Óïð. 4.
◦
Èññëåäóéòå íà ýêñòðåìóì �óíêöèè

a) cos(x+ y), b) xy ex+y, c) x2y2 (4 − 2x− y), d) x3 + y3 − 3xy.

Ïðèìåð 3. Èññëåäîâàòü íà ýêñòðåìóì �óíêöèþ f(x, y) = x

(

1 +
1

x2 − y2

)

.

�åøåíèå. Ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííûõ: u = x + y, v = x − y. Â íîâûõ

ïåðåìåííûõ �óíêöèÿ âûãëÿäèò òàê:

f =
1

2

(

u+
1

u
+ v +

1

v

)

.

Â ýòèõ æå ïåðåìåííûõ �óíêöèÿ èññëåäóåòñÿ ëåãêî è òî÷êè A(u = 1, v = 1) è
B(u = −1, v = −1) ÿâëÿþòñÿ ýêñòðåìóìàìè (ïåðâàÿ � ìèíèìóìîì, âòîðàÿ �

ìàêñèìóìîì). Â òî÷êàõ (u = 1, v = −1) è (u = −1, v = 1) �óíêöèÿ èìååò ñåäëî.
Ïåðåõîäÿ îáðàòíî ê êîîðäèíàòàì x, y, ïîëó÷àåì îòâåò.

Îòâåò: A(−1, 0) � ìàêñèìóì, f(A) = −2; B(1, 0) � ìèíèìóì, f(B) = 2; òî÷êè (0, 1) è

(0,−1) ÿâëÿþòñÿ ñåäëîâûìè.

Ïðèìåð 4. Èññëåäîâàòü íà ýêñòðåìóì �óíêöèþ f(x, y) =
(1− x2)(1 − y2)

xy
.

�åøåíèå. Ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííûõ: u = xy, v =
x

y
. Â íîâûõ ïåðåìåííûõ

�óíêöèÿ âûãëÿäèò òàê:

f = u+
1

u
+ v +

1

v
.

Â ýòèõ æå ïåðåìåííûõ �óíêöèÿ èññëåäóåòñÿ ëåãêî è òî÷êè A(u = 1, v = 1) è
B(u = −1, v = −1) ÿâëÿþòñÿ ýêñòðåìóìàìè (ïåðâàÿ � ìèíèìóìîì, âòîðàÿ �

ìàêñèìóìîì). Â òî÷êàõ (u = 1, v = −1) è (u = −1, v = 1) �óíêöèÿ íå èìååò ýêñ-
òðåìóìà (ñåäëîâàÿ òî÷êà). Çàìåòèì, ÷òî îòîáðàæåíèå, çàäàâàåìîå �îðìóëàìè

çàìåíû, íå ÿâëÿåòñÿ âçàèìíî-îäíîçíà÷íûì è, áîëåå òîãî, ó ñåäëîâûõ òî÷åê íåò

ïðîîáðàçîâ. Ïåðåõîäÿ îáðàòíî ê êîîðäèíàòàì x, y, ïîëó÷àåì îòâåò.

Îòâåò: A1(1, 1), A2(−1,−1) � ìèíèìóìû, f(A1) = f(A2) = 4; B1(−1, 1), B2(1,−1) �

ìàêñèìóìû. Òî÷åê ïåðåãèáà íåò.

Óïð. 5.
◦
Èññëåäóéòå íà ýêñòðåìóì �óíêöèè

a) x+
6x− y

6x2 − xy − y2
, b)

2 + 3y2 + x2(3 + 2y2)

xy
, c) ln(x+ y)− x2 − y2,

d) lnx+ ln y − (x+ y)2, e) ex (ey + e−y)− 2x, f) exy − x2 − y2 − xy.
Î ò â å ò û

Óïð. 4. a) (x0, y0) = (t, 2πn − t), t ∈ R, n ∈ Z � íåñòðîãèé max ; (x0, y0) = (t, π(2n +

1) − t), t ∈ R, n ∈ Z � íåñòðîãèé min ; b) (0, 0) � ñåäëî, (−1,−1) � max ; c) (4/5, 8/5),

(0, 4), (2, 0) � ñåäëà; (0, y0), y0 < 4, (x0, 0), x0 < 2 � min ; (0, y0), y0 > 4, (x0, 0), x0 > 2 �

max . d) (0, 0) � ñåäëî, (1, 1) � min . Óïð. 5. a) (1, 0) � min, (−1, 0) � max, (1/5, 12/5) ,

(−1/5,−12/5) � ñåäëîâûå òî÷êè; b) (11), (−1,−1) � min, (−1, 1), (1,−1) � max; c)

(1/2, 1/2) � max; d) (1/2, 1/2) � max; e) (0, 0) � min; f) (0, 0) � max, (
√
ln 3,

√
ln 3),

(−
√
ln 3, −

√
ln 3) � ñåäëîâûå òî÷êè.
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3. Óñëîâíûå ýêñòðåìóìû

Ýêñòðåìóì íàçûâàåòñÿ óñëîâíûì, åñëè îí èùåòñÿ íà ìíîæåñòâå, ïðåäñòàâëÿþ-

ùåì ñîáîé ïåðåñå÷åíèå îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ �óíêöèè f(x), òî åñòü îáëàñòè D,
è ìíîæåñòâà òî÷åê, íà êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ íåñêîëüêî çàðàíåå çàäàííûõ óñëî-

âèé, íàçûâàåìûõ óñëîâèÿìè ñâÿçè. ×àùå âñåãî ýòè óñëîâèÿ çàäàþòñÿ íåñêîëü-

êèìè óðàâíåíèÿìè: ϕ1(x) = 0, ϕ2(x) = 0, . . . ϕk(x) = 0.
Òàêèì îáðàçîì, ðå÷ü èäåò î íàõîæäåíèè ýêñòðåìóìîâ íà ìíîæåñòâå Dϕ =

D ∩
{
x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn

∣
∣ϕ1(x) = 0, ϕ2(x) = 0, . . . , ϕk(x) = 0

}
. Â äàëüíåé-

øåì ìû äëÿ ïðîñòîòû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ëèøü �óíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ,

îáîçíà÷àåìûå òðàäèöèîííî f(x, y) ïðè îäíîì óðàâíåíèè ñâÿçè ϕ(x, y) = 0.
Îñíîâíûå ïðåäïîëîæåíèÿ:

1) Ìíîæåñòâî Dϕ, îïðåäåëÿåìîå êàê
{
(x, y) ∈ R2

∣
∣ϕ(x, y) = 0

}
, ñîäåðæèòñÿ

â îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ D �óíêöèè f.
2) Ôóíêöèè f è ϕ ÿâëÿþòñÿ ãëàäêèìè. Â äàííîì ñëó÷àå ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ó

íèõ â òî÷êàõ ìíîæåñòâàDϕ îïðåäåëåíû è íåïðåðûâíû ïåðâûå è âòîðûå ÷àñòíûå

ïðîèçâîäíûå.

3) �ðàäèåíò �óíêöèè ϕ íåâûðîæäåí. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî õîòÿ áû îäíà èç

÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ �óíêöèè ϕ íå ðàâíà íóëþ.

Òåîðåìà îá óñëîâíîì ýêñòðåìóìå. Ïðè âûïîëíåíèè îñíîâíûõ ïðåäïîëî-

æåíèé óñëîâíûé ýêñòðåìóì äîñòèãàåòñÿ â òåõ òî÷êàõ ìíîæåñòâà Dϕ, â
êîòîðûõ ãðàäèåíòû �óíêöèé f è ϕ êîëëèíåàðíû (ýòî, â ÷àñòíîñòè, ìîæåò

ïðîèñõîäèòü, åñëè ãðàäèåíò �óíêöèè f âûðîæäåí).

Äëÿ ïðàêòè÷åñêîãî ïðèìåíåíèÿ ýòîé òåîðåìû ñòðîèòñÿ �óíêöèÿ Ëàãðàíæà:

L(x, y, λ) = f(x, y) + λϕ(x, y).

Åå ýêñòðåìóìû íà ìíîæåñòâå Dϕ è ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè çàäà÷è íàõîæäåíèÿ

óñëîâíûõ ýêñòðåìóìîâ.

Ïðèìåð 1. Èññëåäîâàòü íà óñëîâíûé ýêñòðåìóì �óíêöèþ f(x, y) = x2 + y2 −
2x+ 4y, åñëè x2 + y2 = 5.

�åøåíèå. Ñòðîèì �óíêöèþ Ëàãðàíæà

L(x, y, λ) = x2 + y2 − 2x+ 4y + λ(x2 + y2 − 5).

Îòûñêèâàåì ñòàöèîíàðíûå òî÷êè:







2x− 2 + λ2x = 0
2y + 4 + λ2y = 0
x2 + y2 = 5,

⇔







(1 + λ)x = 1
(1 + λ)y = −2
x2 + y2 = 5,

⇒







x = 1
y = −2
λ = 0,

èëè







x = −1
y = 2
λ = −2,

Ïîñëå âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé �óíêöèè f â íàéäåííûõ òî÷êàõ, âûÿñíÿåòñÿ, ÷òî

íà îêðóæíîñòè x2 + y2 = 5 îíà ïðèíèìàåò ñâîå íàèáîëüøåå çíà÷åíèå â òî÷êå

(−1, 2) : f(−1, 2) = 15 è ñâîå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå â òî÷êå (1,−2) : f(1,−2) =
−5.
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Ïðèíöèï Ôåðìà � Ñíåëëà

�àññìîòðèì çàäà÷ó î íàèìåíüøåì âðåìåíè ïåðåäâèæåíèÿ òî÷êè èç ïóíêòà A,
íàõîäÿùåãîñÿ ñ îäíîé ñòîðîíû ïðÿìîé ℓ, â ïóíêò B, íàõîäÿùèéñÿ ñ äðóãîé

ñòîðîíû. Ïîäîáíóþ çàäà÷ó ìû ðàññìàòðèâàëè â ïåðâîì ñåìåñòðå, â ëåêöèè, ïî-

ñâÿùåííîé îïòèìèçàöèîííûì çàäà÷àì. Îäíàêî òåïåðü óñëîæíèì ïîñòàíîâêó çà-

äà÷è è áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ñêîðîñòè òî÷êè â ïîëóïëîñêîñòÿõ ðàçëè÷íû, à

èìåííî, ðàâíû v1 è v2. Â çàäà÷å çàäàííûìè âåëè÷èíàìè ÿâëÿþòñÿ ðàññòîÿíèÿ

ha è hb òî÷åê A è B îò ïðÿìîé è ðàññòîÿíèå d = a + b ìåæäó ïðåêöèÿìè A′
è

B′
íà ïðÿìóþ. Îáîçíà÷èì óãëû ìåæäó ïåðïåíäèêóëÿðîì ê ïðÿìîé è îòðåçêàìè

CA è CB ÷åðåç α è β ñîîòâåòñòâåííî (èìåþòñÿ â âèäó îñòðûå óãëû).

�àññìîòðèì �óíêöèþ, îïèñûâàþùóþ

âðåìÿ ïðîõîæäåíèÿ òî÷êîé òðàåêòîðèè

ACB :

f = f(α, β) =
ha

v1 cosα
+

hb

v2 cos β
.

Ïðè ýòîì

ϕ(α, β) = hatgα+ hbtg β − d.

Ñòðîèì �óíêöèþ Ëàãðàíæà L(α, β, λ) =

•A

•

A′

• B

•

B′

•
Ca b

ha

hb

v1

v2

α

β

ℓ

=
ha

v1 cosα
+

hb

v2 cos β
+λ(hatgα+hbtg β−d) = ha(1 + λv1 sinα)

v1 cosα
+
hb(1 + λv2 sin β)

v2 cos β
−λd.

Ñèñòåìà äëÿ íàõîæäåíèÿ ñòàöèîíàðíûõ òî÷åê èìååò âèä

(
1 + λv1 sinα

cosα

)′
= 0,

(
1 + λv2 sin β

cos β

)′
= 0⇔ λv1 + sinα = 0, λv2 + sinβ = 0.

Åñëè ñèñòåìà èìååò ðåøåíèå, òî åñòü òðàåêòîðèþ, äëÿ êîòîðîé çíà÷åíèå �óíê-

öèè ìèíèìàëüíî, òî äëÿ òàêîé òðàåêòîðèè äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâî

sinα

sin β
=
v1
v2
,

êîòîðîå íàçûâàåòñÿ çàêîíîì ïðåëîìëåíèÿ Ñíåëëà. Â ñëó÷àå, êîãäà ýòîò çà-

êîí äîïîëíÿåòñÿ ïðèíöèïîì Ôåðìà, ñîãëàñíî êîòîðîìó ïðè äâèæåíèè èç îäíîãî

ïóíêòà â äðóãîé ñâåò âûáèðàåò òðàåêòîðèþ, âäîëü êîòîðîé âðåìÿ äâèæåíèÿ

ìèíèìàëüíî, îí íàçûâàåòñÿ ïðèíöèïîì Ôåðìà � Ñíåëëà.

Ïàðàëëåëüíàÿ èíòåðïðåòàöèÿ çàäà÷è ñëåäóþùàÿ. Äëÿ äâóõ òî÷åê A è B
ñëåäóåò âûáðàòü òðàåêòîðèþ, âäîëü êîòîðîé çàòðàòû íà ïåðåâîçêó ãðóçà ìèíè-

ìàëüíû, åñëè èçâåñòíû çàòðàòû íà åäèíèöó ïóòè â êàæäîé èç ïîëóïëîñêîñòåé.
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�ëîáàëüíûå (àáñîëþòíûå) ýêñòðåìóìû

�ëîáàëüíûìè (àáñîëþòíûìè) ýêñòðåìóìàìè �óíêöèè f(x) â îáëàñòè D íàçûâà-

þòñÿ íàèáîëüøåå (Max f(x)) è íàèìåíüøåå (Min f(x)) çíà÷åíèÿ �óíêöèè â

ýòîé îáëàñòè, à òàêæå òî÷êè, â êîòîðûõ ýòè çíà÷åíèÿ äîñòèãàþòñÿ. Åñëè õîòÿò

ïîä÷åðêíóòü, ÷òî èññëåäóåìûé ýêñòðåìóì íå îáÿçàòåëüíî ÿâëÿåòñÿ ãëîáàëüíûì,

åãî íàçûâàþò ëîêàëüíûì ýêñòðåìóìîì.

Àáñîëþòíûå ýêñòðåìóìû èùóòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ñíà÷àëà îòûñêèâà-

þòñÿ ñòàöèîíàðíûå è îñîáûå òî÷êè è îòáèðàþòñÿ òå èç íèõ, êîòîðûå íàõîäÿòñÿ

â ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè. Íà âòîðîì ýòàïå îòûñêèâàåòñÿ íàèáîëüøåå è íàè-

ìåíüøåå çíà÷åíèå íà ãðàíèöå. Ïîñëå ýòîãî çíà÷åíèÿ, ïîëó÷åííûå íà ïåðâîì è

âòîðîì ýòàïàõ, ñðàâíèâàþòñÿ.

Çàäà÷à èññëåäîâàíèÿ íà àáñîëþòíûé ýêñòðåìóì ñîñòîèò â íàõîæäåíèè íàè-

áîëüøåãî è íàèìåíüøåãî çíà÷åíèé, à òàêæå òî÷åê, â êîòîðûõ ýòè çíà÷åíèÿ äî-

ñòèãàþòñÿ.

Ïðèìåð 2. Èññëåäîâàòü íà àáñîëþòíûé ýêñòðåìóì �óíêöèþ f(x, y) = x2 +
y2 − 12x+ 16y â îáëàñòè D : x2 + y2 ≤ 25.

�åøåíèå. Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî �óíêöèÿ âåçäå äè��åðåíöèðóåìà è, ñëå-

äîâàòåëüíî, îñîáûõ òî÷åê íåò. Ñòàöèîíàðíûå òî÷êè îïðåäåëÿþòñÿ ñèñòåìîé

f ′
x = 0, f ′

y = 0⇔ 2x− 12 = 0, 2y + 16 = 0⇔ x = 6, y = −8.

Ñòàöèîíàðíàÿ òî÷êà íå âõîäèò â îáëàñòü D, ñëåäîâàòåëüíî, àáñîëþòíûå ýêñòðå-
ìóìû íàøåé �óíêöèè äîñòèãàþòñÿ íà ãðàíèöå. ×òîáû èõ íàéòè, íóæíî ðåøèòü

çàäà÷ó íàõîæäåíèÿ óñëîâíîãî ýêñòðåìóìà. Äëÿ ýòîãî ñòðîèì �óíêöèþ Ëàãðàí-

æà

L(x, y, λ) = f(x, y) + λϕ(x, y), ϕ(x, y) = x2 + y2 − 25.

Ïðèðàâíèâàÿ ê íóëþ ïåðâûå ïðîèçâîäíûå, ïîëó÷èì äâå òî÷êè

x = 3, y = −4, (λ = 1); x = −3, y = 4, (λ = −3).

Âû÷èñëÿÿ çíà÷åíèÿ �óíêöèè â ýòèõ òî÷êàõ, ïîëó÷àåì îêîí÷àòåëüíî, ÷òî

Max f(x, y) = f(−3, 4) = 125, Min f(x, y) = f(3,−4) = −75.

Ïðèìåð 3. Íàéòè ýêñòðåìóìû è ìíîæåñòâî çíà÷åíèé �óíêöèè f(x, y) =

(3x2 + 5y2) e−x
2−y2

íà êðóãå D : x2 + y2 ≤ 9.

�åøåíèå. Ñíà÷àëà íàéäåì ñòàöèîíàðíûå òî÷êè. ×òîáû óäîáíåå áûëî ïðîèçâî-

äèòü âû÷èñëåíèÿ, îáîçíà÷èì 3x2 + 5y2 = L, e−x
2−y2 = E. Òîãäà

{

f ′
x = 0

f ′
y = 0

⇔
{

6xE − 2xLE = 0

10yE − 2yLE = 0
⇔
{

2xE(3− L) = 0

2yE(5− L) = 0
⇔
{

x(L− 3) = 0

y(L− 5) = 0.

Ñèñòåìà èìååò ðåøåíèÿ: P0(0, 0), P1(0, 1), P−1(0,−1), P2(1, 0), P−2(−1, 0).
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Íàéäåì òåïåðü âòîðûå ïðîèçâîäíûå:

f ′′
x2 = 2E(3− L) + 2x(−2x)E(3− L) + 2xE(−6x) = 2E(2− 12x2 + L(2x2 − 1)),

f ′′
xy = 2x[E(−2y)(3− L) + E(−10y)] = −4xyE(8− L),

f ′′
y2 = 2E(5− L) + 2yE(−2y)(5− L) + 2yE(−10y) = 2E[5− 20y2 + L(2y2 − 1)].

✠

✲

✻

x

y

z

Äàëåå âû÷èñëÿåì âåëè÷èíû, îïðåäåëÿåìûå òåîðåìîé î äîñòàòî÷íîì óñëîâèè

ýêñòðåìóìà �óíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ. Äëÿ ýòîãî ïîäñòàâëÿåì çíà÷åíèÿ êîîð-

äèíàò ñòàöèîíàðíûõ òî÷åê â �îðìóëû äëÿ âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ.

1) P0(0, 0). L = 0, E = 1 ⇒ A = 6, B = 0, C = 10 ⇒ ∆ > 0, A > 0 ⇒ P0−
òî÷êà ìèíèìóìà. f(P0) = 0.

2) P±1(0,±1). L = 5, E = e−1 ⇒ A < 0, B = 0, C < 0 ⇒ ∆ > 0, A < 0 ⇒
P±1− òî÷êè ìàêñèìóìà. f(P±1) = 5/e ∼ 1.8.

3) P±2(±1, 0). L = 3, E = e−1 ⇒ A < 0, B = 0, C > 0 ⇒ ∆ < 0 ⇒ P±2− íå

ÿâëÿþòñÿ ýêñòðåìóìàìè (ñåäëîâûå òî÷êè) f(P±2) = 3/e ∼ 1.1.
Îñòàëîñü èññëåäîâàòü �óíêöèþ íà ãðàíèöå îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ, òî åñòü íà

ìíîæåñòâå ∂D : x2+ y2 = 9. Èìååì, ÷òî íà ýòîì ìíîæåñòâå f ≥ 0 è, êðîìå òîãî,
f
∣
∣
∂D

= (27 + 2y2) e−9 ≤ 45e−9 < 1. Ñëåäîâàòåëüíî, Max f = 5/e, Min f = 0.
Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ÿâëÿåòñÿ ïðîìåæóòêîì [0, 5/e].

Ç à ä à ÷è ä ë ÿ ï ð à êòè÷ å ñ ê è õ ç à í ÿòèé

Óïð. 1.
◦
Óêàæèòå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå è òî÷êó, â êîòîðîé îíî äîñòèãàåò-

ñÿ, äëÿ �óíêöèè

a) V (a, b) = (2a+ b− 1)2 + (a+ 2b− 1)2 + (a+ b− 8)2;

b) V (a, b) = (3a+ b− 1)2 + (4a+ b− 2)2 + (5a+ b− 3)2.

Óïð. 2.
◦

Äëÿ êàêîé èç íèæåïåðå÷èñëåííûõ �óíêöèé òî÷êà (0, 0) ÿâëÿåòñÿ

òî÷êîé ìèíèìóìà?

a) V (a, b) = 2(a2 + b2) + 3(a3 + b3) + (a4 + b4);

b) V (a, b) = (a2 − ab+ b2) + 3(a3 − b3) + (a4 + b4);

c) V (a, b) = 2(a+ b)2 + 3(a3 + b3) + (a4 + b4).
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Óïð. 3.
◦
Èññëåäóéòå íà óñëîâíûé ýêñòðåìóì �óíêöèþ f(x, y) = x2 + y2 − xy,

åñëè x2 + y2 = 1.

Óïð. 4.
◦

Äëÿ êàæäîé èç øåñòè �óíêöèé, îïðåäåëåííûõ íà ìíîæåñòâå D :
|x| ≤ 3, |y| ≤ 4, óêàæèòå íàèáîëüøåå è íàèìåíüøåå çíà÷åíèÿ.

f1(x, y) =
x2 + y2

4
+ 1

a)

✠

✲

✻

x

y

z

f2(x, y) =
1

2

(

x2 − y3

9
+ y

)

+ 2

b)

✠

✲

✻

x

y

z

f3(x, y) =
x2

4
− y2

9
+ 3

c)

✠

✲

✻

x

y

z

f4(x, y) =
x(x + y)

6
+ 3

d)

✠

✲

✻

x

y

z

f5(x, y) = 2 sin xy + 3

e)

✠

✲

✻

x

y

z

f6(x, y) =
√

x2 + y2 + 2

f)

✠

✲

✻

x

y

z
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Óïð. 5.
◦
Äëÿ êàæäîé èç ÷åòûðåõ �óíêöèé, ðàññìàòðèâàåìûõ íà ïåðåñå÷åíèè

óêàçàííîãî ìíîæåñòâà D ñ ÎÄÇ, óêàæèòå àáñîëþòíûå ýêñòðåìóìû, åñëè îíè

ñóùåñòâóþò.

F1(x, y) =
2xy

√

x2 + y2

D : |x| ≤ 3, |y| ≤ 4

a)

✠

✲

✻

x

y

z

F2(x, y) = 2 sin x sin y sin(x + y) + 2

D : |x| + |y| ≤ π

b)

✠

✲

✻

x

y

z

F3(x, y) =
xy

2
ln(x2 + y2)

D : x2 + y2 ≤ e2

c)

✠

✲

✻

x

y

z

F4(x, y) = ln(x2 + y)2

D = △ABC : A(2,−4), B(−2,−4), C(0, 3)

•

d)

✠

✲

✻

x

y

z

•A

•C
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Óïð. 6.
◦

Èññëåäóéòå íà àáñîëþòíûé ýêñòðåìóì óêàçàííóþ �óíêöèþ f(x, y)
íà óêàçàííîì ìíîæåñòâå D.

a) f(x, y) = x2 − y2 + 2x− 2y, D: x2 + y2 ≤ 2;

b) f(x, y) = (x+ 2y) e−x−y, D: |x|+ |y| ≤ 2;

c) f(x, y) =
x3 + y3

(x+ y)3
, D: x, y ≥ 0, x2 + y2 6= 0;

d) f(x, y) =
xy

(1 + x)(x+ y)(y + 2)
, D: 1 ≤ x, y ≤ 2.

Óïð. 7.
◦
Íàéäèòå íàèáîëüøåå è íàèìåíüøåå çíà÷åíèÿ �óíêöèè f(x, y, z) = x+

y+z íà ìíîæåñòâå D, ÿâëÿþùåìñÿ ýëëèïñîèäîì, îãðàíè÷åííûì ïîâåðõíîñòüþ

x2

2
+
y2

3
+
z2

4
= 1.

Î ò â å ò û

Óïð. 1. a) MinV = V (1, 1) = 44; b) MinV = V (1,−2) = 0. Óïð. 2. a) è

b). Óïð. 3. Min ϕ=0f = f

(

± 1√
2
,± 1√

2

)

=
1

2
; Max ϕ=0f = f

(

± 1√
2
,∓ 1√

2

)

=

3

2
. Óïð. 4. a) Min f1 = 1, Max f1 = 7, 25; b) Min f2 =

4

9
, Max f2 =

8
1

18
; c) Min f3 =

11

9
, Max f3 = 5, 25; d) Min f4 = 2, 5, Max f4 = 6, 5;

e) Min f5 = 1, Max f5 = 5; f) Min f6 = 2, Max f6 = 7. Óïð. 5. a)
MinF1 = F1(3,−4) = F1(−3, 4) = −4, 8, MaxF1 = F1(3, 4) = F1(−3,−4) =

4, 8; b) MinF2 = F2(
2π

3
,−π

3
) = 2 − 3

√
3

4
, MaxF2 = F2(

π

3
,
π

3
) = 2 +

3
√
3

4
; c)

MinF3 = F3(− e
√
2

2
,
e
√
2

2
) = − e2

2
, MaxF3 = F3(

e
√
2

2
,
e
√
2

2
) =

e2

2
; d) MinF4 íå

ñóù., MaxF4 = F4(0,−4) = 4 ln 2. Óïð. 6. a) Min f = f

(

±1−
√
3

2
,±1 +

√
3

2

)

=

−3
√
3, Max f = f

(

±1 +
√
3

2
,∓1−

√
3

2

)

= 3
√
3; b) Min f = f (0,−2) = −4e2,

Max f = f
(

−5

6
,
7

6

)

=
3

2
e−1/3. c) Min f = f (x, x) =

1

4
, Max f = f (x, 0) =

f (0, y) = 1; d) Min f = f (2, 1) =
2

27
, Max f = f

(
3
√
2, 3
√
4
)
= (1 + 3

√
2)−3.

Óïð. 7. Min f = f
(

−2

3
,−1,−4

3

)

= −3, Max f = f
(
2

3
, 1,

4

3

)

= 3.
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4. Ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ

�àññìîòðèì íàáîð ïàð ÷èñåë (x1, y1), (x2, y2), (xn, yn), êîòîðûé áóäåì íàçûâàòü

ñòàòèñòè÷åñêîé âûáîðêîé èëè ïðîñòî ñòàòèñòè÷åñêèì ðÿäîì. Ïðè ýòîì ìû ïðåä-

ïîëàãàåì, ÷òî x1 < x2 < . . . < xn. Çàäà÷à ýòîé ãëàâû ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû

íàó÷èòüñÿ ñòðîèòü ëèíåéíóþ �óíêöèþ f(x) = ax+ b, êîòîðàÿ â êàêîì-òî ñìûñ-
ëå íàèáîëåå ¾óäà÷íî¿ îïèñûâàëà áû ýòîò ñòàòèñòè÷åñêèé ðÿä, òî åñòü òàêóþ

�óíêöèþ f(x), äëÿ êîòîðîé ¾ñóììàðíîå îòêëîíåíèå¿ ãðà�èêà �óíêöèè f(x) îò
çàäàííûõ òî÷åê áûëî áû íàèìåíüøèì. Ýòó ëèíåéíóþ �óíêöèþ áóäåì íàçûâàòü

îïòèìàëüíîé.

Åñòåñòâåííîé ïðåäñòàâëÿåòñÿ çàäà÷à íàõîæäåíèÿ òàêèõ ïàðàìåòðîâ a è b,
äëÿ êîòîðûõ ñóììà

∑n
i=1 |f(xi) − yi| áûëà áû ìèíèìàëüíîé. Îäíàêî  òàêîé

�óíêöèåé äîñòàòî÷íî òðóäíî ðàáîòàòü. Íàïðèìåð, îíà íå âåçäå ÿâëÿåòñÿ äè�-

�åðåíöèðóåìîé. Ïîýòîìó ïðèíÿòî â êà÷åñòâå �óíêöèè, ìèíèìóì êîòîðîé ñëå-

äóåò íàéòè, ðàññìàòðèâàòü �óíêöèþ

V (a, b) =

n∑

i=1

(f(xi)− yi)2 =

n∑

i=1

(axi − yi + b)2.

Âíà÷àëå ââåäåì íåñêîëüêî îáîçíà÷åíèé.

n�ìåðíûé âåêòîð (x1, x2, . . . , xn) áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç X. Ñîîòâåòñòâåííî
Y = (y1, y2, . . . , yn).

X2 = (X,X) = x21 + x22 + . . .+ x2n. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ Y 2.

XY = (X,Y ) = x1y1 + x2y2 + . . .+ xnyn � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå X è Y .

X̃ =
x1 + x2 + . . .+ xn

n
� ñðåäíåå àðè�ìåòè÷åñêîå íàáîðà X. Àíàëîãè÷íî

îïðåäåëÿåòñÿ Ỹ . Çà÷àñòóþ óäîáíåå èìåòü äåëî ñ óñðåäíåííûìè çíà÷åíèÿìè X
è Y è ðàññìàòðèâàòü íàáîðû

ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn), η = (η1, η2, . . . , ηn), ξi = xi − X̃, ηi = yi − Ỹ .

Ïðèìåð 1. Ñòàòèñòè÷åñêèé ðÿä çàäàåòñÿ òàáëèöåé

X 1 2 3 5 6 7

Y 1 2 3 3 4 5
⇒
(

X̃ = 4

Ỹ = 3

)

⇒
ξ −3 −2 −1 1 2 3

η −2 −1 0 0 1 2
.

Çäåñü ξ2 = (−3)2 + (−2)2 + (−1)2 + 12 + 22 + 32 = 28,

ξη = (−3)(−2) + (−2)(−1) + (−1) · 0 + 1 · 0 + 2 · 1 + 3 · 2 = 16.

Äëÿ óñðåäíåííîãî ñòàòèñòè÷åñêîãî ðÿäà �óíêöèÿ V (a, b) èìååò âèä

V (a, b) =
n∑

i=1

(f(ξi)− ηi)2 =
n∑

i=1

(aξi − ηi + b)2.

Íàéäåì åå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå:
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∂V

∂a
=

∂

∂a

n∑

i=1

(aξi− ηi+ b)2 = 2

n∑

i=1

ξi(aξi− ηi+ b) = 2a

n∑

i=1

ξ2i − 2

n∑

i=1

ξiηi+2b

n∑

i=1

ξi.

Ïîñêîëüêó

n∑

i=1

ξi = 0, òî
∂V

∂a
= 2aξ2 − 2ξη.

∂V

∂b
=

∂

∂b

n∑

i=1

(aξi − ηi + b)2 = 2
n∑

i=1

(aξi − ηi + b) = 2a
n∑

i=1

ξi − 2
n∑

i=1

ηi + 2bn.

Ñëåäîâàòåëüíî,

∂V

∂b
= 2bn.

Ñòàöèîíàðíûå òî÷êè îïðåäåëÿþòñÿ ñèñòåìîé óðàâíåíèé







∂V

∂a
= 0

∂V

∂b
= 0

⇔







aξ2 = ξη

b = 0.
⇒ a =

ξη

ξ2
, b = 0.

Äëÿ âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ ïîëó÷èì âûðàæåíèÿ:

A =
∂2V

∂a2
= 2ξ2, B =

∂2V

∂a∂b
= 0, C =

∂2V

∂b2
= 2n.

Òàêèì îáðàçîì, △ = AC −B2 = 4nξ2 > 0.
Ïîñêîëüêó A > 0, ìû èìååì åäèíñòâåííûé ìèíèìóì.

Ïðèìåð 2. �àññìîòðèì ñòàòèñòè÷åñêèé ðÿä èç ïðèìåðà 1.

✲

✻

x

y

•

•
•
• •

•
• •

✲

✻

ξ

η

•

•
•
• •

•
•

Çäåñü a =
16

28
=

4

7
, b = 0. Óðàâíåíèå îïòèìàëüíîé ïðÿìîé èìååò âèä

y =
4

7
x. Ýòà ïðÿìàÿ èçîáðàæåíà íà ðèñóíêå ñïðàâà. Äëÿ ïåðâîíà÷àëüíîãî íà-

áîðà óðàâíåíèå îïòèìàëüíîé ïðÿìîé èìååò âèä y− Ỹ =
4

7
(x− X̃). Ïîäñòàâëÿÿ

çíà÷åíèÿ èç ïðèìåðà 1 (X̃ = 4, Ỹ = 3), ïîëó÷èì óðàâíåíèå

y − 3 =
4

7
(x− 4) ⇔ y =

4

7
x+

5

7
.

Ýòà ïðÿìàÿ èçîáðàæåíà íà ðèñóíêå ñëåâà.
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Ïðèìåð 3. Ïîñòðîèòü ïðÿìóþ, àïïðîêñèìèðóþùóþ äàííûå, óêàçàííûå â ñëå-

äóþùåé òàáëèöå:

X −6 −4 −3 −1 1 2 3 5 6 7

Y 9 7 6 1 −1 3 2 1 1 1
.

�åøåíèå. Âî-ïåðâûõ, íàéäåì ñðåäíèå àðè�ìåòè÷åñêèå íàáîðîâ X è Y : X̃ =
1, Ỹ = 3. Òåïåðü ìû ìîæåì çàïèñàòü ðÿäû óñðåäíåííûõ äàííûõ:

ξ −7 −5 −4 −2 0 1 2 4 5 6

η 6 4 3 −2 −4 0 −1 −2 −2 −2 .

Äàëåå âû÷èñëÿåì íåîáõîäèìûå âåëè÷èíû. ξ2 = 49+ 25 + 16 + 4+ 1+ 4 + 16+
25 + 36 = 176,

ξη = −42− 20− 12 + 4 + 0 + 0− 2− 8− 10− 12 = −102.

Òàêèì îáðàçîì, a = −102

176
= −51

88
.

✲

✻

x

y

•

•

•
•

•

•

•
•

• • •
✲

✻

ξ

η

•

•

•
•

•

•

•
•

• • •

Óðàâíåíèå èñêîìîé (ìîäåëüíîé) ïðÿìîé èìååò âèä:

y − Ỹ = −51

88
(x− X̃)⇔ y − 3 = −51

88
(x− 1)⇔ y = −51

88
x+ 3

51

88
.

Çàäà÷à ðåøåíà.

Óïð. 1. Ïîñòðîéòå ïðÿìóþ, àïïðîêñèìèðóþùóþ ñëåäóþùèå äàííûå:

a)
X −7 −3 −1 0 1 2 3 4 5 6

Y 1 −3 −2 −1 1 −1 1 4 5 5
.

b)
X −5 −3 0 1 2 3 4 5 6 7

Y 2 −2 0 −1 2 −1 3 4 6 7
.
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5. Äâîéíûå èíòåãðàëû

Ê ïîíÿòèþ äâîéíîãî èíòåãðàëà åñòåñòâåííî ïðèâîäèò çàäà÷à î íàõîæäåíèè îáú-

åìà òåëà â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå. Ïî àíàëîãèè ñ îäíîìåðíûì îïðåäåëåííûì

èíòåãðàëîì ìû íà÷èíàåì ñ îáúåìà ïîäãðà�èêà íåîòðèöàòåëüíîé �óíêöèè.

�àññìîòðèì �óíêöèþ z = f(x, y), çàäàííóþ íà ìíîæåñòâå D ïàð ïåðåìåí-

íûõ x, y. Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ìíîæåñòâî D èìååò ïëîùàäü S(D). Çàäàííî-
ìó ìíîæåñòâó è çàäàííîé �óíêöèè ìû õîòèì ñîïîñòàâèòü ÷èñëîâóþ âåëè÷èíó

V (D, f), óäîâëåòâîðÿþùóþ äîñòàòî÷íî åñòåñòâåííûì òðåáîâàíèÿì. Â ÷àñòíî-

ñòè òàêèì, ÷òîáû â ñëó÷àå íåîòðèöàòåëüíîé ¾äîñòàòî÷íî õîðîøåé¿ (íàïðèìåð,

íåïðåðûâíîé) �óíêöèè ýòó âåëè÷èíó ìîæíî áûëî áû íàçâàòü îáúåìîì ïîä-

ãðà�èêà, òî åñòü òåëà, ñîñòîÿùåãî èç òî÷åê ñ êîîðäèíàòàìè x, y, z òàêèìè, ÷òî
(x, y) ∈ D, 0 ≤ z ≤ f(x, y).

Çàìåòèì, ÷òî íå êàæäîìó ìíîæåñòâó íà ïëîñêîñòè ìîæíî ñîïîñòàâèòü ÷èñëî,

êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ åãî ïëîùàäüþ. Åñëè ýòî âîçìîæíî ñäåëàòü, òî ìíîæåñòâî ìû

íàçûâàåì èçìåðèìûì.

Îñíîâíûå ñâîéñòâà äâîéíîãî èíòåãðàëà

1◦. Èíòåãðàë ïî ìíîæåñòâó, ïëîùàäü êîòîðîãî ðàâíà íóëþ, ñàì ðàâåí íóëþ.

Òî åñòü åñëè S(D) = 0, òî V (D, f) = 0 äëÿ ëþáîé �óíêöèè f(x, y), îïðåäåëåí-
íîé íà D. Ýòî ñâîéñòâî áóäåì íàçûâàòü íåïðåðûâíîñòüþ èíòåãðàëà ïî

ïåðâîìó àðãóìåíòó.

Çàìåòèì, ÷òî ñâîéñòâî 1◦ ìîæíî çàïèñàòü â íåñêîëüêî âèäîèçìåíåííîé �îð-

ìå:

1̃◦. Ïóñòü D′ ⊂ D, S(D \D′) = 0. Òîãäà V (D′, f) = V (D, f) äëÿ ëþáîé �óíê-
öèè f(x, y), îïðåäåëåííîé íà D. (Ïðè ýòîì, êàê âñåãäà â ïîäîáíûõ ñèòóàöèÿõ,
ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî åñëè çíà÷åíèå �óíêöèè V â îäíîé ÷àñòè ðàâåíñòâà ñó-

ùåñòâóåò, òî ñóùåñòâóåò è â äðóãîé.)

2◦. Àääèòèâíîñòü ïî ïåðâîìó àðãóìåíòó. Ïóñòü ìíîæåñòâî D ïðåäñòàâ-

ëåíî â âèäå îáúåäèíåíèÿ êîíå÷íîãî ÷èñëà (k) íåïåðåñåêàþùèõñÿ èçìåðèìûõ
ïîäìíîæåñòâ Di, i = 1, 2, . . . , k.

D = D1 ∪D2 ∪ . . . ∪Dk, Di ∩Dj = ∅ ïðè i 6= j.

Òîãäà

a) f èíòåãðèðóåìà íà D òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà èíòåãðèðóåìà è íà

êàæäîì èç Di;
b) V (D, f) = V (D1, f) + V (D2, f) + · · ·+ V (Dk, f).

3◦. Ëèíåéíîñòü ïî âòîðîìó àðãóìåíòó. Ïóñòü f(x, y) = λ1f1(x, y) +
λ2f2(x, y) + λjfj(x, y). Åñëè fi ïðè êàæäîì i = 1, 2, . . . j èíòåãðèðóåìà íà

D, òî è �óíêöèÿ f èíòåãðèðóåìà è ïðè ýòîì

V (D, f) = λ1V (D, f1) + λ2V (D, f2) + · · ·+ λjV (D, fj).
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4◦. Íîðìèðîâêà èíòåãðàëà. V (D, 1) = S(D). Åñëè �óíêöèÿ f íà ìíî-

æåñòâå D òîæäåñòâåííî ðàâíà åäèíèöå, òî èíòåãðàë ñîâïàäàåò ñ ïëîùàäüþ

îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ.

5◦. Ìîíîòîííîñòü. f(x, y) ≤ g(x, y) ⇒ V (D, f) ≤ V (D, g).

Âûïèñàííûå ñâîéñòâà ïîçâîëÿþò ïîñòðîèòü êëàññ èíòåãðèðóåìûõ �óíêöèé

(òî åñòü �óíêöèé, äëÿ êîòîðûõ îïðåäåëåíà �óíêöèÿ V ), ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ïåðâîíà÷àëüíî â ýòîò êëàññ âêëþ÷àþòñÿ ïîñòîÿííûå (íà ìíîæåñòâå D, èìåþ-
ùåì ïëîùàäü) è êóñî÷íî-ïîñòîÿííûå �óíêöèè. Äàëåå, åñëè óæå îïðåäåëåí êëàññ

F èíòåãðèðóåìûõ �óíêöèé è, êðîìå òîãî, f(x, y) âîçìîæíî ñîïîñòàâèòü åäèí-
ñòâåííûì îáðàçîì ÷èñëî V (D, f), (è, ñëåäîâàòåëüíî, ýòî ìîæíî ñäåëàòü äëÿ

êàæäîãî ñóæåíèÿ f íà èçìåðèìîå ïîäìíîæåñòâî D′ ⊂ D), óäîâëåòâîðÿþùåå
ïåðå÷èñëåííûì ñâîéñòâàì, òî �óíêöèÿ f âêëþ÷àåòñÿ â ýòîò êëàññ. Îêàçûâà-

åòñÿ, ÷òî êëàññ èíòåãðèðóåìûõ �óíêöèé äîñòàòî÷íî øèðîê. Âî âñÿêîì ñëó÷àå

íàñòîëüêî, ÷òî âêëþ÷àåò â ñåáÿ âñå íåïðåðûâíûå, îãðàíè÷åííûå �óíêöèè.

Òåîðåìà î èíòåãðèðóåìîñòè íåïðåðûâíûõ, îãðàíè÷åííûõ �óíêöèé.

Ïóñòü f îïðåäåëåíà, íåïðåðûâíà è îãðàíè÷åíà íà ìíîæåñòâå D, ïðè÷åì D
èìååò ïëîùàäü. Òîãäà f èíòåãðèðóåìà.

Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâî 1̃◦, ëåãêî ðàñøèðèòü ìíîæåñòâî èíòåãðèðóåìûõ �óíê-

öèé.

Òåîðåìà îá èíòåãðèðóåìîñòè ïî÷òè âåçäå íåïðåðûâíûõ �óíêöèé.

Ïóñòü f îïðåäåëåíà, íåïðåðûâíà è îãðàíè÷åíà íà ìíîæåñòâå D âåçäå, çà èñ-

êëþ÷åíèåì, áûòü ìîæåò, ìíîæåñòâà, èìåþùåãî íóëåâóþ ïëîùàäü. Òîãäà f
èíòåãðèðóåìà.

Èç ñâîéñòâ èíòåãðàëà âûòåêàåò òàêæå

Òåîðåìà î ñðåäíåì. Ïóñòü ñóùåñòâóþò íàèáîëüøåå M è íàèìåíüøåå m
çíà÷åíèÿ �óíêöèè f íà ìíîæåñòâå D. Òîãäà â ïðîìåæóòêå [m, M ] íàéäåòñÿ
÷èñëî c òàêîå, ÷òî V (D, f) = cS(D).

Ýòî ÷èñëî c íàçûâàåòñÿ èíòåãðàëüíûì ñðåäíèì �óíêöèè f íà D.

Îñíîâíûì èíñòðóìåíòîì âû÷èñëåíèÿ äâîéíîãî èíòåãðàëà ñëóæèò îñíîâíàÿ

�îðìóëà îáúåìà òåëà. �àññìîòðèì òåëî, ðàñïîëîæåííîå â òðåõìåðíîì êîîð-

äèíàòíîì ïðîñòðàíñòâå òàê, ÷òî íàèìåíüøåå çíà÷åíèå êîîðäèíàòû x äëÿ òî÷åê
òåëà ðàâíî a, à íàèáîëüøåå � b. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïðè êàæäîì x ìåæäó a è
b ñå÷åíèå òåëà ïëîñêîñòüþ x = onst èìååò ïëîùàäü, ðàâíóþ Q(x). Òîãäà îáúåì
òåëà ðàâåí

V =

∫ b

a

Q(x) dx − îñíîâíàÿ �îðìóëà îáúåìà.
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Ïðèìåð 1. �àññìîòðèì øàð ñ öåíòðîì â

íà÷àëå êîîðäèíàò è ðàäèóñîì R. Ñå÷åíèå øà-
ðà, ñîîòâåòñòâóþùåå êîîðäèíàòå x, ÿâëÿ-
åòñÿ êðóãîì ðàäèóñà r =

√
R2 − x2. Ñëåäîâà-

òåëüíî, îíî èìååò ïëîùàäü Q(x) = π(R2 −
x2). Òåïåðü íàõîäèì îáúåì ïî îñíîâíîé �îð-

ìóëå. V = π

∫ R

−R
(R2 − x2)dx = πR2

∫ R

−R
1dx−

π

∫ R

−R
x2dx = 2πR3−πx

3

3

∣
∣
∣
∣

R

−R
= 2πR3−π 2

3
R3 =

4

3
πR3

x y

z

•

O

Q(x)

•
•

r

R

Â ñëó÷àå, êîãäà ìû õîòèì íàéòè îáúåì òåëà, ñîñòîÿùåãî èç òî÷åê, ðàñïî-

ëîæåííûõ ïîä ãðà�èêîì �óíêöèè z = f(x, y), îñíîâíàÿ �îðìóëà ïðèîáðåòàåò

áîëåå ñïåöèàëüíûé âèä. Ìû íàçûâàåì åãî ïðåäñòàâëåíèåì äâîéíîãî èíòå-

ãðàëà â âèäå ïîâòîðíîãî. Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî êàæäîå èç ñå÷åíèé ðàññìàòðè-

âàåìîãî òåëà (ïîäãðà�èêà �óíêöèè f) ïëîñêîñòüþ x = onst èìååò ïëîùàäü

Q(x), âû÷èñëÿåì �óíêöèþ V êàê èíòåãðàë

V (D, f) =

∫

I

Q(x)dx =

∫

I

(∫

J

f(x, y) dy

)

dx =

∫

I

dx

∫

J

f(x, y) dy.

Çäåñü J � ìíîæåñòâî, ïî êîòîðîìó áåðåòñÿ èíòåãðàë

∫

J

f(x, y) dy. ×àùå âñåãî

ýòî ïðîìåæóòîê, êîíöû êîòîðîãî çàâèñÿò îò x. I = [a, b].

Ïðèìåð 2. Íàéòè äâîéíîé èíòåãðàë îò

�óíêöèè f(x, y) = 2 sin(x − y) ïî ïðÿìî-

óãîëüíèêó D : −3 ≤ x ≤ 3, −4 ≤ y ≤ 4.

x
y

z

�åøåíèå. Ïåðåõîäèì ê ïîâòîðíîìó èíòåãðàëó:

V (D, f) = 2

∫ 4

−4

dy

∫ 3

−3

sin(x− y) dx = 2

∫ 4

−4

dy − cos(x− y)
∣
∣
∣
∣

3

−3

=

= 2

∫ 4

−4

(cos(−3− y)− cos(3− y)) dy = 2

∫ 4

−4

(cos(3 + y)− cos(y − 3)) dy =

= 2(sin(3 + y)− sin(y − 3))

∣
∣
∣
∣

4

−4

= 2(sin 7− sin 1 + sin 1− sin 7) = 0.

Çàìåòèì, ÷òî ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò íå ñëó÷àåí. Åãî ìîæíî áûëî áû ïðåäâèäåòü,

çàìåòèâ, ÷òî �óíêöèÿ f(x, y) íå÷åòíà.
Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ f(x, y) íàçûâàåòñÿ íå÷åòíîé îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííîé
x íà ìíîæåñòâå D, åñëè, âî-ïåðâûõ, èç òîãî, ÷òî (x, y) ∈ D ñëåäóåò, ÷òî (−x, y) ∈
D è, âî-âòîðûõ, âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî f(−x, y) = −f(x, y).
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Ôóíêöèÿ f(x, y) íàçûâàåòñÿ íå÷åòíîé îòíîñèòåëüíî ïàðû ïåðåìåííûõ íà D,
åñëè âåðíî, ÷òî (x, y) ∈ D ⇒ (−x,−y) ∈ D, è ïðè ýòîì âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

f(−x,−y) = −f(x, y).
Èíòåãðàë îò íå÷åòíîé �óíêöèè ðàâåí íóëþ. Åñëè f íå÷åòíà îòíîñèòåëü-
íî îäíîé ïåðåìåííîé èëè ïàðû ïåðåìåííûõ íà ìíîæåñòâå D, òî V (D, f) = 0.

Ïðèìåð 3. Íàéòè èíòåãðàë îò �óíêöèè f(x, y) = 1+2x−3y+4x2+5x2y−6xy2
ïî ïðÿìîóãîëüíèêó D : −3 ≤ x ≤ 3, −4 ≤ y ≤ 4

�åøåíèå. Ïðåäñòàâèì �óíêöèþ â âèäå f = f1 + f2, ãäå f1 = 1 + 4x2 è f2 =
2x−3y+5x2y−6xy2. Ïîñêîëüêó f2 íå÷åòíà, èíòåãðàë îò íåå ðàâåí íóëþ. Òàêèì
îáðàçîì, V (D, f) = V (D, f1). Ïîñëåäíèé èíòåãðàë ïðåäñòàâèì â âèäå ïîâòîðíî-

ãî.

V (D, f1) =

∫ 4

−4

dy

∫ 3

−3

(1 + 4x2) dx =

∫ 4

−4

dy (x+
4

3
x3)

∣
∣
∣
∣

3

−3

=

∫ 4

−4

dy (6 + 72) = 78 · 8 = 624.

Âû÷èñëåíèå ïëîùàäè îáëàñòè. Èíòåãðàë îò 1 ðàâåí ïëîùàäè îáëàñòè, ïî

êîòîðîé ñ÷èòàåòñÿ èíòåãðàë. Åñëè f òîæäåñòâåííî ðàâíà åäèíèöå íà D, òî
V (D, f) = S(D).

Ïðèìåð 4. Íàéòè èíòåãðàë îò �óíêöèè

f(x, y) = 1 + x3e−x
2/2 sin y ïî ïðÿìîóãîëüíè-

êó D : −3 ≤ x ≤ 3, −4 ≤ y ≤ 4

�åøåíèå. Ïîñêîëüêó sin y íå÷åòíà íà ñèì-

ìåòðè÷íîì îòðåçêå −4 ≤ y ≤ 4, òî V (D, f) =
V (D, 1). Ïîñëåäíèé èíòåãðàë ðàâåí ïëîùàäè

ïðÿìîóãîëüíèêà D. Òàêèì îáðàçîì, V (D, f) =
48.

x
y

z

Óêàæåì åùå íà íåêîòîðûå ïîëåçíûå ïðèëîæåíèÿ.

Ìàññà ïëàñòèíêè D ñ ïëîòíîñòüþ µ = µ(x, y) ñ÷èòàåòñÿ êàê èíòåãðàë m =
m(D) = V (D,µ).

Ñòàòè÷åñêèé ìîìåíò ïëàñòèíêè D îòíîñèòåëüíî îñè Ox ñ÷èòàåòñÿ êàê èíòåãðàë

Mx = V (D, yµ). Ñîîòâåòñòâåííî My = V (D, xµ).

Êîîðäèíàòû öåíòðà òÿæåñòè ïëàñòèíêè D ñ ïëîòíîñòüþ µ = µ(x, y) ñ÷èòàþòñÿ ïî
�îðìóëàì

Xc =
My

m
, Yc =

Mx

m
.

Ïðèìåð 5. Íàéòè êîîðäèíàòû öåíòðà òÿæåñòè îäíîðîäíîé (ìàññà ðàâíî-

ìåðíî ðàñïðåäåëåíà) ïëîñêîé �èãóðû, îãðàíè÷åííîé ëèíèÿìè x = 3, y = 0, y =√
3x.
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�åøåíèå. Ïðåäïîëàãàÿ ïëîòíîñòü ðàâíîé 1, âû÷èñëÿåì ïëîùàäü:

m = V (D, 1) =

∫ 3

0

dx

∫
√
3x

0

dy =

∫ 3

0

√
3xdx =

2√
3
x3/2

∣
∣
∣
∣

3

0

= 6.

Äàëåå:

Mx = V (D, y) =

∫ 3

0

dx

∫ √
3x

0

ydy =

∫ 3

0

3xdx

2
=

3x2

4

∣
∣
∣
∣

3

0

=
27

4
.

My = V (D, x) =

∫ 3

0

xdx

∫
√
3x

0

dy =
√
3

∫ 3

0

x
√
xdx =

2
√
3x5/2

5

∣
∣
∣
∣

3

0

=
54

5
.

Òàêèì îáðàçîì,

Xc =
9

5
, Yc =

9

8
.

Âû÷èñëåíèå îáúåìà.

Ïðèìåð 6. Íàéòè îáúåì òåëà, îïðåäåëÿåìî-

ãî íåðàâåíñòâàìè z ≤ 1 +
x2 + y2

2
, x, y, z ≥

0, x+ y ≤ 3.

�åøåíèå. Òåëî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîäãðà-

�èê �óíêöèè f(x, y) = 1 +
x2 + y2

2
íà ìíîæå-

ñòâå D : x, y ≥ 0, x+ y ≤ 3. Òàêèì îáðàçîì,

V = V (D, f).

Ïåðåõîäÿ ê ïîâòîðíîìó èíòåãðàëó, ïîëó÷àåì

x

y

z

V =

∫ 3

0

dy

∫ 3−y

0

(

1 +
x2 + y2

2

)

dx =

∫ 3

0

dy

(

x+
x3

6
+
y2x

2

)∣
∣
∣
∣

3−y

0

=

=

∫ 3

0

(

3− y + (3− y)3

6
+
y2(3− y)

2

)

dy =
1

6

∫ 3

0

(
18− 6y + 27− 27y + 9y2 − y3+

9y2 − 3y3
)
dy =

1

6

∫ 3

0

(
45− 33y + 18y2 − 4y3

)
dy =

1

6

(

45y − 33
y2

2
+ 6y3 − y4

) ∣
∣
∣
∣

3

0

=

=
1

6

(

45 · 3− 33
32

2
+ 6 · 33 − 34

)

=
1

2

(

45− 99

2
+ 54− 27

)

=
1

2
· 45
2

=
45

4
= 11, 25.
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Â çàêëþ÷åíèå çàìåòèì, ÷òî îáîçíà÷åíèå V (D, f) äëÿ äâîéíîãî èíòåãðàëà

îòëè÷àåòñÿ ïðîñòîòîé, íî îáëàäàåò, íàïðèìåð, òåì íåäîñòàòêîì, ÷òî â íåì íåò

óêàçàíèÿ íà ñèñòåìó êîîðäèíàò è íàìåêà íà �îðìóëó, ïðåîáðàçóþùóþ èíòåãðàë

ïðè ïåðåõîäå ê äðóãèì êîîðäèíàòàì (ïðè çàìåíå ïåðåìåííûõ). Áîëåå ïðèâû÷-

íûì è óñòîÿâøèìñÿ ÿâëÿåòñÿ îáîçíà÷åíèå

V (D, f) =

∫∫

D

f(x, y) dxdy.

Åãî ìû è áóäåì èñïîëüçîâàòü äàëåå.

Ç à ä à ÷è ä ë ÿ ï ð à êòè÷ å ñ ê è õ ç à í ÿòèé

Óïð. 1.
◦
Íàéäèòå èíòåãðàë îò �óíêöèè f(x, y) ïî ïðÿìîóãîëüíèêó D :

a) 3 sin(x− y), [−π;π]× [−π;π] ; b) 1 + 2x− 3y + 5x2y, [−3; 3]× [−4; 4] ;

c) y2 + x2 sin y, [0; 2]× [−2; 2] ; d) cos(x− y)− cos(x+ y), [−1; 1]× [−2; 2];

e) y cosπx, [1; 2]× [1; 2]; f) 2− x− 7y + x2 + xy2, [−2; 2]× [−3; 3] .

Óïð. 2.
◦
Íàéäèòå èíòåãðàëû ïî ïðÿìîóãîëüíèêó D : 1 ≤ x ≤ 3, 0 ≤ y ≤ 2 îò

�óíêöèé:

a) xy − 1

x
, b) x3 + y, c) 1 + x sin y, d) y cosπx, e)

y√
x
.

Óïð. 3.
◦

Íàéäèòå èíòåãðàëû îò òåõ æå �óíêöèé ïî òðåóãîëüíèêó, îãðàíè-

÷åííîìó ëèíèÿìè y = x− 1, y = 0, x = 3.

Óïð. 4.
◦

Íàéäèòå èíòåãðàëû ïî òðåóãîëüíèêó D, îãðàíè÷åííîìó ïðÿìûìè

x = 4, y = 4, x+ y = 0 îò �óíêöèé:

a)xy, b) (x− y)3, c) sin3 xy, d)xy cosπx, e) 3
√
x− y − 3

√
y − x.

Óïð. 5.
◦

Èçîáðàçèòå îáëàñòü D è èçìåíèòå ïîðÿäîê èíòåãðèðîâàíèÿ â ïî-

âòîðíûõ èíòåãðàëàõ:

a)

∫ 3

−1

dy

∫ 3

y2−2y

f(x, y)dx, b)

∫ 1

0

dy

∫ 1+
√

1−y2

2−y

f(x, y)dx, c)

∫ 4

1

dx

∫ 4/x

1

f(x, y)dy.

Óïð. 6.
◦
Èçîáðàçèòå îáëàñòü D è íàéäèòå ñëåäóþùèå ïîâòîðíûå èíòåãðàëû:

a)

∫ 1

−1

dx

∫ 0

x−1

x2ydy, b)

∫ 2

0

dy

∫ 2−y

y−2

x cos πydx, c)

∫ e

1

dy

∫ e−y

y−e

x2

y
dx.

Óïð. 7. Â çàäà÷àõ ïðåäûäóùåãî óïðàæíåíèÿ ïîìåíÿéòå ïðåäåëû èíòåãðèðî-

âàíèÿ è âíîâü âû÷èñëèòå èíòåãðàëû.
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Óïð. 8.
◦
Íàéäèòå èíòåãðàëû îò �óíêöèè f(x, y) ïî îáëàñòè D :

a) f = x2y D : x2 + y2 = 4, x+ y = 2;

b) f = sin(x − y) D : x+ y = π, x = y, y = 0;

c) f = x− y D : 2y = x2, 2x = y2.

Óïð. 9.
◦
Íàéäèòå ïëîùàäè �èãóð, îãðàíè÷åííûõ ëèíèÿìè:

a) xy = 4, x+ y = 5; b) x2 + y2 = 2x, x2 + y2 = 4x, y = x, y =
√
3x;

c) xy = 5, x = 1, y = 1; d) xy = 1, xy = 2, y = x, y = 2x.

Óïð. 10.
◦

Íàéäèòå êîîðäèíàòû öåíòðà òÿæåñòè îäíîðîäíûõ (ìàññà ðàâíî-

ìåðíî ðàñïðåäåëåíà) ïëîñêèõ �èãóð, çàäàííûõ óñëîâèÿìè:

a) x, y ≥ 0, x+ y ≤ 2; b) x, y ≥ 0, 2x+ y ≤ 3;

c) y ≥ 0, x2 + y ≤ 4; d) x ≥ 5, x+ y2 ≤ 9;

e) 1 ≤ x ≤ 2, y ≥ 0, y ≤ 1√
x
; f) x, y ≥ 0,

√
x+ y ≤ 1.

Óïð. 11.
◦
Íàéäèòå îáúåìû òåë, îãðàíè÷åííûõ ïîâåðõíîñòÿìè:

a) x = 0, y = 0, z = 0, x+ 2y + 3z = 6;
b) x = 0, y = 0, z = 0, x+ y = 1, z = x2 + y2;
c) x = 0, y = 0, x = 1, y = 1, z =

√
xy.

Óïð. 12. Âû÷èñëèòå èíòåãðàëû îò �óíêöèé, ðàññìîòðåííûõ â óïðàæíåíèè 4

ãëàâû 3., íà óêàçàííûõ â ýòîì óïðàæíåíèè îáëàñòÿõ.

Î ò â å ò û

Óïð. 1. a) 0; b) 48; c)
64

3
; d) 0; e) 0; f) 80. Óïð. 2. a) 8−2 ln 3; b) 44; c) 4(2−cos 2);

d) 0; e) 4(
√
3−1). Óïð. 3. a) ln 3+

4

3
; b) 29

11

15
; c) 5−3 sin 2−cos 2; d)

2

π2
; e)

4

15
(3
√
3−2).

Óïð. 4. Âåçäå 0. Óïð. 5. a)

∫ 3

−1

dx

∫ 1+
√

1+x

1−
√

1+x

f(x, y)dy; b)

∫ 2

1

dx

∫

√
2x−x2

2−x

f(x, y)dy; c)

∫ 4

1

dy

∫ 4/y

1

f(x, y)dx. Óïð. 6. a) − 8

15
; b) 0; c)

2

3

(

−5

6
e3 + 3e2 − 3

2
e+

1

3

)

. Óïð. 8. a)

1, 6 èëè −1, 6; b)
π

2
; c) 0. Óïð. 9. a) 7, 5− 5 ln 2; b)

π

3
+

3
√
3

4
− 7

4
; c) 5 ln 5− 4; d)

ln 2

2
.

Óïð. 10. a) xc =
2

3
, yc =

2

3
; b) xc =

1

2
, yc = 1; c) xc = 0, yc = 1, 6; d) xc = 6, 6, yc = 0;

e) xc =
7

3
, yc =

ln 2

2
; f) xc =

3

10
, yc =

1

4
. Óïð. 11. a) V = 6; b)

1

6
; c)

4

9
.
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6. Îòîáðàæåíèÿ è çàìåíû ïåðåìåííûõ

Ìàòðèöà ßêîáè

Â ýòîé ãëàâå ìû ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèÿ (�óíêöèè), äåéñòâóþùèå èç Rn â Rm,
òî åñòü îïðåäåëåííûå íà ïîäìíîæåñòâàõ ýâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà ðàçìåðíîñòè

n, è ïðèíèìàþùèå çíà÷åíèÿ â ïðîñòðàíñòâå ðàçìåðíîñòè m. Çàïèñûâàåòñÿ ýòî
òàê:

f : D ⊂ Rn → Rm.

Åñëè ìû õîòèì óêàçàòü, êàê îáîçíà÷àåì íåçàâèñèìóþ ïåðåìåííóþ è êîîðäèíàò-

íûå �óíêöèè, òî çàïèñûâàåì ïî-äðóãîìó:

f(x) = (f1(x), f2(x), . . . fm(x)), x = (x1, x2, . . . , xm) ∈ D ⊂ Rm.

Íàêîíåö, îòìåòèì, ÷òî êîîðäèíàòíûå �óíêöèè óäîáíåå çàïèñûâàòü ñòîëáöîì,

òî åñòü çàïèñü ìîæåò èìåòü âèä

y = f(x) :







y1 = f1(x1, x2, . . . , xm),
y2 = f2(x1, x2, . . . , xm),
.

.

.

.

.

.

ym = fm(x1, x2, . . . , xm),

y =








y1
y2
.

.

.

ym







.

Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ýòî îòîáðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì, ÷òî îçíà÷àåò, ÷òî ñó-

ùåñòâóþò è íåïðåðûâíû ïåðâûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå âñåõ êîîðäèíàòíûõ �óíê-

öèé, òî åñòü îïðåäåëåíû è íåïðåðûâíû ïðîèçâîäíûå

∂fi
∂xj

ïðè 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤
n. Âàæíóþ ðîëü ïðè èçó÷åíèè ñâîéñòâ îòîáðàæåíèÿ èãðàåò ìàòðèöà, ñòðîêàìè

êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ ãðàäèåíòû êîîðäèíàòíûõ �óíêöèé, òî åñòü ìàòðèöà

J ≡ J(f)(x) =









∇f1
∇f2
.

.

.

∇fm









=












∂f1
∂x1

∂f1
∂x2

. . .
∂f1
∂xn

∂f2
∂x1

∂f2
∂x2

. . .
∂f2
∂xn

.

.

.

.

.

.

.

.

.

∂fm
∂x1

∂fm
∂x2

. . .
∂fm
∂xn












.

Ýòà ìàòðèöà íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé ßêîáè îòîáðàæåíèÿ f â òî÷êå x. Äðóãèå

îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ìàòðèöû ßêîáè:

Dy

Dx
,
∂f

∂x
èëè ïðîñòî Df. Ìû áóäåì ïðèäåð-

æèâàòüñÿ îáîçíà÷åíèÿ, óêàçàííîãî âûøå, òî åñòü èñïîëüçîâàòü áóêâó J.

Ïðèìåð 1. Îòîáðàæåíèå f : R3 → R2
çàäàíî êîîðäèíàòíûìè �óíêöèÿìè

f1(x) = x21 + x22 + x23, f2 = x1x2x3. Íàïèñàòü ìàòðèöó ßêîáè îòîáðàæåíèÿ

â òî÷êå (1, 0,−1).
�åøåíèå.

J(f)(x) =

(
2x1 2x2 2x3
x2x3 x1x3 x1x2

)

⇒ J(f)(1, 0,−1) =
(

2 0 −2
0 −1 0

)

.
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Óïð. 1. Îòîáðàæåíèå f : Rn → Rm çàäàíî êîîðäèíàòíûìè �óíêöèÿìè. Íà-

ïèøèòå ìàòðèöó ßêîáè â òî÷êå x∗.

n m f1 f2 f3 x∗

a) 2 3 x3
1 − x3

2 ln(x1x2) x1/x2 (1, 2)

b) 3 1 x1 − 2x2 + 3x3 � � (1, 1, 1)

c) 1 3 x1 − sin x1 cosx1e
x1 x1 − sin x1 (π)

d) 2 2 x2
1 − x2

2 x2
1 + 2/x2

2 � (−1, 1)

e) 3 3 x1 − x2 + x3 2x1 − 3x2 − x3 3x1 + 5x2 − 7x3 (1, 0, 0)

�àññìîòðèì òåïåðü îòîáðàæåíèå g, îïðåäåëåííîå íà ïîäìíîæåñòâå G ⊂ Rk,
çàäàâàåìîå n êîîðäèíàòíûìè �óíêöèÿìè, òî åñòü îòîáðàæåíèå âèäà g : G ⊂
Rk → Rn. Ïðè ýòîì ìû ïðåäïîëàãàåì (ïîìèìî òîãî, ÷òî îòîáðàæåíèå ãëàäêîå),

÷òî g(G) ⊂ D, òî åñòü, ÷òî êîððåêòíî îïðåäåëåíî ¾ñêâîçíîå¿ èëè ¾ñîñòàâíîå¿

èëè ¾ñëîæíîå¿ îòîáðàæåíèå (êîòîðîå òàêæå íàçûâàåòñÿ êîìïîçèöèåé îòîáðà-

æåíèé f è g) f ◦ g : Rk → Rm, f ◦ g(u) = f(g(u)), u = (u1, u2, . . . , uk) ∈ Rk. Â
ýòîì ñëó÷àå ïðîèçâîäíàÿ (ìàòðèöà ßêîáè) îòîáðàæåíèÿ, êàê è â îäíîìåðíîì

ñëó÷àå, ñ÷èòàåòñÿ ïî ¾öåïíîìó¿ ïðàâèëó èëè ¾ïðàâèëó öåïî÷êè¿:

J(f ◦ g)(u) = J(f)(g(u)) · J(g)(u).

Ïðèìåð 2. Ïðîâåðèòü öåïíîå ïðàâèëî äëÿ äâóõ îòîáðàæåíèé

f(x) =

{
x21 + x22
2x1x2,

g(u) =

{
u2 sinu1
u2 cosu1,

k = n = m = 2.

�åøåíèå. J(f)(x) =

(
2x1 2x2
2x2 2x1

)

, J(g)(u) =

(
u2 cosu1 sinu1
−u2 sinu1 cosu1

)

.

Ïåðåìíîæàåì ìàòðèöû, èìåÿ â âèäó, ÷òî x1 = u2 sinu1, x2 = u2 cosu1. Ïîëó÷èì

J(f)(g(u)) · J(g)(u) =
(

0 2u2
2u22 cos 2u1 2u2 sin 2u1

)

.

Ïðîäè��åðåíöèðóåì òåïåðü ñóïåðïîçèöèþ f(g(u)) íåïîñðåäñòâåííî.

f(g(u)) =

{
u22
u22 sin 2u1

⇒ J(f(g(u))) =
∂(f ◦ g)
∂u

=

(
0 2u2

2u22 cos 2u1 2u2 sin 2u1

)

.

�åçóëüòàòû, åñòåñòâåííî, ñîâïàëè.

Íèæå ìû ðàññìîòðèì ðàçëè÷íûå òèïû îòîáðàæåíèé ïðè íåáîëüøèõ n è m.
Åñëè n = m = 1, òî îòîáðàæåíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé õîðîøî çíàêîìûé îáúåêò
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� îáû÷íóþ ÷èñëîâóþ �óíêöèþ îäíîé ïåðåìåííîé. Ïðè ýòîì ìàòðèöà ßêîáè

îòîáðàæåíèÿ � îáû÷íàÿ ÷èñëîâàÿ ïðîèçâîäíàÿ. �àññìîòðèì òåïåðü ñëåäóþùèé

òèï îòîáðàæåíèé, ñîîòâåòñòâóþùèé n = 1 è m ≥ 2. Åùå ðàç çàìåòèì, ÷òî ïðè
ìàëûõ ðàçìåðíîñòÿõ âìåñòî îáîçíà÷åíèé ïåðåìåííûõ x1, x2, x3 ÷àùå èñïîëüçó-
þòñÿ òðàäèöèîííûå x, y, z è ò.ï. Íà÷íåì ñ áîëåå ïðîñòîãî âàðèàíòà.

Êðèâûå íà ïëîñêîñòè (n = 1, m = 2)

�àññìîòðèì èíòåðâàë I ⊂ R è îòîáðàæåíèå p : I → R2. Ýòî îòîáðàæåíèå çàäà-
åòñÿ äâóìÿ êîîðäèíàòíûìè �óíêöèÿìè. Ìû áóäåì îáîçíà÷àòü èõ ÷åðåç ϕ(t) è
ψ(t). Â ýòîì ñëó÷àå ïðèíÿòî àðãóìåíò (íåçàâèñèìóþ ïåðåìåííóþ) îáîçíà÷àòü

áóêâîé t è íàçûâàòü ïàðàìåòðîì. Îáðàç ïðè ýòîì îòîáðàæåíèè, òî åñòü ìíîæå-

ñòâî òî÷åê âèäà

{
(x, y) ∈ R2

∣
∣ x = ϕ(t), y = ψ(t), t ∈ I} áóäåì íàçûâàòü ïðîñòîé

êðèâîé, èëè ïðîñòî êðèâîé, à ñàìî îòîáðàæåíèå, òî åñòü ïàðó x = ϕ(t) è y = ψ(t)
� ïàðàìåòðèçàöèåé.

Åñëè p(t1) = p(t2) ⇒ t1 = t2, òî êðèâàÿ íàçûâàåòñÿ êðèâîé áåç ñàìîïåðåñå-

÷åíèÿ èëè ïðîñòîé äóãîé. Åñëè I = [a, b], òî êðèâàÿ íàçûâàåòñÿ æîðäàíîâîé êðè-
âîé, íàçâàííîé òàê â ÷åñòü �ðàíöóçñêîãî ìàòåìàòèêà Æîðäàíà. Åñëè I = [a, b]
è p(a) = p(b), òî êðèâàÿ íàçûâàåòñÿ çàìêíóòîé.

Êàìèëü Æîðäàí (Jordan Marie Ennemond Camille, 1838 �

1922) � �ðàíöóçñêèé ìàòåìàòèê, èíîñòðàííûé ÷ë.-êîðð.

Ïåòåðáóðãñêîé ÀÍ (1895). Êðîìå âñåãî ïðî÷åãî, âïåðâûå

(1882) äîêàçàë íåïðîñòóþ òåîðåìó î òîì, ÷òî çàìêíóòàÿ

ïðîñòàÿ äóãà äåëèò ïëîñêîñòü íà äâå ñâÿçíûå îáëàñòè, èç

êîòîðûõ îäíà ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííåé ïî îòíîøåíèþ ê ýòîé

êðèâîé, à âòîðàÿ � âíåøíåé.

Ìàòðèöà ßêîáè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âåêòîð J(f)(t) =

(
ϕ′(t)
ψ′(t)

)

. Åãî äëè-

íà ðàâíà |J | =
√

(ϕ′)2 + (ψ′)2.
Çíà÷åíèå t∗ è, ñîîòâåòñòâåííî, òî÷êà p(t∗) íàçûâàþòñÿ ðåãóëÿðíûìè, åñëè

âåêòîð ßêîáè íåâûðîæäåí, òî åñòü åãî äëèíà íå ðàâíà íóëþ.

Åñëè òî÷êà (x∗, y∗) = (ϕ(t∗), ψ(t∗)) ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíîé, òî êðèâàÿ èìååò

êàñàòåëüíóþ â ýòîé òî÷êå, êîòîðàÿ çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì

x− x∗
ϕ′(t∗)

=
y − y∗
ψ′(t∗)

.
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Ïðèìåð 3. Ïàðàìåòðèçàöèÿ x = 4 cos t, y = 4 sin t, t ∈ [0, 2π] îïðåäåëÿåò

îêðóæíîñòü ðàäèóñà 4. Íàïèñàòü óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé â òî÷êå (x∗, y∗) =
(2, 2
√
3).

�åøåíèå. Óêàçàííàÿ òî÷êà ñîîòâåòñòâóåò çíà÷åíèþ ïàðàìåòðà t∗ = π/3. Âåê-
òîð ßêîáè èìååò â ýòîé òî÷êå âèä J(t∗) = (−4 sin t∗, 4 cos t∗) =

(
−2
√
3, 2
)
. Òàêèì

îáðàçîì, óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé â êàíîíè÷åñêîé �îðìå èìååò âèä:

x− 2

−2
√
3
=
y − 2

√
3

2
⇒ 2(x− 2) = −2

√
3(y − 2

√
3) ⇒ x+

√
3y − 8 = 0.

Óïð. 2. Ïàðàìåòðèçàöèÿ x = 2 cos3 t, y = 2 sin3 t, t ∈ [0, 2π] îïðåäåëÿåò àñòðî-

èäó. Íàéäèòå ìíîæåñòâî ðåãóëÿðíûõ òî÷åê. Íàïèøèòå óðàâíåíèå êàñàòåëü-

íîé â òî÷êå p(t∗), t∗ = π/4.

Ïðèìåð 4. Ïàðàìåòðèçàöèÿ x = 4 tg t, y = 4 cos2 t, t ∈
(

−π
2
,
π

2

)

îïðåäåëÿåò

ëîêîí Àíüåçè � êðèâóþ, íàçâàííóþ òàê â ÷åñòü Ìàðèè Àíüåçè. Ïîêàçàòü, ÷òî

êðèâàÿ êàñàåòñÿ îêðóæíîñòè x2 + y2 = 4y â âåðõíåé òî÷êå, íå âõîäÿ âíóòðü.

Ìàðèÿ Àíüåçè (Maria Agnesi, 1718 � 1799) � èòàëüÿí-

ñêèé ìàòåìàòèê, àâòîð ó÷åáíèêà ïî ìàòåìàòè÷åñêîìó

àíàëèçó. Ëåãåíäà ãëàñèò, ÷òî â ìîëîäîñòè îíà èìåëà äëèí-

íûå âîëîñû, ñïóñêàþùèåñÿ ïî ïëå÷àì. Îäíàêî îíè íå âè-

ëèñü, à áûëè ïðÿìûìè. Ïî-àíãëèéñêè íàçâàíèå êðèâîé çâó-

÷èò áîëåå ñòðàííî � ¾the with of Agnesi¿. Ïî-âèäèìîìó,

çäåñü êàêîå-òî íåäîðàçóìåíèå ñ ïåðåâîäîì.

�åøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî p(0) = (4 tg 0, 4 cos2 0) = (0, 4), òî åñòü òî÷êà ëåæèò íà
îêðóæíîñòè. Ïîñêîëüêó êðèâàÿ ñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî îñè îðäèíàò (ïðè

çàìåíå t → −t, x1 → −x1 ⇒ x2(−t) = x2(t)). Ñëåäîâàòåëüíî, êàñàòåëüíàÿ ê

êðèâîé ãîðèçîíòàëüíà, òî åñòü èìååò âèä y = 4, òî åñòü ñîâïàäàåò ñ êàñàòåëüíîé
ê îêðóæíîñòè.

×àñòü ïëîñêîñòè, âíåøíÿÿ ïî îòíîøåíèþ ê îêðóæíîñòè, îïðåäåëÿåòñÿ íåðà-

âåíñòâîì x2 + y2 > 4y ⇔ x2 + y2 − 4y+ 4 > 4⇔ x2 + (y− 2)2 > 4. Ïîêàæåì, ÷òî
ýòîìó íåðàâåíñòâó óäîâëåòâîðÿþò âñå òî÷êè êðèâîé Àíüåçè, çà èñêëþ÷åíèåì

f(0). x2 + y2 > 4y ⇔ 16 tg2 t+ 16 cos4 t > 16 cos2 t⇔ tg2 t+ cos4 t > cos2 t⇔

⇔ tg2 t > cos2 t sin2 t⇔ sin2 t > cos4 t sin2 t⇔ 1 > cos4 t.

Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî î÷åâèäíî.

Óïð. 3. Ïîêàæèòå, ÷òî êðèâàÿ ìîæåò áûòü çàäàíà è ÿâíî. Íàéäèòå �óíê-

öèþ y = F (x), ãðà�èêîì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ëîêîí Àíüåçè.

Óïð. 4. Ïàðàìåòðèçàöèÿ x = cos t cos 7t, y = sin t cos 7t, t ∈ [0, 2π] îïðåäåëÿåò
¾ðîìàøêó¿. Ñêîëüêî ëåïåñòêîâ ó ýòîé ðîìàøêè?
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Ôóíêöèè, îïðåäåëåííûå íà êðèâîé

�àññìîòðèì ãëàäêóþ �óíêöèþ f(x, y), îïðåäåëåííóþ íà ìíîæåñòâå D, è ãëàä-

êóþ êðèâóþ p : x = ϕ(t), y = ψ(t), t ∈ [a, b], êîòîðàÿ öåëèêîì ëåæèò â D. Ìû

ìîæåì îïðåäåëèòü ñêâîçíîå îòîáðàæåíèå (f ◦ p)(t) = f(ϕ(t), ψ(t)).
Çàìåòèì, ÷òî ìàòðèöåé ßêîáè îòîáðàæåíèÿ f ñëóæèò grad f, à ìàòðèöåé

ßêîáè îòîáðàæåíèÿ p � âåêòîð-ñòîëáåö, ñîñòîÿùèé èç ïðîèçâîäíûõ êîîðäèíàò-

íûõ �óíêöèé. Ïåðåìíîæàÿ ýòè ìàòðèöû-âåêòîðà, ïîëó÷èì 1-å ïðàâèëî äè�-

�åðåíöèðîâàíèÿ ñëîæíîé �óíêöèè:

(f ◦ p )′(t) = ∂f(x, y)

∂x
ϕ′(t) +

∂f(x, y)

∂y
ψ′(t)

∣
∣
∣
∣
x=ϕ(t), y=ψ(t)

.

�àçóìååòñÿ, �óíêöèþ f ◦ p êàê �óíêöèþ îäíîé ïåðåìåííîé t ìîæíî è èíòå-
ãðèðîâàòü. Ïðè ýòîì â çàâèñèìîñòè îò çàäà÷è îáðàçóþòñÿ ñëåäóþùèå äâà òèïà

èíòåãðàëîâ.

Êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë 1-ãî ðîäà. Åñëè â êà÷åñòâå ïàðàìåòðà áðàòü

äëèíó l äóãè êðèâîé, íà÷èíàþùåéñÿ â òî÷êå A è çàêàí÷èâàþùåéñÿ â òî÷êå B,

(ýòîò ïàðàìåòð íàçûâàåòñÿ íàòóðàëüíûì), òî èíòåãðàë

∫

AB

f(x, y)dl ïðåäñòàâ-

ëÿåò ñîáîé èíòåãðàë 1 ðîäà. Ïðè äðóãîé ïàðàìåòðèçàöèè èñïîëüçóåòñÿ �îðìóëà

ïåðåõîäà

∫

AB

f(x, y)dl =

∫ t1

t0

f(ϕ(t), ψ(t))
√

(ϕ′(t))2 + (ψ′(t))2 dt.

Â ÷àñòíîñòè, ïðè ÿâíîì çàäàíèè �óíêöèè â âèäå y = h(x), a ≤ x ≤ b, �îðìóëà
ïðèîáðåòåò ñëåäóþùèé âèä:

∫

AB

f(x, y)dl =

∫ b

a

f(x, h(x))
√

1 + (h′(x))2 dx.

Êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë 2-ãî ðîäà � ýòî èíòåãðàë âèäà

∫

AB

P (x, y)dx+

Q(x, y)dy. Ïîäñòàâëÿÿ ïàðàìåòðèçàöèþ êðèâîé, âäîëü êîòîðîé ïðîèçâîäèòñÿ èí-

òåãðèðîâàíèå, ïîëó÷èì �îðìóëó äëÿ èíòåãðàëà 2 ðîäà.

∫

AB

P (x, y)dx +Q(x, y) dy =

∫ t1

t0

(P (ϕ(t), ψ(t))ϕ′(t) +Q(ϕ(t), ψ(t))ψ′(t)) dt.

Óïð. 5. Âû÷èñëèòå èíòåãðàëû I1 =

∫

xdl, I2 =

∫

x2dl, S =
1

2

∫

xdy − ydx
ïî îêðóæíîñòè, àñòðîèäå è ñåìèëåïåñòêîâîé ðîìàøêå.

Óïð. 6. Ïîïûòàéòåñü âû÷èñëèòü òå æå èíòåãðàëû ïî ëîêîíó Àíüåçè. Êàêèå

ïðîáëåìû çäåñü âîçíèêàþò?
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Îòîáðàæåíèÿ ïëîñêîñòè íà ïëîñêîñòè (n = 2, m = 2)

�àññìîòðèì îáëàñòü D íà ïëîñêîñòè (x, y) è îòîáðàæåíèå F : R2 → R2. Ýòî
îòîáðàæåíèå çàäàåòñÿ äâóìÿ êîîðäèíàòíûìè�óíêöèÿìè u = u(x, y) è v = v(x, y).
Åñëè îáîçíà÷èòü z = (x, y) è w = (u, v), òî îòîáðàæåíèå çàïèøåòñÿ â âèäå

w = F (z).
Ìû ïî-ïðåæíåìó ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ýòî îòîáðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì, òî

åñòü, ÷òî ñóùåñòâóþò è íåïðåðûâíû ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå

∂u

∂x
,
∂u

∂y
,
∂v

∂x
,
∂v

∂y
.

Ìàòðèöà ßêîáè îòîáðàæåíèÿ èìååò âèä:

J = J(F ) =
D(u, v)

D(x, y)
=
∂F

∂z
=





∂u

∂x

∂u

∂y
∂v

∂x

∂v

∂y



 .

Îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû ßêîáè íàçûâàåòñÿ ÿêîáèàíîì è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç detJ(F )
èëè |J(F )|.

Åñëè ÿêîáèàí îòîáðàæåíèÿ ïîëîæèòåëåí, òî ãîâîðÿò, ÷òî îòîáðàæåíèå ñîõðà-

íÿåò îðèåíòàöèþ. Åñëè ÿêîáèàí îòðèöàòåëåí, òî îòîáðàæåíèå ìåíÿåò îðèåíòàöèþ.

Ïðèìåð 5. Íà ëåâîé êàðòèíêå èçîáðàæåíà îáëàñòü íà ïëîñêîñòè. Íà äâóõ

îñòàëüíûõ êàðòèíêàõ èçîáðàæåíû îáðàçû ýòîé æå îáëàñòè íà äðóãèå êîîðäè-

íàòíûå ïëîñêîñòè.

✲

✻

x

y

x+ y ≤ 5, x ≥ 0, y ≥ 0

•
✲

✻

u

v

det J=

∣

∣

∣

∣

1 1

1 0

∣

∣

∣

∣

=−1

•

F1 :

{

u = x+ y

v = x

u ≤ 5, 0 ≤ v ≤ 5

∗
✲

✻

u

v

det J=

∣

∣

∣

∣

1 1

−1 1

∣

∣

∣

∣

=2

•

F2 :

{

u = x+ y

v = y − x

0 ≤ u ≤ 5, −u ≤ v ≤ u

∗

Äâîéíîé èíòåãðàë îò �óíêöèè P (z) = P (x, y) ïî îáëàñòè D ïðåîáðàçîâûâà-

åòñÿ ïî �îðìóëå

∫∫

D

P (z) dxdy =

∫∫

D∗

P (F−1(z))

|detJ(F )| dudv =

∫∫

D∗

P ∗(u, v)

|detJ | dudv.

Çäåñü |detJ(F )| � àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà ÿêîáèàíà (îïðåäåëèòåëÿ ìàòðèöû ßêî-

áè) îòîáðàæåíèÿ, òî åñòü ñàì îïðåäåëèòåëü, åñëè îòîáðàæåíèå F ñîõðàíÿåò îðè-

åíòàöèþ è îïðåäåëèòåëü ñ îáðàòíûì çíàêîì, åñëè îòîáðàæåíèå ìåíÿåò îðèåí-

òàöèþ.
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Ïðèìåð 6. Íàéòè

∫∫

D

e(x+y)
2

dxdy ïî îáëàñòè D, êîòîðàÿ çàäàåòñÿ íåðàâåí-

ñòâàìè x ≥ 0, y ≥ 0, x+ y ≤ 5.

�åøåíèå. Ïóñòü îòîáðàæåíèå F îïðåäåëÿåòñÿ êàê íà ïðàâîì ðèñóíêå ñâåðõó:

u = x+y, v = y−x. Òîãäà J = 2 è, ïåðåõîäÿ ê ïîâòîðíîìó èíòåãðàëó íà îáëàñòè
D∗, èçîáðàæåííîé íà ðèñóíêå, ïîëó÷èì.

∫∫

D

e(x+y)
2

dxdy =

∫∫

D∗

eu
2

2
dudv =

1

2

∫ 5

0

du

∫ u

−u
eu

2

dv =

∫ 5

0

eu
2

u du =

=
1

2

∫ 5

0

eu
2

du2 =
1

2

∫ 5

0

eu
2

du2 =
e25 − 1

2
.

Ïðèìåð 7. Íàéòè ïëîùàäü îáëàñòè D, îãðàíè÷åííîé ïàðàáîëàìè y2 = 2x, y2 =
3x è ãèïåðáîëàìè xy = 1, xy = 2.

�åøåíèå. �àññìîòðèì îòîáðàæåíèå F : u = xy, v =
y2

x
. Îáëàñòü D ïåðåõîäèò

â ïðÿìîóãîëüíèêD∗ : 1 ≤ u ≤ 2, 2 ≤ v ≤ 3. �àçðåøàÿ ýòó ñèñòåìó îòíîñèòåëüíî
u è v, óáåæäàåìñÿ, ÷òî îáðàòíîå îòîáðàæåíèå íà óêàçàííîé îáëàñòè ñóùåñòâóåò.
ßêîáèàí F ðàâåí

detJ =

∣
∣
∣
∣
∣
∣

y x

− y
2

x2

2y

x

∣
∣
∣
∣
∣
∣

=
2y2

x
+
y2

x
=

3y2

x
= 3v.

Ïîäñòàâëÿÿ â �îðìóëó (1), ïîëó÷èì â èòîãå:

S(D) =

∫∫

D∗

1

3v
dudv =

1

3

∫ 2

1

du

∫ 3

2

dv

v
=

1

3
· ln |v|

∣
∣
∣
∣

3

2

=
1

3
ln

3

2
.

Çàìåíû ïåðåìåííûõ

áîëåå óäîáíî îñóùåñòâëÿòü ñ ïîìîùüþ ¾îáðàòíûõ¿ êîîðäèíàòíûõ �óíêöèé: x =
x(u, v), y = y(u, v). Òàêîå îáðàòíîå îòîáðàæåíèå áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç G =
G(u, v). Åãî ÿêîáèàí J(G) ÿâëÿåòñÿ îáðàòíîé âåëè÷èíîé ê ÿêîáèàíó J(F ), ãäå
F � ïðÿìîå îòîáðàæåíèå. Â ýòîì ñëó÷àå ñïðàâåäëèâà �îðìóëà, àíàëîãè÷íàÿ

ïðåäûäóùåé �îðìóëå:

∫∫

D

P (z) dxdy =

∫∫

D∗

P (G(w))|detJ(G)| dudv.

Íàèáîëåå ïîïóëÿðíûì ñðåäè íåëèíåéíûõ çàìåí ÿâëÿåòñÿ ïåðåõîä ê ïîëÿðíûì

êîîðäèíàòàì. Îí îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî �îðìóëàì

G :

{

x = r cosϕ,
y = r sinϕ,

detJ(G) =

∣

∣

∣

∣

cosϕ −r sinϕ
sinϕ r cosϕ

∣

∣

∣

∣

= r.
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Ïðèìåð 8. Íàéòè

∫∫

D

(x2 + y2) dxdy ïî îáëàñòè D íà ïëîñêîñòè, îãðàíè÷åí-

íîé îêðóæíîñòÿìè x2 + y2 + 2x − 3 = 0, x2 + y2 + 2x = 0, ñ ïîìîùüþ çàìåí

x = −1 + r cosϕ, y = r sinϕ.

�åøåíèå. Îáëàñòü D∗
çàäàåòñÿ íåðàâåíñòâàìè 0 ≤ ϕ ≤ 2π, 1 ≤ r ≤ 2. Òîãäà

∫∫

D

(x2 + y2) dxdy =

∫∫

D∗

(1 + r2 − 2r cosϕ) r drdϕ =

∫ 2

1

(∫ 2π

0

(1 + r2 − 2r cosϕ) r dϕ

)

dr = 2π

∫ 2

1

(1 + r2) r dr = 2π ·
(

r2

2
+
r4

4

)∣

∣

∣

∣

2

1

=
21π

2
.

Ïðèìåð 9. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë Ýéëåðà � Ïóàññîíà K =

∫ ∞

0

e−x
2

dx.

�åøåíèå. �àññìîòðèì äâîéíîé èíòåãðàë J =

∫∫

D

e−x
2−y2dxdy, D : x ≥

0, y ≥ 0. Ñäåëàåì ïîëÿðíóþ çàìåíó ïåðåìåííûõ Îáëàñòü D∗
çàäàåòñÿ íåðà-

âåíñòâàìè 0 ≤ ϕ ≤ π

2
, r ≥ 0. Òîãäà

∫∫

D∗

e−r
2

r dϕdr =
π

2
I, ãäå I =

∫ ∞

0

e−r
2

r dr =
1

2

∫ ∞

0

e−t dt =
1

2
.

Òàêèì îáðàçîì, J =
π

4
. Çàïèøåì òåïåðü âû÷èñëÿåìûé èíòåãðàë J êàê ïîâòîð-

íûé:

∫∫

D

e−x
2−y2dxdy =

∫ ∞

0

e−y
2

dy

∫ ∞

0

e−x
2

dx =

(∫ ∞

0

e−x
2

dx

)2

.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî K2 = J =
π

4
⇒ K =

√
π

2
.

Ïðèìåð 10. Íàéòè

∫∫

D

√

1− x2 − y2

1 + x2 + y2
dxdy, D : x ≥ 0, y ≥ 0, x2 + y2 ≤ 1.

�åøåíèå. Îáëàñòü D∗
çàäàåòñÿ íåðàâåíñòâàìè 0 ≤ ϕ ≤ π

2
, 0 ≤ r ≤ 1. Òîãäà

∫∫

D∗

√

1− r2

1 + r2
r dϕdr =

π

2
I, ãäå I =

∫ 1

0

√

1− r2

1 + r2
r dr.

Äëÿ ïîäñ÷åòà èíòåãðàëà I ñäåëàåì ñíà÷àëà çàìåíó ïåðåìåííîé r2 = t. Òîãäà

I =
1

2

∫ 1

0

√

1− t

1 + t
dt. Ïîëîæèì çäåñü t = cosα. Ïîñêîëüêó

1− cosα

1 + cosα
= tg2

α

2
, òî

I = −1

2

∫ 0

π/2

tg
α

2
sinαdα =

∫ π/2

0

sin2 α

2
dα =

∫ π/2

0

1− cosα

2
dα =

π

4
− sinα

2

∣

∣

∣

∣

π/2

0

=
π − 2

4
.

Òàêèì îáðàçîì, äâîéíîé èíòåãðàë ðàâåí

π(π − 2)

8
.

268



Ç à ä à ÷è ä ë ÿ ï ð à êòè÷ å ñ ê è õ ç à í ÿòèé

Óïð. 7.
◦

Íàéäèòå èíòåãðàëû ïî îáëàñòè D, ÿâëÿþùåéñÿ êðóãîì ðàäèóñà 2 ñ

öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò:

a)

∫∫

D

(x2 + y2) dxdy, b)

∫∫

D

dxdy
√

x2 + y2
, c)

∫∫

D

x2 dxdy.

Óïð. 8.
◦

Íàéäèòå èíòåãðàëû ïî îáëàñòè D, ÿâëÿþùåéñÿ êðóãîì ðàäèóñà 2 ñ

öåíòðîì â òî÷êå (1, 1) :

a)

∫∫

D

(x2 + y2) dxdy, b)

∫∫

D

x dxdy, c)

∫∫

D

xy dxdy.

Óïð. 9.
◦
Íàéäèòå ïëîùàäü, ñòàòè÷åñêèå ìîìåíòû è êîîðäèíàòû öåíòðà òÿ-

æåñòè îäíîðîäíîé (ìàññà ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíà) ïëîñêîé �èãóðû, çàäàâàå-

ìîé óñëîâèÿìè:

a) 0 ≤ x ≤ 3, 0 ≤ y ≤
√
3x; b) 0 ≤ x ≤ π/2, 0 ≤ y ≤ cosx;

c) x ≥ 0,
x2

4
+
y2

9
≤ 1; d) 1 ≤ x ≤ 2, 0 ≤ y ≤ 1

x
;

e) y ≥ 0, x+ y ≤ 2, y − x ≤ 2; f) x ≥ 0, x2 + y2 ≤ 9;

g) x ≥ 1, x2 + y2 ≤ 4; h) x ≥ 2, x2 + 4y2 ≤ 4x.

Óïð. 10.
◦

Íàéäèòå

∫∫

D

f(x, y) dxdy îò óêàçàííîé �óíêöèè ïî óêàçàííîé îá-

ëàñòè D :

a) f = x+ y, D : x2 + y2 + 2x ≤ 1, x2 + y2 + 2x ≥ 0;

b) f = x+ y, D : x2 + y2 ≤ 4, x ≥ 0, 0 ≤ y ≤
√
3 x;

c) f = x, D : x2 + y2 ≤ 2, x ≥ 1;

d) f = x2 + y2, D : △ABC, A(0, 0), B(1, 0), C(1, 1);

e) f = ln(x2 + y2), D : x2 + y2 ≤ 1;

f) f = xy, D : x ≥ 0, 0 ≤ y ≤ x, x2 + y2 ≤ 4.

Î ò â å ò û

Óïð. 7. a) 8π, b) 4π, c) 4π. Óïð. 8. a) 16π, b) 4π, c) 4π. Óïð. 9. a) S = 6, Mx =
27/4, My = 54/5 ⇒ Xc = 9/5, Yc = 9/8; b) S = 1, Mx = π/8, My = π/2 − 1 ⇒ Xc =
π/2− 1, Yc = π/8; c) S = 3π, Mx = 0, My = 2 ⇒ Xc = 4/3π, Yc = 0; d) S = ln 2, Mx =
1/4, My = 1 ⇒ Xc = 1/ ln 2, Yc = 1/4 ln 2; e) Xc = 0, Yc = 2/3; f) S = 9π/2, Mx =
0, My = 18 ⇒ Xc = 4/π, Yc = 0; g) S = (8π − 3

√
3)/6, Mx = 0, My = 2

√
3 ⇒ Xc =

12
√
3/(8π−3

√
3), Yc = 0; h) S = π, Mx = 0, My = 2(π+4/3) ⇒ Xc = 2+8/3π, Yc = 0.

Óïð. 10. a) − 3π, b) 4(
√
3 + 1)/3. c) 2/3, d) 1/3, e) − π, f) 1.
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Îáûêíîâåííûå äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ

1. Òåîpåìà Ïåàíî

Îñíîâíîé ðàññìàòðèâàåìûé îáúåêò � äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå, ðàçðåøåí-

íîå îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîäíîé, ≡ ñèñòåìà äè��. óðàâíåíèé, ðàçðåøåííûõ îò-

íîñèòåëüíî ïðîèçâîäíîé, ≡ íîðìàëüíàÿ ñèñòåìà

dy

dx
= f(x, y),

ãäå y � n-ìåðíûé âåêòîð (âåêòîð-�óíêöèÿ), f(x, y) � n−ìåðíàÿ âåêòîð-�óíêöèÿ,
îïðåäåëåííàÿ è íåïðåðûâíàÿ íà íåêîòîðîì ïîäìíîæåñòâå G ⊂ R×Rn. Çàìåòèì,
÷òî ïðè n = 1 óðàâíåíèå íàçûâàåòñÿ ñêàëÿðíûì.

G íàçûâàåòñÿ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ. ×àùå âñåãî áóäåò ïðåäïîëàãàòüñÿ (åñëè

íå îãîâàðèâàåòñÿ ïðîòèâíîå), ÷òî G � îòêðûòîå ìíîæåñòâî â Rn+1.
Ôóíêöèÿ ϕ íàçûâàåòñÿ påøåíèåì ópàâíåíèÿ, åñëè

1) îíà îïpåäåëåíà íà íåêîòîpîì èíòåpâàëå I, ïpè÷åì (x, ϕ(x)) ∈ G ∀x ∈ I;
2) ϕ äè��åpåíöèpóåìà íà èíòåpâàëå I;

3) ϕ′(x) ≡ f(x, ϕ(x)) ∀x ∈ I.
�ðà�èê ðåøåíèÿ íàçûâàåòñÿ èíòåãðàëüíîé êðèâîé. Èíîãäà òàê íàçûâàþò è

ñàìî ðåøåíèå.

Áóäåì ãîâîpèòü, ÷òî ðåøåíèå ϕ = ϕ(x) óäîâëåòâîpÿåò íà÷àëüíûì óñëîâèÿì

(x0, y0), åñëè y0 = ϕ(x0). �àçóìååòñÿ, ïpè ýòîì àâòîìàòè÷åñêè ïpåäïîëàãàåòñÿ,

÷òî (x0, y0) ∈ G . Â ýòîì ñëó÷àå ãîâîpÿò òàêæå, ÷òî �óíêöèÿ ϕ = ϕ(x) ÿâëÿåòñÿ

påøåíèåì çàäà÷è Êîøè

dy

dx
= f(x, y), y(x0) = y0.

�åøåíèå ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè (x0, y0) áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç ϕ(x, x0, y0).
Ôóíêöèÿ y(x,C) íàçûâàåòñÿ îáùèì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ, åñëè ïðè êàæäîì çíà-

÷åíèè ïîñòîÿííîé C (èç íåêîòîðîé îáëàñòè ïðîñòðàíñòâà Rn) îíî ÿâëÿåòñÿ ðå-
øåíèåì è, êðîìå òîãî, äëÿ êàæäîãî ðåøåíèÿ ñóùåñòâóåò C, òàêîå ÷òî y(x,C)
ñîâïàäàåò ñ ýòèì ðåøåíèåì íà åãî îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ.

Çàìå÷àíèå. Çà÷àñòóþ íåêîòîðûå ðåøåíèÿ (íàïðèìåð, ðåøåíèå y ≡ 0 äëÿ óðàâ-
íåíèÿ Áåðíóëëè) íå ñëèøêîì õîðîøî ¾âïèñûâàþòñÿ¿ â �óíêöèþ y(x,C). Â ýòîì

ñëó÷àå èõ ïðèíÿòî ïèñàòü îòäåëüíî è îáùèì ðåøåíèåì ìû ñ÷èòàåì �óíêöèþ

y(x,C) ñîâìåñòíî ñ óêàçàííûìè îòäåëüíî ðåøåíèÿìè.
Áóäåì ãîâîpèòü, ÷òî påøåíèå ϕ̃, îïpåäåëåííîå íà Ĩ , ÿâëÿåòñÿ ïpîäîëæåíèåì

påøåíèÿ y = ϕ(x), îïpåäåëåííîãî íà I, åñëè I ⊂ Ĩ è ϕ̃(x) = ϕ(x)∀x ∈ I. Ñîîò-
âåòñòâåííî, ϕ ÿâëÿåòñÿ ñóæåíèåì ϕ̃. �åøåíèå íàçûâàåòñÿ ìàêñèìàëüíî ïpîäîë-

æåííûì èëè ïpîñòî ìàêñèìàëüíûì, åñëè ó íåãî íå ñóùåñòâóåò ïpîäîëæåíèÿ.

Ïðèìåð 1. Äëÿ ópàâíåíèÿ y′ = y2 �îpìóëà y = − 1

x
çàäàåò äâà ìàêñè-

ìàëüíî ïpîäîëæåííûõ påøåíèÿ: îäíî èç íèõ îïpåäåëåíî ïpè x > 0, äpóãîå �

íà (−∞; 0) . �åøåíèåì çàäà÷è Êîøè x0 = 1, y0 = 1 áóäåò �óíêöèÿ y =
1

2− x
,

îïpåäåëåííàÿ íà (−∞; 2).
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Джузеппе Пеано (Peano Giuseppe, 1858 – 1932)

– итальянский математик. Был одним из пеpвых,

кто осознал, что вопpос, почему 2× 2 = 4 нетpивиа-

лен, и пpедложил систему аксиом, котоpая ныне на-

зывается аксиоматикой Пеано. В 1890 году постpо-

ил кpивую, котоpая пpоходит чеpез все точки за-

данного квадpата. С его фундаментальной теоpемы

существования обычно начинается любой куpс диф-

феpенциальных уpавнений. Ранее теоpему существо-

вания доказывали: Коши (пpи пpедположении анали-

тичности пpавых частей), Пикаp (пpи пpедположе-

нии диффеpенциpуемости) и дpугие.

Òåîpåìà Ïåàíî. Ïóñòü f ∈ C(G), (x0, y0) ∈ G, G ⊂ R × Rn è ïîëîæèòåëü-

íûå ÷èñëà a è b òàêîâû, ÷òî ïpÿìîóãîëüíèê D (ïàpàëëåëåïèïåä, åñëè n > 1)
öåëèêîì ñîäåðæèòñÿ â G, ãäå

D =
{
(x, y) ∈ R×Rn

∣
∣ |x− x0| ≤ a, |y − y0| ≤ b

}
.

Îïðåäåëèì M = max |f(x, y)|, (x, y) ∈ D è α = min
{

a,
b

M

}

.

Òîãäà íà ïpîìåæóòêå [x0−α, x0+α], ñóùåñòâóåò påøåíèå óêàçàííîé çàäà÷è

Êîøè, òî åñòü påøåíèå ϕ(x) ópàâíåíèÿ
dy

dx
= f(x, y) òàêîå, ÷òî ϕ(x0) = y0.

Ïðèìåð 2. Äëÿ ópàâíåíèÿ y′ = 1+y2 �óíêöèÿ y(x,C) = t̂g(x+C) ÿâëÿåòñÿ

îáùèì ðåøåíèåì. Çäåñü y = t̂gx � ãëàâíàÿ âåòâü òàíãåíñà, òî åñòü åãî ñóæå-

íèå íà èíòåðâàë

(

−π
2
;
π

2

)

. Íàïðèìåð, åñëè (x0, y0) = (0, 0), òî ϕ(x, x0, y0) =

t̂gx. Òàêèì îáðàçîì, õîòÿ ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ îïðåäåëåíà íà âñåé ïëîñêî-

ñòè, êàæäîå èç ðåøåíèé ïðîäîëæèìî ëèøü íà èíòåðâàë äëèíû π.

Åñëè ìû õîòèì, ÷òîáû îáå ïåðåìåííûå áûëè ðàâíîïðàâíû, áîëåå åñòåñòâåííî

ðàññìàòðèâàòü óðàâíåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà â ñèììåòðè÷íîé �îðìå

m(x, y)dx + n(x, y)dy = 0, m, n ∈ C(G ⊂ R2).

Åñëè (x0, y0) ∈ G è m2(x0, y0) + n2(x0, y0) 6= 0 (â ïðîòèâíîì ñëó÷àå òî÷êà íà-

çûâàåòñÿ îñîáîé è çàäà÷à Êîøè íå ñòàâèòñÿ), òî ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè ìîæåò

áûòü �óíêöèÿ y = ϕ(x) (y0 = ϕ(x0)) èëè x = ψ(y) (x0 = ψ(y0)).
�åøåíèå ìîæåò çàäàâàòüñÿ íåÿâíûì îáðàçîì, ðàâåíñòâîì âèäà V (x, y) = C0

(C0 = V (x0, y0)) êîòîðîå íàçûâàåòñÿ èíòåãðàëîì èëè ÷àñòíûì èíòåãðàëîì óðàâ-

íåíèÿ. Èíòåãðàëüíîé êðèâîé â ýòîì ñëó÷àå ìû íàçûâàåì êðèâóþ, âäîëü êîòîðîé

âûïîëíÿåòñÿ óêàçàííîå ðàâåíñòâî.

Îáùèì èíòåãðàëîì óðàâíåíèÿ íàçûâàåòñÿ ðàâåíñòâî âèäà V (x, y) = C, îïðå-
äåëÿþùåå ïðè êàæäîì êîíêðåòíîì C ëîêàëüíî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ.

271



Åäèíñòâåííîñòü è èíòåãðàëüíàÿ íåïðåðûâíîñòü

Òåîðåìà Ïåàíî óòâåðæäàåò ëèøü ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè. Äëÿ

òîãî, ÷òîáû ãîâîðèòü î åäèíñòâåííîñòè ýòîãî ðåøåíèÿ, íàì ïîíàäîáÿòñÿ äîïîë-

íèòåëüíûå îãðàíè÷åíèÿ íà n-ìåpíóþ âåêòîp-�óíêöèþ f(x, y), îïpåäåëåííóþ
íà ìíîæåñòâå G ⊂ R ×Rn. Äàäèì ñíà÷àëà íåñêîëüêî îïðåäåëåíèé.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî f = f(x, y) ïðèíàäëåæèò êëàññó C(G), åñëè f çàäàíà

è íåïðåðûâíà íà G.
Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî f = f(x, y) ïðèíàäëåæèò êëàññó C1

y (G), åñëè f ∈ C(G)
è, êðîìå òîãî, â êàæäîé òî÷êå ìíîæåñòâà G �óíêöèÿ f íåïðåðûâíî äè��åðåí-
öèðóåìà ïî ïåðåìåííîé y (òî åñòü â êàæäîé òî÷êå ñóùåñòâóåò è íåïðåðûâíà

÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ∂f/∂yi äëÿ ëþáîé êîîðäèíàòû yi âåêòîðà y).
Òî÷êà (x0, y0) ∈ G íàçûâàåòñÿ òî÷êîé åäèíñòâåííîñòè, åñëè ñóùåñòâóåò δ > 0

òàêîå, ÷òî åñëè y = ϕ(x) è y = ψ(x) � äâà påøåíèÿ çàäà÷è Êîøè, òî åñòü òàêèå

påøåíèÿ, ÷òî ϕ(x0) = ψ(x0) = y0, òî îíè ñîâïàäàþò íà [x0 − δ, x0 + δ].

Ïpèìåp ópàâíåíèÿ ñ òî÷êîé íååäèíñòâåííîñòè: y′ = 3y

2

3 . Ópàâíåíèå èìå-
åò ñåìåéñòâî påøåíèé � y = (x − C)3, påøåíèå y = 0 è, êpîìå òîãî, påøåíèÿìè
ÿâëÿþòñÿ êpèâûå, ¾ñêëååííûå¿ èç êóñêîâ ïàpàáîë è òpèâèàëüíîãî påøåíèÿ.

Ëþáàÿ òî÷êà âíå ïpÿìîé y = 0 ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé åäèíñòâåííîñòè, îäíàêî ÷åpåç
íåå ïpîõîäèò áåñêîíå÷íî ìíîãî påøåíèé.

Òåîpåìà åäèíñòâåííîñòè. Ïóñòü f(x, y) ∈ C1
y(G). Òîãäà êàæäàÿ òî÷êà îá-

ëàñòè G ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé åäèíñòâåííîñòè.

Òåîpåìà îá èíòåãpàëüíîé íåïpåpûâíîñòè. Ïóñòü G ⊂ R×Rn, f = f(x, y)
ïðèíàäëåæèò êëàññó C1

y(G) è ψ(x) ÿâëÿåòñÿ íà íåêîòîpîì îòðåçêå I påøåíè-

åì ópàâíåíèÿ

dy

dx
= f(x, y). Òîãäà äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò δ > 0 òàêîå,

÷òî åñëè x0 ∈ I è |y0−ψ(x0)| < δ, òî påøåíèå ϕ = ϕ(x) ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè
(x0, y0) òàêæå ñóùåñòâóåò íà I è äëÿ ëþáîãî x ∈ I âûïîëíÿåòñÿ íåpàâåíñòâî
|ϕ(x) − ψ(x) | < ε.

Â ñêàëÿðíîì ñëó÷àå äëÿ èçîáðàæåíèÿ ïîðòðåòà óðàâíåíèÿ, òî åñòü êàðòèíêè,

ïðåäñòàâëÿþùåé ïîâåäåíèå èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ, ïîëåçíî ñíà÷àëà èçîáðàçèòü

èçîêëèíû, òî åñòü êðèâûå íà ïëîñêîñòè, âäîëü êîòîðûõ ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíå-

íèÿ ïîñòîÿííà. �ëàâíîé èçîêëèíîé ïðè ýòîì íàçûâàåòñÿ êðèâàÿ, â êàæäîé òî÷êå

êîòîðîé ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâíà íóëþ.

Óïð. 1. Íàïèøèòå �îpìóëó äëÿ påøåíèÿ çàäà÷è Êîøè. Óêàæèòå îáëàñòü

îïpåäåëåíèÿ è ïîñòðîéòå ãpà�èê påøåíèÿ. Èçîáðàçèòå ãëàâíóþ èçîêëèíó óðàâ-

íåíèÿ.

a) y′ = y2, (x0, y0) = (2,−1); b) y′ = y2 + 1, (x0, y0) = (2π, 0);

c) y′ = y + x, (x0, y0) = (−1, 1); d) y′ = −y + x2, (x0, y0) = (1, 1).
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2. Óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà

Óðàâíåíèå ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè

Óðàâíåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà, çàïèñàííîå â ñèììåòðè÷íîé �îðìå, íàçûâàåòñÿ

ópàâíåíèåì ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè, åñëè îíî ìîæåò áûòü ïðèâåäåíî

ê âèäó

m(x)dx + n(y)dy = 0.

Åãî îáùèì èíòåãðàëîì ÿâëÿåòñÿ ðàâåíñòâî M(x) + N(y) = C, ãäå M(x) =
∫

m(x)dx, N(y) =

∫

m(y)dy. Åñëè çàäàíà òî÷êà ñ êîîðäèíàòàìè x0, y0, òî

ðåøåíèå óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó

M0(x) +N0(y) = 0, ãäå M(x) =

∫ x

x0

m(x)dx, N(y) =

∫ y

y0

m(y)dy.

Ïðèìåð 1. �åøèòü çàäà÷ó Êîøè:

3x2dx+ 4y3dy = 0, x0 = 2, y0 = 2.

�åøåíèå. Îáùèì èíòåãðàëîì ÿâëÿåò-

ñÿ ðàâåíñòâî x3 + y4 = C. Ïîäñòàâëÿÿ
íà÷àëüíûå äàííûå, ïîëó÷èì, ÷òî C =
24. Ñëåäîâàòåëüíî, ðåøåíèå, ïðîõîäÿùåå
÷åðåç óêàçàííóþ òî÷êó, óäîâëåòâîðÿåò

óðàâíåíèþ x3 + y4 = 24. Ýòî ðàâåíñòâî

ìîæíî ðàçðåøèòü îòíîñèòåëüíî êàæäîé

èç ïåðåìåííûõ: x = 3

√

24− y4 èëè y =
4
√
24− x3. (Ñì. ðèñóíîê ñïðàâà.)

✲

✻

x

y

3x2dx + 4y3dy = 0, M(2, 2)

•

◦M

Ïðèìåð 2. �åøèòü çàäà÷ó Êîøè: y′ =
y(y − 1)

x(x− 1)
, x0 = 2, y0 = 2.

✲

✻

x

y

y′ =
y(y − 1)

x(x − 1)
, M(2, 2)

•

◦
M

�åøåíèå. �àçäåëèâ ïåðåìåííûå, çàïèøåì

óðàâíåíèå â ñèììåòðè÷íîì âèäå:

dy

y(y − 1)
=

dx

x(x− 1)
⇒ ln

∣
∣
∣
∣

y

y − 1

∣
∣
∣
∣
= ln

∣
∣
∣

x

x− 1

∣
∣
∣+C1. Îáùèì

èíòåãðàëîì ÿâëÿåòñÿ ðàâåíñòâî

y

y − 1
= C

x

x− 1
.

Îòäåëüíî ñëåäóåò ðàññìîòðåòü ðåøåíèÿ y = 0,
y = 1, x = 0, x = 1. Òî÷íåå ãîâîðÿ, ðåøåíèÿìè
ÿâëÿþòñÿ êóñêè ýòèõ ïðÿìûõ, ðàçáèâàåìûå îñî-

áûìè òî÷êàìè (0, 0); (0, 1); (1, 0) è (1, 1), òî åñòü
òî÷êàìè, â êîòîðûõ íå îïðåäåëåíà ïðîèçâîäíàÿ

� íè êîíå÷íàÿ, íè áåñêîíå÷íàÿ. �åøåíèå ñ

óêàçàííûìè íà÷àëüíûìè äàííûìè � ëó÷ y = x,
x ∈ (1;+∞). Ýòî ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóåò C = 1.
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Ëèíåéíîå óðàâíåíèå

Îáùåå (íåîäíîðîäíîå) ëèíåéíîå ópàâíåíèå èìååò âèä

y′ = a(x)y + b(x).

Ïpè ýòîì ìû ñ÷èòàåì, ÷òî êîý��èöèåíòû a(x) è b(x) îïpåäåëåíû è íåïpåpûâíû

íà íåêîòîpîì èíòåpâàëå I ⊂ R. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ìû ðàññìàòðèâàåì ñëó÷àé,

êîãäà y � ñêàëÿð (îäíîìåðíûé âåêòîð).

Îäíîðîäíîå ëèíåéíîå óðàâíåíèå èìååò âèä y′ = a(x)y. Îíî ÿâëÿåòñÿ

óðàâíåíèåì ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè. Âûÿñíèì âèä ðåøåíèÿ ñ íà÷àëü-

íûìè äàííûìè (x0, y0). Ïðè ýòîì ïðåäïîëîæèì, ÷òî y0 6= 0, è íà òîì èíòåðâàëå,

ãäå y(x) 6= 0, ðàçäåëèì ïåðåìåííûå:

y′

y
= a(x) ⇔

∫ x

x0

y′(t)

y(t)
dt =

∫ x

x0

a(t)dt ⇔

⇔
∫ y

y0

dy

y
=

∫ x

x0

a(t)dt ⇔ ln

∣

∣

∣

∣

y

y0

∣

∣

∣

∣

=

∫ x

x0

a(t)dt.

Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî îòíîøåíèå y/y0 íå ìåíÿåò çíàê, ïîëó÷èì �îðìóëó

y(x) = y0 exp

∫ x

x0

a(t)dt ( exp t ≡ et).

Ïîñëåäíÿÿ �îðìóëà íàçûâàåòñÿ �îðìóëîé äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè îäíîðîä-

íîãî óðàâíåíèÿ. Ïîñêîëüêó ýêñïîíåíòà ïîëîæèòåëüíà, ýòà �îðìóëà îñòàåòñÿ

ñïðàâåäëèâîé äî òåõ ïîð, ïîêà îïðåäåëåí êîý��èöèåíò a(x), ïðè÷åì ðåøåíèå

íà ýòîì èíòåðâàëå íå ìåíÿåò çíàê. Ìíîæåñòâî âñåõ ðåøåíèé (îáùåå ðåøåíèå)

çàäàåòñÿ �îðìóëîé

y(x,C) = C exp

∫ x

∗
a(x)dx,

ãäå C � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, à èíòåãðàë â ïîêàçàòåëå ýêñïîíåíòû � ïðîèç-

âîëüíî âûáðàííàÿ è çà�èêñèðîâàííàÿ ïåðâîîáðàçíàÿ. Ïåðå÷èñëèì ïðîñòåéøèå

ñâîéñòâà ìíîæåñòâà ðåøåíèé îäíîðîäíîãî ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ.

Òåîðåìà î ñòðóêòóðå ìíîæåñòâà ðåøåíèé îäíîðîäíîãî ëèíåéíîãî îä-

íîðîäíîãî óðàâíåíèÿ. Ìíîæåñòâî ðåøåíèé ëèíåéíîãî îäíîðîäíîãî óðàâíå-

íèÿ îáðàçóåò îäíîìåðíîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî, òî åñòü ñóììà äâóõ ðåøå-

íèé òàêæå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì è åñëè ϕ(x) � ðåøåíèå, íå ðàâíîå íóëþ â íåêî-

òîðîé òî÷êå, òî

a) ϕ(x) 6= 0 â ëþáîé äðóãîé òî÷êå;

b) kϕ(x) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì äëÿ ëþáîãî k ∈ R;
) äëÿ ëþáîãî ðåøåíèÿ ψ(x) íàéäåòñÿ ÷èñëî k, òàêîå ÷òî ψ = kϕ(x).

Ïðèìåð 3. Îáùèì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ y′ = ky ÿâëÿåòñÿ ñåìåéñòâî y = Cekx.

Ïðèìåð 4. �åøèòü óðàâíåíèå y′ =
2y

x
.
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�åøåíèå. Îáùèì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ y′ = 2
y

x
ÿâëÿåòñÿ ñåìåéñòâî y = Cx2.

Îäíàêî, ñòðîãî ãîâîðÿ, ïðè êàæäîì êîíêðåòíîì C �îðìóëà y = Cx2 çàäàåò äâà
ðàçíûõ ðåøåíèÿ: ïðè x > 0 è ïðè x < 0, ðàçäåëÿåìûõ îñîáîé òî÷êîé (0, 0).

Çàìåòèì òåïåðü, ÷òî ¾ïåðåâåðíóòîå¿ óðàâíåíèå

dx

dy
=

x

2y
èìååò ðåøåíèå x = 0

(òàêæå ðàçäåëåííîå íà äâå ÷àñòè). Äëÿ óðàâíåíèÿ, çàïèñàííîãî â ñèììåòðè÷íîì

âèäå (2ydy−xdy = 0) ýòî îáû÷íîå ðåøåíèå. Â ýòîì ñëó÷àå åãî ïðèíÿòî âêëþ÷àòü

â îòâåò. Òàêèì îáðàçîì, y(x,C) = Cx2, x 6= 0.

Ïåðåéäåì òåïåðü ê íàõîæäåíèþ îáùåãî ðåøåíèÿ íåîäíîðîäíîãî ëèíåé-

íîãî óðàâíåíèÿ.

Òåîðåìà î ñòðóêòóðå ìíîæåñòâà ðåøåíèé. 1) Âñå ðåøåíèÿ (ìàêñèìàëüíî

ïðîäîëæåííûå) ëèíåéíîãî (íåîäíîðîäíîãî) óðàâíåíèÿ îïðåäåëåíû íà îäíîì è

òîì æå èíòåðâàëå, íà êîòîðîì îïðåäåëåíû �óíêöèè a(x) è b(x).

2) Ìíîæåñòâî ðåøåíèé ëèíåéíîãî (íåîäíîðîäíîãî) óðàâíåíèÿ îáðàçóåò ëè-

íåéíîå îäíîìåðíîå ìíîãîîáðàçèå, òî÷íåå:

a) ðàçíîñòü äâóõ ðåøåíèé ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ;

b) åñëè ϕ(x) � ðåøåíèå îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ, à ψ(x) � ðåøåíèå íåîäíî-

ðîäíîãî óðàâíåíèÿ, òî �óíêöèÿ η(x) = ϕ(x) +ψ(x) òàêæå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì

íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ.

Â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî îáùåå ðåøåíèå ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ ïðåäñòàâ-

ëÿåò ñîáîé ñóììó îáùåãî ðåøåíèÿ îäíîðîäíîãî ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ è ÷àñòíîãî

ðåøåíèÿ íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ.

Ïðèìåð 5. óðàâíåíèå îáùåå ðåøåíèå

a) y′ = 2y − 2x2 + 2x, y(x,C) = Ce2x + x2;

b) y′ = 3y − sinx− 3 cosx, y(x,C) = Ce3x + cosx;

c) y′ = y − e2x, y(x,C) = Cex − e2x;

d) y′ =
y

x
− 2

x2
, y(x,C) = Cx+

1

x
;

e) y′ = 2
y

x
− 1, y(x,C) = Cx2 + x;

f) y′ = 2x(y + x2), y(x,C) = Cex
2 − x2 − 1;

g) y′ = cosx(1 + sinx− y), y(x,C) = Ce− sin x + sinx.

Òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ðåøèòü íåîäíîðîäíîå ëèíåéíîå óðàâíåíèå, íóæíî ñíà-

÷àëà çàïèñàòü îáùåå ðåøåíèå îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ, à çàòåì óãàäàòü êàêîå-

ëèáî ÷àñòíîå ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ.

Åñëè ýòî íå óäåòñÿ ñäåëàòü, òî íàéòè ÷àñòíîå ðåøåíèå ìîæíî ìåòîäîì âà-

ðèàöèè ïðîèçâîëüíîé ïîñòîÿííîé. Îí çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ðåøåíèå èùåòñÿ â

âèäå

y(x) = C(x)ϕ(x),

ãäå ϕ(x) � ëþáîå íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ. Ïîäñòàâëÿÿ
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åãî â ïåðâîíà÷àëüíîå óðàâíåíèå, ïîëó÷èì

C′(x)ϕ(x) + C(x)ϕ′(x) = a(x)C(x)ϕ(x) + b(x),

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî C′(x)ϕ(x) = b(x) ⇒ C(x) =

∫ x

∗

b(x)

ϕ(x)
dx. Âûáðàâ â êà÷åñòâå

ϕ(x) �óíêöèþ e
∫

x

∗
a(t)dt, ïîëó÷èì îáùåå ðåøåíèå

y(x,C) = e
∫

x

∗
a(x)dxdx

(

C +

∫ x

⋆

b(u)e−
∫

u

∗
a(t)dtdu

)

.

Îòìåòèì, ÷òî ïåðâîîáðàçíûå â ïîêàçàòåëÿõ ýêñïîíåíò äîëæíû áûòü îäèíàêî-

âûìè. Çàïèøåì òàêæå ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè. Ïðè ýòîì, ÷òîáû íå âîçíèêàëî

ïóòàíèöû, ëó÷øå èñïîëüçîâàòü ðàçëè÷íûå îáîçíà÷åíèÿ ñâÿçàííûõ ïåðåìåííûõ

ïîä èíòåãðàëîì.

y(x) = y0e
∫

x

x0
a(t)dt

+

∫ x

x0

b(u)e
∫

x0
u

a(t)dtdu.

Çàïîìèíàòü ýòó �îðìóëó íå îáÿçàòåëüíî. Íà ïðàêòèêå óäîáíåå ïîëüçîâàòüñÿ

íåïîñðåäñòâåííî ñàìîé ïîäñòàíîâêîé.

Ïðèìåð 6. �åøèòü çàäà÷ó Êîøè:

xy′ = y + x, x0 = 2, y0 = 2.

�åøåíèå. Îáùåå ðåøåíèå îäíîðîä-

íîãî óðàâíåíèÿ èìååò âèä y = Cx.
Ñ÷èòàÿ, ÷òî C = C(x), ïîäñòàâèì

âûðàæåíèå y = C(x)x â óðàâíåíèå:

xC′(x)x + xC(x) = C(x)x + x ⇒ C′(x) =
1

x
⇒ C(x) = ln |x| + C1. Çíà÷åíèå ïîñòî-

ÿííîé C1 íàéäåì, ó÷èòûâàÿ íà÷àëüíûå

óñëîâèÿ.

Îòâåò: ψ(x) = x(ln
x

2
+ 1), x > 0.

✲

✻

x

y

xy′ = y + x, M(2, 2)

•

◦M

Óðàâíåíèå Áåðíóëëè

Áåðíóëëè Èîãàíí (Johann I Bernoulli, 1667 � 1748). Îäèí èç äîñòîéíåéøèõ ïðåäñòà-

âèòåëåé çíàìåíèòîãî ñåìåéñòâà, âíåñøåãî ñóùåñòâåííûé âêëàä â ðàçâèòèå íàóêè

(ïðåæäå âñåãî ìàòåìàòèêè è ìåõàíèêè) â âîñåìíàäöàòîì âåêå. �îäèëñÿ è óìåð â

Áàçåëå. Ñâîþ ðàáîòó, ïîñâÿùåííóþ èíòåãðèðîâàíèþ ðàññìàòðèâàåìîãî óðàâíåíèÿ,

îïóáëèêîâàë â 1695 ãîäó. Ëåéáíèö ñäåëàë òî æå ñàìîå, íî ãîäîì ïîçæå.

Óðàâíåíèå Áåðíóëëè èìååò âèä y′ = a(x)y+b(x)yn, n ∈ R, n 6= 0, 1. Îíî
ïðèâîäèòñÿ ê ëèíåéíîìó óðàâíåíèþ ñ ïîìîùüþ çàìåíû z = y1−n.

Ïðèìåð 7. �åøèòü óðàâíåíèå y′ = −y + y3.
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�åøåíèå. Îòìåòèì ïðåæäå âñåãî, ÷òî y ≡ 0 ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì, è ïðåäïî-

ëîæèì äëÿ îïðåäåëåííîñòè, ÷òî y0 > 0. Ñäåëàâ çàìåíó z = 1/y2, ïîëó÷èì

óðàâíåíèå z′ = 2z − 2, îáùåå ðåøåíèå êîòîðîãî z = Ce2x + 1.

Îòâåò: y(x,C) = ± 1√
Ce2x + 1

, y = 0.

⋆
Î ïðîäîëæèìîñòè ðåøåíèé óðàâíåíèÿ Áåðíóëëè. Çàìåòèì òåïåðü, ÷òî

ïðè C ≥ 0 íåðàâåíñòâî z > 0 âûïîëíÿåòñÿ âñåãäà, à ïðè C < 0 � òîëüêî ïðè

x < − ln(−C)

2
. Ýòî è åñòü îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ðåøåíèÿ (ñì. ðèñóíîê).

✲

✻

✲

✻

x

y

x

z

y′ = −y + y3 z′ = 2z − 2

•

Òàêèì îáðàçîì, áîëåå ïîëíûé îòâåò, òî åñòü îòâåò ñ óêàçàíèåì îáëàñòè îïðå-

äåëåíèÿ ðåøåíèé áóäåò âûãëÿäåòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: y = 0, y(x,C) =

± 1√
Ce2x + 1

, ãäå x ∈ R ïðè C ≥ 0 è x < − ln(−C)

2
ïðè C < 0.

Íà ðèñóíêå âûäåëåíû êðèâûå, ñîîòâåòñòâóþùèå C = ±e2k, k = 0, ±1, ±2.

Óïð. 1. Óêàæèòå, êàêèå êðèâûå ñîîòâåòñòâóþò k = −1.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè â ëèíåéíîì óðàâíåíèè âñå ðåøåíèÿ îïðåäåëåíû íà òîì æå

ïðîìåæóòêå, íà êîòîðîì îïðåäåëåíû è íåïðåðûâíû êîý��èöèåíòû, òî äëÿ óðàâ-

íåíèÿ Áåðíóëëè ñèòóàöèÿ â íåêîòîðîì ñìûñëå îáðàòíàÿ.

Óïð. 2.
◦⋆

Íå ñóùåñòâóåò óðàâíåíèÿ Áåðíóëëè ñ n > 1 è íåïðåðûâíûìè íà

âñåé ïðÿìîé êîý��èöèåíòàìè a(x) è b(x), b(x) 6≡ 0, âñå ðåøåíèÿ êîòîðîãî

ïðîäîëæèìû íà âñþ âåùåñòâåííóþ ïðÿìóþ.

Ïðèìåð 8. Ñäåëàâ â óðàâíåíèè z′ =
z

x
− x çàìåíû z = 1/y è z = 1/y2,

ïåðåéòè ê óðàâíåíèÿì Áåðíóëëè. Çàïèñàòü îáùèå ðåøåíèÿ êàæäîãî èç íèõ è

íàðèñîâàòü êàðòèíêè.

�åøåíèå. Çàìåòèì ïðåæäå âñåãî, ÷òî ìíîæåñòâî âñåõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (∗)
îáðàçóþò âåòâè ñåìåéñòâà �óíêöèé z = Cx−x2, òî åñòü ñóæåíèÿ ýòèõ �óíêöèé
íà èíòåðâàëû (−∞; 0) è (0;+∞). Ñäåëàâ óêàçàííûå çàìåíû, ïîëó÷èì óðàâíåíèÿ

y′ = − y
x
+ xy2 è y′ = − y

2x
+
xy3

2
. Â ïåðâîì ñëó÷àå èìååì ìíîæåñòâî ðåøåíèé

y ≡ 0 è y = 1/(Cx− x2), ïðè÷åì C = 0 ñîîòâåòñòâóþò äâà ðåøåíèÿ, îïðåäåëåí-
íûå íà (−∞; 0) è (0;∞), C > 0 ñîîòâåòñòâóþò òðè ðåøåíèÿ, îïðåäåëåííûå íà
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(−∞; 0), (0, C) è (C;∞) è C < 0 ñîîòâåòñòâóþò òðè ðåøåíèÿ, îïðåäåëåííûå íà

(−∞;C), (C; 0) è (0;∞).

Âî âòîðîì ñëó÷àå èìååì ìíîæåñòâî ðåøåíèé y ≡ 0 è y = ±1/
√
Cx − x2 ,

ïðè÷åì C = 0 íå ñîîòâåòñòâóåò íè îäíîãî ðåøåíèÿ, C > 0 ñîîòâåòñòâóåò ïàðà

ðåøåíèé, îïðåäåëåííûõ íà (0;C) è C < 0 ñîîòâåòñòâóþò äâå ïàðû ðåøåíèé,

îïðåäåëåííûõ íà (−∞;C) è (0;∞) (ñì. ðèñóíîê).

✲

✻

x

z

z′ =
z

x
− x z = Cx − x2

•

✲

✻

�
�

��✠

❅
❅

❅❅❘

✲

✻

z = 1/y z = 1/y2

x

y

x

y

y′ = −y

x
+ xy2

y′ = − y

2x
+

xy3

2

•

Óïð. 3. Óêàæèòå, êàêîìó C ñîîòâåòñòâóþò âûäåëåííûå êðèâûå.

Ópàâíåíèå �èêêàòè

�èêêàòè ßêîïî Ôpàí÷åñêî (Jaopo Riati, 1676 � 1754).

Èòàëüÿíñêèé ó÷åíûé. �îäèëñÿ â Âåíåöèè. Ó÷èëñÿ è pàáîòàë â Ïàäóàíñêîì óíè-

âåpñèòåòå, õîòÿ áîëüøóþ ÷àñòü æèçíè ïpîâåë â ñâîåì pîäîâîì èìåíèè íà ñåâåpå

Èòàëèè (áûë ãpà�îì).

Áûë øèpîêî îápàçîâàí, ñîñòîÿë â ïåpåïèñêå ñ Ëåéáíèöåì, ñòàpøèìè Áåpíóëëè

(Hèêîëàé I Áåpíóëëè íåñêîëüêî ëåò ó÷èëñÿ â Ïàäóå ó �èêêàòè). Áûë ïpèãëàøåí çà-

íÿòü ïîñò ïåpâîãî ïpåçèäåíòà Ñàíêò-Ïåòåpáópãñêîé Àêàäåìèè íàóê, íî îòêàçàëñÿ

(ýòîò ïîñò çàíÿë âïîñëåäñòâèè Áëþìåíòpîñò).

Ópàâíåíèå �èêêàòè èìååò âèä y′ = a(x)y2 + b(x)y + c(x).

Ïpè ýòîì ìû ñ÷èòàåì, ÷òî êîý��èöèåíòû a(x), b(x), c(x) îïpåäåëåíû è íåïpå-

pûâíî äè��åpåíöèpóåìû íà íåêîòîpîì èíòåpâàëå I ⊂ R.
Ïðåäëîæåíèå. Åñëè èçâåñòíî êàêîå-ëèáî ÷àñòíîå påøåíèå ópàâíåíèÿ �èê-

êàòè, òî îíî (ýòî ópàâíåíèå) èíòåãpèpóåòñÿ â êâàäpàòópàõ.

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè η(x) � èçâåñòíîå ðåøåíèå, òî ñäåëàâ çàìåíó y = z+η(x),
ïîëó÷èì óðàâíåíèå Áåðíóëëè.
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Ïðèìåð 9. �àññìîòðèì óðàâíåíèå y′ = y2− 2

x2
. Îíî èìååò ðåøåíèå η(x) =

1

x
.

Ñäåëàâ çàìåíó y = z +
1

x
, ïîëó÷èì óðàâíåíèå Áåðíóëëè z′ =

2

x
z + z2, îáùåå ðå-

øåíèå êîòîðîãî èìååò âèä z =
3x2

C − x3
, z ≡ 0. Òàêèì îáðàçîì, îáùåå ðåøåíèå

çàäàííîãî óðàâíåíèÿ ñîñòîèò èç ñåìåéñòâà y(x,C) =
3x2

C − x3
+

1

x
è îòäåëü-

íîãî ðåøåíèÿ η(x). (Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ýòî îòäåëüíîå ðåøåíèå âõîäèò â

ñåìåéñòâî ïðè C =∞.)

Ïpèâåäåíèå ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó. Ïpåäïîëîæèì, ÷òî a(x) 6= 0 íà I è

ïpîâåäåì â ópàâíåíèè pÿä çàìåí ïåpåìåííûõ.

1) y = α(x)z. Ópàâíåíèå ïpèìåò âèä α′y+αz′ = aα2z2 + bαz+ c ⇔ z′ = aαz2 +
(b− α′/α)z + c/α. Âûápàâ α = 1/a, ïîëó÷èì ópàâíåíèå z′ = z2 +B(x)z + C(x),
ãäå B = b+ a′/a, C = ac.
2) z = u+ β(x). Òîãäà u′ = u2 +(B(x)+ 2β(x))u+A(x), ãäå A(x) = β2 +B(x)β+
C(x) − β′.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè A(x) ≡ 0, òî ópàâíåíèå ïpåâpàùàåòñÿ â ópàâíåíèå Áåpíóë-
ëè è èíòåãpèpóåòñÿ â êâàäpàòópàõ. Â òî æå âpåìÿ ópàâíåíèå A(x) = 0 ñîâïàäàåò
ñ èññëåäóåìûì ópàâíåíèåì. Åñëè æå íåò âîçìîæíîñòè îápàòèòü â íîëü êîý��è-

öèåíò A (÷òî ÷àùå âñåãî è ñëó÷àåòñÿ), òî ïîëîæèâ β(x) = −B(x)/2, ïåpåéäåì ê

ópàâíåíèþ �èêêàòè â êàíîíè÷åñêîé �îpìå u′ = u2+A(x), A = −B2/4+C =
−(b+ a′/a)2/4 + ac.

Óðàâíåíèå âèäà y′ = y2+Axk íàçûâàåòñÿ ñïåöèàëüíûì óðàâíåíèåì �èêêàòè.

Òåîðåìà �èêêàòè (1724). Ïpè k = 0, k = −2, k = − 4n

2n− 1
, n ∈ N ñïåöè-

àëüíîå ópàâíåíèå èíòåãpèpóåòñÿ â êâàäpàòópàõ.

Óïð. 4. Íèæå èçîáðàæåí ïîðòðåò ñïåöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ �èêêàòè. Äîêà-

æèòå, ÷òî íè îäíî èç ðåøåíèé ýòîãî óðàâíåíèÿ íå ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæèìûì

íàïðàâî äî +∞, òî åñòü íå ìîæåò áûòü �óíêöèåé, îïðåäåëåííîé íà ëó÷å

[a; +∞).

✲

✻ y′ = y2 + x

x

y

1 2 3 4 5

1

2

3

−1−2−3−4−5
−1

−2

−3

−4

Óïð. 5. Äîêàæèòå, ÷òî òîëüêî

îäíî ðåøåíèå ïðèáëèæàåòñÿ ê

íèæíåé âåòêå ãëàâíîé èçîêëèíû

ïðè x → −∞, à îñòàëüíûå ðåøå-

íèÿ ëèáî ïðèáëèæàþòñÿ ê âåðõ-

íåé âåòâè, ëèáî íåïðîäîëæèìû

äî −∞.
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Îäíîðîäíîå ópàâíåíèå

Ôóíêöèÿ f(u, v) íàçûâàåòñÿ îäíîpîäíîé òåïåíèm îòíîñèòåëüíî ïåpåìåííûõ u, v,
åñëè äëÿ ëþáîãî c 6= 0 pàâåíñòâî f(cu, cv) = cmf(u, v) ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâîì (íà

îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ). Hàïpèìåp:

x2 + 3xy − 2y2 îäíîpîäíàÿ ñòåïåíè 2 îòíîñèòåëüíî x, y;

tg

x

x+ y
îäíîpîäíàÿ íóëåâîé ñòåïåíè îòíîñèòåëüíî x, y;

sin2 2x− cos4 x− 3 sinx cos3 x îäíîpîäíàÿ ñòåïåíè 4 îòíîñèòåëüíî sinx, cosx.

Äè��åðåíöèàëüíîå ópàâíåíèå y′ = f(x, y) íàçûâàåòñÿ îäíîðîäíûì, åñëè

f(x, y) � îäíîðîäíàÿ �óíêöèÿ ñòåïåíè 0. Äîñòàòî÷íî ÷àñòî îäíîðîäíîå óðàâ-

íåíèå çàïèñûâàåòñÿ â ñèììåòðè÷íîé �îðìå a(x, y)dx+ b(x, y)dy = 0, ãäå a(x, y)
è b(x, y) � îäíîðîäíûå �óíêöèè îäíîé ñòåïåíè m.

Îäíîðîäíîå äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ðåøàåòñÿ ïîäñòàíîâêîé y = tx.
Ïîñëå ýòîãî îíî ïðåâðàùàåòñÿ â óðàâíåíèå ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè.

Èíîãäà áûâàåò óäîáíî ïåðåéòè ê ïîëÿðíûì êîîðäèíàòàì, èñïîëüçóÿ çàìåíû

x = r cosϕ, y = r sinϕ. Äè��åðåíöèðóÿ ýòè çàìåíû, ïîëó÷èì ðàâåíñòâà

dx = cosϕdr − r sinϕdϕ, dy = sinϕdr + r cosϕdϕ.

Ïðèìåð 10. �åøèòü óðàâíåíèå (x + y)dx = (x − y)dy. Âûäåëèòü ðåøåíèå,

ïðîõîäÿùåå ÷åðåç òî÷êó M(2, 2).

�åøåíèå. Ïåðåéäåì ê ïîëÿðíûì êîîðäèíàòàì:

(cosϕ+ sinϕ)(cosϕdr − r sinϕdϕ) =

= (cosϕ− sinϕ)(sinϕdr + r cosϕdϕ).

Ïîñëå óïðîùåíèé ïîëó÷àåì ïðîñòîå ðàâåí-

ñòâî dr = rdϕ ⇒ ln r = ϕ + C. ×òîáû
âûäåëèòü èíòåãðàëüíóþ êðèâóþ, ïðîõîäÿ-

ùóþ ÷åðåç óêàçàííóþ òî÷êó, îòìåòèì, ÷òî

�óíêöèÿ ϕ îïðåäåëÿåòñÿ íåîäíîçíà÷íî, ñ

òî÷íîñòüþ äî 2π. Çà�èêñèðóåì âåòâü ýòîé

�óíêöèè, ïðèíèìàþùóþ â òî÷êå M çíà÷å-

íèå, ðàâíîå

π

4
. Òîãäà âûäåëåííîå ðåøåíèå â

ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ ïðèìåò âèä ln r =
ϕ+ ln 2− π

4
.

✲

✻

x

y

(x + y)dx = (x − y)dy, M(2, 2)

•

◦M

Ïðèìåð 11. �åøèòü çàäà÷ó Êîøè xy′ =
√

x2 + y2 + y, y(1) = 0.

�åøåíèå 1. Ñäåëàåì çàìåíó y = tx, ãäå t � íîâàÿ (çàâèñèìàÿ) ïåðåìåííàÿ.

Òîãäà y′ = t′x + t è óðàâíåíèå ïðèíèìàåò âèä x(t′x + t) =
√
x2 + x2t2 + tx.

Çàìåòèì, ÷òî íàñ èíòåðåñóåò x > 0, ïîñêîëüêó x0 = 1. Ñëåäîâàòåëüíî, óðàâíåíèå
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ïðèìåò âèä t′x + t =
√
1 + t2 + t ⇔ xt′ =

√
1 + t2. Ïîñëåäíåå óðàâíåíèå �

óðàâíåíèå ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè. �åøàåì åãî:

∫ t

t0

dt√
1 + t2

=

∫ x

x0

dx

x
.

Çäåñü t0 =
y0
x0

= 0, x0 = 1, x > 0. Èíòåãðèðóÿ, ïîëó÷àåì

ln(t+
√

t2 + 1)

∣
∣
∣
∣

t

t0

= ln
x

x0
.

Òî åñòü

ln(t+
√

t2 + 1)− ln
√
1 = lnx.

Âîçâðàùàÿñü ê ïåðåìåííîé y, ïîëó÷èì

y

x
+

√

y2 + x2

x
= x.

Íàêîíåö,

y +
√

y2 + x2 = x2.

Ýòî è åñòü ¾÷àñòíûé èíòåãðàë¿, òî åñòü ðàâåíñòâî, íåÿâíî îïðåäåëÿþùåå ðåøå-

íèå íàøåãî óðàâíåíèÿ (ëîêàëüíî èëè ãëîáàëüíî).

�åøåíèå 2. Çàïèøåì óðàâíåíèå â ñèììåòðè÷íîì âèäå: (
√

x2 + y2+y)dx−xdy =
0. Òåïåðü ïåðåéäåì ê ïîëÿðíûì êîîðäèíàòàì: x = r cosϕ, y = r sinϕ ⇒

⇒ dx = cosϕdr − r sinϕdϕ, dy = sinϕdr + r cosϕdϕ.

Ïîäñòàâëÿÿ â óðàâíåíèå, ïîëó÷èì ïîñëå óïðîùåíèÿ ðàâåíñòâî

r(1 + sinϕ)dϕ = cosϕdr ⇒ d sinϕ

1− sinϕ
=
dr

r
.

Ïðîèíòåãðèðîâàâ è ïîäñòàâèâ íà÷àëüíûå

óñëîâèÿ (ϕ = 0, r = 1), ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

èíòåãðàëüíîé êðèâîé â ïîëÿðíûõ êîîðäèíà-

òàõ: r =
1

1− sinϕ
.

Îáðàòèì òåïåðü âíèìàíèå íà òî, ÷òî ëó÷

x = 0, y ≤ 0 ñîñòîèò öåëèêîì èç îñîáûõ òî-

÷åê. Ñëåäîâàòåëüíî, íàøå ðåøåíèå îïðåäå-

ëåíî òîëüêî â ïðàâîé ïîëóïëîñêîñòè.

Îòâåò: r =
1

1− sinϕ
, ϕ ∈

(

−π

2
;
π

2

)

.

✲

✻

x

y

xy′ = r + y, M(1, 0)

• ◦
M
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Ópàâíåíèå â ïîëíûõ äè��åðåíöèàëàõ

Óðàâíåíèå â ñèììåòðè÷íîé �îðìå m(x, y)dx+ n(x, y)dy = 0 íàçûâàåòñÿ óðàâíå-
íèåì â ïîëíûõ äè��åðåíöèàëàõ, åñëè ñóùåñòâóåò äè��åðåíöèðóåìàÿ �óíêöèÿ

V (x, y), òàêàÿ ÷òî åå äè��åðåíöèàë ñîâïàäàåò ñ ëåâîé ÷àñòüþ óðàâíåíèÿ. Åñëè

m è n íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìûå �óíêöèè, òî äëÿ òîãî, ÷òîáû ðàññìàòðè-

âàåìîå óðàâíåíèå áûëî áû óðàâíåíèåì â ïîëíûõ äè��åðåíöèàëàõ, íåîáõîäèìî

âûïîëíåíèå ðàâåíñòâà

∂m(x, y)

∂y
=
∂n(x, y)

∂x
.

Ïðèìåð 12. �àññìîòðèì óðàâíåíèå

(3x2 + 4xy3)dx + (4y3 + 6x2y2)dy = 0.

Çàìåòèì, ÷òî 3x2dx = dx3, 4y3dy = dy4. Â òî æå âðåìÿ 4xy3dx + 6x2y2 =
d(2x2y3). Òàêèì îáðàçîì, îáùèì èíòåãðàëîì óðàâíåíèÿ áóäåò ðàâåíñòâî

x3 + y4 + 2x2y3 = C.

Ïðèâåäåííîå âûøå íåîáõîäèìîå óñëîâèå ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì, åñëè îá-

ëàñòü, â êîòîðîé ðàññìàòðèâàåòñÿ âûðàæåíèå m(x, y)dx+n(x, y)dy (îíî íàçûâà-
åòñÿ ¾äè��åðåíöèàëüíîé �îðìîé¿) ÿâëÿåòñÿ îäíîñâÿçíîé. Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò,

÷òî åñëè çàìêíóòàÿ æîðäàíîâà êðèâàÿ ëåæèò â îáëàñòè, òî è âñå òî÷êè, íàõî-

äÿùèåñÿ âíóòðè ýòîé êðèâîé, òàêæå ëåæàò â ýòîé îáëàñòè.

Ïðèìåð 13. �àññìîòðèì óðàâíåíèå

−ydx
x2 + y2

+
xdy

x2 + y2
= 0. Íåîáõîäèìîå óñëîâèå

âûïîëíåíî:

∂m(x, y)

∂y
=

y2 − x2

(x2 + y2)2
=
∂n(x, y)

∂x
.

Äè��åðåíöèàëüíàÿ �îðìà ÿâëÿåòñÿ äè��åðåíöèàëîì �óíêöèè ϕ = arctg
y

x
,

òî åñòü ïî-ñóùåñòâó äè��åðåíöèàëîì �óíêöèè, ÿâëÿþùåéñÿ ïîëÿðíûì óã-

ëîì. Îäíàêî ýòà �óíêöèÿ ¾âåòâÿùàÿñÿ¿, òî åñòü íå ÿâëÿåòñÿ îäíîçíà÷íîé

íà êàêîé-ëèáî îêðåñòíîñòè íà÷àëà êîîðäèíàò. Õîòÿ, êîíå÷íî, óðàâíåíèå èí-

òåãðèðóåòñÿ è èíòåãðàëüíûå êðèâûå çàäàþòñÿ óñëîâèåì ϕ = C.

Ç à ä à ÷ è ä ë ÿ ï ð à êòè÷ å ñ ê è õ ç à í ÿòèé

Óïð. 6.
◦
�åøèòå ñëåäóþùèå óðàâíåíèÿ. Òàì, ãäå óêàçàíû íà÷àëüíûå óñëîâèÿ,

íàéäèòå ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè.

a) y′ = 3y − 3x; b) y′ =
2y

x
, x0 = 1, y0 = 1;

c) y′ = xy − x2 + 1; d) y′ = y + sinx− cosx, x0 = 0, y0 = 2;

e) y′ = y − x3; f) y′ = 3
y

x
− 2, x0 = 1, y0 = 2.
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Óïð. 7.
◦
Äëÿ êàæäîãî èç óðàâíåíèé a)− f), ïîðòðåòû êîòîðûõ èçîáðàæåíû

íà ýòîé ñòðàíèöå, íàïèøèòå îáùåå ðåøåíèå y(x,C) è ÷àñòíîå ðåøåíèå ϕ(x),
ãðà�èê êîòîðîãî ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó M ñ êîîðäèíàòàìè, óêàçàííûìè íà

ðèñóíêå.

✲

✻

x

y

a) y′ = x + y, M(2, 3)

•

◦M

✲

✻

x

y

b) y′ = x − y, M(−2, 3)

•

◦M

✲

✻

x

y

c) y′ = y + x2 − 3, M(−1, 2)

•

◦M

✲

✻

x

y

d) y′ = y + 4 sin x, M(π, 2)

•

◦M

✲

✻

x

y

e) y′ =
2y

x
+ x, M(1, 1)

•

◦M
✲

✻

x

y

f) y′ = −y

x
+

4

x3
, M(−2, 2)

•

◦M
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Óïð. 8. Äëÿ êàæäîãî èç óðàâíåíèé, ïîðòðåòû êîòîðûõ èçîáðàæåíû íà ýòîé

ñòðàíèöå, íàéäèòå ðåøåíèå ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè x0 = 1, y0 = −2.

✲

✻

x

y

a) y′ = y2 − x2 − 3

• ✲

✻

x

y

b) y′ = cos(y − x)

•

✲

✻

x

y

c) y′ = xy + y3

• ✲

✻

x

y

d) y′ = y + x2

•

✲

✻

x

y

e) y′ =
y(2y − x)

x2

• ✲

✻

x

y

f) y′ =
xy

x + y

•
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Óïð. 9.
◦
�åøèòå ñëåäóþùèå óðàâíåíèÿ Áåðíóëëè. Òàì, ãäå óêàçàíû íà÷àëüíûå

óñëîâèÿ, íàéäèòå ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè.

a) y′ =
y

x
+ y3; b) y′ =

y

x
+
x

y
, x0 = 1, y0 = 1;

c) xy′ + y = xy2 lnx; d) y′ =
xy

2(x2 − 1)
+

x

2y
, x0 = 0, y0 = 1;

e) y′ + 2y = exy2; f) xy2y′ = x2 + y3, x0 = 1, y0 = 1.

Óïð. 10. �åøèòå ñëåäóþùèå óðàâíåíèÿ è èçîáðàçèòå èõ ïîðòðåòû.

a) y′ = xy − 1; b) y′ =
y

x
; c) y′ = 2xy − x2;

d) y′ = 2y − x; e) y′ = xy + y3; f) y′ = 2
y

x
+ 1.

Óïð. 11. Ñïðàâà èçîáðàæåí ïîðòðåò

ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ y′ = y − x3

3
− x, êî-

òîðîå ëåãêî èíòåãðèðóåòñÿ. Ñóùåñòâó-

þò ëè ðåøåíèÿ, êîòîðûå íå ïåðåñåêàþò

ãëàâíóþ èçîêëèíó. Åñëè äà, òî ÷òî îò-

äåëÿåò èõ îò îñòàëüíûõ ðåøåíèé (èìå-

þùèõ òàêîå ïåðåñå÷åíèå)?

Óïð. 12. �åøèòå óðàâíåíèÿ �èêêàòè:

a) y′ = y2 +
1

x2
; b) y′ = y2 +

1

x4
.

✲

✻

x

y

1 2 3 4

1

2

3

−1−2−3−4
−1

−2

−3

−4

Óïð. 13.
◦
�åøèòå óðàâíåíèÿ:

a) cosx y′ = y sinx+ cos2 x; b) xy′ + y = xy2 lnx;

c) y′ +
x

1 + x2
y =

1

x(1 + x2)
; d) y′ = ζ(x)ζ′(x)− yζ′(x);

e) (sin 2x+ cosx cos y)dx = sinx sin ydy; f) y′(x2y3 + xy) = 1.

Óïð. 14.
◦
�åøèòå óðàâíåíèÿ:

a) x y′ − 2y = 2x4; b) (2x+ 1)y′ = 4x+ 2y;

c) y′ + y tg x = secx; d) (xy + ex)dx− xdy = 0;

e) x2y′ + xy + 1 = 0; f) y = x(y′ − x cosx).

�àññìîòðèì îäíîðîäíîå óðàâíåíèå y′ =
x+ y

2x− y
. Áîëåå åñòåñòâåííî åãî ïîðò-

ðåò ðàññìàòðèâàòü êàê ïîðòðåò àâòîíîìíîé ñèñòåìû ẋ = 2x−y, ẏ = x+y, ñ÷èòàÿ,
÷òî x è y çàâèñÿò îò ïàðàìåòðà t. Èëè óðàâíåíèÿ â ñèììåòðè÷íîé �îðìå

(x+ y)dx+ (y − 2x)dy = 0.
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Óïð. 15. Ñóùåñòâóåò ëè ó ýòîãî óðàâ-

íåíèÿ îáùèé èíòåãðàë, îïðåäåëåííûé

íà âñåé ïëîñêîñòè, òî åñòü, òî÷íåå ãî-

âîðÿ, ñóùåñòâóåò ëè �óíêöèÿ V (x, y),
íåïðåðûâíàÿ è íåïðåðûâíî äè��åðåí-

öèðóåìàÿ íà âñåé ïëîñêîñòè, òàêàÿ

÷òî âäîëü êàæäîé èíòåãðàëüíîé êðè-

âîé çíà÷åíèå V (x, y) ïîñòîÿííî è ïðè

ýòîì íà ðàçíûõ èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ

V (x, y) ïðèíèìàåò ðàçíûå çíà÷åíèÿ?

✲

✻

x

y

y′ =
x + y

2x − y

•

Î ò â å ò û

Óïð. 2. Óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç äâóõ ïðîñòûõ ëåìì, äîêàçàòåëüñòâî êîòîðûõ îñòàâ-

ëÿåì ÷èòàòåëþ. Ëåììà î ñðàâíåíèè ðåøåíèé. Ïóñòü 0 ≤ f(x, y) ≤ g(x, y) ïðè
x ∈ I = [x0;x1], y ≥ y0. Åñëè ϕ(x) è ψ(x) � ðåøåíèÿ óðàâíåíèé y′ = f(x, y) è

y′ = g(x, y) ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè x0, y0, òî ϕ(x) ≤ ψ(x) íà ëþáîì ïðîìåæóò-

êå [x0;x
∗) (x∗ ≤ x1), íà êîòîðîì îïðåäåëåíî ðåøåíèå ϕ(x). Ëåììà î íåïðî-

äîëæèìîñòè ðåøåíèé óðàâíåíèÿ y′ = εyn. Åñëè n > 1 è ε > 0, òî äëÿ ëþ-

áûõ x0 è x1 > x0 íàéäåòñÿ y0 > 0 òàêîå, ÷òî ðåøåíèå ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè

x0, y0 íå ïðîäîëæèìî íà âåñü ïðîìåæóòîê I = [x0; x1] (óõîäèò íà áåñêîíå÷íîñòü

ïðè x → x∗ ∈ I). Óïð. 6. a) y = Ce3x + x +
1

3
; b) y = x2, x > 0; c) y =

Cex
2/2+x; d) y = 2ex−sin x; e) y = Cex+x3+3x2+6x+6; f) y = x3+x. Óïð. 7.

a) y(x,C) = −x − 1 + Cex, ϕ(x) = −x − 1 + 6ex−2; b) x − 1 + Ce−x, x − 1 + 6e−x−2;
c) − x2 − 2x + 1 + Cex, −x2 − 2x + 1; d) − 2(sin x + cos x) + Cex, −2(sin x + cosx);

e) x2(C+ln |x|), x > 0, x < 0, ϕ(x) = x2(1+lnx), x > 0; f)
Cx− 4

x2
, x > 0, x < 0, ϕ(x) =

−6x+ 4

x2
, x < 0. Óïð. 9. a) y = 0 y =

3x2

C − 2x3
, (x > 0, x < 0); b) y =

1

2x3 − x2
, x >

1/2; c) y = 0,
1

y
= x

(

C − 1

2
ln2 x

)

, x > 0; d) y =
√

2
√
1− x2 + x2 − 1 ; e) y =

0, y(ex+Ce2x) = 1; f) y3 = 4x3−3x2. Óïð. 13. a) y =
C

cos x
+

sinx

2
+

x

2 cos x
; b) y−1 =

x
(

C − 1

2
ln2 x

)

; c) y =
C√

1 + x2
+

1√
1 + x2

ln

√
1 + x2 − 1

x
; d) y = Ce−ζ(x) + ζ(x) −

1; e) sin2 x+sin x cos y = C; f) x−1 = Ce−y2/2 − y2 +2. Óïð. 14. a) y = Cx2 + x4;
b) y = (2x + 1)(C + ln |2x + 1|) + 1; c) y = sin x + C cos x; d) y = ex(ln |x| + C), x = 0;
e) xy = C − ln |x|; f) y = x(C + sin x).
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3. Ëèíåéíûå ópàâíåíèÿ

Îáùèå ñâåäåíèÿ

Ïóñòü n ∈ N. Ëèíåéíûì ópàâíåíèåì ïîpÿäêà n íàçûâàåòñÿ ópàâíåíèå âèäà

p0(x)y
(n) + p1(x)y

(n−1) + . . .+ pn−1(x)y
′ + pn(x)y = q(x).

Ïpè ýòîì ïpåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âñå êîý��èöèåíòû pi(x) è �óíêöèÿ q(x) îïpåäå-
ëåíû è íåïpåpûâíû íà íåêîòîpîì ïpîìåæóòêå 〈a, b〉, è, êpîìå òîãî, p0(x) 6= 0
íà ýòîì ïpîìåæóòêå.

Ëåâóþ ÷àñòü ýòîãî ópàâíåíèÿ óäîáíî ïpåäñòàâëÿòü êàê äåéñòâèå íåêîòîpîãî

ëèíåéíîãî îïåpàòîpà íà n pàç íåïpåpûâíî äè��åpåíöèpóåìûå �óíêöèè. Ýòîò

îïåpàòîp èìååò âèä

L = p0(x)
dn

dxn
+ . . .+ pn−2(x)

d2

dx2
++pn−1(x)

d

dx
+ pn(x).

�åçóëüòàòîì äåéñòâèÿ îïåpàòîpà íà íåêîòîpóþ �óíêöèþ èç óêàçàííîãî êëàññà

áóäåò íåïpåpûâíàÿ �óíêöèÿ, ÷òî çàïèñûâàåòñÿ â âèäå L : Cn〈a, b〉 → C〈a, b〉.
Ópàâíåíèå L(y) = 0 íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì îäíîpîäíûì è, ñîîòâåòñòâåííî,

ópàâíåíèå L(y) = q(x) � ëèíåéíûì íåîäíîpîäíûì. Ïpè ýòîì �óíêöèþ q(x) íà-
çûâàþò âîçìóùåíèåì, âîçìóùàþùåé ñèëîé, ñèëîâûì ÷ëåíîì, ïpàâîé ÷àñòüþ ópàâ-

íåíèÿ è ò. ï.

Åñëè âñå êîý��èöèåíòû pi, i = 0, 1, . . . , n ÿâëÿþòñÿ ïîñòîÿííûìè, òî ópàâ-

íåíèå íàçûâàåòñÿ ópàâíåíèåì ñ ïîñòîÿííûìè êîý��èöèåíòàìè (íåçàâèñèìî îò

òîãî, ÷òî âîçìóùåíèå q(x) ìîæåò áûòü ïpîèçâîëüíîé íåïpåpûâíîé �óíêöèåé).

Îñíîâíûå èíòåpåñóþùèå íàñ âîïpîñû:

Êàê ñòàâèòñÿ çàäà÷à Êîøè? Hà êàêîé ïpîìåæóòîê ïpîäîëæèìî påøåíèå

çàäà÷è Êîøè? Êàêóþ ñòpóêòópó èìååò ìíîæåñòâî påøåíèé ópàâíåíèÿ? Êàê

ïîíèæàåòñÿ åãî ïîpÿäîê, åñëè èçâåñòíî êàêîå-ëèáî íåòpèâèàëüíîå påøåíèå? Â

êàêîì ñëó÷àå ópàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ èíòåãpèpóåìûì.

Ïðè áîëåå îáñòîÿòåëüíîì èçó÷åíèè îáû÷íî èíòåðåñóþòñÿ òàêèìè çàäà÷à-

ìè, êàê íàëè÷èå ïåpèîäè÷åñêèõ påøåíèé, êîëåáëåìîñòü påøåíèé, óñòîé÷èâîñòü,

ïàpàìåòpè÷åñêèé påçîíàíñ, íàõîæäåíèå àñèìïòîòèê påøåíèé è äðóãèìè.

Håêîòîpûå ïpèìåpû ëèíåéíûõ ópàâíåíèé âòîpîãî ïîpÿäêà:

Ïpîñòåéøåå ópàâíåíèå ìàòåìàòè÷åñêîãî ìàÿòíèêà: y′′ +m2y = 0.
Ópàâíåíèå ìàÿòíèêà ñ âîçìóùåíèåì è òpåíèåì: y′′ + ky′ +m2y = q(x).

Ópàâíåíèå Ýéëåpà: p0x
2y′′ + p1xy

′ + p2y = 0 (pi � ïîñòîÿííû).

Ópàâíåíèå Õèëëà: y′′ + (λ2 + p(x))y = 0 (p(x) � ω ïåpèîäè÷åñêàÿ).

Ópàâíåíèå Ìàòüå: y′′ + (a+ b cos 2x)y = 0.
Ópàâíåíèå Ýépè: y′′ − xy = 0.

Ópàâíåíèå Áåññåëÿ: x2y′′ + xy′ + (x2 − ν2)y = 0.

Ópàâíåíèå Ëåæàíäpà: (1 − x2)y′′ − 2xy′ + ν(ν + 1)y = 0.

Ïåðåéäåì òåïåðü ê îòâåòàì íà íåêîòîðûå èç èíòåðåñóþùèõ íàñ âîïðîñîâ.
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�îâîðÿò, ÷òî ñòàâèòñÿ çàäà÷à Êîøè, åñëè óêàçàíû ÷èñëà x0, y0, y
′
0, . . . , y

n−1
0

è íåîáõîäèìî íàéòè ðåøåíèå y = ϕ(x), îïðåäåëåííîå íà êàêîì-ëèáî èíòåðâàëå,

ñîäåðæàùåì òî÷êó x0, è óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì

y(x0) = y0, y′(x0) = y′0, . . . , y(n−1)(x0) = yn−1
0 .

Òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè äëÿ ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ.

Ïóñòü âñå êîý��èöèåíòû pi(x) è �óíêöèÿ q(x) îïpåäåëåíû è íåïpåpûâíû íà

íåêîòîpîì èíòåðâàëå (a, b), è, êpîìå òîãî, p0(x) 6= 0 íà ýòîì èíòåðâàëå.

Ïóñòü x0 ∈ (a, b). Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî íàáîðà n ÷èñåë y0, y
′
0, . . . , y

n−1
0 íàéäåò-

ñÿ åäèíñòâåííîå ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè ñ óêàçàííûìè íà÷àëüíûìè äàííûìè,

îïðåäåëåííîå íà ýòîì èíòåðâàëå è ÿâëÿþùååñÿ n ðàç íåïðåðûâíî äè��åðåíöè-

ðóåìîé �óíêöèåé.

Òåîðåìà î ñòðóêòóðå ìíîæåñòâà ðåøåíèé ëèíåéíîãî îäíîðîäíîãî óðàâ-

íåíèÿ. Ìíîæåñòâî ðåøåíèé îäíîðîäíîãî ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ L(y) = 0 îáðà-

çóåò n-ìåðíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî.
Ïóñòü ϕ1, ϕ2, . . . , ϕn � áàçèñ ýòîãî ïðîñòðàíñòâà è C = (C1, C2, . . . , Cn) �

ïðîèçâîëüíûé ÷èñëîâîé âåêòîð. Ôóíêöèÿ

y(x,C) = C1ϕ1(x) + C2ϕ2(x) + · · ·+ Cnϕn(x)

íàçûâàåòñÿ îáùèì ðåøåíèåì îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ L(y) = 0.
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðè ëþáîì âûáîðå ïîñòîÿííîãî âåêòîðà C óêàçàííàÿ �óíê-

öèÿ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì è íàîáîðîò � äëÿ ëþáîãî ðåøåíèÿ îäíîðîäíîãî óðàâ-

íåíèÿ íàéäåòñÿ ïîñòîÿííàÿ C, òàêàÿ ÷òî y(x,C) ñîâïàäàåò ñ ýòèì ðåøåíèåì.

Çàìå÷àíèå î êîìïëåêñíûõ ðåøåíèÿõ. Åñëè pi(x) è q(x) � âåùåñòâåííûå

�óíêöèè è z(x) � êîìïëåêñíîçíà÷íîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ, òî u(x) = Re z(x)
ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ è v(x) = Im z(x) � ðåøåíèåì

îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ L = 0.
Òåîðåìà îá îáùåì ðåøåíèè ëèíåéíîãî íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ.Ïóñòü

η(x) � íåêîòîðîå (ëþáîå) ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ. Òîãäà �óíêöèÿ

z(x,C) = y(x,C) + η(x) ÿâëÿåòñÿ îáùèì ðåøåíèåì íåîäíîðîäíîãî ëèíåéíîãî

óðàâíåíèÿ.

Òåîðåìà î ïîíèæåíèè ïîðÿäêà. Ïóñòü ϕ(x) � íåêîòîðîå ðåøåíèå îäíî-

ðîäíîãî óðàâíåíèÿ L(y) = 0. Ïîëîæèì y = C(x)ϕ(x) è ζ(x) = C ′(x). Òîãäà
ζ óäîâëåòâîðÿåò ëèíåéíîìó äè��åðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ ïîðÿäêà (n − 1),
ïîëó÷åííîìó ïðè ïîäñòàíîâêå y(x) â óðàâíåíèå L(y) = q.

Ïðèìåð 1. Íàïèñàòü îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ y′′ − 2xy′ − 2y = 2xex
2

, åñëè
èçâåñòíî, ÷òî îäíîðîäíîå óðàâíåíèå èìååò ðåøåíèå ϕ(x) = ex

2

.

�åøåíèå. Ïðîäè��åðåíöèðóåì óêàçàííóþ â òåîðåìå ïîäñòàíîâêó:

y = Cϕ ⇒ y′ = Cϕ′ + C′ϕ ⇒ y′′ = Cϕ′′ + 2C′ϕ′ + C′′ϕ.

Ïîäñòàâèâ â óðàâíåíèå, ïîëó÷èì

L(y) = C(ϕ′′ − 2xϕ′ − 2v) + 2C′ϕ′ + C′′v − C′v = q ⇒ ϕC′′ + (2ϕ′ − ϕ)C′ = q.
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Îáîçíà÷èâ C′ = ζ è ïîäñòàâèâ ϕ′ = 2xϕ, ïîëó÷èì óðàâíåíèå

ζ′ + 2xζ = 2x ⇒ ζ = C1e
−x2

+ 1 ⇒ C(x) = C1I(x) + x+ C2,

ãäå I(x) =
∫ x

0 e
−t2dt. Òàêèì îáðàçîì, èñêîìîå îáùåå ðåøåíèå èìååò âèä

z(x,C) = C1e
x2

∫ x

0

e−t
2

dt+ (C2 + x)ex
2

.

Âðîíñêèàí è åãî ñâîéñòâà. Ïóñòü ϕ1(x), ϕ2(x), . . . , ϕn(x) � ðåøåíèÿ îäíî-

ðîäíîãî óðàâíåíèÿ L(y) = 0, îïðåäåëåííûå íà îäíîì è òîì æå ïðîìåæóòêå I.
Âðîíñêèàíîì ýòîé ñèñòåìû ðåøåíèé íàçûâàåòñÿ �óíêöèÿ

W (ϕ1, . . . , ϕn) =W (ϕ1, . . . , ϕn)(x) =W (x) = det







ϕ1 ϕ2 . . . ϕn
ϕ′
1 ϕ′

2 . . . ϕ′
n

. . . . . .
ϕn−1
1 ϕn−1

2 . . . ϕn−1
n






.

Ñàìà ìàòðèöà íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé Âðîíñêîãî.

Òåîðåìà î ñâîéñòâàõ âðîíñêèàíà. 1) Åñëè äëÿ íåêîòîðîé ñèñòåìû ðåøåíèé

W (x0) 6= 0 â íåêîòîðîé òî÷êå x0, òî W (x) 6= 0 è â ëþáîé äðóãîé òî÷êå ïðî-

ìåæóòêà, íà êîòîðîì îïðåäåëåíû ðåøåíèÿ. Â ýòîì ñëó÷àå ñèñòåìà ðåøåíèé

ÿâëÿåòñÿ �óíäàìåíòàëüíîé, òî åñòü ëþáîå äðóãîå ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé

êîìáèíàöèåé ðåøåíèé äàííîé ñèñòåìû. Èíûìè ñëîâàìè, îáùåå ðåøåíèå óðàâ-

íåíèÿ èìååò âèä y(x,C) = C1ϕ1(x) +C2ϕ2(x) + . . .+Cnϕn(x). Åñëè íåêîòîðîé

òî÷êå x0 âðîíñêèàí ðàâåí íóëþ, òî îí ðàâåí íóëþ íà âñåì ïðîìóæóòêå. Ïðè

ýòîì ðåøåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíî çàâèñèìûìè.

2) Âåðíà �îðìóëà Îñòðîãðàäñêîãî Ëèóâèëëÿ:

W (x) =W (x0) exp−
∫ x

x0

p1(t)dt

p0(t)
.

Ïîñòàâèì òåïåðü çàäà÷ó: ñîñòàâèòü ëèíåéíîå îäíîðîäíîå óðàâíåíèå âèäà

p0(x)y
(n) + p1(x)y

(n−1) + . . .+ pn−1(x)y
′ + pn(x)y = 0, ðåøåíèÿìè êîòîðîãî ÿâëÿ-

þòñÿ �óíêöèè ϕ1(x), . . . , ϕn(x), n ðàç äè��åðåíöèðóåìûå íà íåêîòîðîì ïðîìå-

æóòêå. Îáîçíà÷èì z1 = pn(x)/p0(x), z2 = pn−1(x)/p0(x), . . . , zn = p1(x)/p0(x).
Ëèíåéíàÿ ñèñòåìà äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîý��èöèåíòîâ ïðèìåò âèä

z1ϕk + . . .+ zn−1ϕ
(n−2)
k + znϕ

(n−1)
k = −ϕ(n)

k , k = 1, . . . n.

Ìàòðèöåé ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ òðàíñïîíèðîâàííàÿ ìàòðèöà Âðîíñêîãî. Ïðåäïîëà-

ãàÿ, ÷òî âðîíñêèàí íå ðàâåí íóëþ è èñïîëüçóÿ òåîðåìó Êðàìåðà, ïîëó÷èì �îð-

ìóëû

pn−k+1

p0
= −Wk

W
, k = 1, 2, . . . , n, ãäå ÷åðåç Wk îáîçíà÷åí îïpåäåëèòåëü,

ïîëó÷àåìûé èç âðîíñêèàíà ïóòåì çàìåíû k-é ñòðîêè íà ñòðîêó ïðîèçâîäíûõ

ñòàðøåãî ïîðÿäêà: ϕ
(n)
1 (x), . . . , ϕ

(n)
n (x). Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì óðàâíåíèå:

W (x)y(n) −Wn(x)y
(n−1) −Wn−1(x)y

(n−2) − . . .−W2(x)y
′ −W1(x)y = 0.
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Ïðèìåð 2. Ñîñòàâèòü ëèíåéíîå îäíîðîäíîå óðàâíåíèå òðåòüåãî ïîðÿäêà, ðå-
øåíèÿìè êîòîðîãî áûëè áû �óíêöèè ϕ1(x) = ex, ϕ2(x) = x, ϕ3 = x2.

�åøåíèå. W (x) =W (ϕ1, ϕ2, ϕ3)(x) =

∣
∣
∣
∣
∣
∣

ex x x2

ex 1 2x

ex 0 2

∣
∣
∣
∣
∣
∣

= ex(x2 − 2x+ 2).

W3 =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

ex x x2

ex 1 2x

ex 0 0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x2ex, W2 =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

ex x x2

ex 0 0

ex 0 2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= −2xex, W1 =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

ex 0 0

ex 1 2x

ex 0 2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 2ex.

Óðàâíåíèå èìååò âèä (x2 − 2x+ 2)y′′′ − x2y′′ + 2xy′ − 2y = 0.

Ïðèìåð 3. Ñîñòàâèòü ëèíåéíîå íåîäíîðîäíîå óðàâíåíèå íàèìåíüøåãî ïîðÿä-
êà, ðåøåíèÿìè êîòîðîãî áûëè áû �óíêöèè ψ1(x) = x, ψ2(x) = x2, ψ3 = x3.

�åøåíèå. Ñîñòàâèì ñíà÷àëà îäíîðîäíîå óðàâíåíèå, ðåøåíèÿìè êîòîðîãî áûëè

áû �óíêöèè ϕ1(x) = x2 − x, ϕ2(x) = x3 − x. Âû÷èñëÿåì îïðåäåëèòåëè:

W (ϕ1, ϕ2)(x) =

∣
∣
∣
∣

x2 − x x3 − x
2x− 1 3x2 − 1

∣
∣
∣
∣
= x2(x− 1)2,

W2 =

∣

∣

∣

∣

x2 − x x3 − x

2 6x

∣

∣

∣

∣

= 2x(x− 1)(2x− 1), W1 =

∣

∣

∣

∣

2 6x

2x− 1 3x2 − 1

∣

∣

∣

∣

= −2(3x2 − 3x+ 1).

Òàêèì îáðàçîì, ëåâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ èìååò âèä x2(x− 1)2y′′− 2x(x− 1)(2x−
1)y′+2(3x2−3x+1)y. ×òîáû ïîëó÷èòü ïðàâóþ ÷àñòü, �óíêöèþ q(x), ïîäñòàâèì
ëþáîå èç ðåøåíèé íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ â ëåâóþ ÷àñòü. Ïîëó÷èì q(x) = 2x3.

Îòâåò: x2(x− 1)2y′′ − 2x(x− 1)(2x− 1)y′ + 2(3x2 − 3x+ 1)y = 2x3.

Ópàâíåíèÿ ñ ïîñòîÿííûìè êîý��èöèåíòàìè

Â ýòîì ðàçäåëå ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî âñå êîý��èöèåíòû pi ëèíåéíîãî óðàâ-

íåíèÿ ïîñòîÿííû, ïðè÷åì p0 6= 0. Ïóñòü λ � íåêîòîðîå ÷èñëî, âåùåñòâåííîå

èëè êîìïëåêñíîå. Õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ìíîãî÷ëåíîì óðàâíåíèÿ (èëè îïåðàòîðà

L) íàçûâàåòñÿ ìíîãî÷ëåí

P (λ) = p0λ
n + p1λ

n−1 + . . .+ pn−2λ
2 + pn−1λ+ pn.

Êîðíè ýòîãî óðàâíåíèÿ áóäåì íàçûâàòü õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè ÷èñëàìè.

� åøå í è å î ä í î ð î ä íûõ ó ð à â í å í è é

1) Åñëè λ � êîðåíü õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ, òî �óíêöèÿ eλx ÿâëÿ-

åòñÿ ðåøåíèåì îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ. Åñëè ïðè ýòîì λ = a + ib � êîìïëåêñ-

íîå ÷èñëî, òî è ñîïðÿæåííîå ê íåìó a − ib òàêæå ÿâëÿåòñÿ êîðíåì è ýòîé ïà-

ðå õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ÷èñåë ñîîòâåòñòâóþò âåùåñòâåííûå ðåøåíèÿ eax sin bx è
eax cos bx.
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Ïðèìåð 4. óðàâíåíèå îáùåå ðåøåíèå

a) y′′ − 2y′ − 3y = 0, y(x,C) = C1e
−x + C2e

3x;

b) y′′ + 2y′ + 2y = 0, y(x,C) = C1e
−x cosx+ C2e

−x sinx;

c) y′′ − 2y′ = 0, y(x,C) = C1 + C2e
2x;

d) y′′ + 9y = 0, y(x,C) = C1 cos 3x+ C2 sin 3x.

2) Åñëè λ � êðàòíûé êîðåíü êðàòíîñòè k, òî åìó ñîîòâåòñòâóþò k ðåøåíèé
eλx, xeλx, . . . , xk−1eλx îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ. Åñëè ïðè ýòîì λ � êîìïëåêñíîå

÷èñëî, òî åìó ñîîòâåòñòâóþò 2k âåùåñòâåííûõ ðåøåíèé, ïîëó÷àåìûõ ðàçäåëåíè-
åì âåùåñòâåííûõ è ìíèìûõ ÷àñòåé êîìïëåêñíûõ ðåøåíèé. Ýòà ñèòóàöèÿ íàçû-

âàåòñÿ âíóòðåííèì ðåçîíàíñîì, à ìíîæèòåëè xj � ðåçîíàíñíûìè ìíîæèòåëÿìè.

Ïðèìåð 5. �åøèòü óðàâíåíèå y(6) − y(4) − y(2) + y = 0.

�åøåíèå. Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå λ6−λ4−λ2+1 = 0 èìååò 6 êîðíåé (ñ
ó÷åòîì êðàòíîñòåé): λ1,2 = ±i, λ3,4 = 1, λ5,6 = −1. Îáùåå ðåøåíèå èìååò âèä:

y(x,C) = C1 sinx+ C2 cosx+ C3e
x + C4xe

x + C5e
−x + C6xe

−x.

Ïðèìåð 6. Íèæå âûïèñàíû îáùèå ðåøåíèÿ óêàçàííûõ óðàâíåíèé:

a) y′′ − 2y′ + y = 0, y(x,C) = C1e
x + C2xe

x;

b) y′′′ − 3y′′ + 3y′ − y = 0, y(x,C) = C1e
x + C2xe

x + C3x
2ex;

c) y(4) + 2y(2) + y = 0, y(x,C) = C1 cosx+ C2x cosx+ C3 sinx+ C4x sinx.

� åøå í è å í å î ä í î ð î ä íûõ ó ð à â í å í è é

3) Åñëè λ íå ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ÷èñëîì, òî óðàâíåíèå L = eλx

èìååò ÷àñòíîå ðåøåíèå aeλx, ãäå a = P−1(λ). Åñëè λ � õàðàêòåðèñòè÷åñêîå

÷èñëî êðàòíîñòè k, òî ÷àñòíîå ðåøåíèå èùåòñÿ â âèäå axkeλx, ïðèîáðåòàÿ ðåçî-
íàíñíûé ìíîæèòåëü xk. Ýòî ÿâëåíèå íàçûâàåòñÿ âíåøíèì ðåçîíàíñîì.

Ïðèìåð 7. Íèæå âûïèñàíû îáùèå ðåøåíèÿ äâóõ íåîäíîðîäíûõ óðàâíåíèé:

a) y′′ − 2y′ + y = e2x, y(x,C) = C1e
x + C2xe

x + e2x;

b) y′′′ − 3y′′ + 3y′ − y = 6ex, y(x,C) = (C1 + C2x+ C3x
2 + x3)ex.

4) Åñëè 0 íå ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ÷èñëîì, òî â ñëó÷àå, êîãäà ïðà-

âàÿ ÷àñòü ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì, ÷àñòíîå ðåøåíèå ñëåäóåò èñêàòü òàêæå â âèäå

ìíîãî÷ëåíà òîé æå ñòåïåíè. Åñëè æå 0 ÿâëÿåòñÿ êîðíåì ñòåïåíè k, òî ðåøåíèå
ïðèîáðåòàåò ðåçîíàíñíûé ìíîæèòåëü ñîîòâåòñòâóþùåé ñòåïåíè.

Ïðèìåð 8. a) y′′ − 2y′ = 6x2, y(x,C) = C1 + C2e
2x − x2 − 3x− 3;

b) y(4) − y(3) = 24x, y(x,C) = C1e
x + C2 + C3x+ C4x

2 − x3(x+ 4).
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5) Ñóùåñòâóþò è äðóãèå âîçìîæíîñòè ïîèñêà ÷àñòíûõ ðåøåíèé â ñïåöèàëü-

íîì âèäå, åñëè ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ èìååò ýòîò ñïåöèàëüíûé âèä. Ïðèâåäåì

åùå îäèí ïðèìåð.

Ïðèìåð 9. �åøèòü óðàâíåíèå y′′ + y = 2 sinx.

�åøåíèå. Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå λ2 + 1 = 0 èìååò äâà êîìïëåêñíûõ

êîðíÿ: λ1,2 = ±i. Ñëåäîâàòåëüíî, îïåðàòîð L îáðàùàåòñÿ â íîëü íà ëþáîé ëèíåé-
íîé êîìáèíàöèè �óíêöèé sinx è cosx. ×àñòíîå ðåøåíèå óêàçàííîãî óðàâíåíèÿ
áóäåì èñêàòü â âèäå ϕ(x) = xl(x), ãäå l(x) = a sinx + b cosx. Äè��åðåíöèðóÿ,
ïîëó÷èì:

ϕ′ = l + xl′, ϕ′′ = 2l′ + xl′′ ⇒ L(ϕ) = x(l′′ + l) + 2l′.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî l′′ + l = 0, ïîëó÷èì ðàâåíñòâî 2l′ = 2 sinx ⇒ a = 0, b = −1.
Òàêèì îáðàçîì, îáùåå ðåøåíèå èìååò âèä: z(x,C) = C1 sinx+ (C2 − x) cosx.

Çàìåòèì, ÷òî ïðè ëþáîì âûáîðå ïðàâîé ÷àñòè ÷àñòíîå ðåøåíèå ìîæíî íàé-

òè ëèáî ïîíèæàÿ ïîðÿäîê, êàê ýòî áûëî ïîêàçàíî ðàíåå, ëèáî èñïîëüçóÿ ìåòîä

Ëàãðàíæà (íàçûâàåìûé òàêæå ìåòîäîì âàðèàöèè), êîòîðûé ìû ïðîäåìîíñòðè-

ðóåì íà ïðèìåðå óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà.

Ìåòîä Ëàãðàíæà äëÿ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

Ïóñòü L � ëèíåéíûé îïåðàòîð âòîðîãî ïîðÿäêà, à C1ϕ1(x) + C2ϕ2(x) � îá-

ùåå ðåøåíèå îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ. Òîãäà ÷àñòíîå ðåøåíèå èìååò âèä η(x) =
C1ϕ1(x) + C2ϕ2(x), ãäå C(x) è C2(x) � ëþáûå ðåøåíèÿ ñèñòåìû

{

C′
1ϕ1(x) + C′

2ϕ2(x) = 0,

C′
1ϕ

′
1(x) + C′

2ϕ
′
2(x) = q(x).

Ïðèìåð 10. �åøèòü óðàâíåíèå y′′ − 2y′ + y = 2
ex

x3
.

�åøåíèå. Îäíîðîäíîå óðàâíåíèå èìååò îáùåå ðåøåíèå y(x,C) = C1e
x+C2xe

x.
Çàïèøåì ñèñòåìó Ëàãðàíæà:

{
C′

1e
x + C′

2xe
x = 0,

C′
1e
x + C′

2(x+ 1)ex =
2ex

x3

⇔







C′
1 = − 2

x2
,

C′
2 =

2

x3

⇔







C1 =
2

x
,

C2 = − 1

x2
.

Òàêèì îáðàçîì, ÷àñòíîå ðåøåíèå èìååò âèä η(x) =
2

x
ex − 1

x2
xex =

ex

x
.

Îòâåò: z(x,C) =
(

C1 + C2x+
1

x

)

ex.

Èíîãäà ðåøåíèå ñèñòåìû Ëàãðàíæà ïðèâîäèò ê ãðîìîçäêèì âûêëàäêàì.

Ïðèìåð 11.
⋆
�åøèòü óðàâíåíèå y′′ − 2y = 2 tg3 x.
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�åøåíèå. Îäíîðîäíîå óðàâíåíèå èìååò îáùåå ðåøåíèå y(x,C) = C1e
λx+C2e

−λx,
ãäå ÷åðåç λ îáîçíà÷åíî ÷èñëî

√
2. Çàïèøåì ñèñòåìó Ëàãðàíæà:

{

C′
1e
λx + C′

2e
−λx = 0,

λC′
1e
λx − λC′

2e
−λx = 2 tg3 x.

⇔
{

λC′
1 = e−λx tg3 x,

λC′
2 = −eλx tg3 x.

Ïåðåä òåì, êàê ñ÷èòàòü èíòåãðàëû, ñäåëàåì äâà òåõíè÷åñêèõ çàìå÷àíèÿ.

1) tg3 x = tg x((tg x)′ − 1), 2) eλxe−λt − e−λxeλt = 2 shλ(x − t).
Â ñîîòâåòñòâèè ñ èäååé Ëàãðàíæà áóäåì èñêàòü ÷àñòíîå ðåøåíèå â âèäå η(x) =
C1(x)e

λx + C2(x)e
−λx, ãäå C1(x) è C2(x) � íåêîòîðûå (ëþáûå) ïåðâîîáðàçíûå

�óíêöèé e−λx tg3 x è −eλx tg3 x. Âûáåðåì òå, êîòîðûå îáðàùàþòñÿ â íîëü ïðè

x = 0. Òîãäà

λη(x) = eλx
∫ x

0

tg3 te−λtdt− e−λx
∫ x

0

tg3 teλtdt = 2

∫ x

0

tg3 t shλ(x− t)dt =

= 2

∫ x

0

tg t((tg t)′ − 1) shλ(x− t)dt =

∫ x

0

shλ(x− t) d tg2 t+
2

λ

∫ x

0

tg t d chλ(x− t) =

= shλ(x− t) tg2 t

∣

∣

∣

∣

x

0

−
∫ x

0

tg2 t d shλ(x− t)+
2

λ
tg t chλ(x− t)

∣

∣

∣

∣

x

0

− 2

λ

∫ x

0

chλ(x− t) d tg t =

= −
∫ x

0

tg2 t d shλ(x− t) +
2

λ
tg x+

2

λ2

∫ x

0

(tg2 t+ 1) d shλ(x− t).

Âñïîìíèì òåïåðü, ÷òî λ =
√
2, è, ñëåäîâàòåëüíî,

2

λ2
= 1. Òàêèì îáðàçîì,

η(x) = tg x+
1√
2
shλ(x − t)

∣
∣
∣
∣

x

0

= tg x− 1√
2
sh
√
2x.

Ïîñêîëüêó ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå âõîäèò â îáùåå ðåøåíèå, òî ÷àñòíûì ðåøåíèåì

ìîæíî ñ÷èòàòü �óíêöèþ tg x. Â èòîãå ïîëó÷àåì îòâåò:

z(x,C) = C1e
√
2x + C2e

−
√
2x + tg x.

Çàìåíà íåçàâèñèìîé ïåpåìåííîé

�àññìîòpèì �óíêöèþ x = ϕ(t) êëàññà Cn(J), ãäå J � íåêîòîpûé íîâûé ïî-

äèíòåpâàë, òàêîé ÷òî ϕ(J) ⊂ I, ãäå I � èíòåðâàë, íà êîòîðîì îïðåäåëåíû è

ñîîòâåòñòâóþùåå ÷èñëî ðàç äè��åðåíöèðóåìû âñå êîý��èöèåíòû. Âûðàçèì

ïðîèçâîäíóþ y′t ÷åðåç ïðîèçâîäíûå y
′
x :

y′t = y′xx
′
t ⇒ y′′t2 = y′′x2(x′t)

2 + y′xx
′′
t2 .

Íàèáîëåå óïîòðåáèòåëüíîé ÿâëÿåòñÿ çàìåíà x = et. Â ýòîì ñëó÷àå �îðìóëû

ïåðåõîäà ê íîâîé ïåðåìåííîé ïðîñòû, ïîñêîëüêó x′t = x′′t2 = . . . = x. Óðàâíåíèÿ,
â êîòîðûõ ¾ðàáîòàåò¿ ýòà çàìåíà, íàçûâàþòñÿ óðàâíåíèÿìè Ýéëåðà. Îíè õàðàê-

òåðíû òåì, ÷òî ïåðåä ïðîèçâîäíîé y ñòîèò ìíîæèòåëåì x â ñîîòâåòñòâóþùåé

ñòåïåíè.

y′t = y′xx, y′′t2 = y′′x2x2 + y′xx.
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Ïðèìåð 12. �åøèòü óðàâíåíèå x2y′′ − xy′ = 4 lnx.

�åøåíèå. Ñäåëàâ çàìåíó x = et, ïîëó÷èì y′t = y′x · x, y′′t2 = y′′x2 · x2 + y′x · x ⇒
y′′t2 − 2y′t = 4t ⇒ y(t) = C1e

2t − t2 − t+ C2 ⇒ y(x) = C1x
2 − ln2 x− lnx+ C2.

⋆
Òåîpåìà Øòópìà è óðàâíåíèå Ýéðè

Øòópì (Sturm Jaques Charles, 1803 � 1855). ×ë.-êîpp. Ïåòåpáópãñêîé ÀH (1836).

Ëà Âàëëå Ïóññåí (La Valle'e Poussin Charles Jean de, 1866 � 1962).

Ìû pàññìàòpèâàåì ópàâíåíèå âòîpîãî ïîpÿäêà â ¾ïpèâåäåííîé �îpìå¿:

y′′ + a(x)y′ + b(x)y = 0,

ãäå a ∈ C1(I), b ∈ C0(I), I � íåêîòîpûé èíòåpâàë âåùåñòâåííîé îñè.
Ïîäñòàíîâêà y(x) = z(x) e−A(x)/2

ãäå A(x) � ïåpâîîápàçíàÿ �óíêöèè a(x),
ïpèâîäèò ópàâíåíèå ê âèäó

z′′ + q(x)z = 0, q(x) = −a
2(x)

4
− a′(x)

2
+ b(x).

Òàêîé âèä ópàâíåíèÿ íàçûâàåòñÿ êàíîíè÷åñêîé �îpìîé. Ñäåëàåì â ópàâíåíèè,

çàïèñàííîì â êàíîíè÷åñêîé �îpìå, çàìåíó z = e−R(x) . Ïîäñòàâëÿÿ, ïîëó÷èì:
−R′′(x) e−R(x)+(R′(x))2 e−R(x)+q(x) e−R(x) = 0 . Ñîêpàòèâ íà e−R è îáîçíà÷èâ

R′(x) = r(x), ïîëó÷èì ópàâíåíèå �èêêàòè r′ = r2 + q(x). Â ÷àñòíîñòè, åñëè

q(x) = x, òî ópàâíåíèå ñâîäèòñÿ ê ñïåöèàëüíîìó ópàâíåíèþ �èêêàòè.

Òåîpåìà ñpàâíåíèÿ. �àññìîòpèì äâà ópàâíåíèÿ:

y′′ + q1(x)y = 0, (1) è y′′ + q2(x)y = 0 (2)

ñ âåùåñòâåííûìè è íåïpåpûâíûìè íà I êîý��èöèåíòàìè. Òîãäà, åñëè

q1(x) ≤ q2(x), x ∈ I,

òî ìåæäó äâóìÿ ñîñåäíèìè íóëÿìè ëþáîãî íåòpèâèàëüíîãî påøåíèÿ ópàâíå-

íèÿ (1) ëåæèò ïî êpàéíåé ìåpå îäèí íóëü ëþáîãî påøåíèÿ ópàâíåíèÿ (2).

Óðàâíåíèå Ýéðè y′′ − xy = 0.

Ýépè Äæîpäæ Áèääåë (Airy, 1801 � 1892). ×ë.-êîpp. Ïåòåpáópãñêîé ÀH (1840).

Olin J. Eggen: Airy was not a great sientist, but he made great siene possible.

Îäíèì èç ðåøåíèé óðàâíåíèÿ Ýépè ÿâëÿåòñÿ �óíêöèÿ Ýépè, êîòîðàÿ îïpå-

äåëÿåòñÿ íå ñîâñåì ïðèâû÷íûì ñïîñîáîì:

✲

✻

x

y

O

1

1/2

−1/2

1 2 3 4 5−1−2−3−4−5

....................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................

..................
...................

......................
...................................................................................................................................................................................................................................................................................................

...........
.........
........
.......
.......
......
......
......
......
......
......
.......
........
........
...........

..........................................................................................................................................

Ai (x) =
1

π

∫ ∞

0

cos

(

t3

3
+ xt

)

dt.
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Íàõîæäåíèå ðåøåíèé â âèäå ðÿäà. Ïîêàæåì íà ïðèìåðå, êàê íàéòè ðåøå-

íèÿ çàäà÷è Êîøè â âèäå ñòåïåííîãî ðÿäà. Çàïèøåì ðåøåíèå η(x)  íà÷àëüíûìè
äàííûìè (0, 1, 0) â âèäå ðÿäà

∑∞
k=0 akx

k. Ó÷èòûâàÿ íà÷àëüíûå óñëîâèÿ, ïîëó-

÷èì, ÷òî a0 = 1, a1 = 0. Ïîäñòàâèì ðÿä â óðàâíåíèå:

∞∑

k=2

k(k−1)akxk−2−
∞∑

k=0

akx
k+1 = 0 ⇒

∞∑

n=0

(n+2)(n+1)an+2x
n−

∞∑

n=1

an−1x
n = 0.

Ïðèðàâíèâàåì êîý��èöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ: a2 = 0, (n + 2)(n +

1)an+2 = an−1, n ≥ 1 ⇒ a3 =
1

3 · 2 , a4 = a5 = 0, a6 =
1

2 · 3 · 5 · 6 , . . . Â èòîãå

η(x) = 1 +
1

3!
x3 +

1 · 4
6!
x6 +

1 · 4 · 7
9!

x9 + . . . Àíàëîãè÷íî, äëÿ ðåøåíèÿ ζ(x) 

íà÷àëüíûìè äàííûìè (0, 1, 0) ïîëó÷èì �îðìóëó

ζ(x) = x+
2

4!
x4 +

2 · 5
7!
x7 +

2 · 5 · 8
10!

x10 + . . .

Ç à ä à ÷è ä ë ÿ ï ð à êòè÷ å ñ ê è õ ç à í ÿòèé

Óïð. 1.
◦
Ïpîèíòåãpèpóéòå ópàâíåíèÿ (íàïèøèòå îáùåå ðåøåíèå):

a) y′′ + 5y′ + 4y = 0; b) y′′ + 5y′ + 4y = 10ex;

c) y′′ + 5y′ + 4y = 3e−x; d) y′′ + 5y′ + 4y = 10e−x cosx;

e) y′′ − y = x; f) y′′ − y′ = ex;

g) y′′ + y = 2 cosx; h) y′′ − 4y′ = 20 sin 2x.

Óïð. 2.
◦
Íàéäèòå ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè x0 = 0, y0 =

0, y′0 = 0.

a) y′′ + 4y′ + 5y = e−2x; b) y′′ + 4y′ + 5y = 2e−2x cosx;

c) y′′ + 4y = 4 cos 2x; d) y′′ + y = 2 tg x;

e) y′′ + 4y′ = 20 cos 2x; f) y′′ + 2y = −2 tg3 x.

Óïð. 3.
◦

Ïðîèíòåãðèðóéòå óðàâíåíèÿ, åñëè óêàçàíî ÷àñòíîå ðåøåíèå ϕ(x) è
èçâåñòíî, ÷òî îäíî èç ðåøåíèé ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì.

a) x2(3 lnx− 1)y′′ − x(6 lnx+ 1)y′ + 9y = 0, ϕ(x) = lnx;

b) xy′′ − (x+ 2)y′ + 2y = 0, ϕ(x) = ex;

c) (x cos x− sinx)y′′ + x sinxy′ − sinx y = 0, ϕ(x) = sinx;

d) x2y′′ − xy′ − 3y = 0, ϕ(x) =
1

x
.

Óïð. 4.
◦
Íàéäèòå îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèé:

a) y′′′ − 2y′′ − y′ + 2y = 2x2 − 1; b) y′′′ + 8y = 16 cos 2x;

c) y′′′ − 2y′′ − y′ + 2y =
2x3 + x2 − 4x− 6

x4
; d) y′′′ − 8y = 24xe2x.
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Óïð. 5.
◦

Äëÿ êàæäîé èç óêàçàííûõ ïàð �óíêöèé ϕ1(x) è ϕ2(x) ñîñòàâüòå

ëèíåéíîå îäíîðîäíîå óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà, äëÿ êîòîðîãî ýòè �óíêöèè

ÿâëÿëèñü áû ðåøåíèÿìè.

a) x, x2; b) ex, x; c) x2, e2x; d) x, lnx; e) x2 + x, e2x.

Óïð. 6.
◦

Äëÿ êàæäîãî èç óêàçàííûõ íàáîðîâ �óíêöèé ñîñòàâüòå ëèíåéíîå

îäíîðîäíîå óðàâíåíèå ñ ïîñòîÿííûìè êîý��èöèåíòàìè íàèìåíüøåãî ïîðÿäêà,

äëÿ êîòîðîãî ýòè �óíêöèè ÿâëÿëèñü áû ðåøåíèÿìè.

a) x, x2; b) ex, x; c) x2, e2x; d) x, sinx; e) ex, xex.

Óïð. 7.
◦

Ïðè ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî îäíî èç påøåíèé ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì,

ðåøèòå óðàâíåíèå:

a) x2(lnx− 1)y′′ − xy′ + y = 0; b) (x2 − 2)y′′ − (x2 + 2x− 2)y′ + 2xy = 0.

Óïð. 8.
◦
Ïpîèíòåãpèpóéòå ópàâíåíèÿ Ýéëåpà: a) x2y′′ − 4xy′ + 6y = 0;

b) x2y′′ − xy′ − 3y = 0; c) (x+ 1)2y′′′ − 12y′ = 0.

Óïð. 9.
◦
�åøèòå óðàâíåíèå (1 + x2)y′′ + xy′ − y + 1 = 0, ñäåëàâ çàìåíó íåçà-

âèñèìîé ïåðåìåííîé âèäà x = sh t.

Óïð. 10.
◦
�åøèòå óðàâíåíèå (1 + x2)2y′′ + 2x(1 + x2)y′ + y = 0, ñäåëàâ çàìåíó

íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé âèäà t = arctg x.

Î ò â å ò û

Óïð. 1. a) y(C,x) = C1e
−x+C2e

−4x; b) C1e
−x+C2e

−4x+ex; c) C1e
−x+C2e

−4x+xe−x;
d) (C1 + 3 sin x − cosx)e−x + C2e

−4x; e) C1e
x + C2e

−x − x; f) C1e
x + C2 + xex; g)

(C1 +x) sin x+C2 cos x; h) C1e
4x +C2− sin 2x+2cos 2x. Óïð. 2. a) e−2x(1− cos x); b)

x sin xe−2x; c) x sin 2x; d) sin x−cosx ln
∣

∣

∣tg
(

x

2
+

π

4

)∣

∣

∣ ; e) e−4x+2sin 2x−cos 2x; f) tg x.

Óïð. 3. a) y = C1 lnx + C2x
3; b) y = C1e

x + C2(x
2 + 2x + 2); c) y = C1 sin x + C2x; d)

y = C1
1

x
+C2x

3. Óïð. 4. a) y(x,C) = C1e
−x +C2e

x +C3e
2x + x2 + x+2; b) y(x,C) =

C1e
−2x + C2e

x cos(x
√
3) + C3e

x sin(x
√
3) + cos 2x − sin 2x; c) y(x,C) = C1e

−x + C2e
x +

C3e
2x+

1

x
; d) y(x,C) = C1e

2x+C2e
−x cos(x

√
3)+C3e

−x sin(x
√
3)+(x2−x)e2x. Óïð. 5.

a) x2y′′−2xy′+2y = 0; b) (1−x)y′′+xy′−y = 0; c) x(x−1)y′′+(1−2x2)y′+2(2x−1)y = 0;
d) x2(1− ln x)y′′ + xy′ − y = 0; e) (2x2 − 1)y′′ − 2(2x2 + 2x − 1)y′ + 8xy = 0. Óïð. 6.

a) y′′′ = 0; b) y′′′ − y′′ = 0; c) y′′′′ − 2y′′′ = 0; d) y′′′′ + y′′ = 0; e) y′′ − 2y′ + y =
0. Óïð. 7. a) C1x + C2 lnx; b) C1(x

2 + 2x) + C2e
x. Óïð. 8. a) C1x

2 + C2x
3;

b) C1
1

x
+ C2x

3. c) C1
1

(x+ 1)2
+ C2(x + 1)5. Óïð. 9. y(x,C) = C1x + C2

√
1 + x2.

Óïð. 10. y(x,C) =
C1√
1 + x2

+
C2x√
1 + x2

.
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4. Ópàâíåíèÿ Ëàãpàíæà è Êëåpî

Êëåpî Àëåêñè Êëîä (Clairaut Alexis Claude, 1713 � 1765). Èíîñòp. ïî÷åòíûé ÷ëåí

ÑÏá ÀH (1754).

Ópàâíåíèå Êëåpî èìååò âèä: y = xy′+f(y′). Çäåñü f � çàäàííàÿ ãëàäêàÿ (êàê

ìèíèìóì íåïpåpûâíî äè��åpåíöèpóåìàÿ) �óíêöèÿ. Âïåpâûå åãî pàññìàòpèâàë

Êëåpî â 1734 ãîäó. Îíî èíòåãpèpóåòñÿ â êîíå÷íîì âèäå. Îáùåå påøåíèå � ñåìåé-

ñòâî ïpÿìûõ: y = Cx + f(C), ãäå C � ïpîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ. Êpîìå òîãî,

ópàâíåíèå Êëåpî èìååò îñîáîå påøåíèå:

x = − f ′(p), y = − pf ′(p) + f(p), ãäå p− ïàpàìåòp.

Îãèáàþùèå ñåìåéñòâà Êëåpî. Åñëè çàäàíà �óíêöèÿ y = F (x), òî ñåìåé-

ñòâî ïpÿìûõ, ÿâëÿþùèõñÿ êàñàòåëüíûìè ê åå ãpà�èêó, îïpåäåëèòü íåñëîæíî.

Ópàâíåíèå òàêîé êàñàòåëüíîé â òî÷êå x0 èìååò âèä:

y = F ′(x0)x+ F (x0)− x0F ′(x0).

Ïîñòàâèì îápàòíûé âîïpîñ: ïóñòü çàäàíî ñå-

ìåéñòâî ïpÿìûõ. Â êàêîì ñëó÷àå îíî ÿâ-

ëÿåòñÿ ñåìåéñòâîì êàñàòåëüíûõ ê ãpà�èêó

íåêîòîpîé �óíêöèè è êàêîâà ýòà �óíêöèÿ.

Òàêîå ñåìåéñòâî ìîæíî çàäàâàòü pàçíûìè

ñïîñîáàìè. Íàïðèìåð, â âèäå y = Cx +
f(C). Äè��åðåíöèðóÿ ýòî ðàâåíñòâî, ïîëó-
÷èì, ÷òî y′ = C.
Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî âåëè÷èíà C

ñàìà ÿâëÿåòñÿ íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé (â

ýòîì è ñîñòîèò ñìûñë ñëîâà ¾ïàðàìåòð¿).

Òîãäà dy = xdC+Cdx+f ′(C)dC. Ïîñêîëüêó
dy = Cdx, òî xdC + f ′(C)dC = 0 ⇒ x =
−f ′(C) èëè dC = 0 ⇒ C = const. Òàêèì îá-

ðàçîì, ìû è ïîëó÷èëè îãèáàþùóþ ñìåéñòâà,

çàäàííóþ ïàðàìåòðè÷åñêè. Îíà è ÿâëÿåòñÿ

óïîìÿíóòûì âûøå îñîáûì ðåøåíèåì.

Ïðèìåð 1. �àññìàòpèâàåòñÿ ñåìåéñòâî

y = Cx + sinC.

Îãèáàþùàÿ îïpåäåëÿåòñÿ ïàpàìåòpè÷åñêè:

x = − cos t, y = −t cos t+ sin t.

✲

✻

x

y

O-1 -1/2 1/2 1

1π

2π

3π

4π

5π

−1π

−2π

−3π

−4π

−5π
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Ïðèìåð 2. Ñïðàâà èçîáðàæåíî ñå-

ìåéñòâî Êëåðî y = Cx + C3
è åãî

îãèáàþùàÿ.

Ópàâíåíèå Ëàãðàíæà y = xg(y′)+
f(y′) ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì óðàâíå-

íèÿ Êëåðî. Îíî òàêæå ðåøàåòñÿ ââå-

äåíèåì ïàðàìåòðà y′ = p ⇒ y =
xg(p) + f(p). Ïðîäè��åðåíöèðóåì

ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî, ó÷èòûâàÿ, ÷òî

dy = pdx :

pdx = g(p)dx+ xg′(p)dp+ f ′(p)dp ⇒

(p− g(p))dx = (xg′(p) + f ′(p))dp.

✲

✻

x

y

y = xy′ + y′3

Ïóñòü p−g(p) 6= 0. Òîãäà ïåðåéäåì ê ëèíåéíîìó óðàâíåíèþ
dx

dp
=
xg′(p) + f ′(p)

p− g(p)
.

Åñëè Φ(p, C) � åãî îáùåå ðåøåíèå, òî îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà çà-

ïèñûâàåòñÿ â âèäå

x = Φ(p, C), y = Φ(p, C)g(p) + f(p).

Åñëè p0 � êîðåíü óðàâíåíèÿ p − g(p) = 0 è ïðè ýòîì dp 6= 0, òî òî÷êà x0, y0
òàêàÿ ÷òî x0g

′(p0) + f ′(p0) = 0, y0 = x0g(p0) + f(p0) ÿâëÿåòñÿ îñîáîé. Åñëè

òî÷êà íåîñîáàÿ, òî dp = 0 ⇒ y = xg(p0)+f(p0). Ïîëó÷èâøàÿñÿ ïðÿìàÿ ÿâëÿåòñÿ
ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ. Åñëè ïðè ýòîì îíà êàñàåòñÿ êðèâûõ, âõîäÿùèõ â îáùåå

ðåøåíèå, òî ÿâëÿåòñÿ èõ îãèáàþùåé.

Óðàâíåíèÿ, íåðàçðåøåííûå îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîäíîé, îáùåãî âèäà

F (x, y, y′) = 0 ðåøàþòñÿ, êàê ïðàâèëî, àíàëîãè÷íî ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ Ëàãðàí-

æà ñ ïîìîùüþ ââåäåíèÿ ïàðàìåòðà y′ = p. Ïðè ýòîì íàñ èíòåðåñóåò íå òîëüêî

îáùåå ðåøåíèå, íî è äèñêðèìèíàíòíàÿ êðèâàÿ, êîòîðàÿ çàäàåòñÿ óñëîâèÿìè

F (x, y, p) = 0,
∂

∂p
F (x, y, p) = 0.

Äèñêðèìèíàíòíàÿ êðèâàÿ ìîæåò è ñàìà áûòü ðåøåíèåì, ÿâëÿÿñü ïðè ýòîì îãè-

áàþùåé ñåìåéñòâà ðåøåíèé. Ïîêàæåì ýòî íà ïðèìåðàõ.

Ïðèìåð 3. (Ìèëëåp, 1936). �åøèòü ópàâíåíèå

(x− y)2(1 + y′
2
)3 = a2(1 + y′

3
)2, a > 0.

�åøåíèå. Ïåpåîáîçíà÷èâ y′ = p, çàïèøåì îäíó âåòâü ýòîãî ópàâíåíèÿ (âòîpàÿ

âåòâü ïpèâåäåò ê òîìó æå påçóëüòàòó):

x − y = a (1 + p3 ) ( 1 + p2 )−3/2.
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Ïpîäè��åpåíöèpîâàâ, ïîëó÷èì: 1 − p = −3a p(1− p)

(1 + p2)5/2
dp

dx
. Îòñþäà ñëåäóåò,

÷òî ëèáî 1− p = 0 ⇒ x− y = ± a√
2
, ëèáî

1 = − 3ap

(1 + p2)−5/2

dp

dx
⇒ x− c = a(1 + p2)−3/2 ⇒

⇒ y − c = a(1 + p2)−3/2 − a(1 + p3)(1 + p2)−3/2 = a
p3

(1 + p2)3/2
.

Ñêëàäûâàÿ, ïîëó÷àåì: (x− c)2/3 + (y − c)2/3 = a2/3.

Òàêèì îápàçîì, îáùåå påøåíèå ópàâíåíèÿ

ñîñòîèò èç ñåìåéñòâà îäèíàêîâûõ àñòpîèä.

Hà êàpòèíêå èçîápàæåíû íåñêîëüêî ïpåä-

ñòàâèòåëåé ïpè a = 2. Çäåñü îãèáàþùàÿ

îïpåäåëÿåòñÿ pàâåíñòâàìè:

x− y = ± a√
2
.

Êpîìå òîãî, âòîpàÿ âåòâü äèñêpèìèíàíòíîé

✲

✻

x

y

O
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1
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êpèâîé ÿâëÿåòñÿ ãåîìåòpè÷åñêèì ìåñòîì òî÷åê âîçâpàòà: x− y = ±a.

Ïðèìåð 4. Ñ ïîìîùüþ èçîêëèí äàòü ýñêèç

ñåìåéñòâà ðåøåíèé óðàâíåíèÿ

(x− y′)3 = y′ + y.

Ñóùåñòâóåò ëè ó ýòîãî óðàâíåíèÿ îñîáîå

ðåøåíèå?

�åøåíèå. Â äàííîì ñëó÷àå F (x, y, p) = (x−
p)3 − p − y, ∂

∂p
F (x, y, p) = −3(x − p)2 − 1 6=

0. Ñëåäîâàòåëüíî, äèñêðèìèíàíòíîå ìíîæå-
ñòâî ïóñòîå è îñîáûõ ðåøåíèé íåò.

✲

✻

x

y

(x − y′)
3

= y′ + y

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

Ïðèìåð 5. �åøèòü óðàâíåíèå y = 2xy′ + y2y′3. Âûäåëèòü îñîáîå ðåøåíèå,

åñëè îíî ñóùåñòâóåò.

�åøåíèå. Çàìåòèì âî-ïåðâûõ, ÷òî åñëè îñîáîå ðåøåíèå ñóùåñòâóåò, òî â êàæ-

äîé òî÷êå ýòîãî ðåøåíèÿ äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèå 0 = 2x + 3y2y′2. �åøàÿ
ñîâìåñòíî ñ çàäàííûì óðàâíåíèåì, íàéäåì äèñêðèìèíàíòíóþ êðèâóþ:

y4 = −32

27
x3.
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Òåïåðü ïåðåéäåì ê ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ ìåòîäîì ââåäåíèÿ ïàðàìåòðà. Îáî-

çíà÷èì y′ = p è ó÷òåì, ÷òî dy = pdx. Âûðàçèì x ÷åðåç îñòàëüíûå ïåðåìåííûå:

x =
y − y2p3

2p
⇒ dy

p
=

2pdy − 2ydp

4p2
− yp2dy − y2pdp⇒

⇒ p

(
1

2p2
+ yp

)

dy = −y
(

1

2p2
+ yp

)

dp.

Ïðèðàâíÿâ íóëþ îáùèé ìíîæèòåëü îáåèõ ÷àñòåé, ïîëó÷èì y = − 1

2p3
. Ïîäñòàâèâ

â âûðàæåíèå äëÿ x, ïîëó÷èì, ÷òî x = − 3

8p4
. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ýòî è åñòü

ïàðàìåòðè÷åñêîå çàäàíèå íàïèñàííîé âûøå äèñêðèìèíàíòíîé êðèâîé. Òàêèì

îáðàçîì, îíà ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì. Òîò �àêò, ÷òî ýòà êðèâàÿ ñîñòîèò èç òî÷åê

íååäèíñòâåííîñòè, ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî (ïîñëå òîãî êàê ìû íàïèøåì

îñíîâíîå ñåìåéñòâî ðåøåíèé).

✲

✻

x

y

y = 2xy′ + y2y′3 (c > 0)

✲

✻

x

y

y = 2xy′ + y2y′3 (c < 0)

Çàìåòèì, ÷òî ìû ïðîïóñòèëè ðåøåíèå p = 0⇒ y = 0. Ïðÿìàÿ y = 0 ñîñòîèò
íà ñàìîì äåëå èç äâóõ ðåøåíèé � ëó÷åé x > 0 è x < 0. (Òî÷êà x = 0, y = 0 �
îñîáàÿ òî÷êà. Â íåé íå îïðåäåëåíà ïðîèçâîäíàÿ.)

Ïîñëå äåëåíèÿ íà îáùèé ìíîæèòåëü ïîëó÷èì óðàâíåíèå pdy = −ydp, êîòîðîå
îïðåäåëÿåò ñåìåéñòâî ðåøåíèé

y =
c

p
, x =

c

2p2

(
1− cp2

)
,

ãäå c � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ. Â çàâèñèìîñòè îò çíàêà c ýòî ñåìåéñòâî ðàç-
äåëÿåòñÿ íà äâà ïîäñåìåéñòâà, êîòîðûå èçîáðàæåíû íà äâóõ ðàçëè÷íûõ êàðòèí-

êàõ.
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5. Àâòîíîìíûå óðàâíåíèÿ è ñèñòåìû

Äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå, ðàçðåøåííîå îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîäíîé, ñêà-

ëÿðíîå èëè âåêòîðíîå, íàçûâàåòñÿ àâòîíîìíûì, åñëè ïðàâàÿ ÷àñòü íå ÿâëÿåòñÿ

�óíêöèåé íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé x, òî åñòü óðàâíåíèå èìååò âèä

dy

dx
= f(y),

ãäå y � n-ìåðíûé âåêòîð (âåêòîð-�óíêöèÿ), f(y) � n−ìåðíàÿ âåêòîð-�óíêöèÿ,
îïðåäåëåííàÿ, íåïðåðûâíàÿ è íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìàÿ íà íåêîòîðîì ïîä-

ìíîæåñòâå G ⊂ Rn.
Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ñâîéñòâî ðåøåíèé àâòîíîìíûõ ñèñòåì. Åñëè y =
ϕ(x) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì, òî äëÿ ëþáîé ïîñòîÿííîé C ψ(x) = ϕ(x+C) òàêæå

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó dx = d(x+C), òî
dψ(x)

dx
=
dϕ(x+ C)

dx
=
dϕ(x+ C)

d(x+ C)
=

f(ϕ(x + C)) = f(ψ(x)). Äîêàçàòåëüñòâî çàêîí÷åíî.

Ïðèìåð 1. Óðàâíåíèå y′ = y2 + 1 èìååò îáùåå ðåøåíèå Φ(x,C) = t̂g(x+ C).

Îáëàñòü G ⊂ Rn, íà êîòîðîé ðàññìàòðèâàåòñÿ �óíêöèÿ f(y) (à èíîãäà è ñà-
ìî ïðîñòðàíñòâî Rn) íàçûâàåòñÿ �àçîâûì ïðîñòðàíñòâîì, à êðèâàÿ y = ϕ(x) â
ýòîì ïðîñòðàíñòâå, ãäå ϕ ðåøåíèå, íàçûâàåòñÿ òðàåêòîðèåé óðàâíåíèÿ (èëè ñèñòå-
ìû). Ñàìî ðåøåíèå, ÿâëÿþùåñÿ ïàðàìåòðèçàöèåé ýòîé êðèâîé, íàçûâàåòñÿ �à-

çîâîé êðèâîé.Íàïðèìåð, â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå óðàâíåíèå èìååò åäèíñòâåííóþ

òðàåêòîðèþ � âñþ ïðÿìóþ, à åå ïàðàìåòðèçàöèåé ñëóæèò ëþáàÿ èç �óíêöèé

t̂g(x + C).

�åøåíèå àâòîíîìíîãî óðàâíåíèÿ ìîæåò áûòü ïîñòîÿííîé. Åãî íàçûâàþò òàê-

æå ñòàöèîíàðíûì, à òðàåêòîðèþ, ñîîòâåòñòâóþùóþ ýòîìó ðåøåíèþ, ñòàöèîíàð-

íîé òî÷êîé, îñîáîé òî÷êîé, òî÷êîé ïîêîÿ èëè ïîëîæåíèåì ðàâíîâåñèÿ. Îñîáàÿ

òî÷êà íàçûâàåòñÿ èçîëèðîâàííîé, åñëè ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü ýòîé òî÷êè, â

êîòîðîé äðóãèõ îñîáûõ òî÷åê íåò.

Íàïðèìåð, ó óðàâíåíèÿ y′ = y2 − 1 äâå îñîáûå òî÷êè: y = 1 è y = −1.
�åøåíèå àâòîíîìíîãî óðàâíåíèÿ ìîæåò áûòü ïåðèîäè÷åñêîé �óíêöèåé. Â

ýòîì ñëó÷àå òðàåêòîðèþ íàçûâàþò çàìêíóòîé èëè ïåðèîäè÷åñêîé. Îïðàâäàí-

íîñòü òàêîãî íàçâàíèÿ âûòåêàåò èç ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ.

Òåîðåìà î ñàìîïåðåñå÷åíèè. Åñëè òðàåêòîðèÿ íå ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ïîêîÿ,

íî èìååò ñàìîïåðåñå÷åíèå, òî åñòü ñóùåñòâóþò ÷èñëà x1 6= x2, òàêèå ÷òî
ϕ(x1) = ϕ(x2), ãäå ϕ � íåêîòîðàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ òðàåêòîðèè, òî ýòà ïà-

ðàìåòðèçàöèÿ ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé �óíêöèåé. Òàêèì îáðàçîì, åñëè òðà-

åêòîðèÿ íå ÿâëÿåòñÿ íè ïåðèîäè÷åñêîé, íè çàìêíóòîé, òî îíà íå èìååò òî÷åê

ñàìîïåðåñå÷åíèÿ.

Ïðèìåð 2. �àññìîòðèì óðàâíåíèå y′ = Ay, A =

(
0 1
−1 0

)

, y =

(
y1
y2

)

.
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Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî äëÿ êàæäîãî ÷èñëà C îíî èìååò ðåøåíèå

ϕ(x,C) = C

(

sinx

cosx

)

è, ñëåäîâàòåëüíî, âñå òðàåêòîðèè, êðîìå îäíîé, ÿâëÿþùåéñÿ òî÷êîé ïîêîÿ

(0, 0), ïåðèîäè÷íû, ïðè÷åì èìåþò îäèíàêîâûé ïåðèîä.

Ïîñêîëüêó íàèáîëåå ÷àñòî âñòðå÷àþùèåñÿ ïðèìåðû äâóõ èëè òðåõìåðíû, òî

áóêâû x è y ïðèíÿòî èñïîëüçîâàòü äëÿ îáîçíà÷åíèÿ êîîðäèíàò, à íåçàâèñèìóþ

ïåðåìåííóþ îáîçíà÷àòü ÷åðåç t, óêàçûâàÿ îäíîâðåìåííî íà âîçìîæíîñòü ïàðà-
ìåòðèçîâàòü è ðåøåíèÿ ìíîãèõ îäíîìåðíûõ óðàâíåíèé. Íàïðèìåð, ñêàëÿðíîå

óðàâíåíèå, çàïèñàííîå â îäíîé èç íèæåïåðå÷èñëåííûõ �îðì

y′ =
Q(x, y)

P (x, y)
, x′y =

P (x, y)

Q(x, y)
, Q(x, y)dx− P (x, y)dy = 0,

dx

P (x, y)
=

dy

Q(x, y)

çà÷àñòóþ óäîáíåå ïàðàìåòðèçîâàòü è ðàáîòàòü ñ ñèñòåìîé

ẋ = P (x, y), ẏ = Q(x, y).

Ïðè ýòîì ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî âñå ýòè �îðìû îïðåäåëÿþò îäèí è òîò æå îáú-

åêò, íàçûâàåìûé óðàâíåíèåì èëè ñèñòåìîé, íî òî, ÷òî íàñ èíòåðåñóåò, â îäíîì

ñëó÷àå íàçûâàåòñÿ ðåøåíèåì, â äðóãîì � òðàåêòîðèåé, â òðåòüåì èíòåãðàëüíîé

êðèâîé è ò.ä.

Ïàðà (P (x, y), Q(x, y)) íàçûâàåòñÿ âåêòîðíûì ïîëåì. Âåêòîðíîå ïîëå íàçû-

âàåòñÿ âûðîæäåííûì â òî÷êå O, åñëè îáå êîìïîíåíòû âåêòîðà (P,Q) â ýòîé

òî÷êå îáðàùàþòñÿ â íîëü. Òî÷êà, â êîòîðîé ýòî ïðîèñõîäèò, è ÿâëÿåòñÿ îñî-

áîé òî÷êîé. Â äàëüíåéøåì ìû îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì òîëüêî äâóìåðíûõ

àâòîíîìíûõ ñèñòåì.

Çàìåòèì, ÷òî ïåðåìåííóþ t óäîáíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê âðåìÿ, è ïîýòîìó
àâòîíîìíûå ñèñòåìû íàçûâàþò òàêæå äèíàìè÷åñêèìè.

�àâåíñòâî V (x, y) = C íàçûâàåòñÿ èíòåãðàëîì ñèñòåìû, åñëè �óíêöèÿ V (x, y)
ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííîé äëÿ ëþáîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû. Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî

åñëè x = ϕ(t), y = ψ(t) � ðåøåíèå, òî

dV (ϕ(t), ψ(t))

dt
=
∂V (ϕ(t), ψ(t))

∂x
ϕ̇(t) +

∂V (ϕ(t), ψ(t))

∂y
ψ̇(t) = 0.

Òàêèì îáðàçîì, â êàæäîé òî÷êå òðàåêòîðèè äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâî

∂V (x, y)

∂x
P (x, y) +

∂V (x, y)

∂y
Q(x, y) = 0.

Ëåâàÿ ÷àñòü ýòîãî ðàâåíñòâà íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîäíîé �óíêöèè V âäîëü âåêòîð-

íîãî ïîëÿ (P,Q) èëè ïðîèçâîäíîé V â ñèëó ñèñòåìû ẋ = P (x, y), ẏ = Q(x, y).
Êàðòèíà, èçîáðàæàþùàÿ íà �àçîâîì ïðîñòðàíñòâå ñîâîêóïíîå ïîâåäåíèå òðà-

åêòîðèé ñèñòåìû íàçûâàåòñÿ �àçîâûì ïîðòðåòîì ñèñòåìû èëè ïðîñòî ïîðòðåòîì

ñèñòåìû. Íåñêîëüêî ïîðòðåòîâ èçîáðàæåíû íà ñëåäóþùèõ ñòðàíèöàõ.
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✲

✻

x

y

ẋ = y − x, ẏ = y − 2x

•

◦
M

✲

✻

x

y

ẋ = y + x, ẏ = y − 2x

•

◦
M

✲

✻

x

y

ẋ = y + x, ẏ = y + 2x

•

◦M

✲

✻

x

y

ẋ = y − 2x, ẏ = x − y

•

◦M

✲

✻

x

y

ẋ = −y, ẏ = x − 2y

•

◦M

✲

✻

x

y

ẋ = x, ẏ = y

•

◦
M

303



✲

✻

x

y
µ = 0, 12

ẋ = y − x − µy
3

ẏ = y − 2x + µx
3

••

◦
M

✲

✻

x

y

•

µ = 0, 25

ẋ = y + x − µy
3

ẏ = y − 2x + µx
3

◦
M

✲

✻

x

y
µ = 0, 04

ẋ = y + x − µy
3

ẏ = y + 2x + µx
3

•

◦M

✲

✻

x

y

•

µ = 0, 12

ẋ = y − 2x − µy
3

ẏ = x − y + µx
3

◦M

✲

✻

x

y

•

µ = 0, 1

ẋ = −y − µy
3

ẏ = x − 2y + µx
3

◦M

✲

✻

x

y
µ = 0, 04

ẋ = x − µy
3

ẏ = y + µx
3

•

◦
M
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6. Óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèé

Александр Михайлович Ляпунов (1857 —
1918) — выдающийся русский математик и
механик, академик Петербургской академии
наук с 1901 года, член многих зарубежных
академий и научных обществ. Ученик Пафну-
тия Львовича Чебышева. Ляпунову принадле-
жат разнообразные результаты: предельная
теорема в теории вероятностей, большая ра-
бота, посвященная форме вращающихся жид-
костей, и множество других.

Но всемирную славу Ляпунову принесла его
докторская диссертация «Общая задача об
устойчивости движения», блестяще защи-
щенная в 1892 году, которая определила боль-
шое и важное направление как в чистой, так
и прикладной науке — теорию устойчивости.

Ïóñòü G ⊂ R×Rn, f ïðèíàäëåæèò êëàññó C1
y(G) è ψ(x) ÿâëÿåòñÿ íà íåêîòîpîì

ëó÷å I = [a; +∞) påøåíèåì ópàâíåíèÿ

dy

dx
= f(x, y).

�åøåíèå ψ(x) íàçûâàåòñÿ óñòîé÷èâûì ïî Ëÿïóíîâó, åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0
ñóùåñòâóåò δ > 0 òàêîå, ÷òî ïðè x0 ∈ I è |y0 − ψ(x0)| < δ påøåíèå ϕ = ϕ(x)
ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè (x0, y0) òàêæå ñóùåñòâóåò íà I è äëÿ ëþáîãî x ∈ I
âûïîëíÿåòñÿ íåpàâåíñòâî

|ϕ(x) − ψ(x)| < ε.

Èíîãäà ââåäåííîå ïîíÿòèå íàçûâàþò èíòåãðàëüíîé íåïðåðûâíîñòüþ íà áåñ-

êîíå÷íîì ïðîìåæóòêå.

�åøåíèå ψ(x) íàçûâàåòñÿ ðàâíîìåðíî óñòîé÷èâûì ïî Ëÿïóíîâó, åñëè îíî

óñòîé÷èâî è ïðè ýòîì ÷èñëî δ, âõîäÿùåå â îïðåäåëåíèå óñòîé÷èâîñòè, íå çà-
âèñèò îò x0.

�åøåíèå ψ(x) íàçûâàåòñÿ ïpèòÿãèâàþùèì, åñëè ∀x0 ∈ I ∃∆ > 0 òàêîå, ÷òî
åñëè |y0 − ψ(x0)| < ∆, òî påøåíèå ϕ = ϕ(x, x0, y0) ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè

(x0, y0) òàêæå ñóùåñòâóåò íà I è |ϕ(x, x0, y0)− ψ(x)| → 0 ïpè x→ +∞.
Ïî àíàëîãèè ñ pàâíîìåpíî óñòîé÷èâûì îïpåäåëÿåòñÿ pàâíîìåpíî ïpèòÿãèâà-

þùåå påøåíèå.

�åøåíèå ψ = ψ(t) íàçûâàåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûì ïî Ëÿïóíîâó,

åñëè îíî ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâûì è ïpèòÿãèâàþùèì.

Ïpè ýòîì òpåáîâàíèå óñòîé÷èâîñòè íå ÿâëÿåòñÿ ëèøíèì, òî åñòü èç òîãî

�àêòà, ÷òî påøåíèå ÿâëÿåòñÿ ïpèòÿãèâàþùèì, íå ñëåäóåò, ÷òî îíî óñòîé÷èâî.

Òåì íå ìåíåå â îäíîìåpíîì ñëó÷àå ñèòóàöèÿ ïpîùå.
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Òåîðåìà îá àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè äëÿ ñêàëÿðíîãî óðàâíå-

íèÿ. Ïpè n = 1 åñëè påøåíèå ψ(x) ópàâíåíèÿ
dy

dx
= f(x, y) ÿâëÿåòñÿ ïpèòÿãè-

âàþùèì, òî îíî óñòîé÷èâî ïî Ëÿïóíîâó è, ñëåäîâàòåëüíî, àñèìïòîòè÷åñêè

óñòîé÷èâî. �àçóìååòñÿ, ïpè ýòîì ïpåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî f ∈ C1
y (G ⊂ R×R).

Òåîpåìà Ëÿïóíîâà îá óñòîé÷èâîñòè ïî ïåpâîìó ïpèáëèæåíèþ äëÿ ñêà-

ëÿðíîãî óðàâíåíèÿ (ïðîñòåéøèé âàðèàíò). �àññìàòpèâàåòñÿ ópàâíåíèå

dy

dx
= λy + g(x, y), n = 1,

ïpè÷åì âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1◦. Ôóíêöèÿ g îïpåäåëåíà è íåïpåpûâíà íà ìíîæåñòâå G ⊂ R2, ñîäåpæàùåì

íåêîòîpóþ ïîëîñó âèäà (−ρ; ρ)× [x0; +∞), ãäå ρ > 0, x0 ∈ R.
2◦. λ < 0.
3◦. g(x, 0) = 0, ïpè x ≥ x0.
4◦. g(x, y) = o(|y|) ïpè |y| → 0 pàâíîìåpíî ïî x, x ≥ x0. Ïîñëåäíåå îçíà÷à-
åò, ÷òî ∀ε > 0∃δ > 0 òàêîå, ÷òî g(x, y) < ε|y| ïðè |y| < δ, ïðè÷åì δ íå çàâèñèò
îò x.

Òîãäà íóëåâîå påøåíèå ópàâíåíèÿ àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî.

Ïðèìåð 1. �åøèòü óðàâíåíèå y′ = −y + 2e−xy2 è ïîñòðîèòü åãî ïîðòðåò.

�åøåíèå. Ópàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ ópàâíåíèåì Áåpíóëëè. Îíî èìååò òpèâèàëüíîå

påøåíèå y ≡ 0, îïpåäåëåííîå íà âñåé ïpÿìîé, è â ñèëó òåîpåìû åäèíñòâåííîñòè

âñå îñòàëüíûå påøåíèÿ öåëèêîì ëåæàò ëèáî â îáëàñòè y > 0, ëèáî â îáëàñòè

y < 0.

Ïpåäïîëîæèâ, ÷òî y 6= 0, pàçäåëèì îáå ÷àñòè ópàâíåíèÿ íà y2 è ñäåëàâ çà-

ìåíó −1/y = z , ïîëó÷èì ópàâíåíèå z′ = z − 2e−x . Îíî èìååò îáùåå påøåíèå

z = Cex+e−x, ñëåäîâàòåëüíî, îáùåå påøåíèå ïåpâîíà÷àëüíîãî ópàâíåíèÿ èìååò
âèä

y =
1

Cex + e−x
, y ≡ 0.

Hà ïëîñêîñòè (x, y) ïóíêòèðîì èçîápàæàåì êpèâûå, ïpåäñòàâëÿþùèå ãëàâ-

íóþ èçîêëèíó: y = 0; y =
ex

2
. Îíè äåëÿò ïëîñêîñòü íà ÷àñòè, â êàæäîé èç

êîòîpûõ èíòåãpàëüíûå êpèâûå ñîõpàíÿþò ñâîþ ìîíîòîííîñòü.

Âñå påøåíèÿ ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè, íàõîäÿùèìèñÿ âûøå èíòåãpàëüíîé

êpèâîé y = ex, óõîäÿò íàâåpõ, èìåÿ âåpòèêàëüíóþ àñèìïòîòó. Îñòàëüíûå på-

øåíèÿ ñòpåìÿòñÿ ê íóëþ.

Òàêèì îápàçîì, òpèâèàëüíîå påøåíèå ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûì,

íî íå pàâíîìåpíî (íà âñåé ïpÿìîé) óñòîé÷èâûì. Âñå påøåíèÿ ñ íà÷àëüíûìè

äàííûìè (x0, y0), ãäå x0 ∈ R, y0 < 0, ÿâëÿþòñÿ pàâíîìåpíî àñèìïòîòè÷åñêè

óñòîé÷èâûìè.

Ïðèìåð 2. �åøèòü óðàâíåíèå y′ = −y + e2xy2 è ïîñòðîèòü åãî ïîðòðåò.
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�åøåíèå. Îáùåå påøåíèå èìååò âèä: y =
1

Cex − e2x
, y ≡ 0. �ëàâíàÿ èçîêëè-

íà: y = 0, y = e−2x. Âñå påøåíèÿ ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè x0, y0 > 0 óõîäÿò

íàâåpõ, îñòàëüíûå ñòpåìÿòñÿ ê íóëþ. Òàêèì îápàçîì, òpèâèàëüíîå påøåíèå íå

ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâûì.

✲

✻

y′ = −y + 2e−xy2

x

y

1 2 3 4

1

2

−1−2−3

−1

−2

0
✲

✻
y′ = −y + e2xy2

x

y

1 2

1

2

−1−2

−1

−2

0

Ïðèìåð Âèíîãðàäà. Ïðèìåð àâòîíîìíîé ñèñòåìû äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâ-

íåíèé íà ïëîñêîñòè, â êîòîðîé íà÷àëî êîîðäèíàò ÿâëÿåòñÿ ïðèòÿãèâàþùåé òî÷-

êîé, íî íå àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâîé, áûë ïîñòðîåí �.Ý.Âèíîãðàäîì (1952).

ẋ =
x2(y − x) + y5

r2(1 + r4)
, ẏ =

y2(y − 2x)

r2(1 + r4)
, r2 = x2 + y2.

Óïð. 1. Íèæå ïðåäñòàâëåíû �àçîâûå ïîðòðåòû äâóõ ñèñòåì. Îáúÿñíèòå ïî-

ÿâèâøååñÿ ðàçëè÷èå â ïîâåäåíèè òðàåêòîðèé. ×òî èçìåíèòñÿ ñ ïîÿâëåíèåì

çíàìåíàòåëÿ?

✲

✻

x

y

ẋ = x2(y − x), ẏ = y2(y − 2x)

•
✲

✻

x

y

µ =0,1

ẋ = x2(y − x) + µy5, ẏ = y2(y − 2x)

•

Òåîpåìà Ëÿïóíîâà îá óñòîé÷èâîñòè ïî ïåpâîìó ïpèáëèæåíèþ. �àñ-

ñìàòpèâàåòñÿ ópàâíåíèå ẋ = Ax + g(t, x), ïpè÷åì âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå

óñëîâèÿ:
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1◦. n−ìåpíàÿ âåêòîp-�óíêöèÿ g , îïpåäåëåíà è íåïpåpûâíà íà ìíîæåñòâå

G ⊂ Rn × R, ñîäåpæàùåì íåêîòîpûé öèëèíäp âèäà Dρ(O) × [t0,+∞), ãäå
Dρ(O) � øàp pàäèóñà ρ > 0 ñ öåíòpîì â íà÷àëå êîîpäèíàò, à t0 ∈ R.
2◦. Âñå ñîáñòâåííûå ÷èñëà âåùåñòâåííîé ïîñòîÿííîé ìàòpèöû A èìåþò

îòpèöàòåëüíûå âåùåñòâåííûå ÷àñòè.

3◦. g(t, O) = O ïpè t > t0.
4◦. g(t, x) = o(| x |) ïpè | x |→ 0 pàâíîìåpíî ïî t, t ≥ t0.

Òîãäà íóëåâîå påøåíèå ópàâíåíèÿ àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî.

Ôóíêöèÿ Ëÿïóíîâà è ëåììà Ëÿïóíîâà îá óñòîé÷èâîñòè. �àññìàòpè-

âàåòñÿ ópàâíåíèå ẋ = f(t, x), ïpè÷åì âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1◦. n−ìåpíàÿ âåêòîp-�óíêöèÿ f îïpåäåëåíà è íåïpåpûâíà íà ìíîæåñòâå G ⊂
R×Rn, ñîäåpæàùåì íåêîòîpûé öèëèíäp âèäà U = [t0, +∞)×Dρ(O), ãäå Dρ (O)
� øàp pàäèóñà ρ > 0 ñ öåíòpîì â íà÷àëå êîîpäèíàò, à t0 ∈ R.
2◦. f íåïpåpûâíî äè��åpåíöèpóåìà ïî x íà G.

Îïpåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ V = V (x) íàçûâàåòñÿ �óíêöèåé Ëÿïóíîâà äëÿ

ópàâíåíèÿ ẋ = f(t, x), â øàpå Dρ (O), åñëè

1. V ∈ C1 (Dρ (O)).

2. V (O) = 0.

3. V (x) > 0 ïpè x 6= O.

4. V̇ = 〈 gradV (x), f(t, x)〉 ≤ 0 ïpè x ∈ Dρ (O), t ≥ t0.

Ëåììà Ëÿïóíîâà îá óñòîé÷èâîñòè. Åñëè íà íåêîòîpîé îêpåñòíîñòè íà÷à-

ëà êîîpäèíàò ñóùåñòâóåò �óíêöèÿ Ëÿïóíîâà, òî íóëåâîå påøåíèå óñòîé÷èâî

ïî Ëÿïóíîâó.

Óêàçàíèå ê äîêàçàòåëüñòâó: �àññìîòpèì ïpîèçâîëüíîå ε < ρ è ïóñòü Sε � ñ�åpà
pàäèóñà ε ñ öåíòpîì â íà÷àëå êîîpäèíàò. Îïpåäåëèì mε êàê íàèìåíüøåå çíà-

÷åíèå �óíêöèè V íà ýòîé ñ�åpå.

Îòîápàæåíèå E : [0, ρ]→ [0, mρ], îïpåäåëåííîå òàêèì îápàçîì (E(ε) = mε),

ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííî âîçpàñòàþùèì.

Ç à ä à ÷ è ä ë ÿ ï ð à êòè÷ å ñ ê è õ ç à í ÿòèé

Óïð. 2. Äëÿ óðàâíåíèé a)− f) óïðàæíåíèÿ 7 ðàçäåëà 2., ïîñâÿùåííîãî ëèíåé-

íûì óðàâíåíèÿì, âûÿñíèòå, ÿâëÿåòñÿ ëè ϕ(x) óñòîé÷èâûì ïðè x→ +∞. ßâ-
ëÿþòñÿ ëè óñòîé÷èâûìè äðóãèå ðåøåíèÿ? Íà êàêîé ïðîìåæóòîê ïðîäîëæèìî

ðåøåíèå ϕ(x)?

Óïð. 3. Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè êîý��èöèåíòû a(x) è b(x) ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ
îïðåäåëåíû è íåïðåðûâíû íà âñåé ïðÿìîé, òî êàæäîå èç ðåøåíèé íåîäíîðîäíî-

ãî óðàâíåíèÿ óñòîé÷èâî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà óñòîé÷èâî òðèâèàëüíîå

(íóëåâîå) ðåøåíèå îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ.
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Óïð. 4. Äëÿ êàæäîãî èç óðàâíåíèé, ïîðòðåòû êîòîðûõ èçîáðàæåíû íà äâóõ

ðèñóíêàõ ñïðàâà, íàïèøèòå îáùåå ðåøåíèå y(x,C) è ÷àñòíîå ðåøåíèå ϕ(x),
ãðà�èê êîòîðîãî ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó M ñ êîîðäèíàòàìè, óêàçàííûìè íà

ðèñóíêå.

✲

✻

x

y

a) y′ = − y

2x
+ y2, M(2, 2)

•

◦M

✲

✻

x

y

b) y′ = −4y

x
+ y2, M(1, 3)

•

◦
M

Óïð. 5. Äëÿ óðàâíåíèé ïðåäûäóùåãî

óïðàæíåíèÿ âûÿñíèòå, ÿâëÿåòñÿ ëè ϕ(x)
óñòîé÷èâûì ïðè x → +∞. ßâëÿåòñÿ ëè

óñòîé÷èâûì íóëåâîå ðåøåíèå? Íà êàêîé

ïðîìåæóòîê ïðîäîëæèìî ðåøåíèå ϕ(x)? ✲

✻

x

y

y′ =
4y

x2
− y3

•

Óïð. 6. Äëÿ óðàâíåíèÿ, ïîðòðåò êîòî-

ðîãî èçîáðàæåí ñïðàâà, âûÿñíèòå, ÿâëÿ-

åòñÿ ëè óñòîé÷èâûì ïðè x→ +∞ íóëå-

âîå ðåøåíèå?

Óïð. 7. Ìîæíî ëè óòâåpæäàòü àñèìïòîòè÷åñêóþ óñòîé÷èâîñòü, åñëè íåpà-

âåíñòâî â (4) ñòpîãîå?

Óïð. 8. �àññìàòðèâàåòñÿ ñèñòåìà

{
ẋ = −2tx,
ẏ = x− 2ty,

èìåþùàÿ îáùåå påøåíèå

{

x = C1e
−t2 ,

y = C1te
−t2 + C2e

−t2 .

ßâëÿåòñÿ ëè íóëåâîå påøåíèå ñèñòåìû óñòîé÷èâûì? �àâíîìåpíî óñòîé-

÷èâûì? Ïpèòÿãèâàþùèì?
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